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Введение

1. Актуальность темы исследования

Одним из наиболее перспективных объектов джозефсоновских наносистем

являются высокотемпературные сверхпроводники (ВТСП) [4, 1, 2, 3]. Популяр-

ность ВТСП систем связана не только с высокой критической температурой, да-

ющей надежду получить сверхпроводимость при комнатной температуре, но и

с обнаруженным интенсивным когерентным терагерцовым электромагнитным

излучением из таких систем, что дает широкие возможности для различных

применений [5]. ВТСП материалы, такие как Bi2Sr2CaCu2O8, являются сло-

истыми материалами, где сверхпроводящие (S-слои) и диэлектрические слои

образуют систему связанных джозефсоновских переходов (СДП) [6]. Таким об-

разом, наблюдаемый сигнал в терагерцовой области является излучением из си-

стемы СДП. Основными направлениями исследований в этой области служат

определение механизма излучения и поиск новых возможностей для увеличе-

ния его мощности, которая, согласно последним данным, составляет от 150 до

600 мкВт при частоте 0, 5 ТГц с использованием нескольких последовательно

соединенных систем СДП. Особый интерес представляет то, что пик интенсив-

ности излучения связан с некоторой областью на вольт-амперной характеристи-

ке (ВАХ), где наблюдается параметрический резонанс [7, 8]. В работе [8] было

показано, что при параметрическом резонансе на S-слое возникают колебания

заряда, которые могут иметь сложный характер в зависимости от числа пере-

ходов в стеке, параметра связи, параметра диссипации и граничных условий.

Фурье-анализ временной зависимости заряда на S-слое показывает наличие раз-

личных частот в спектре, в частности, частоту Джозефсона, частоту продоль-

ной плазменной волны (ППВ) и их комбинации. Наблюдаемая ППВ может быть

получена в виде решения системы уравнений в рамках модели емкостно-связан-

ных джозефсоновских переходов (CCJJ-модели). Эта модель была предложена
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Кояма и Тачики [9] для описания ВТСП материалов. ППВ возбуждается в стеке

джозефсоновскими колебаниями [10], частота которых ωJ определяется напря-

жением на переходе, и распространяется перпендикулярно плоскости слоев, а

параметрический резонанс реализуется при ωJ = 2ωLPW , где ωLPW - частота

ППВ [11, 7]. Это означает, что имеется резонансная точка, в которой в стеке

переходов создается ППВ с определенным волновым числом.

Интересной особенностью эффекта Джозефсона является захват колеба-

ний фазы каждого перехода частотой внешнего электромагнитного излучения,

что приводит к появлению ступенек Шапиро на ВАХ при заданных значениях

напряжения [12]. Приборы, основанные на этом эффекте, широко используются

в качестве стандартов напряжения [13, 14]. Захват частоты приводит также к

синхронизации колебаний фазы в системе СДП в области ступеньки. Деталь-

ное изучение ступенек Шапиро в системе СДП при разных резонансных усло-

виях открывает интересную область исследований с потенциалом для различ-

ных применений. Еще одна особенность проявляется при рассмотрении системы

СДП шунтированной резонансным контуром [15, 16, 17, 18, 19]. На ВАХ такой

системы появляются новые резонансные ветви, которые могут приводить к по-

явлению дополнительного параметрического резонанса, а ступенька Шапиро

демонстрирует изменение свойств в области резонансной ветви [20, 21]. Таким

образом, шунтирование позволяет эффективно контролировать и манипулиро-

вать резонансными особенностями, которые потенциально полезны в сверхпро-

водящей электронике.

Другим интенсивно развивающимся направлением применения джозефсо-

новских наносистем является индустрия квантовых компьютеров. Огромный

интерес в этой области в последние годы привлекают майорановские фермио-

ны (частицы, которые являются своей собственной античастицей и описывае-

мые реальными волновыми функциями) в связи с тем, что такие фермионы мо-

гут быть использованы как кубиты в квантовом компьютере. Было выдвинуто

несколько предложений по обнаружению таких фермионов в системах конден-
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сированного состояния [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]. В частности, майоранов-

ские фермионы могут быть реализованы как локализованные внутрищелевые

состояния в сверхпроводнике с триплетным p-спариванием [26, 27, 28, 29]. Такие

состояния также могут возникать на концах одномерной (1D) сверхпроводящей

проволоки с сильной спин-орбитальной связью находящейся в магнитном поле

[27, 28]. ДП в присутствии майорановских связанных состояний показывает

4π-периодичность колебаний сверхпроводящего тока [31], а ВАХ такого ДП, в

отличие от его тривиальных аналогов, демонстрирует только четные ступени

Шапиро. Эта особенность носит название дробного эффекта Джозефсона и в по-

следние годы активно исследуется в различных системах, так как представляет

собой экспериментальное свидетельство образования таких состояний [32].

Экспериментальное обнаружение майорановских связанных состояний ос-

новывается, в основном, либо на обнаружении дробного эффекта Джозефсона

[33], либо на измерении пика туннельной проводимости внутри сверхпроводя-

щей щели [34]. Однако, экспериментальные измерения пика проводимости [35]

показали, что он не приводит к ожидаемому значению 2e2/h туннельной про-

водимости и слабо защищен от помех [36, 37]. Вследствие чего, обнаружение

четных ступеней Шапиро обеспечивает более надежный способ детектирова-

ния майорановских фермионов. Он представляет собой фазово-чувствительный

метод, который свободен от влияния беспорядка [32]. Следовательно, дробный

эффект Джозефсона в переходах с нетривиальными барьерами является одним

из наиболее перспективных методов обнаружения майорановских фермионов в

системах конденсированного состояния [38, 39].

Еще одной областью применения джозефсоновских наносистем является

сверхпроводящая спинтроника. Основной задачей в этой области, является изу-

чение спинового тока в твердотельных веществах. Бо́льшая часть эффектов

в ней основана на связи зарядовой и спиновой степеней свободы, что делает

актуальным исследование неравновесных эффектов, связанных с зарядовым и

спиновым разбалансом [40, 41, 42, 43, 44, 45, 46].
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Неравновесные эффекты, возникающие при стационарной инжекции то-

ка в слоистые сверхпроводящие материалы, изучались в работах [47, 48, 49,

50, 51, 52]. Фактически, из-за того, что заряд не экранирует в S-слоях, сфор-

мированная система СДП в высокотемпературных сверхпроводниках не может

находиться в равновесном состоянии при любом значении электрического тока

[9, 53]. Влияние зарядовой связи на колебания джозефсоновской плазмы бы-

ло подчеркнуто в работах [51, 9]. Однако разбаланс заряда в систематической

теории возмущений рассматривается лишь косвенно, поскольку он индуциру-

ется флуктуациями скалярного потенциала [47, 50], и только в работе [54], он

учитывается как независимая степень свободы, и, следовательно, ее результаты

сильно отличаются от предыдущих.

Экспериментальные свидетельства существования неравновесных эффек-

тов в системе СДП были получены в работе [55] и были объяснены разбалансом

заряда в сверхпроводящих слоях, создаваемом инжекцией квазичастичного то-

ка. В основе эксперимента лежала идея накопления заряда на S-слоях между

резистивным и сверхпроводящим переходами под воздействием тока смещения.

Ток через резистивный переход осуществляется в основном квазичастицами,

а ток через барьер в сверхпроводящем состоянии переносится куперовскими

парами. Это приводит к флуктуациям заряда сверхпроводящего конденсата в

S-слоях, что может вызвать сдвиг химического потенциала конденсата и раз-

баланс ветвей спектра элементарных возбуждений квазичастиц. В работе [55]

также экспериментально наблюдался сдвиг ступеньки Шапиро по напряжению

от ее канонического значения.

Ответ на вопрос о том, насколько сильны неравновесные эффекты в реаль-

ной системе, важен для разных приложений. В настоящей диссертации предпо-

лагается ответить на этот вопрос. Изучение неравновесных эффектов, создава-

емых инжекцией тока в связанной системе джозефсоновских переходов, было

представлено в работе [56], в которой было показано как неравновесный пара-

метр влияет на структуру ветвей ВАХ при разных значениях связи и параметра
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Мак-Камбера. Однако влияние внешнего излучения на разбаланс заряда не бы-

ло принято во внимание.

2. Цели и задачи работы

Основная цель работы состояла в исследовании фазовой динамики и вольт-

амперных характеристик системы связанных джозефсоновских переходов в сло-

истых сверхпроводниках, их топологических, неравновесных и резонансных

свойств.

Был поставлен ряд задач по исследованию резонансных свойств системы

СДП, шунтированной резонансным контуром. В частности, изучить воздей-

ствие резонансов сформированного контура на возникающую в системе про-

дольную плазменную волну и исследовать воздействие внешнего периодическо-

го воздействия на неравновесные свойства такой системы.

Одной из задач работы по исследованию системы СДП являлось изучение

влияния неравновесных условий, в частности зарядового разбаланса, на ВАХ

ВТСП, а также на отклик такой системы на внешнее периодическое воздей-

ствие.

Значительный интерес представляла разработка новых методов детектиро-

вания майорановских связанных состояний в джозефсоновском переходе с то-

пологически нетривиальным барьером. Предполагалось, рассмотреть такой пе-

реход в рамках модели ДП шунтированного емкостью и сопротивлением (RCSJ-

модели), которая является более реалистичной по сравнению с моделью ДП без

емкости (RSJ-модели).

Представленные задачи до настоящего времени не были исследованы.
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3. Результаты работы, выносимые на защиту

В работе показано сжатие амплитудной зависимости ширины ступеньки

Шапиро на резонансной ветви, возникающей на ВАХ шутированного LC-кон-

туром джозефсоновского перехода. На этой основе предложен новый метод со-

здания стандарта напряжения, позволяющий существенно уменьшить исполь-

зуемую мощность внешнего электромагнитного излучения.

Показано, что в системе связанных ДП временная зависимость полного

напряжения стека отражает возникновение электрического заряда на сверхпро-

водящих слоях, что может служить основой метода его регистрации.

Предложен фазочувствительный метод обнаружения 4π-периодичности

сверхпроводящего тока в джозефсоновских наноструктурах, основанный на из-

менении свойств нечетных ступенек Шапиро и возникновении дополнительной

последовательности субгармоник на ВАХ.

Показано, что зарядовый разбаланс ветвей спектра элементарных возбуж-

дений квазичастиц приводит к наклону ступенек Шапиро на ВАХ, который воз-

растает с увеличением параметра неравновесности. Продемонстрировано рас-

пределение величины наклона ступеньки Шапиро вдоль стека, обусловленное

наличием связи между джозефсоновскими переходами.

4. Научная новизна и практическая значимость работы

Все результаты, полученные в диссертации, являются новыми. В частно-

сти, впервые было показано изменение амплитудной зависимости ширины сту-

пеньки Шапиро при ее расположении на резонансной ветви, на основе чего

предложен новый метод создания стандарта напряжения, позволяющий суще-

ственно уменьшить мощность подаваемого внешнего сигнала. Проведено иссле-

дование возможности реализации дополнительного параметрического резонан-

са, возникающего в пределах интервала базового тока, соответствующего резо-
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нансной ветви образованного контура. Обнаружено, что амплитуды осцилляций

напряжения стека и напряжения, измеренного через шунтирующий конденса-

тор, отражают заряд, возникающий на сверхпроводящих слоях, на основе чего

был предложен экспериментальный метод определения величины заряда. Стоит

отметить, что экспериментальное подтверждение наличия заряда на сверхпро-

водящих слоях ВТСП было получено только косвенно – по наблюдению про-

дольной плазменной волны, и до настоящего времени нет экспериментальных

результатов, демонстрирующих наличие заряда непосредственно.

Показано, что неравновесные эффекты, в частности зарядовый разбаланс

ветвей спектра элементарных возбуждений, могут быть ответственны за наклон

ступенек Шапиро на ВАХ. Было также показано, что непериодические гранич-

ные условия сдвигают ступеньку Шапиро в область меньших напряжений, что

делает неоднозначной интерпретацию экспериментально найденного сдвига как

результат разбаланса заряда.

Впервые был рассмотрен ДП с топологически нетривиальным барьером в

рамках модели ДП шунтированного емкостью и сопротивлением (RCSJ-модель).

Был предложен фазочувствительный метод обнаружения майорановских свя-

занных состояний в джозефсоновских наноструктурах, основанный на субгар-

монической природе нечетных ступенек Шапиро и возникновении дополнитель-

ной последовательности сугармоник на ВАХ.

Практическая ценность диссертации состоит в том, что разработанные ме-

тоды позволят проводить непосредственное сравнение полученных результатов

с результатами экспериментальных исследований. В диссертации предсказыва-

ется ряд новых эффектов, которые могут представлять интерес для экспери-

ментального исследования.
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гогический университет, Москва, Россия, 2016;

16. 5th International Workshop on Numerical Modelling of High Temperature

Superconductors, Bologna, Italy, 2016;

17. International conference and School Superconducting hybrid nanostructures:

physics and application, Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgop-
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18. XXI симпозиум “Нанофизика и наноэлектроника”, Нижний Новгород, Рос-

сия, 2017;
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22. International workshop on Frontiers of Science, Sweden, 15-22 April 2018;

23. 22-я Международная научная конференция молодых ученых и специа-

листов ОИЯИ (ОМУС-2018), Лаборатория физики высоких энергий им.

В.И.Векслера и А.М. Балдина, ОИЯИ, 23-27 апреля 2018 г.

24. 48th meeting of the PAC for Condensed Matter Physics, Dubna, 15 June 2018

6. Личный вклад автора

Основные положения и выводы диссертации являются результатом само-

стоятельных исследований автора. В тех частях работ, выполненных в соавтор-

стве, которые относятся к теме диссертации, автору принадлежат формализа-

ция задачи, проведенные численные расчеты и их интерпретация.

7. Структура и объем работы

В рамках данной кандидатской диссертации проводятся всесторонние ис-

следования особенностей ВАХ, обусловленных топологическими, неравновесны-

ми и резонансными явлениями в джозефсоновских наноструктурах.

В первой главе диссертации рассматривается система связанных джозеф-

соновских переходов, шунтированная резонансным контуром. Дано описание

модели для системы СДП, шунтированной LC-элементами, описание методов

расчета ВАХ и фазовой динамики. В данной главе представлены результаты

исследования резонансных свойств одного ДП и проведен анализ их влияния

на отклик на внешнее периодическое воздействие. Определена также зависи-

мость ширины ступеньки Шапиро от амплитуды внешнего излучения. Во вто-

рой части этой главы показано возникновение дополнительного параметриче-

ского резонанса в области резонансной ветви, возникающей в системе СДП с

шунтированием. Обсуждается метод экспериментального обнаружения заряда
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на сверхпроводящих слоях, основанный на измерении амплитуды осцилляций

напряжения в стеке или на шунтирующем конденсаторе. Проведен анализ мо-

дуляций на временной зависимости заряда и напряжения стека, возникающих

под действием внешнего периодического воздействия.

Во второй главе приведены результаты исследования джозефсоновских пе-

реходов с топологически нетривиальными барьерами, демонстрирующие 4π пе-

риодический джозефсоновский ток. Дано описание RCSJ-модели для такого

перехода, где джозефсоновский ток шунтируется сопротивлением и емкостью.

Проведено сравнение результатов с полученными ранее в рамках более простой,

но более распространенной модели RSJ, где отсутствует емкость. Показана воз-

можность возникновения нечетных ступенек Шапиро, имеющих субгармониче-

скую природу и свойства, качественно отличающиеся от ступенек в обычных пе-

реходах. Обнаружена также дополнительная последовательность субгармоник

в лестничной структуре на ВАХ. В главе обсуждается возможности использо-

вания этих свойств для детектирования 4π-периодичности сверхпроводящего

тока. В последней части второй главы рассмотрен ДП с двумя компонентами

сверхпроводящего тока. Такой переход в области малых напряжений демонстри-

рует 4π-периодичность разности фаз даже при амплитуде 4π-периодической

компоненты тока, много меньшей амплитуды джозефсоновской компоненты,

что позволяет наблюдать осцилляции сверхпроводящего тока с дробным пе-

риодом при малой диссипации β < 1 в области гистерезиса. Определен ин-

тервал амплитуд внешнего электромагнитного излучения, в котором наиболее

существенно проявление на вольт-амперной характеристике дробного эффекта

Джозефсона.

Последняя глава диссертации посвящена исследованию неравновесных эф-

фектов, создаваемых инжекцией тока в стек внутренних джозефсоновских пере-

ходов в высокотемпературных сверхпроводниках. В главе дано описание модели

системы СДП с учетом зарядового разбаланса ветвей спектра элементарных воз-

буждений. В данной главе приведены результаты исследования влияния нерав-
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новесных условий на ступеньки Шапиро, возникающие под действием внешнего

электромагнитного излучения. Показано, что зарядовый разбаланс может при-

водить к наклону ступенек Шапиро на ВАХ и обсуждается сдвиг ступеньки

Шапиро на ВАХ от своего канонического значения под воздействием неперио-

дических граничных условий.



19

Глава 1

Резонансные явления в системе связанных

джозефсоновских переходов, шунтированной

резонансным контуром

Важным моментом для различных применений джозефсоновских нано-

структур является возможность манипулировать и контролировать их парамет-

ры и характеристики. Одним из эффективных способов воздействия на ДП яв-

ляется его шунтирование резонансным контуром [15, 16, 17, 18, 19]. В частности,

шунтирование может приводить к синхронизации колебаний сверхпроводящего

тока в стеке СДП. Шунтирование ДП индуктивностью и емкостью (LC-шунти-

рование) приводит к образованию единого резонансного контура, включающего

емкость и индуктивность шунта, а также емкость ДП. Когда частота Джозеф-

сона ωJ равна резонансной частоте контура ωrc, колебания в системе СДП син-

хронизируются. Этот резонанс может проявляться на ВАХ в виде: ступенек

[58, 57], горбов и провалов [59, 60]. О существовании таких резонансных особен-

ностей на ВАХ в различных системах СДП с шунтированием сообщалось в ряде

экспериментальных и теоретических работ (см. [61, 62] и ссылки в них). Отме-

тим, что обнаруженный в работе [63] пик интенсивности когерентного электро-

магнитного излучения из двумерной системы СДП на основе Nb/Al/AlOx/Nb

был вызван резонансом джозефсоновских колебаний и колебаний в резонансном

контуре, что привело к синхронизации колебаний в разных ДП. В работе [64]

была продемонстрирована возможность появления в системе СДП с LC-шун-

тированием дополнительного параметрического резонанса. Как и ожидалось,

в этом случае также возбуждается ППВ с частотой, равной половине частоты

Джозефсона. Таким образом, шунтирование является удобным инструментом

способным изменять свойства ППВ.
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Рассматриваемая система также обладает большим потенциалом для при-

ложений в квантовой метрологии [14]. В частности, наиболее точные стандарты

вольта в настоящий момент получают облучая цепочки ДП электромагнитной

волной. В свою очередь шунтирование ДП позволяет влиять на свойства ступе-

нек Шапиро, когда они находятся на резонансной ветви ВАХ [20, 21].

В первой главе настоящей диссертации представлены результаты модели-

рования системы СДП и одиночного ДП шунтированных резонансным конту-

ром. Будут описаны особенности, которые появляются в шунтированной систе-

ме СДП. В первой части будут приведены результаты исследования свойств

одиночного ДП шунтированного LC-элементами, а также рассмотрена перспек-

тивность использования шунтирования ДП для оптимизации экспериментов по

получению стандартов напряжения, посредством изменения свойств ступенек

Шапиро. Вторая часть посвящена исследованию возможности воздействия и

управления ППВ в системе СДП посредством шунтирования системы резонанс-

ным контуром.

1.1. Модель связанных джозефсоновских переходов,

шунтированных резонансным контуром

В настоящей главе рассматривается система СДП в рамках модели с ем-

костной связью и диффузионным током (CCJJ+DC модель [7, 65]), шунтиро-

ванная LC-элементами. Сопротивление R не включено в шунтирующую цепь с

целью выделить основные эффекты влияния резонансного контура на свойства

системы. Связь между переходами в системе возникает в следствии очень малой

толщины сверхпроводящих и диэлектрических слоев. Толщина S-слоев в ВТСП

( ∼ 3 Å) сравнима с дебаевской длиной экранирования электрического заряда

rD, поэтому в отдельном S-слое нет полной экранировки заряда и электрическое

поле, наведенное в отдельном джозефсоновском переходе, проникает в соседние.

Электрическая нейтральность S-слоев оказывается динамически нарушенной, и
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в случае переменного эффекта Джозефсона возникает емкостная связь между

переходами [9]. Когда через слоистую систему связанных ДП проходит внеш-

ний электрический ток, сверхпроводящие слои оказываются в неравновесном

состоянии из-за инжекции квазичастиц и куперовских пар [53]. Наличие в них

нескомпенсированного электрического заряда приводит к необходимости учета

дополнительного тока между сверхпроводящими слоями. Этот вклад в квазича-

стичный ток, обусловленный разностью обобщенных скалярных потенциалов,

называют диффузионным током I ldif [54, 47, 66]. Можно записать следующие

выражения для диффузионного тока

I ldif =
Φl − Φl−1

IcR
= −(Ql −Ql−1)

4πr2DIcR
= −(Ql −Ql−1)

2e2N(0)IcR
(1.1)

В этих выражениях Φl есть обобщенный скалярный потенциал сверхпро-

водящего слоя, R - сопротивление перехода, Ql - величина плотности заряда на

сверхпроводящем слое. Диффузионный ток нормирован на величину критиче-

ского тока Ic, а N(0) обозначает плотность состояний на уровне Ферми.

В отсутствии полного экранирования заряда в S-слое, джозефсоновское

соотношение для калибровочно-инвариантной разности фаз между S-слоями

φl(t) обобщается [67]:

ℏ
2e

dφl

dt
= Vl − α(Vl+1 + Vl−1 − 2Vl). (1.2)

Т.е., в отличии от равновесного случая, производная разности фаз φl в

l-ом переходе зависит теперь не только от напряжения Vl ≡ Vl,l−1 в данном ДП,

но и от напряжений в соседних l − 1 и l + 1 ДП. Параметр α характеризует

величину связи между ДП.

Электрическая схема рассматриваемой системы ДП с LC-шунтом пред-

ставлена на Рис.1.1.

Полный ток есть сумма токов через систему ДП Ij и шунтирующие элемен-

ты Ish. В рамках используемой нами модели, ток Ij определяется выражением:
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Рис. 1.1. Схема системы джозефсоновских переходов с LC-шунтированием

Ij = Cj
dVl
dt

+ Icsinφl +
ℏ

2eRj

∂φl

∂t
, (1.3)

где Cj, Vl, Rj, Ic и φl есть емкость, напряжение, сопротивление, критиче-

ский ток и калибровочно-инвариантная разность фаз l-го ДП, соответственно.

Ток через шунтирующие элементы Ish определяется выражением:

Ish = C
∂uc
∂t

, (1.4)

где C и uc есть емкость и напряжение на шунтирующем конденсаторе, соот-

ветственно. При параллельном соединении, представленном на Рис.1.1, сумма

напряжений на шунтирующих элементах равна сумме напряжений на всех ДП,

т. е.:

LC
∂2uc
∂t2

+ uc =
N∑
i=1

Vl, (1.5)

где L - шунтирующая индуктивность.

Таким образом, динамика калибровочно-инвариантной разности фаз φl в

l-ом ДП определяется следующей системой уравнений:
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

∂φl

∂t
= Vl − α(Vl+1 + Vl−1 − 2Vl)

∂Vl
∂t

= I + A sin(ωRt)− sinφl − β
∂φl

∂t
− C

∂uc
∂t

∂2uc
∂t2

=
1

LC

( N∑
l=1

Vl − uc

)
,

(1.6)

где все величины обезразмерены, а именно: базовый ток I нормирован на

критический ток Ic ДП; время t – на обратную плазменную частоту ω−1
p (где

плазменная частота ωp =

√
2eIc
Cjℏ

, и в дальнейшем t используется для обозначе-

ния нормированного времени); напряжения Vl и uc нормированы на V0 =
ℏωp

2e
;

шунтирующая емкость C – на емкость ДП Cj, а шунтирующая индуктивность

L – на (Cjω
2
p)

−1. В системе уравнений (1.6) введен также параметр диссипации в

джозефсоновском переходе: β =
1

Rj

√
ℏ

2eIcCj
=

1√
βc

, где βc - параметр МакКам-

бера. Стоит отметить, что в дальнейшем будут использованы те же буквенные

обозначения для нормированных величин, что и для ненормированных.

Система уравнений (1.6) решается численно методом Рунге-Кутта четвер-

того порядка. Разность фаз φl(t) и напряжение Vl(t) рассчитываются как функ-

ции времени в определенном заданном интервале при фиксированном значении

внешнего тока I. Методика расчета ВАХ и временной зависимости электриче-

ского заряда соответствует стандартной схеме и изложена в ряде работ [8, 11]

и методическом пособии [68].

Для определения ВАХ системы ДП вычисляется среднее по времени на-

пряжение < Vl > при каждом значении внешнего тока I посредством < Vl >=

1
Tmax−Tmin

Tmax∫
Tmin

Vldt, где Tmin и Tmax определяют интервал времени для усредне-

ния. Полное среднее напряжение системы ДП при данном фиксированном зна-

чении базового тока вычисляется посредством: < V >=
N∑
l=1

< Vl >. Для вы-

числения заряда на сверхпроводящем слое используется уравнение Максвелла

div(εε0E⃗) = Q. Плотность заряда Ql на S-слое l (в дальнейшем изложении,
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заряд) определяется через значения напряжения в соседних диэлектрических

слоях Vl и Vl+1:

Ql = Q0α(Vl+1 − Vl), (1.7)

где Q0 = εε0V0/r
2
D.

Полная временная зависимость V (t) и Q(t) складывается из изменений во

времени этих величин на каждом шаге по току. Интервал времени, в течение

которого записывается временная зависимость, определяется как τ +Tmax(I0−

I)/δI , где I0 начальное значение тока, с которого регистрируется данная вре-

менная зависимость. В наших вычислениях, если не указано дополнительно,

параметр диссипации полагается β = 0.2 и параметр связи α = 1, и использова-

ны периодические граничные условия [11]. Отметим, что величина параметра

связи не оказывает существенного влияния на качественные результаты, пред-

ставленные в настоящей диссертации. Значение α = 1 выбрано для сравнения

полученных результатов с опубликованными ранее данными. Итак, система ди-

намических уравнений для разностей фаз и напряжений (1.6) решается при

фиксированном значении тока I во временном интервале (0, Tmax) с шагом δt.

Часть этого интервала, начиная со значения Tmin, используется для процедуры

усреднения по времени. В расчетах, в основном, было использовано: Tmin = 50,

Tmax = 10000, δt = 0.05, δI = 0.0001, хотя в ряде случаев, когда требовалась

более высокая точность, эти параметры менялись. Устойчивость решений прове-

рялась влиянием на ВАХ изменения параметров расчета, в частности, удвоения

и уменьшения вдвое шага по времени δt. Во всех расчетах к базовому току до-

бавлялся шум с амплитудой Inoise = 10−8, генерируемый случайным образом.

Для этого использовался генератор случайных чисел. Амплитуда шума норми-

ровалась на величину критического тока Ic.

Как упоминалось выше, джозефсоновские переходы вместе с шунтирую-

щими их емкостью C и индуктивностью L образуют колебательный контур. В
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таком контуре возможно возбуждение как последовательного резонанса, так и

параллельного резонанса. Собственные частоты образованного контура опреде-

ляются теперь не только величинами L и C, но и суммарной емкостью всех

ДП. Следовательно, общая емкость системы определяется выражением: C
1+NC ,

а собственная частота параллельного резонансного контура, нормированная на

плазменную частоту, вычисляется по формуле:

ωp
rc =

√
1 +NC

LC
. (1.8)

Как видно из полученной формулы, собственная частота колебаний обра-

зованного резонансного контура зависит от числа ДП в системе. Собственная

частота последовательного контура определяется выражением:

ωs
rc =

√
1

LC
. (1.9)

Как уже было отмечено ранее [61], резонанс последовательного контура

проявляется на ВАХ только при большой диссипации (β > 1).

1.2. Резонансная ветвь на вольт-амперной характеристике

Сначала кратко обсудим свойства одного шунтированного ДП в отсутствие

внешнего излучения. Как было показано в работах [59, 69], LC-шунтирование

приводит к ступенчатой структуре на ВАХ. Однако эти ступени на самом деле

являются ветвями [64], которые могут быть полностью восстановлены посред-

ством изменения направления базового тока. Соответствующая ВАХ представ-

лена на рис. 1.2. Она получается при решении системы уравнений (1.6), базовый

ток меняется следующим образом: 01OEBABCDEBF0. ВАХ демонстрирует

резонансную ветвь AC, возникающую в результате резонанса джозефсоновских

колебаний и собственных колебаний сформированного резонансного контура.

Наблюдаемая резонансная ветвь является частью резонансного пика [61] с

вершиной обозначенной точкой C, а другая сторона пика, отмеченная пунктир-
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Рис. 1.2. ВАХ одного шунтированного ДП, рассчитанная при увеличении и уменьшении

базового тока. Стрелки указывают направление изменения тока.

ной линией на рис. 1.6, имеет отрицательный наклон и, следовательно, неустой-

чива. Этот пик соответствует резонансу в параллельном контуре. В случае ре-

зонанса в последовательном контуре резонансный пик формируется в противо-

положном направлении.

Выбранные параметры шунта L = 0.2 и C = 1.25 приводят (согласно

уравнению (1.8)) к собственной частоте резонансного контура ωp
rc = 3, поэтому

точное равенство ωJ = ωp
rc выполняется в точке C, где V = 3. В этой точке на-

блюдается скачок напряжения на ВАХ. Наклон полученной резонансной ветви

зависит от параметра добротности полученного контура. Изменение парамет-

ров ДП и резонансного контура изменяет величину наклона [64].

Временная зависимость напряжения вместе с соответствующей частью

ВАХ, рассчитанная при увеличении базового тока, представлена на рис. 1.3.

На рисунке видно, что максимум сверхпроводящего тока Is(I), отмеченный

буквой С’ (рис. 1.3(a)), а также максимум амплитуды колебаний напряжения

(рис. 1.3(b)), вызванные резонансом в параллельном контуре, хорошо согла-

суются с особенностью на ВАХ, отмеченной точкой C, а именно выходом из

резонансной ветви. Отметим особенность на временной зависимости напряже-

ния в точке А (рис. 1.3(b)), где амплитуда джозефсоновских колебаний равна

нулю. Эта точка отражает другой резонанс, возникающий в последовательном
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Рис. 1.3. (а) Часть ВАХ и соответствующая часть зависимости Is(I), рассчитанные при уве-

личении базового тока. Стрелки указывают направление изменения тока. Буквы относятся к

точкам на ВАХ (рис. 1.6). Соответствующие точки на зависимости Is(I) отмечены буквами

со штрихами. Вставка демонстрирует увеличенную часть зависимости Is(I) с отмеченным ми-

нимумом; (b) Соответствующая временная зависимость напряжения, рассчитанная в том же

интервале тока. Верхняя вставка демонстрирует исчезновение джозефсоновских колебаний

в точке А. Скачкообразное изменение напряжения представляет собой численный эффект,

связанный с изменением базового тока. Нижняя вставка показывает увеличенную часть ко-

лебаний напряжения в отмеченной области.

контуре, имеющем частоту ωs
rc = 1/

√
LC = 2. Затухание колебаний при V = 2

вызвано нулевым импедансом Z(jωs
rc) = jωs

rcL + 1/jωs
rcC элементов LC, шун-

тирующих ДП. Верхняя вставка демонстрирует исчезновение осцилляций на-

пряжения в точке A. Таким образом, в случае слабой диссипации ДП β < 1

резонанс в последовательном контуре проявляет себя на временной зависимо-

сти напряжения.

На рис. 1.3(b) также показана зависимость среднего сверхпроводящего то-

ка Is = sinφ от базового тока, моделируемого при том же процессе. Is имеет

минимум в точке A’ (см. вставку на рис. 1.3(a)), соответствующий точке A на

ВАХ. Положение точки А’ согласуется с особенностью на временной зависимо-

сти напряжения. Этот факт подчеркивается двойными стрелками на рис. 1.3(a).

Is растет практически линейно вдоль резонансной ветви. После прыжка с ре-

зонансной ветви в резистивное состояние (точки C и D) Is уменьшается на два

порядка, а затем медленно приближается к нулю.
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1.2.1. Особенности rc-ветви одиночного ДП

Форма полученной резонансной ветви зависит от значений L и C. Обычно

она имеет пологий наклон. Изменение значений параметров ДП и резонансного

контура влияют на наклон резонансной ветви [64]. На рисунке 1.4 показана

двух-петлевая ВАХ для одиночного ДП с LC-шунтированием при большой и

малой шунтирующей емкости. В обоих случаях частота резонансного контура

Рис. 1.4. Двух-петлевая ВАХ для одного ДП с LC-шунтированием. Кривая 1 демонстрирует

большую емкость шунта (C = 1.25), а кривая 2 - маленькую емкость шунта (C = 0.08).

Текущий цикл изменения тока, используемый для получения обеих ВАХ, состоял из 0 −→

1.2 −→ 0.5 −→ 1.2 −→ 0 и параметр индуктивности подбирался таким образом, чтобы

сохранялось постоянное значение ωp
rc = 3 в уравнении (1.8).

была одинаковой, и соответствовала среднему суммарному напряжению V = 3.

Отметим, что rc-ветвь при малых C практически не имеет наклона. Это свя-

зано с тем, что наклон характеризует ширину пика параллельного резонанса,

а изменение коэффициента добротности Q = Rj

√
C
L параллельного резонанса

также изменяет ширину пика и, следовательно, наклон rc-ветви.

Проявление параллельных и последовательных резонансов в шунтирован-

ных джозефсоновских переходах можно четко увидеть на временной зависимо-

сти полного напряжения V (t). На рис. 1.5 представлена временная зависимость
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напряжения вместе с соответствующей частью ВАХ, включающей rc-ветвь, рас-

считанные при разных C и L при увеличении базового тока вдоль rc-ветви.

Рис. 1.5. Временная зависимость полного напряжения, показанная при увеличении базового

тока для rc-ветви на ВАХ (усредненное по времени напряжение показано тёмной сплошной

линией). Буквы A и B указывают положение последовательного и параллельного резонансов

в системе, соответственно. (a) L = 45, C = 0.002; (b) L = 0.2, C = 1, 25.

Рис. 1.5(a) показывает результат для L = 45, C = 0.002 (малая емкость),

где видно исчезновение колебаний напряжения вблизи точки A, что соответ-

ствует последовательному резонансному контуру с частотой ωs
rc = 1/

√
LC.

Максимальная амплитуда напряжения в точке B соответствует параллельному

резонансному контуру. На рис. 1.5(b) показаны те же особенности для случая

гораздо большей шунтирующей емкости C = 1.25 и меньшей индуктивности

L = 0.2.
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1.3. Свойства ступеньки Шапиро на резонансной ветви

Обсудим теперь влияние внешнего электромагнитного излучения. Этот эф-

фект определяется членом A sinωRt в системе уравнений (1.6) и зависит от

значения частоты ωR и амплитуды A. При облучении системы электромагнит-

ной волной на ВАХ перехода появляются ступеньки Шапиро. Существенным

изменениям подвергается амплитудная зависимость ширины ступеньки Шапи-

ро, когда она находится на резонансной ветви системы. Ширина ступеньки при

отсутствии шунтирования определяется уравнением [70, 71]:

W = 2|Jn(f)|, f =
A

ωR

1√
β2 + ω2

R

, (1.10)

где Jn - функция Бесселя n-го порядка, аргумент которой зависит от часто-

ты ωR и амплитуды A внешнего излучения, а также от параметра диссипации

β.

На рис. 1.6(a) представлена часть ВАХ при A = 0.5 и ωR = 2.7. Отметим,

что по сравнению с рис. 1.4 ВАХ при облучении дополнительно демонстрирует

ступеньку Шапиро при V = ωR = 2.7 и ее субгармонику при V = ωR/2 = 1.35.

На рис. 1.6(b) показана зависимость ширины ступеньки от амплитуды при

ωR = 2.7 в случае без шунтирования (SS) и с шунтированием (SS-rc). Отметим,

что результаты моделирования в случае без шунтирования хорошо описывают-

ся уравнением (1.10). Амплитудная зависимость ширины ступеньки Шапиро

на rc-ветви существенно изменяется: наблюдается сжатие бесселевской зависи-

мости. В результате при малых A ширина ступеньки в случае шунтирования

больше, чем ширина ступеньки без шунтирования.

Фитирование полученных численных результатов с помощью (1.10), ис-

пользуя частоту ωR как подгоночный параметр, выявило, что кривая, получен-

ная для частоты внешнего излучения ωR = 2.7, соответствует зависимости:
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Рис. 1.6. (a) Влияние излучения с частотой ωR = 2.7 и амплитудой AR = 0.5 на ВАХ шун-

тированного ДП. Вставка увеличивает часть, обозначенную кружком, демонстрирующую

субгармонику ступеньки Шапиро. (b) Амплитудная зависимость ширины ступеньки W на

резонансной ветви (SS-rc) при ωR = 2.7 по сравнению с зависимостью без шунтирования

(SS). Точки показывают численно рассчитанную амплитудную зависимость ширины ступень-

ки Шапиро без шунтирования (SS, синие точки) и с шунтированием (SS-rc, красные точки).

Квадраты показывают аналитические результаты для случая без шунтирования (SS, синие

квадраты), полученные по формуле 1.10, и результаты подгонки для шунтированного ДП

(SS-rc, красные квадраты) по формуле 1.11.

W = 2|Jn(f)|, f =
A

ωef

1√
β2 + ω2

ef

, (1.11)

где в аргументе f используется эффективная частота ωef = 1.955.

Интересной особенностью является тот факт, что первый максимум Бессе-

ля появляется при гораздо меньшей амплитуде (мощности) внешнего электро-

магнитного излучения.

При приближении частоты внешнего излучения к частоте резонансного

контура наблюдаемый эффект становится более ярким. На рис. 1.7(а) пред-

ставлена ВАХ, полученная при амплитуде A = 0.6, и частоте ωR = 3, рав-

ной собственной частоте резонансного контура, т. е. при резонансном условии

ωR = ωJ = ωp
rc. Основная ступенька Шапиро в этом случае находится на вер-

шине резонансной ветви. На вставке к рис. 1.7(а) увеличена часть ВАХ, де-

монстрирующая эту ступеньку при V = 3. Отметим, что на ВАХ появляются

другие гармоники и субгармоники, которые не наблюдаются при отсутствии
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Рис. 1.7. (a) ВАХ шунтированного ДП под излучением с частотой ωR = 3 и амплитудой AR =

0.5. Стрелки указывают резонансную ветвь при ωR = ωp
rc = 3, гармоники при V = 6, V = 9

и субгармонику при V = 1.5. На вставке представлена увеличенная часть ВАХ, отмеченная

штриховым прямоугольником, демонстрирующая ступеньку Шапиро на резонансной ветви.

Стрелки на вставке показывают направление изменения базового тока; панели (b), (c) и (d)

показывают увеличенные гармоники и субгармонику, указанные в (a). (e) То же, что и на

рис. 1.6(b) при ωR = 3. (f) Зависимость эффективной частоты от частоты излучения при

ωp
rc = 3. Пунктирная линия указывает проявление последовательного резонанса.

шунтирования. Три из них, при V = 1, 5, V = 6 и V = 9, обозначены стрел-

ками и показаны в увеличенном масштабе на рис. 1.7(b) - (d), соответственно.

Они являются областями, в которых происходит захват собственной частоты

системы гармониками или субгармоникой частоты внешнего излучения. С дру-

гой стороны на этих ступеньках выполняется условие резонанса между джо-

зефсоновской частотой и гармониками и субгармоникой частоты параллельно-

го резонансного контура. Таким образом, эти ступеньки представляют собой

композитное состояние, котором среднее напряжение остается постоянным, но

амплитуда осцилляций напряжения увеличивается в условиях резонанса.

Зависимость ширины ступеньки Шапиро от амплитуды внешнего излуче-

ния при частоте ωR = 3 для шунтированного ДП представлена на рис. 1.7(е)

(кривая отмеченная как SS − rc). Точки - результаты численного расчета, а
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квадраты - результаты, полученные по формуле (1.11). Здесь, как и на рис. 1.6(b),

показаны результаты моделирования (точки) и рассчитанные (квадраты) по

формуле (1.10) для случая без шунтирования (SS) при той же частоте ωR = 3.

Можно отметить существенные изменения по сравнению с результатами, пред-

ставленными на рис. 1.6(b).

Фитирование данных моделирования при помощи уравнения (1.11), как и

в случае при ωR = 2.7, дает смещение эффективной частоты ωef = 0.76. Осно-

вываясь на полученных результатах, можно сделать вывод, что шунтирование

оказывает существенное влияние на отклик ДП на внешнее излучение, а вме-

сто частоты ωR очень хорошее соответствие амплитудной зависимости ширины

ступеньки может быть получено с использованием эффективной частоты ωef .

Чтобы прояснить влияние LC-шунтирования на особенности ступенек Ша-

пиро, было исследовано влияние внешнего излучения при разных частотах. Был

проведен подробный анализ амплитудной зависимости ширины ступеньки Ша-

пиро для четырнадцати значений частоты излучения в интервале 2.0 ≤ ωR ≤

4.6 для ωp
rc = 3 и найдена эффективная частота ωef в каждом случае. Результа-

ты показаны на рис. 1.7(f), где представлена ωef как функция ωR. Данные моде-

лирования показаны треугольниками, кривая построена для удобства. На этой

зависимости мы видим минимум эффективной частоты ωef , когда ωR прибли-

жается к резонансному условию ωR = ωp
rc = 3. С другой стороны, приближение

к началу резонансной ветви (точка A, см. Рис. 1.7(a)), где выполняются усло-

вия для последовательного резонанса ωR = ωs
rc = 2, приводит к увеличению

эффективной частоты. Зависимость ωef как функция ωR при другой частоте

резонансного контура ωp
rc = 4 демонстрирует качественно такой же результат

(здесь не приведен).

Z(jωs
rc) = jωs

rcL+ 1/jωs
rcC

Основываясь на анализе результатов, представленных на рис. 1.7(f), бы-

ла установлена корреляции между амплитудой джозефсоновских колебаний и

значением эффективной частоты. В конце резонансной ветви ωR = ωp
rc сред-
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нее значение сверхпроводящего тока достигает максимума, так как импеданс

Z(ωp
rc) −→ ∞, и это является причиной минимума эффективной частоты. Под-

черкнем, что среднее значение сверхпроводящего тока в области резонансного

пика намного больше его значения при том же токе в ДП без шунтирования. На-

против, в начале резонансной ветви, вблизи точки резонанса последовательного

контура (ωJ = ωs
rc =

√
1
LC ), среднее значение сверхпроводящего тока претерпе-

вает минимум, как видно на верхней вставке рис. 1.3(a). Этот факт объясняет

увеличение эффективной частоты при ωR = 2, наблюдаемое на рис. 1.7(f). От-

метим также, что эффективная частота может быть намного больше частоты

внешнего излучения.

Формула (1.11) также может быть представлена в виде

f =
ARq

2

ωR

1√
β2q2 + ω2

R

, (1.12)

где множитель q равен ωR

ωef
. Таким образом, результаты моделирования могут

быть фитированы также путем введения эффективной амплитуды Aef = Aq2

и эффективного параметра диссипации βef = βq. При малых q, когда β ≪ ωef ,

мы можем пренебречь q в диссипативном члене в квадрате корня и использо-

вать только эффективную амплитуду. Было показано [61], что эффективная

амплитуда микроволнового излучения может быть умножена на Q-кратное за

счет эффекта согласования импеданса резонатора, где Q - добротность. По-

этому введение эффективной амплитуды дает еще одну возможность описать

полученные результаты (с указанными выше ограничениями).

В рамках настоящей работы были также проведены расчеты амплитуд-

ной зависимости ширины ступеньки Шапиро для системы СДП шунтированной

LC-элементами, с целью показать, что полученные результаты по изменению

бесселевской зависимости ширины ступеньки Шапиро от амплитуды излучения

могут быть использованы в приложениях. Отметим, что результаты, получен-

ные для системы, аналогичны результатам для одного перехода.

На рис. 1.8 показана зависимость ширины ступеньки Шапиро ∆I от ам-
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Рис. 1.8. Амплитудная зависимость первой ступеньки Шапиро ∆I на резонансной ветви

(SS-rc) рассчитанная для системы N = 10 СДП при ωR = 3.2596 в сравнении с той же

зависимостью без шунтирования (SS).

плитуды внешнего излучения для системы с десятью СДП при параметрах резо-

нансного контура L = 48 и C = 0.002. Результаты, отмеченные SS, показывают

A-зависимость ∆ISS в случае без шунтирования. Результаты, отмеченные SS-

rc, показывают ту же зависимость, когда ступенька находится на резонансной

ветви ВАХ системы. Как и в случае одного перехода, амплитудная зависимость

ширины ступеньки Шапиро существенно изменяется в случае шунтирования.

Первый максимум функции Бесселя для системы СДП с шунтом находится в

области гораздо меньших амплитуд по сравнению со случаем СДП без шунти-

рования.

Изменение амплитудной зависимости ступеньки Шапиро, возникающее в

резонансном состоянии, когда частота излучения совпадает с джозефсоновской

частотой и частотой резонансного контура, представляет интерес не только с

точки зрения фундаментальных исследований, но и может быть использовано

в различных приложениях. Оптимизированный LC-шунт приводит к увеличе-

нию ширины ступеньки Шапиро при малых амплитудах внешнего излучения.

Во многих случаях новые типы джозефсоновских переходов характеризуются

их откликом на микроволновое излучение, но часто доступная область частот
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для наблюдения того или иного явления мала и необходимая мощность источни-

ка микроволнового источника слишком велика. Таким образом, многие эффек-

ты не могут наблюдаться в широком диапазоне [72], в частности, наличие на-

пряжения на переходе в отсутствии приложенного к системе постоянного тока,

вызванное переменным внешним электромагнитным полем (ступенька нулевого

тока). В этом случае шунтирование перехода может увеличить диапазон мощно-

сти, в которой может наблюдаться ступенька нулевого тока, с использованием

того же микроволнового источника, поскольку ступеньки Шапиро демонстриру-

ют первый максимум амплитудной зависимости ширины при гораздо меньшей

мощности излучения по сравнению с не шунтированным джозефсоновским пе-

реходом. Эта особенность ступеньки Шапиро на резонансной ветви может быть

интересна для квантовой метрологии [73]. Кроме того, резонансный контур мо-

жет быть адаптирован в схему таким образом, чтобы действовать как волновод,

уменьшая потери мощности излучения. Другим примером может быть обнару-

жение излучения с помощью одного джозефсоновского перехода путем наблю-

дения ступеньки Шапиро, индуцированной входящим сигналом [70]. Если диа-

пазон частоты сигнала известен, то можно подобрать параметры резонансного

контура таким образом, чтобы генерируемая резонансная ветвь повышала чув-

ствительность детектора. В качестве последнего примера можно привести оп-

тимизацию программируемых стандартов напряжения, основанных на эффекте

Джозефсона, где используется только первая ступенька Шапиро [13].

1.4. Дополнительный параметрический резонанс в

системе связанных джозефсоновских переходов,

шунтированных резонансным контуром

Прямое экспериментальное наблюдение электрического заряда в

сверхпроводящих слоях является очень сложной задачей из-за его малой вели-
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чины и малой толщине сверхпроводящих слоев [74, 8, 7]. Здесь мы показываем,

что временная зависимость полного напряжения стека и, соответственно, вре-

менная зависимость напряжения на шунтирующем конденсаторе, отражают за-

ряд, который возникает в сверхпроводящих слоях. Резонанс джозефсоновских

осцилляций с колебаниями LC-контура действует как триггер для дополни-

тельного параметрического резонанса в системе связанных джозефсоновских

переходов с LC шунтированием. Это приводит к появлению заряда на S-сло-

ях в стеке и возбуждению продольной плазменной волны с частотой, равной

половине джозефсоновской частоты [64].

Рис. 1.9 представляет временную зависимость заряда на шунтирующем

конденсаторе (светлый, голубой) и в S-слое (темный, оранжевый) вместе с со-

ответствующей частью ВАХ, включающей rc-ветку. Расчеты выполнены для

системы десяти ДП, шунтированных емкостью C = 0.002 при трех значениях

индуктивности. Как показано на рис. 1.9(a), электрический заряд в S-слоях при

L = 42 отсутствует. Заряд в шунтирующем конденсаторе рассчитан при увели-

чении базового тока. Отметим монотонное увеличение амплитуды колебаний

заряда до резонансной точки ωJ = ωp
rc.

С увеличением L в S-слоях появляется электрический заряд, амплитуда

осцилляций которого с ростом L увеличивается. При L = 45 (ωp
rc = 3.367), как

мы видим на рис. 1.9(b), заряд в S-слое существует одновременно с зарядом в

конденсаторе. Пунктирными линиями отмечен диапазон, в котором уменьшает-

ся амплитуда осцилляций заряда конденсатора, нарушая таким образом моно-

тонное увеличение амплитуды колебаний в условиях резонанса. Этот диапазон

уменьшенной амплитуды ясно просматривается на рис.1.9(c) при L = 48. Ана-

лиз распределения заряда в стеке показывает, что реализуется ППВ с λ = 2d,

где d-период стека. Пунктирные линии фактически указывают интервал базово-

го тока, где существует ППВ. Уменьшение ωp
rc приводит к росту этого интервала

тока. Теперь, для ωp
rc = 3.2596, заряд в S-слоях может быть зарегистрирован

вдоль одной петлевой ВАХ после прыжка на резонансную ветвь с резистивной
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Рис. 1.9. Временная зависимость заряда на шунтирующем конденсаторе (светлый, голубой) и

заряда в S-слоях (темный, оранжевый) вместе с соответствующей частью ВАХ, включающей

rc-ветку, рассчитанную для системы десяти ДП, емкостью C = 0.002 и индуктивностью

(a) L = 42, (b) L = 45, (c) L = 48. (d) временная зависимость напряжения и заряда с

соответствующей частью ВАХ системы N = 10 ДП, шунтированной резонансным контуром

с ωp
rc = 3.2596. Вставка показывает продольную плазменную волну с длиной волны λ = 2,

которая появляется в стеке при I = 0.85.

ветви с уменьшением базового тока.

Когда резонансная частота системы ωp
rc достаточно близка к фундамен-

тальному параметрическому резонансу, поведение колебаний заряда существен-

но изменяется [64]. Возникновение электрического заряда на сверхпроводящих

слоях очень четко продемонстрирована на рис. 1.10, где мы показываем вре-

менную зависимость заряда в первых сверхпроводящих слоях стека с десятью

ДП при C = 0, 002, L = 55. Увеличение L по сравнению с результатами, пред-

ставленными на рис. 1.9, уменьшает ωp
rc и приводит к сближению с частотой
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Рис. 1.10. (a) Временная зависимость заряда на шунтирующей емкости (светлый, голубой)

и S-слоев (темный, оранжевый) вместе с соответствующей частью ВАХ, включая rc-ветку,

рассчитанная для системы N = 10 ДП, шунтированных C = 0.002, L = 55. (b) Характер

осцилляций заряда на S-слоях в области A. (c) Характер осцилляций заряда на S-слоях в

области B.

фундаментального параметрического резонанса. Пунктирными прямоугольни-

ками на рис. 1.10 (a) отмечены две области с различным характером колебаний

заряда. Рис. 1.10 (b) и (c) демонстрируют характер колебаний в области A и

B, соответственно. Наблюдаемые модуляции осцилляций заряда в области A

представляют большой интерес с фундаментальной точки зрения, так как воз-

никают в системе в отсутствии внешнего воздействия.

В этой области два состояния, когда система находится на резонансной

ветви или на верхней ветви, где все переходы находятся в осциллирующем со-

стоянии, при фиксированном значении базового тока четко характеризуются

двумя разными частотами. Сосуществование двух состояний с двумя разными

амплитудами и частотами приводит к тому, что в зависимости от начальных

условий система может генерировать колебания с двумя разными частотами.
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При наличии шума система может переключиться из одного состояния в другое

под влиянием случайного члена [75]. Происхождение наблюдаемой модуляции,

вероятно, связано с проявлением биритичности в системе. Область А соответ-

ствует интервалу, где верхняя резистивная ветвь и резонансная ветвь (rc-ветвь)

очень близки друг к другу, поэтому эта область наиболее чувствительна к до-

полнительным возмущениям. Таким образом, существование двух частот может

быть источником наблюдаемых модуляции. Кроме того, еще раз подчеркнем,

что с увеличением L частота параллельного резонанса ωp
rc =

√
1+NC
LC уменьша-

ется, приближаясь к параметрическому резонансу в системе, реализуемому в

стеке связанных джозефсоновских переходов [75, 11, 10]. Таким образом, воз-

можны условия для более сложного резонанса. Особенности этого явления для

совокупности связанных ДП требуют дальнейшего исследования.

1.5. Модуляция осцилляций напряжения и заряда,

возникающая под воздействием внешнего

периодического воздействия

В этом параграфе рассматривается шунтированная система СДП под дей-

ствием внешнего электромагнитного излучения. На рис. 1.11 показана ВАХ и

временная зависимость заряда для первого S-слоя десяти ДП при частоте излу-

чения ω = 3.2596, равной частоте резонансного контура, и амплитуде A = 0.2.

ВАХ демонстрирует ступеньку Шапиро в конце rc-ветви (рис. 1.11 (a)) при

V = 32.596 и ее гармонику при V = 65.110, поэтому интервал, в котором на-

блюдается заряд на сверхпроводящих слоях не затрагивает ступеньку. Заряд

на сверхпроводящих слоях (рис. 1.11 (b)) возникает в интервале, соответствую-

щем центральной части rc-ветви, который находится ниже ступеньки Шапиро

по напряжению. Отметим расщепление временной зависимости заряда на сверх-

проводящих слоях на отдельные области.
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Рис. 1.11. (a) ВАХ системы из десяти ДП при β = 0.2, α = 1, L = 48 и C = 0.002 при внешнем

электромагнитном излучении с частотой ω = 3.2596 и амплитудой A = 0.2. (б) Временная

зависимость заряда для первого сверхпроводящего слоя в стеке при тех же параметрах, что

и в (а). (c) и (d) Увеличенные части временной зависимости заряда в начале и в конце

области с зарядом, соответственно. Вставки демонстрируют характер колебаний заряда в

соответствующих областях.

На рис. 1.11(c, d) показана в увеличенном масштабе временная зависи-

мость заряда в S-слое в начале и в конце токового интервала, где существует

заряд, демонстрируя характер расщепления зарядовых колебаний. Амплитуда

осцилляций заряда меняется со временем таким образом, что области со срав-

нительно большой амплитудой перемежаются областями с амплитудой равной

нулю. Временной интервал (период) расщепления увеличивается по мере при-

ближения к точке резонанса, но характер колебаний, показанный на вставке

к фигурам, не изменяется. Наблюдаемое расщепление является проявлением
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процесса биения амплитуды осцилляций заряда под воздействием внешнего из-

лучения. Таким образом, расщепление осцилляций заряда должно исчезать в

интервале базового тока, соответствующем ступеньке Шапиро, так как в этой

области частота собственных колебаний системы равна частоте внешнего излу-

чения. Эта особенность показана на рис. 1.12.

Рис. 1.12. (a) Временные зависимости заряда Q(t) (для первого S-слоя) и напряжения V (t)

(для первого ДП в стеке) вместе с соответствующей частью ВАХ системы N = 10 ДП,

шунтированной резонансным контуром с ωp
rc = 3.2596 при электромагнитном излучении с

частотой ωR = 3.256 и амплитудой A = 0.2. V -ось указывает общее среднее напряжение

стека; (b) Q(t) вместе с ВАХ при той же частоте и A = 0.4.

Расщепление колебаний заряда наблюдается в случае, когда ширина сту-

пеньки Шапиро меньше интервала зарядки (см. рис. 1.12(a)) или сама сту-

пенька находится за пределами этого интервала как в случае показанном на

рис. 1.11. Оно полностью исчезает при большой амплитуде внешнего излуче-

ния, когда интервал зарядки и ширина ступеньки Шапиро имеют одинаковый

размер, и они перекрываются, как мы видим на рис. 1.12(b).

Наблюдаемое расщепление ни что иное как биения, возникающие при на-

ложении двух периодических колебаний с частотами ωJ и ωR, которое приводит

к появлению модуляций на временной зависимости заряда и напряжения. На

рис. 1.13 представлен результат расчета временной зависимости напряжения

для одного шага по току при I = 1.1 и размере временного домена Tf = 518144

в нормированных величинах или ≈ 8×10−9 сек. Биения колебаний напряжения
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Рис. 1.13. Временная зависимость напряжения V (t) (для первого ДП в стеке) системы с деся-

тью ДП, шунтированной резонансным контуром с L = 48 и C = 0.002 при электромагнитном

излучении с частотой ωR = 3.256 и амплитудой A = 0.2. Расчет проведен для одного шага

по току I = 1.1.

демонстрируют постоянный период Tm ≈ 2020, который зависит от разности

между ωJ и ωR и может быть записан в следующем виде:

Tm =
2π

| ωJ − ωR |
. (1.13)

Изменение базового тока приводит к изменению среднего напряжения и

соответственно к изменению джозефсоновской частоты ωJ . Таким образом, пе-

риод Tm уменьшается по мере увеличения разницы между двумя частотами,

что и продемонстрировано на рис. 1.11 и рис. 1.12. Резонансная ветвь на ВАХ

имеет малый наклон, что позволяет наблюдать биения на временной зависимо-

сти напряжения и заряда в широком интервале базового тока, исключая толь-

ко область ступеньки Шапиро. В этой области происходит захват собственной

частоты системы частотой внешнего излучения и колебания происходят с од-

ной частотой. В отсутствии внешнего излучения биения не наблюдаются (см.

рис. 1.9).

Подводя итог этой главы, отметим, что на основании полученных резуль-
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татов по исследованию динамики электрического заряда на сверхпроводящих

слоях нами был предложен новый метод определения этого заряда, основанный

на измерении мощности выделяемой на шунтирующем конденсаторе. В связи с

чем возникает ряд вопросов, в частности, чем (помимо факта наличия заряда)

может быть полезно, определение значения электрического заряда? Может ли

этот эффект использоваться в каком-либо приложении или это только основ-

ной физический эффект? Ответ на эти вопросы имеет много аспектов. Здесь

мы подчеркиваем главное - возникновение продольной плазменной волны в сте-

ке связанных джозефсоновских переходов. Это явление важно для различных

явлений в физике и связанных с ними приложениях. В частности, пока не ис-

следовано влияние продольной плазменной волны на когерентное электромаг-

нитное излучение из слоистой системы ВТСП в терагерцовой области частот.

Но, очевидно, она должна повлиять на мощность излучения. Появление заряда

на S-слоях и продольной плазменной волны с различными параметрами так-

же может быть важно для систем наноэлектроники, основанных на внутрен-

них джозефсоновских переходах [76, 77, 78, 79]. Отметим еще одну интересную

особенность, связанную с тем, что для возникновения и накопления электриче-

ского заряда на S-слоях потребуется некоторое время. Этот вопрос еще не был

затронут в предыдущих исследованиях. Шунтирование системы резонансным

контуром может влиять на время накопления заряда, а следовательно на ско-

рость ответной реакции перехода. Таким образом, оптимизация шунтирования

предлагает новые способы управления поведением внутренних джозефсонов-

ских переходов (особенно на высоких частотах), а именно контроль процесса

“зарядки”, которые открывают новые возможности для приложений.
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Глава 2

Джозефсоновский переход с нетривиальным

барьером

В последние годы большой интерес представляют фермионы Майорано

(ФM), проявление которых в системах конденсированного состояния обсужда-

лось во множестве различных работ [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30]. Интерес к

таким фермионам проистекает из их неабелевой квантовой статистики, которая

составляет основу топологических квантовых вычислений [23, 80, 81, 82]. ФМ

могут быть реализованы как локализованные внутрищелевые состояния в сверх-

проводнике [26, 27, 28, 29]. Такие состояния могут возникать в ДП типа сверх-

проводник-нормальный метал-сверхпроводник, на основе сверхпроводников с

триплетным p-спариванием. В последнее время выяснилось, что сверхпровод-

ник с s-спариванием может наводить, за счет эффекта близости, в материалах

с сильной спин-орбитальной связью во внешнем магнитном поле сверхпроводи-

мость p-типа [28, 26, 27, 83] (а также смотри обзоры [84] и [85]).

Экспериментальным свидетельством майорановских связанных состояний

может служить наличие пика плотности состояний внутри сверхпроводящей

щели или дробного эффекта Джозефсона, заключающегося в появлении толь-

ко четных ступенек Шапиро на ВАХ ДП во внешнем электромагнитном поле.

Дробный эффект Джозефсона обусловлен 4π-периодичностью сверхпроводяще-

го тока в ДП с майорановскими связанными состояниями. В последнее время

в литературе появились работы [35, 86, 33], посвященные экспериментальной

реализации таких состояний. Однако, многие эксперименты встретили доволь-

но резкую критику, связанную с неоднозначностью интерпретации полученных

результатов.

Эксперименты по наблюдению ступенек Шапиро на ВАХ ДП позволяют

определить вычислить периодичность ток-фазового соотношения в переходе
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[12]. Сравнительно недавно ступеньки Шапиро были проанализированы для

одномерных проводов, поддерживающих майорановские связанные состояния,

где при расчете ВАХ менялось напряжение в системе [87, 88, 89]. Однако, бо-

лее реалистичный эксперимент [12], в котором менялся бы ток в системе, до

настоящего времени не проводился.

В работе [39] был теоретически промоделирован такой эксперимент в рам-

ках модели одномерного ДП (с емкостью равной нулю) где показано, что поми-

мо четных целых ступенек Шапиро возникают также дополнительные ступень-

ки при нечетных и дробных частотах внешнего электромагнитного излучения.

Однако в этом случае, в отличие от эксперимента, в котором меняется напряже-

ние в системе, четные ступеньки доминируют в широком диапазоне параметров

даже в случае нескольких мод в частности, в присутствии 2π-периодической

компоненты сверхпроводящего тока, что давало бы ясное экспериментальное

свидетельство наличия майорановских фермионов.

Настоящая глава посвящена исследованию топологических свойств ДП,

а именно, исследованию ДП с триплетным p-спариванием в рамках модели,

учитывающей емкость перехода. Как было отмечено в работе [32], одним из

проявлений майорановских связанных состояний является 4π-периодичность

сверхпроводящего тока и возникновение дробного эффекта Джозефсона. Иссле-

дования, описанные в этой главе, направлены на изучение дробного эффекта

Джозефсона и других проявлений 4π-периодичности сверхпроводящего тока в

ДП с триплетным p-спариванием.
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2.1. Модель джозефсоновского перехода с

нетривиальным барьером шунтированного

сопротивлением и емкостью

Рассматриваемый нами SNS джозефсоновский переход (сверхпроводник-

нормальный метал-сверхпроводник), подключенный к источнику постоянного

тока, показан на Рис. 2.1. Он состоит из двух топологических сверхпроводников

S S

V

A

I

dc
0R

(a) I

I

IR

C

J(b)

L

r

Рис. 2.1. (a) Джозефсоновский переход в электрической цепи [31]. Переход имеет ширину L

в поперечном направлении и r в продольном. (b) Схематическое представление ДП в рамках

RCSJ-модели. IJ , IC и IR токи Джозефсона, смещения и квазичастичный, соответственно.

с триплетным p-спариванием [26, 27]. В p-состоянии орбитальный момент купе-

ровской пары L = 1 и полный спин пары S = 1. Отметим, что приведенный в

данной главе анализ такого ДП относится к топологическим сверхпроводникам

в 1D геометрии [26, 27] при условии, что поперечный размер L стремится к

нулю.

В ДП, показанном на рис. 2.1, возникают локализованные андреевские

состояния. Было показано [28], что при наличии триплетного p-спаривания в

сверхпроводнике они образуют майорановские связанные состояния, которые

могут быть получены в виде решения уравнения Боголюбова-де Жена [32]. Тол-

щина сверхпроводящих слоев полагается большой r >> 1, следовательно, мож-

но пренебречь рекомбинацией майорановских состояний [39]. Локализованные
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внутрещелевые решения имеют вид [32]:

E = −∆0

√
D cos(ϕ/2), (2.1)

где ∆0 - амплитуда сверхпроводящей щели, ϕ - разность фаз в переходе,

D - параметр прозрачности барьера.

Джозефсоновский ток может быть написан в виде:

IJ(ϕ) =
2e

ℏ
∂E/∂ϕ =

e∆0

ℏ
√
D sin(ϕ/2). (2.2)

Отметим 4π-периодичность сверхпроводящего тока, которая при замене

ϕ → 2eV t/ℏ в уравнении (2.2), приводит к возникновению дробного эффекта

Джозефсона [32].

Для описания системы, показанной на рис. 2.1(a), использовалась RCSJ-

модель (см. Рис. 2.1 (b)). Она включает резистивную компоненту тока, учи-

тывающую процесс диссипации, которая может возникнуть, например, из-за

квазичастичного туннелирования, а также шунтирование емкостью Cj, чтобы

учесть токи смещения из-за возможного накопления заряда на слоях [90]. Фазо-

вая динамика в рамках этой модели, с учетом уравнения (2.2), и в присутствии

внешнего излучения, описывается уравнением [90, 91]

ϕ̈+ βϕ̇+ IJ(ϕ) = I + A sin(ωRt), (2.3)

где A и ωR - амплитуда и частота внешнего излучения. Параметр диссипа-

ции β =
√
ℏ/(2eIcR2

jCj), Rj и Cj - сопротивление и емкость перехода. I, IJ и A

нормированы на критический ток перехода Ic = e∆0/ℏ, время нормировано на

обратную плазменную частоту (t → tωp, где ωp =
√

2eIc/(ℏCj)). Для расчета

вольт-амперной характеристики использовалась система уравнений
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
ϕ̈+ βϕ̇+ IJ(ϕ) = I + A sin(ωRt)

V =
dϕ

dt
,

(2.4)

где V нормировано на V0 = ℏωp/2e. Отметим, что замена переменных

ϕ/2 → ϕ в этой системе не является скейлингом (маштабной инвариантностью).

Так как, при такой замене параметр β меняется на β′ =
β√
2
. Полученная систе-

ма решается численно методом Рунге-Кутта четвертого порядка.

Майорановские связанные состояния могут наблюдаться также в джозеф-

соновском переходе с дополнительной компонентой тока, представленной обыч-

ным Icsin(ϕ) членом. В этом случае, сверхпроводящий ток равен, сумме 4π- и

2π-компоненте джозефсоновского тока. В нормированном виде выражение для

сверхпроводящего тока принимает вид

Is = IJ(ϕ)/Ic = γ sin(ϕ/2) + δsin(ϕ), (2.5)

где параметр γ - определяет вклад 4π-периодической компоненты тока, а

параметр δ - определяет вклад обычного джозефсоновского тока, который в

рассматриваемых случаях равен либо 1, либо 0.

2.2. Пертурбативный анализ ступенек Шапиро

Как уже отмечалось ранее, использование дробного эффекта Джозефсо-

на в переходах с нетривиальными барьерами является одним из наиболее пер-

спективных методов обнаружения 4π-периодичности сверхпроводящего тока

[38, 39], и в последние годы данный эффект активно исследуется в различных

системах. Для того, чтобы лучше понять природу этого эффекта, в рамках

настоящей диссертации нами был проведен пертурбативный анализ фазовой

динамики ДП с триплетным p-спариванием под действием внешнего периоди-

ческого сигнала. Для этого перепишем уравнение движения (2.3), используя
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параметра Мак-Камбера βc:

βcϕ̈+ ϕ̇+ sin(ϕ/2) = I + Asin(ωRt)). (2.6)

Учитывая, что в нашем случае A >> 1, сверхпроводящий ток можно счи-

тать малым параметром. Таким образом, разность фаз ϕ и ток I можно разло-

жить по этому малому параметру:

ϕ = ϕ0 + ϵϕ1 + ϵ2ϕ2,

I = I0 + ϵI1 + ϵ2I2,

где ϵ > 0 - малая величина, I0 - базовый ток через переход и Iα, α =

1, 2, 3, ... определяются из условия < ϕ̇α >= 0 (нет дополнительного накопления

напряжения и заряда на слоях). После подстановки разности фаз ϕ в выражение

для сверхпроводящего тока, получаем:

sin(ϕ/2) = sin(ϕ0/2 + ϵϕ1/2 + ϵ2ϕ2/2)

= sin(ϕ0/2)cos(ϵϕ1/2 + ϵ2ϕ2/2) + cos(ϕ0/2)sin(ϵϕ1/2 + ϵ2ϕ2/2)

≈ sin(ϕ0/2) + cos(ϕ0/2)(ϵϕ1/2 + ϵ2ϕ2/2),

Таким образом, имеем

βcϕ̈α + ϕ̇α = fα(t),

где f0(t) = I0 + A sin(ωRt), f1(t) = I1 + sin(ϕ0/2).

В нулевом приближении уравнение (2.6) имеет вид

βcϕ̈0 + ϕ̇0 = I0 + A sin(ωRt). (2.7)
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Для решения этого уравнения используем замену

Yα = ϕ̇α. (2.8)

Следовательно, уравнение (2.7) можно переписать в общем виде

βcẎα + Yα = fα(t), (2.9)

Решение уравнения можно получить, используя интегральный множитель e
t

−βc

=> Yα(t) = Yα(0) + e
t

−βc

t∫
0

e
t′
βc fα(t

′)dt′.

=> ϕα(t) =

t∫
0

Yα(t
′)dt′ + ϕα(0).

Для α = 0, получаем

Y0(t) = I0 +
A

γ
cos(ωRt+ α0), (2.10)

где α0 = cos−1(βcωR

γ ), γ =
√
(βcωR)2 + 1

После обратной замены Yα = ϕ̇α получаем

ϕ0(t) = ϕ0 + I0t+
A

ωRγ
sin(ωRt+ α0). (2.11)

Сверхпроводящий ток в нулевом приближении равен

Is ∼ sin(ϕ0(t)/2)

∼ Im(eiϕ0(t)/2)

= Im
∑
n

Jn(
A

2γωR
)ei([I0/2+nωR]t+nα0+ϕ0/2),

где Jn - функции Бесселя.
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Условием для появления ступенек Шапиро является I0/2 + nωR = 0 или

I0 = 2 | n0 | ωR. Таким образом, ступеньки, отвечающие нулевому приближе-

нию, являются кратными 2ωR.

Ширина ступеньки Шапиро определяется из условия:

∆In0
s =Max(In0

s )−Min(In0
s )

= Jn0
(
A

2γωR
)[sin(ϕ0/2 + n0α0)max − sin(ϕ0/2 + n0α0)min]

=> ∆In0
s = 2Jn(

A

2γωR
). (2.12)

В первом приближении уравнение (2.6) имеет вид

βcẎ1 + Y1 = I1 − sin(ϕ0(t)/2). (2.13)

При условии < ϕ̇1 >= 0, I1 = 0, это уравнение имеет решение

Y1 =
∑
n

Jn(
A

2γωR
)(

1

γ0
)cos(I0t/2 + nωRt+ nα0 + δ0), (2.14)

где ωn = I0/2 + nωR, δn = cos−1(βcωn

γn
), γn =

√
(βcωn)2 + 1.

Y1 =
∑
n

Jn(
A

2γωR
)γ−1

n cos(ωnt+ nα0 + δn), (2.15)

ϕ1 =
∑
n

Jn(
A

2γωR
)(

1

γnωn
)sin(ωnt+ nα0 + δn). (2.16)

В первом приближении сверхпроводящий ток определяется выражением

Is ∼
1

2
ϕ1cos(ϕ0/2) (2.17)

∼
∑
n1,n2

Jn1
(x)Jn2

(x)(
1

2γn1
ωn1

)sin(ωn1
t+ n1α0 + δn1

)cos(ωn2
t+ n2α0 + δn2

)

Is ∼
∑
n1,n2

Jn1
(x)Jn2

(x)(
1

4γn1
ωn1

)[sin([ωn1
+ ωn2

]t+ [n1 + n2]α0 + δn1
)+

sin([ωn1
− ωn2

]t+ [n1 − n2]α0 + δn1
)], (2.18)
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где x = A
2γωR

.

Условием для появления в первом приближении ступеньки Шапиро явля-

ется I0 =| n1 + n2 | ωR, при котором первый из двух членов в правой части

уравнения (2.18) становится независимым от времени. Это условие может быть

переписано в виде (n1 + n2) = 2n − 1 для целых чисел n = 1, 2, ... и получен-

ные из него ступеньки Шапиро являются нечетными. Таким образом, нечетные

ступеньки тока для ДП с 4π-периодичностью сверхпроводящего тока имеют

субгармонический характер, так как появляются во втором порядке по теории

возмущений. Уравнение (2.18) можно переписать в виде:

Is ∼
∑
n1

Jn1
(x)J2n+1−n1

(x)(
1

4γn1
ωn1

)sin((2n+ 1)α0 + δn1
), (2.19)

Ширина этих ступенек для βcωR >> 1, α0 ∼ π
2 , может быть рассчитана из

уравнения (2.19)

∆Is ≈
∑
n1

Jn1
(x)J2n+1−n1

(x)(
1

2γn1
ωn1

)cos(δn1
)

≈
∑
n1

Jn1
(x)J2n+1−n1

(x)(
βc
2γ2n1

),

где ωn1
= I0/2 + n1ωR = −(n1 − n2). Таким образом,

∆Is =
∑

Jn1
(x)J2n+1−n1

(x)(
βc

2[((2n+ 1)− 2n1)2(βcωR)2 + 1]
),

где n1 + n2 = 2n+ 1.

Для n = 1, оставляя только первый член в сумме, ширина ступеньки Ша-

пиро может быть записана в виде:

∆Is =
βcJ0(x)J1(x)

2[(βcωR)2 + 1]
.

Фактор 1/2 появляется из-за того, что Is ∼ sin(ϕ/2), а не sin(ϕ).
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Отметим, что когда Cj → 0, βc → 0, ширина субгармонических ступе-

ней обращается в нуль, что приводит к существованию только четных ступе-

нек Шапиро для джозефсоновских переходов без емкости. Таким образом, наш

анализ воспроизводит результаты, полученные в работах [32, 38, 39] в рамках

модели без емкости, где отмечается отсутствие нечетных ступенек Шапиро на

ВАХ джозефсоновских переходов, поддерживающих связанные майорановские

состояния. Отметим также, что полученные нечетные ступеньки имеют субгар-

моническую природу в отличие от аналогичных ступенек, показанных в работе

[39], так как они появляются даже без 2π периодического члена в ток-фазовом

соотношении.

2.3. Нечетные ступеньки Шапиро в джозефсоновском

переходе с нетривиальным барьером

В этом разделе приведены результаты численного моделирования динами-

ки ДП с 4π-периодическим сверхпроводящим током. Для численного расчета

ВАХ была использована система уравнений (2.4). Полученная в результате рас-

чета временная зависимость напряжения V = ℏϕ̇/(2e) для фиксированного

базового тока I, затем усредняется при помощи стандартной процедуры, опи-

санной в работах [91, 92]. Полученные ВАХ представлены на рис. 2.2.

На основе анализа этих ВАХ были получены следующие основные резуль-

таты. Во-первых, для переходов с нетривиальным спариванием на ВАХ видны

как четные, так и нечетные ступеньки Шапиро, как и ожидалось из аналитиче-

ских результатов. Ширина четных ступенек больше, по сравнению с нечетными,

как при β < 1 (см. рис. 2.2(a)), так и при β > 1 (см. рис. 2.2(b)). Для сравнения

на рис. 2.2(c) показан аналогичный график для ДП с s-спариванием. Отноше-

ние ширины четных ступенек к нечетным можно охарактеризовать параметром

η =
∆Ieven

∆Iodd
. На рис. 2.2(d) изображен график η как функция β для переходов

с p-спариванием. Фитирование результатов численного расчета, экспоненциаль-
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Рис. 2.2. Верхние панели: ВАХ джозефсоновского перехода с триплетным p-спариванием. (a)

Показывает ВАХ для перехода со слабой диссипацией (β = 0.2) с A = 20 и ωR = 2. В то

время как (b) представляет переход с сильной диссипацией (β = 1.2) с A = 5 и ωR = 1. (c)

Показывает ВАХ перехода с s-спариванием (все параметры такие же, как на (a)). На рис.

2.2(d) показано отношение ширины четных и нечетных ступенек Шапиро, η =
∆Ieven

∆Iodd
для

переходов с -спариванием и s-симметрией как функция β при A = 10 и ωR = 3. Для переходов

с p-спариванием η ∼ e0.31β
2 , а для переходов с s-спариванием η практически не меняется с β.

Красные сплошные (синие штриховые) кривые на панелях (a) и (c) соответствуют данным,

полученным при увеличении (уменьшении) тока.

ной функцией, дает η ∼ exp(0.3β2). Отметим, что аналитический результат для

η, полученный с использованием уравнений (2.2) и (2.12), обеспечивает почти

идеальное совпадение с данными численного расчета, демонстрируя таким обра-

зом точность аналитического решения в широком диапазоне β. Отметим также,

что поведение η как функции β, в случае переходов с p-спариванием, сильно

контрастирует с результатами, полученными для переходов с s-спариванием,
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где η не сильно изменяется с β, как показано на рис. 2.2(d). Таким образом,

экспоненциальная зависимость η от параметра диссипации β является фазо-

чувствительной особенностью 4π-периодичности сверхпроводящего тока в ДП.

В более ранних работах [32, 38, 39] предполагалось, что на ВАХ таких ДП,

из-за 4π-периодичности джозефсоновского тока появляются только четные сту-

пеньки Шапиро. Этот вывод является следствием анализа задачи в пределе

Cj → 0, где β → ∞, βc → 0, что приводит к исчезновению субгармонических

нечетных ступенек. Тем не менее, наши исследования показывают, что в пере-

ходах с емкостью Cj могут появляться как четные, так и нечетные ступеньки.

Таким образом, присутствие нечетных ступенек Шапиро необязательно означа-

ет отсутствие майорановских связанных состояний в ДП.

2.4. Лестничная структура субгармоник на

вольт-амперной характеристике

Как известно, наличие емкости в ДП является необходимым условием для

возникновения субгармонических ступенек Шапиро. Такие ступени могут обра-

зовывать так называемые лестничные структуры на ВАХ, которые позволяют

выделить еще один характерный признак наличия 4π-периодичности сверхпро-

водящего тока в ДП, помимо дробного эффекта Джозефсона. Известно, что они

встречаются в обычных переходах с s-спариванием [91], а порядок возникнове-

ния ступенек на ВАХ может быть описан бесконечной дробью

V = [N ± 1/(n± (1/m± 1/(p± 1...)))]ω, (2.20)

где N,n,m, p - целые числа. Последовательности ступенек, содержащие только

N , называются ступенями первого уровня, те, которые содержат N и n, явля-

ются ступенями второго уровня, и так далее. Ступеньки в последовательности

подчиняются правилу суммирования Фарея [93]. Лестничные структуры для пе-

реходов с s- и p-спариванием показаны на рис. 2.3. Отметим, что для перехода
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Рис. 2.3. (a) Лестничная структура ДП с p-спариванием (при A = 0.6) и s-спариванием (при

A = 0.8) для D = 0.7 и ω = 0.5. Стрелками отмечены дополнительные последовательности

характерные для ДП с p-спариванием. (b) То же, что и в (a), но с разными амплитудами

внешнего излучения (ДП с p-спариванием A = 0.77, переход с s-спариванием A = 0.9).

Отметим, что дополнительная последовательность ступенек для перехода с p-спариванием

сохраняется.

с s-спариванием, при приближении к V = 6ω ступеньке, присутствуют только

субгармоники второго уровня, описываемые выражением V = (N ± 1/n)ω для

разных n. Напротив, для перехода с p-спариванием возникают дополнитель-

ные ступеньки, соответствующие V = (N ± 2/n)ω (рис. 2.3). Это различие в

структуре приводит нас к гипотезе о том, что в отличие от джозефсоновских

переходов с s-спариванием, непрерывные дроби для переходов с p-спариванием

демонстрируют дополнительную последовательность ступенек. Таким образом,

присутствие этой дополнительной последовательности ступенек можно рассмат-

ривать как признак наличия 4π-периодичности сверхпроводящего тока.

Два конкретных примера этого явления представлены на рис. 2.3. На рис.

2.3 (a) показано, что ступеньки Шапиро, описываемые непрерывной дробью

V = (N−1/n)ω с N = 6, появляются на ВАХ ДП с s-спариванием при β = 0.2,

ω = 0.5 и A = 0.8. Напротив, ступеньки на ВАХ ДП с p-спариванием появ-

ляются в соответствии с V = (N − 2/n)ω с N = 6 и разными n. Далее, как

показано на рис. 2.3 (b), ступеньки Шапиро, описываемые непрерывной дробью
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V = (N +1/n)ω с N = 6, появляются для обычных ДП при A = 0.9. Напротив,

для ДП с 4π-периодичностью сверхпроводящего тока, ступеньки появляются

при V = (N + 2/n)ω с N = 6. Таким образом, в обоих случаях для перехода

с p-спариванием ступеньки появляются при V = (N ± 2/n)ω, что приводит к

дополнительной последовательности ступенек. Следовательно, можно сделать

вывод, что разница между переходами с s-спариванием и p-спариванием за-

ключается в проявлении дополнительной последовательности ступенек. Пред-

полагается, что дополнительный коэффициент 2, приводящий к дополнитель-

ным ступеням, является проявлением 4π-периодичности сверхпроводящего тока

в ДП. Наконец, отметим, что разницу между этими двумя типами переходов

можно также подчеркнуть, сравнивая наибольшую ширину первой субгармони-

ки этих непрерывных дробей. Наибольшей субгармоникой является V = 20ω/3

Рис. 2.4. Увеличенная часть ВАХ p−p ДП, на которой видна лестничная структура при β =

0.2, ω = 0.5, A = 0.6 и разных значениях коэффициента прозрачности D. Кривые сдвинуты

вправо на ∆I = 0.05. На вставке проведено сравнение ВАХ в области лестничной структуры

для p− p и s− s перехода.

(серия 8/1, 7/1, 20/3, ...) для переходов с p-спариванием. Напротив, для перехо-

дов с s-спариванием наибольшая субгармоника соответствует V = 13ω/2 (7/1,

13/2, ...).
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Отметим также, что наблюдаемые лестничные структуры чувствительны

к изменению параметров системы. В частности, изменение прозрачности барье-

ра D может привести к разрушению структуры на ВАХ. На Рис. 2.4 показана

увеличенная часть ВАХ с лестничной структурой при разных значениях D.

Ступени, соответствующие дополнительной последовательности, отмечены за-

крашенными стрелками.

Ширина субгармоник ступенек Шапиро изменяется с увеличением пара-

метра прозрачности. Для значений D < 0.6 лестничные структуры на ВАХ

отсутствуют. При значениях прозрачности барьера D > 0.7 происходит разру-

шение субгармоник и на ВАХ возникает структура “танцующих” ступенек [94],

где устойчивые области разделены хаотическими интервалами. Таким образом,

изменение D может приводить к исчезновению лестничной структуры на ВАХ.

Следовательно, правильный выбор величины параметра прозрачности может

позволить оптимизировать регистрацию 4π-периодичности сверхпроводящего

тока в ДП.

2.5. Джозефсоновский переход с двумя компонентами

сверхпроводящего тока

Возникновение майорановских связанных состояний не является помехой

для протекания обычного джозефсоновского тока в ДП [30, 95]. Как извест-

но [39], 4π-периодичность тока проявляется даже в случае, если амплитуда

4π-периодичной компоненты тока на порядок меньше обычного джозефсонов-

ского тока для перехода в 1D геометрии. Обсудим влияние диссипации на свой-

ства перехода с двумя компонентами сверхпроводящего тока. ВАХ джозефсо-

новского перехода, учитывающая оба вклада в сверхпроводящий ток, представ-

лена на Рис. 2.5(a). Расчет проведен при параметре диссипации β = 2. В данном

расчете амплитуды 4π- и 2π-периодической компоненты тока полагаются рав-

ными γ = 0.3, δ = 1, соответственно.
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Рис. 2.5. (a) ВАХ перехода с двумя компонентами сверхпроводящего тока при β = 2. Времен-

ная зависимость фазы (b), (c), и напряжения (d), (e). Для (b) и (d) расчет проведен вблизи

критического тока при I = 1.22 с увеличении базового тока I. Для (c) и (e) расчет проведен

при I = 1.82 с увеличении базового тока I.

Рассчитанные временные зависимости фазы и напряжения в области пе-

рехода из сверхпроводящего в резистивное состояние представлены на Рис.

2.5(b-e). В расчете предполагалось, что амплитуда 4π-периодической компонен-

ты тока γ = 0.3 гораздо меньше амплитуды нормальной компоненты sin(ϕ).

Тем не менее, колебания фазы в таком переходе кардинально меняются для

значений тока, близких к критическому Ic ≈ 1 + γ/
√
2 = 1.22. Решение ϕ(τ)

превращается из 2π- в 4π-периодического для значений тока, близких к кри-

тическому значению Ic (см. Рис. 2.5(b)) и становится 2π-периодическим для

больших значений тока (см. Рис. 2.5(c). На Рис. 2.5(b) можно также видеть

модуляции отмеченные стрелками, возникающие при учете компоненты sin(ϕ).

Изменение периодичности колебаний фазы с ростом тока может быть объ-

яснено следующим образом. Добавление 4π-периодической компоненты может

увеличить или уменьшить величину плоских горизонтальных участков (отме-

ченных на Рис. 2.5(b) пунктирным прямоугольником) в зависимости от зна-

ка sin(ϕ/2) > 0. Разница между короткими и длинными периодами растет

по мере приближения к значению Ic ≈ 1.22. Это хорошо видно на времен-

ной зависимости напряжения, представленной на Рис. 2.5(d) и (e). Расстоя-
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Рис. 2.6. (a) ВАХ ДП с двумя компонентами сверхпроводящего тока при β = 1.2 все кривые

сдвинуты вправо на величину δI = 0.5. Вставки демонстрируют ω и 2ω-ступеньки. (b) тоже

самое при β = 0.2 все кривые сдвинуты вправо на величину δI = 0.1. Полыми стрелками

указано направление расчета. (c) зависимость ширины 2ω и ω гармоник ступеньки Шапиро

от амплитуды внешнего излучения A при γ = 0.9 и β = 1.2. Кружками на рисунке отмечены

данные для ω-ступеньки, квадратами для 2ω-ступеньки. (d) тоже самое при β = 0.2.

ние между ближайшими максимумами напряжения для I = 1.22 (см. Рис.

2.5(d)) ∆τ ≈ 12.12 гораздо больше, чем в случае I = 1.82 (см. Рис. 2.5(e)) где

∆τ ≈ 7.13. Таким образом, 2π-периодическая функция тока от фазы превраща-

ется в 4π-периодическую, когда I ≈ Ic, и снова становится 2π-периодической

для I >> Ic. Данные результаты, полученные при большой диссипации β = 2,

хорошо согласуются с результатами, полученными в работе [39].

Интересный результат можно получить при исследовании дробного эф-

фекта Джозефсона в ДП с двумя компонентами сверхпроводящего тока. На

Рис. 2.6 показаны ВАХ ДП в присутствии дополнительной компоненты тока
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при различных значениях ее амплитуды γ = 0, 0.7, 0.95. Амплитуда и частота

внешнего излучения принимались равными A = 1 и ω = 3, соответственно. На

рисунках представлены результаты для джозефсоновских переходов с разной

величиной диссипации: β = 1.2 (Рис. 2.6(a)) и β = 0.2 (Рис. 2.6(b)). На встав-

ках к Рис. 2.6(a) видно, что величина ω-ступеньки не изменяется с изменением

γ. В тоже время ширина 2ω-ступеньки увеличивается при увеличении ампли-

туды sin(ϕ/2). Аналогичный результат наблюдается и при β = 0.2. Сравнение,

в обоих случаях ω и 2ω-ступенек показывает, что величина первой гармоники

больше второй при любых значениях амплитуды 4π-периодической компоненты

тока.

Обсудим влияние параметров внешнего электромагнитного воздействия на

свойства перехода с двумя компонентами тока. Рассчитанная зависимость ши-

рины ступенек Шапиро от амплитуды внешнего излучения, представлена на

Рис. 2.6(с) и (d). Расчет проводился для β = 1.2 и β = 0.2, соответственно. На

Рис. 2.6(с) видно, что четные ступени преобладают над нечетными при A > 18.

Отметим, что похожий эффект наблюдается и для β = 0.2 (см. Рис. 2.6(d)),

но для значений амплитуд больших A = 11. Это происходит, отчасти, потому,

что ω-ступеньки частично разрушаются под воздействием хаоса в интервале

амплитуд 11 < A < 20 (эта область отмечена на Рис. 2.6(d) пунктирными лини-

ями). Таким образом, 4π периодичность сверхпроводящего тока может прояв-

лять себя при больших амплитудах внешнего излучения как в джозефсоновских

переходах с малой диссипацией, так и в переходах с большой диссипацией.

Таким образом, в настоящей главе показано, что ВАХ ДП с p-спариванием,

в рамках модели, учитывающей емкость, могут предоставить фазочувствитель-

ный метод выявления периодичности в ток-фазовом соотношении. Найдены

две характерные особенности, качественно отличающие ДП с p-спариванием

от аналогов с s-спариванием. Во-первых, отношение ширины нечетных ступе-

нек Шапиро, являющихся субгармониками по своей природе, к ширине четных

ступеней является уменьшающейся функцией диссипации перехода. Напротив,



63

в обычных переходах с s-спариванием это отношение в значительной степени не

зависит от β. Во-вторых, было обнаружено, что лестничная структура ступенек

Шапиро, возникающая на ВАХ ДП с p-спариванием, качественно отличается

от своих обычных аналогов (первые следуют последовательности N ± 2/n, а

последние N ± 1/n), что указывает на наличие дополнительной последователь-

ности субгармоник для переходов с 4π-периодичностью сверхпроводящего то-

ка. Наши результаты представляют собой обобщение критериев обнаружения

4π-периодичности сверхпроводящего тока на случай переходов обладающих ем-

костью.

Тестирование нашей теории может быть проведено на основе измерения

ВАХ ДП под действием внешнего излучения с определенной амплитудой A и

частотой ω. Такие эксперименты являются довольно стандартными для перехо-

дов с s-спариванием [96]. Недавно такой эксперимент был проведен для одномер-

ного резистивного перехода, поддерживающего майорановские краевые состо-

яния [33]. Наше конкретное предложение включает измерение η как функцию

эффективной емкости ДП с p-спариванием, а также исследование лестничных

структур, возникающих на измеренных ВАХ.
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Глава 3

Система связанных джозефсоновских переходов

в неравновесных условиях

Неравновесные эффекты, вызванные разбалансом заряда в объемных сверх-

проводниках, исследуются довольно давно [12, 97]. В системе СДП неравновес-

ные эффекты изучались в работах [9, 49, 50, 47, 48, 51, 52, 65, 98]. В подхо-

де, использованном в работах [50, 47], применялась теория возмущений для

определения обобщенного скалярного потенциала сверхпроводящих слоев. В

этих теориях зарядовый разбаланс учитывался не непосредственно, а на ос-

нове флуктуаций скалярного потенциала. В работе [54], использующей нерав-

новесные функции Грина, зарядовый разбаланс учитывается как независимая

степень свободы, и ее результаты отличаются от предыдущих исследований.

В настоящей главе представлены результаты исследования фазовой дина-

мики и ВАХ системы СДП с разбалансом ветвей спектра элементарных воз-

буждений сверхпроводника. Для расчета ВАХ системы решалась полная систе-

ма уравнений, включающая дифференциальное уравнение второго порядка для

разности фаз, кинетическое уравнение и обобщенное соотношение Джозефсона.

Рассматривались непериодические граничные условия, учитывающие эффект

близости. В данной главе приведены результаты исследования влияния нерав-

новесных условий на свойства ступенек Шапиро, возникающих под действием

внешнего электромагнитного излучения. Показано, что неравновесные условия

приводят к существенным изменениям свойств ступенек Шапиро на ВАХ.
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3.1. Модель системы связанных джозефсоновских

переходов с разбалансом ветвей спектра

элементарных возбуждений квазичастиц

Ключевым моментом теории, разработанной в работах [47, 9, 53], является

неравновесный характер эффекта Джозефсона в слоистых сверхпроводниках.

Сверхпроводящие слои, толщина которых dls меньше характерной длины нерав-

новесной релаксации lE и дебаевской длины экранирования rD, находятся в

нестационарном неравновесном состоянии из-за инжекции квазичастиц и купе-

ровских пар, и ненулевого инвариантного потенциала

Φl(t) = ϕl +
ℏ
2e
θ̇l, (3.1)

образующегося внутри них, где ϕl - электростатический потенциал, θ - фа-

за сверхпроводящего конденсата, Φ = 0 в равновесном состоянии (здесь и ниже

e =| e |). Важно отметить, что в неравновесном режиме нарушается обычное

джозефсоновское соотношение dφl/dt = (ℏ/2e)V , связывающее джозефсонов-

скую разность фаз φl(t) между слоями l − 1 и l, и напряжение Vl = ϕl−1 − ϕl

[47, 9, 53] и вместо него возникает обобщенное соотношение Джозефсона (из

определения Φ)

dφl

dt
=

2e

ℏ
Vl +

2e

ℏ
(Φl−1 − Φl). (3.2)

Таким образом, Φl - новые важные динамические переменные теории. От-

метим, что сдвиг химического потенциала сверхпроводящего конденсата от его

равновесного значения равен δµs = eΦ и определяется из выражения для плот-

ности заряда внутри сверхпроводящего слоя [67, 99]

ρ = −2e2N(0)(Φl −Ψl) = − 1

4πr2D
(Φl −Ψl), (3.3)
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где Ψl - потенциал определяемый электронно-дырочным разбалансом вет-

вей спектра элементарных возбуждений сверхпроводника и N(0) - плотность

состояний.

Система N+1 сверхпроводящих слоев (S-слоев), представленная на рисун-

ке 3.1, характеризуется параметром порядка ∆l(t) = |∆| exp(iθl(t)) и зависящей

от времени фазой θl(t). Соотношение Джозефсона может быть переписано, с

Рис. 3.1. Слоистая система N + 1 сверхпроводящих слоев образует стек джозефсоновских

переходов. Поскольку первый и последний слои находятся в контакте с нормальным метал-

лом, их толщины d0s и dNs из-за эффект близости отличаются от толщины других S-слоев ds

внутри стека.

учетом связи между СДП и разбаланса ветвей спектра элементарных возбуж-

дений сверхпроводника, в виде [65, 98]

dφl(t)

dt
=

2e

ℏ

(
(1 + 2α)Vl(t)− α(Vl−1(t) + Vl+1(t))

+ Ψl(t)−Ψl−1(t)
)
, (3.4)

где α = ϵϵo/2e
2N(0)ds - параметр связи, ϵ - диэлектрическая постоянная, ϵo -

вакуумная диэлектрическая проницаемость.

Полная плотность тока Jl−1,l ≡ Jl через каждый S-слой задается как сумма

сверхпроводящего, квазичастичного, диффузионного токов и тока смещения:

Jl = C
dVl
dt

+ Jc sinφl +
ℏ

2eR
φ̇l +

Ψl−1 −Ψl

R
, (3.5)

где Cj - емкость перехода, Jc - критическая плотность тока, а R - сопро-

тивление перехода. Это уравнение вместе с обобщенным джозефсоновским со-
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отношением и кинетическими уравнениями для Ψl:

∂Ψl

∂t
=

4πr2D
dls

(J qp
l − Jqp

l−1)−
Ψl

τqp
, (3.6)

описывают неравновесные эффекты в джозефсоновских переходах в

ВТСП, возникающие в результате разбаланса ветвей спектра элементарных воз-

буждений в сверхпроводящих слоях. В формуле (3.6) dls - толщина l-го S-слоя,

а τqp - время релаксации квазичастиц.

В обезразмеренной форме система уравнений может быть записана следу-

ющим образом:

v̇l =

[
I − sinφl − βφ̇l + A sinωτ + Inoise + ψl − ψl−1

]
(3.7)

φ̇1 = v1 − α(v2 − (1 + γ)v1) +
ψ1 − ψ0

β
(3.8)

φ̇l = (1 + 2α)vl − α(vl−1 + vl+1) +
ψl − ψl−1

β
(3.9)

φ̇N = vN − α(vN−1 − (1 + γ)vN) +
ψN − ψN−1

β
(3.10)

ζ0ψ̇0 = η0 (I + A sinωτ − βφ̇0,1 + ψ1 − ψ0)− ψ0 (3.11)

ζlψ̇l = ηl(β[φ̇l−1,l − φ̇l,l+1] + ψ1−1 + ψl+1 − 2ψl)− ψl (3.12)

ζN ψ̇N = ηN (−I − A sinωτ + βφ̇N−1,N + ψN−1 − ψN)− ψN (3.13)

где точка показывает производную по τ = ωpt, I = J/Jc - нормированная

плотность тока, ωp =
√

2eJc
ℏC - плазменная частота. Другими нормированными

параметрами являются параметр диссипации β =
ℏωp

2eRIc
, нормированное время

релаксации квазичастиц ζl = ωpτqp и параметр неравновесности ηl =
4πr2Dτqp
dlsR

.

Параметром непериодических граничных условий является γ = dls
d0s

= dls
dNs

, где

l = 1, 2, 3, ..., N − 1. Член A sinωτ отражает эффект внешнего излучения с

амплитудой A и частотой ω, которые нормируются на Jc и ωp, соответственно.

Поскольку в эксперименте всегда присутствует внешний шум, нами также был
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добавлен шум Inoise в базовый ток. Его амплитуда нормирована на критическую

плотность тока Jc и равна ∼ 10−8.

Эта система уравнений решается численно методом Рунге-Кутта четвер-

того порядка. Предполагается, что из-за эффекта близости толщина первого и

последнего S-слоя больше толщины средних. Поэтому неравновесные парамет-

ры зависят от параметра γ следующим образом, η0,N = ηlγ, где l = 1, 2, ..., N−1.

В этой главе рассматривается система СДП с параметром диссипации β = 0.2

(параметр Маккамбера βc = 25).

3.2. Ступенька Шапиро в неравновесных условиях

В настоящей главе рассматривается система СДП с учетом разбаланса за-

ряда в спектре элементарных возбуждений квазичастиц при непериодических

граничных условиях. Непериодические граничные условия позволяют выделить

S-слои, в которые происходит инжекция квазичастиц из нормального электро-

да, что невозможно при рассмотрении задачи с периодическими граничными

условиями. Одной из характерных черт ВАХ системы СДП в неравновесных

условиях является интенсивное ветвление вблизи критического тока и в области

гистерезиса, вызванное переходами между вращающимися и осциллирующими

состояниями в стеке [100, 65, 98]. Моделируемые ВАХ стека СДП в случае без за-

рядового разбаланса η = 0 (сплошная линия) и с учетом разбаланса при η = 0.6

(линия крупным пунктиром) представлены на рис. 3.2. Расчет был выполнен

для стека с пятью СДП, параметр связи α = 0.5 и γ = 0.5. Показана также ВАХ

без зарядового разбаланса при периодических граничных условиях в рамках мо-

дели CCJJ + DC - емкостно связанная модель ВТСП с диффузионным током.

Облучение системы электромагнитными волнами с частотой ωR = 6 и ампли-

тудой A = 1.6 приводит к появлению ступеньки Шапиро на ВАХ. Положение

ступеньки в этом случае (линия крупным пунктиром на вставке) соответствует

каноническому значению напряжения V = 30 и находится в согласии со значе-
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Рис. 3.2. ВАХ стека СДП без зардового разбаланса η = 0 (сплошная линия) и с учетом

разбаланса при η = 0.6 (линия крупным пунктиром). Для сравнения показаны результаты,

полученные в рамках модели CCJJ + DC при периодических граничных условиях (линия

мелким пунктиром). Увеличенная часть ВАХ со ступенькой Шапиро показаны на вставке.

нием частоты внешнего излучения V = Nω = 30, где N = 5 - число переходов

в стеке. Отметим, что непериодические граничные условия с γ = 0.5 сдвигают

внешнюю ветвь относительно ВАХ с периодическими граничными условиями,

что приводит к соответствующему сдвигу ступенек Шапиро. Учет зарядового

разбаланса приводит к появлению наклона ступеньки Шапиро, что наглядно

продемонстрировано на вставке (линия крупным пунктиром). Наклон вызван

разностью потенциалов разбаланса Ψl на противоположных краях ступеньки.

Отметим также, что ширина ступеньки увеличивается с увеличением неравно-

весного параметра, как видно на вставке к рис. 3.2.

На рис. 3.3(a) показано, что величина наклона ступеньки Шапиро δ =

∆V/∆I возрастает с η, а в случае η = 0 - наклон ступеньки отсутствует. Наклон

как функция η, показанный на рис. 3.3(b), демонстрирует монотонную зависи-

мость. Фитирование данных (сплошная линия) дает δ = 8.18664η + 1.93047η2.

Используя тот факт, что дебаевская длина экранирования в высокотемпера-
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Рис. 3.3. (a) увеличенная часть ВАХ в области ступеньки Шапиро при разных значениях

параметра неравновесности: η = 0, линия крупным пунктиром; η = 0.4, сплошная линия;

η = 0.6, линия мелким пунктиром. (b) Значение наклона ступеньки Шапиро для разных

значений η. Точки результаты расчета и сплошная линия представляет результаты фитинга.

Рис. 3.4. (a) Увеличенная часть ВАХ в области ступеньки Шапиро для каждого ДП. Числа

указывают положение перехода в стеке. (b) Распределение наклона ступеньки Шапиро в

стеке с 5 и 10 ДП.

турных сверхпроводниках, таких как BSCCO, сравнима c толщиной S-слоя

(rD ≈ ds), можно рассчитать η =
4πrDτqp

R . Это позволяет оценить время релакса-

ции для квазичастиц на основе результатов фитирования наклона ступеньки в

экспериментально полученных ВАХ, которые приведены в таблице 3.1.

Наклон ступеньки на ВАХ каждого отдельного ДП в стеке может иметь

разное значение. Это вызвано убыванием потенциала разбаланса Ψ по мере
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удаления от границы с нормальными электродами. Увеличенная часть ВАХ со

ступенькой Шапиро для каждого ДП в стеке при N = 5 и η = 0.6 показаны

на рис. 3.4(a). Отметим, что наклон и сдвиг ступеньки меняется вдоль стека.

Ступенька на ВАХ ДП в середине стека имеет минимальный наклон. Эта осо-

бенность связана с тем, что потенциал зарядового разбаланса в середине стека

имеет наименьшее значение. Распределение наклона вдоль стека для N = 5 и

N = 10 СДП показано на рис. 3.4(b). На нем видно, что в стеке с десятью СДП

зарядовый разбаланс в середине стека отсутствует, а наклон второго и третье-

го ДП в стеке с десятью переходами меньше, чем в случае N = 5. Исходя из

этого результата, естественно ожидать, что в стеке с большим количеством ДП

средние переходы не будут демонстрировать наклона.

Сдвиг ступеньки Шапиро также зависит от значения γ и от параметра

связи α. Влияние параметра связи на сдвиг ступеньки Шапиро показано на

рис. 3.5(a). Усиление связи между переходами приводит к увеличению сред-

ней величины сдвига ступенек в стеке. Ступеньки на ВАХ при α = 0, 0.2, 0.6, 1

обозначены большим штриховым прямоугольником. ВАХ при больших α де-

монстрируют также дополнительные ступеньки, которые появляются на внут-

ренней ветви. Эти ступеньки выделены малым штриховым прямоугольником.
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Рис. 3.5. (a) ВАХ стека с пятью СДП при разных параметрах связи α = 0, 0.2, 0.6, 1. (б)

Распределение величины сдвига ступеньки вдоль стека с пятью СДП при разных параметрах

γ = 0.5, 0.8, 1.
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Рис. 3.5(b) показывает распределение сдвига ступеньки вдоль стека с па-

раметрами γ = 0.5, 0.8, 1. Видно, что максимальное значение сдвига демонстри-

руют первый и последний джозефсоновский переход. Сдвиг проявляется также

на средних S-слоях из-за связи между джозефсоновскими переходами.

Сдвиг и наклон ступенек Шапиро на ВАХ СДП проявляется в некоторых

экспериментальных работах. В частности, в работе [101] авторы объяснили на-

клон как проявление эффекта фазовой диффузии. Согласно представленным

результатам, наклон ступеньки Шапиро также может быть связан с эффектом

зарядового разбаланса.

Остановимся теперь на возможности экспериментальной проверки пред-

сказанных проявлений зарядового разбаланса в СДП. В таблице 3.1 приведены

оценки значения параметров модели, полученные из экспериментальных работ

[102, 4, 103, 104]. В частности, можно оценить туннельную частоту ν для ква-

Таблица 3.1. Значение параметров для внутренних джозефсоновских переходов в ВТСП

Параметр Значение Оценка

N(0), states/eV cm3 1022 1022

ds, Å 3 ∼ 5 4

∆(T ), meV from 30 to 0 at T=Tc 20

Ic, A/cm2 102 ∼ 105 104

τqp, ps 1 ∼ 1000 at T=4.2 K 300

зичастиц [102] на основе формулы ν = Ic(0)
2πe∆N(0)ds

, что дает ν ≈ 1.24 × 109c−1.

Это позволяет найти неравновесный параметр η = ντqp = 0.375. В принци-

пе, неравновесный параметр может быть больше при соответствующем выборе

параметров, представленных в таблице. Для нормированного времени релакса-

ции было получено ξ = ωpτqp ∼ 0.3 при ωp ∼ 1 ГГц. Таким образом, согласно

результатам наших оценок ожидается, что экспериментальные ВАХ могут про-
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демонстрировать наклон и сдвиг ступенек Шапиро в переходах с разбалансом

ветвей в спектре элементарных возбуждений сверхпроводника.

Важно отметить, что экспериментальное исследование влияния зарядово-

го разбаланса на ступеньку Шапиро на внутренней ветви ВАХ было проведено

в работе [55]. Наблюдаемый сдвиг ступеньки от канонического значения объ-

яснялся разбалансом ветвей спектра элементарных возбуждений в сверхпрово-

дящем слое, близком к нормальному электроду, где соответствующий ДП нахо-

дился в резистивном состоянии. Принимая во внимание контактное напряжение

между нормальным электродом и первым S-слоем [55, 105], авторы определили

новое положение V ∗
ss ступеньки Шапиро посредством

V ∗
ss =

ℏω
2e

− δV, (3.14)

где δV = Jτqp/(2e
2N(0)). Для описания полученных экспериментальных ре-

зультатов авторами была использована теория стационарного зарядового раз-

баланса, когда потенциал разбаланса не зависит от времени и кинетические

уравнения для Ψ на S-слое имеют в вид:

Ψn =
τqp

2e2N(0)
(Jqp

l−1 − Jqp
l ). (3.15)

Таким образом, непериодические граничные условия в нашей модели поз-

воляют учесть контактное напряжение, приводящее к сдвигу ступенек Шапиро.

На основании значения сдвига ступеньки Шапиро можно также провести

оценку времени релаксации для квазичастиц:

τqp = δV
A2e2N(0)

I
, (3.16)

где A - площадь мезы, а I - базовый ток.

Отметим также, что в общем случае СДП находятся в нестационарном

состоянии при любом значении тока [53], а эффект зарядового разбаланса на
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ступеньку Шапиро в этом случае еще не исследован. Динамика потенциала ква-

зичастиц в нестационарном случае определяется кинетическими уравнениями

(3.13) вместо уравнения (3.15). И как было показано, нестационарный разбаланс

заряда приводит к наклону на ступеньке Шапиро. Наклон и ширина ступеньки

зависят от значения параметра неравновесности. Мы предполагаем, что наклон

ступеньки, наблюдаемый в работе [101], может быть вызван зарядовым разба-

лансом, но авторы объяснили его как результат фазовой диффузии. Кроме то-

го, небольшой наклон ступеньки Шапиро на ВАХ наблюдается в работе [55]

(см. там Рис. 3.3), одноко авторы его не обсуждают. Отметим также важность

роли непериодических граничных условий в системе СДП, который в насто-

ящее время исследован не достаточно полно. Как уже было показано выше,

непериодические граничные условия могут быть причиной сдвига ступеньки

на экспериментальных ВАХ. Таким образом, ответ на вопрос о том, насколько

сильны неравновесные эффекты в системе СДП, можно получить посредством

измерения наклона и сдвига ступенек Шапиро.
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Заключение

В рамках настоящей диссертации, нами было исследовано влияние внеш-

него излучения на динамику ДП, шунтированного LC-контуром. Зависимость

ширины ступеньки Шапиро от амплитуды внешнего излучения кардинально

изменяется, когда ступенька находится на резонансной ветви, возникающей на

ВАХ. Этот эффект может быть полезен для методов и технологий, исполь-

зующих отклик ДП на микроволновое излучение. Была продемонстрирована

реализация параметрического резонанса и возбуждение продольной плазмен-

ной волны в системе СДП, шунтированной LC-контуром, в интервале тока, со-

ответствующем резонансной ветви на ВАХ. Было обнаружено, что временная

зависимость напряжения на шунтирующей емкости (или напряжения в систе-

ме СДП) отражает наличие электрического заряда возникающего на S-слоях,

связанного с возбуждением ППВ. На основе чего, был предложен новый метод

обнаружения электрического заряда в системах СДП с LC-шунтированием.

Нами впервые был рассмотрен ДП с триплетным p-спариванием в рамках

модели, учитывающей емкость перехода. Было обнаружено, что нечетные сту-

пени Шапиро в таком переходе имеют субгармоническую природу. Благодаря

чему отношение ширины четных ступеней к ширине нечетных, как функция

диссипации, кардинально отличается от такой в переходе с s-спариванием, и

может служить признаком определения периодичности сверхпроводящего то-

ка. Было также показано, что дополнительная последовательность ступенек

Шапиро, возникающая в лестничной структуре на ВАХ, позволяет определить

наличие 4π-периодичности сверхпроводящего тока в ДП. И было изучено вли-

яние прозрачности барьера на возможность наблюдать такие структуры. Был

исследован ДП с двумя компонентами сверхпроводящего тока и показано, что

ток имеет 4π-периодичность в области малых значений напряжения и стано-

вится 2π-периодическим при увеличении напряжения, даже если амплитуда

4π-периодической компоненты тока гораздо меньше 2π-периодической.
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Были проведены детальные исследования СДП в ВТСП во внешнем элек-

тромагнитном поле с учетом эффекта разбаланса ветвей спектра элементарных

возбуждений квазичастиц. Было показано, что разбаланс заряда приводит к

наклону ступенек Шапиро на ВАХ СДП. Величина наклона увеличивается с

увеличением параметра неравновесности. Связь между переходами приводит

к распределению величины наклона вдоль стека. На ВАХ также наблюдается

сдвиг ступеньки Шапиро от ее канонического положения, определяемого часто-

той внешнего излучения. Этот сдвиг обусловлен возникновением контактного

напряжения и в меньшей степени зарядовым разбалансом.
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