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ÎÁÙÀß ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÀ �ÀÁÎÒÛÎáúåêò èññëåäîâàíèÿ è àêòóàëüíîñòü òåìû.Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ÿâëÿåòñÿ èñ-ñëåäîâàíèå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Êîíå÷íîìåðíûìè èíòåãðèðóåìûìè ñè-ñòåìàìè êàê ïðàâèëî íàçûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, â êîòîðûõ ÷èñ-ëî êîììóòèðóþùèõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû.Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïîëåâûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èíòåãðèðóå-ìîñòü âïåðâûå èññëåäîâàëàñü Ë.Ä. Ôàäååâûì è Â.Å. Çàõàðîâûì ïðè èçó-÷åíèè óðàâíåíèé ÊäÂ.Èñòîðè÷åñêè èíòåðåñ ê èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì âîçíèê ïðè èññëåäî-âàíèè òåîðèè XXX1/2 ñïèíîâîé öåïî÷êè �åéçåíáåðãà è ìîäåëè Èçèíãà.Êîãäà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ íà÷àëà ñâî¼ ðàçâèòèå è äîáèëàñü ïåðâûõ óñïåõîâ,òî ìîäåëü Èçèíãà, ÿâëÿÿñü êëàññè÷åñêîé, áûëà ïðèçíàíà íåóäîâëåòâîðè-òåëüíîé. Â 1928 ãîäó �åéçåíáåðã ïðåäëîæèë êâàíòîâóþ ñïèíîâóþ ìîäåëü,â êîòîðîé êëàññè÷åñêèé ñïèí ìîäåëè Èçèíãà, ïðèíèìàþùèé òîëüêî äâàâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿ, áûë çàìåí¼í íà ìàòðèöû Ïàóëè, ñîîòâåòñòâóþùèåñïèíó 1/2. Îäíîìåðíàÿ âåðñèÿ ýòîé ìîäåëè èìåþùàÿ íàçâàíèå ñïèíîâàÿöåïî÷êà �åéçåíáåðãà áûëà ðåøåíà Áåòå â 1931, ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèèíûíå èçâåñòíîé, êàê Áåòå àíçàö.Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ïîñëå ýòîãî òåîðèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìíå ðàçâèâàëàñü, äî òåõ ïîð, ïîêà Îíñàãåð íå íàø¼ë â 1944 ãîäó ðåøåíèåìîäåëè Èçèíãà. Ýòî ðåøåíèå èìåëî îãðîìíîå çíà÷åíèå äëÿ ñòàòèñòè÷å-ñêèõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè äëÿ ïîíèìàíèÿ �èçèêè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.Ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâèëîñü ïîÿâëåíèå â 50-õ ãîäàõ áîëüøîãî ÷èñ-ëà ðàáîò ïî òî÷íî ðåøàåìûì ìîäåëÿì, êîòîðûå âñêîðå âêëþ÷èëè â ñåáÿðàáîòó Áåòå è â ñêîðîì âðåìåíè èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû ñòàëè îáúåêòîìïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ �èçèêîâ è ìàòåìàòèêîâ.Â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ïîëÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâèíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Sine-Gordon
�ϕ + m2 sinϕ = 0,äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ(x, t), êîòîðîå ïîëàãàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì è íåëè-íåéíûì. 1



Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðîáëåìû òåîðåòèêî-ïîëåâûõ ìîäåëåé ñî âçàè-ìîäåéñòâèåì ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì ðàñõîäèìîñòåé è íåîáõîäèìî ââîäèòü ðå-ãóëÿðèçàöèè. Äèñêðåòèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåõîäê ðåø¼òî÷íûì ìîäåëÿì, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ òàêîé ðåãóëÿðèçàöèè.Ýòîò ïîäõîä ñâîäèò ïîëåâóþ ìîäåëü â êîíå÷íîì îáú¼ìå ê ñèñòåìå ñ êîíå÷-íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.Â íà÷àëå 80-ûõ ãîäîâ, â îñíîâíîì áëàãîäàðÿ ðàáîòå Èçåðãèíà è Êîðå-ïèíà, áûëî îñîçíàíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ïîëåâûå ìîäåëè ñâÿçàíû ñ ðåø¼-òî÷íûìè èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóòáûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ìîäåëè êâàíòîâûõ ñïèíîâûõ öåïî÷åê. Äðóãè-ìè ïðèìåíåíèÿìè ìîäåëåé ñïèíîâûõ öåïî÷åê â ñîâðåìåííûõ òåîðèÿõ ïî-ëÿ, ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ àíîìàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé êîìïîçèòíûõ ïîëåé â
N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèÿõ ßíã-Ìèëëñà è ïðè èçó÷åíèè âûñîêî-ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà òåîðèé ÊÕÄ.Âîçâðàùàÿñü ê ñòàòèñòè÷åñêèì òåîðèÿì, ñòîèò óïîìÿíóòü òàêèå ìî-äåëè, êàê àññèìåòðè÷íûå ïðîöåññû ñ èñêëþ÷åíèåì, êîòîðûå �èçè÷åñêèìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ÷àñòèö, ñîâåðøàþùèõñêà÷êè â ñîñåäíèå óçëû ïî òàêèì ïðàâèëàì, ÷òî äâå ÷àñòèöû íå ìîãóò íà-õîäèòüñÿ â îäíîì óçëå è íå ìîãóò îáîãíàòü äðóã äðóãà, è íàõîäÿùóþñÿïîä âëèÿíèåì âíåøíåãî ïîëÿ, êîòîðîå äâèæåò ÷àñòèöû â íåêîòîðîì âûäå-ëåííîì íàïðàâëåíèè. Äèíàìèêó äàííîé ñèñòåìû îïèñûâàåò ãàìèëüòîíèàí
XXZ1/2 àíèçîòðîïíîé ìîäåëè �åéçåíáåðãà, èìåþùèé âèä
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sx, sy, sz � ìàòðèöàìè Ïàóëè.Îäíèì èç ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåò-ñÿ êâàíòîâûé ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, è ñâÿçàííûé ñ íèì àëãåá-ðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå. Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå, ðàçâèâàþùèé ïîäõîäÁåòå, áûë ðàçðàáîòàí Ë.Ä. Ôàääååâûì è åãî øêîëîé. Èñïîëüçîâàíèå àíçà-öà Áåòå ïîçâîëÿåò äîñòèãíóòü ìíîæåñòâà èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, îäíàêî,2



ïîìèìî êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò èíòåðåñê àëüòåðíàòèâíûì �îðìàì èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ êâàíòîâûõ ãàìèëüòîíîâûõñèñòåì.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè êîíêðåòíûõ ñèñòåì íå òàê ïðî-ñòî îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè èíòåãðèðóåìûìè èëè íåò. Íåêîòîðóþ èí-�îðìàöèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìîæíî ïîëó÷èòüèñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ëîêàëüíûõ ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèÿ. Â÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè ââåñòè R̂ ìàòðèöó âèäà
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,êîòîðàÿ äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå (C2)⊗2, è îïðåäåëèòü îïåðàòîð R̂i äåé-ñòâóþùèé íà i, i + 1 óçëàõ ñïèíîâîé öåïî÷êè, òî êàê áûëî ïîêàçàíî â ðà-áîòàõ Äæèìáî ýòîò îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû �åêêå
R̂iR̂j = R̂jR̂i, |i − j| > 2,

R̂iR̂i+1R̂i = R̂i+1R̂iR̂i+1,

(R̂i − q)(R̂i + q−1) = 0,êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòðèöû R̂i ðåàëèçóþò íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèåàëãåáðû �åêêå. Äàííîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ãà-ìèëüòîíèàí XXZ1/2 ìîäåëè ñ îòêðûòûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ñëå-äóþùåé ïðîñòîé �îðìå
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ãäå Ti îáðàçóùèå àëãåáðû �åêêå. Âàæíûì ñëåäñòâèåì äàííîãî íàáëþäåíèÿÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ëþáîé ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ îïèñûâà-åìûé ñóììîé ëîêàëüíûõ ìàòðèö âçàèìîäåéñòâèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-íîøåíèÿì àëãåáðû �åêêå, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïðîöåññîì. Áîëåå òîãî,ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ρ àëãåáðû �åêêå äà¼ò èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó, òèïàñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðöåññà, ñ ãàìèëüòîíèàíîì ρ(H). Òàêèì îáðàçîì âàæíîéçàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà àëãåáðû �åêêå âðàçëè÷íûõ å¼ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Äàííàÿ çàäà÷à î÷åâèäíî ñâîäèòñÿ ê èçó÷å-íèþ ñïåêòðà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.Öåëü ðàáîòû.Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñïåêòðà ãàìèëüòîíèà-íà öåïî÷êè �åêêå,îáîáùàþùåãî ãàìèëüòîíèàíXXZ1/2 êâàíòîâîé ñïèíîâîéöåïî÷êè, äëÿ ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð �åêêå A òè-ïà, à òàêæå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñàìèõ àëãåáð �åêêå äëÿ ñëó÷àÿ q íåÿâëÿþùåãîñÿ êîðíåì èç åäèíèöû.Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.Áûë ðàçðàáîòàí è ïðèìåíåí äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé ìåòîä ïîèñêàñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïîëó-÷åíû óñëîâèÿ äëÿ âûðàæåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû �åê-êå îäíîãî âèäà ÷åðåç îãðàíè÷åíèÿ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåïðèâîäèìûõïðåäñòàâëåíèé äðóãîãî âèäà, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè íà íåêîòîðûõ ïðåäñòàâ-ëåíèÿõ àëãåáðû �åêêå êîíñòðóêöèþ àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèè êîóìíîæå-íèÿ. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ñïåêòðû ãàìèëüòîíèà-íà öåïî÷êè �åêêå äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòüðàññìàòðèâàòü íîâûå èíòåãðèðóåìûå ñïèíîâûå è ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè.Ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû �åêêå â âèäå ïðî-èçâåäåíèÿ áàêñòåðèçîâàííûõ ýëåìåíòîâ äà¼ò ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ ïðî-öåäóðû ñëèÿíèÿ. �åçóëüòàòîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòüïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåøåíèé äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî àíàëîãà óðàâíåíèé îòðà-æåíèé. Òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåí-òîâ àëãåáðû �åêêå, êîòîðûå â R-ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ñîâïàäàþò ñ TQ4



óðàâíåíèÿìè Áàêñòåðà, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëèò ïîëó÷àòü ñïåêòðû ãà-ìèëüòîíèàíîâ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãîàíçàöà Áåòå.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.�åçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:1. Ìåæäóíàðîäíîì ñîâåùàíèè �Ñóïåðñèììåòðèè è êâàíòîâûå ñèììåò-ðèè�, 2007, ÎÈßÈ, ã.Äóáíà;2. XVI International Colloquium on Integrable Systems (ISQS-16), Prague,2007;3. ñåìèíàðàõ òåìû �Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà�, ËÒÔ,ÎÈßÈ, ã.Äóáíà;4. XIII êîí�åðåíöèè ìîëîäûõ ó÷¼íûõ è ñïåöèàëèñòîâ, 2009, ÎÈßÈ, ã.Äóáíà.Ïóáëèêàöèè.Äèññåðòàöèÿ íàïèñàíà ïî ìàòåðèàëàì 4 ðàáîò.Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé îáúåìäèññåðòàöèè 112 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ ñïèñîê ëèòåðà-òóðû èç 59 íàèìåíîâàíèé.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅ�ÆÀÍÈÅ �ÀÁÎÒÛÂî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ðàáîò è ðåçóëüòà-òîâ ïî òåìå èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì è àëãåáð �åêêå. Òàì æå êðàòêî îïèñàíûîñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå äàííóþ äèññåðòàöèþ.Â ïåðâîé ãëàâå � �À��èííûå ãðóïïû êîñ� � îïèñûâàåòñÿ òåîðèÿãðóïï êîñ, ñîîòâåòñòâóþùèõ à��èííûì è íåà��èííûì ãðà�àì Äûíêè-íà. Äëÿ ñëó÷àÿ ãðóïï êîñ A òèïà èçëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ òàê íàçûâàåìî-ãî �ýëåìåíòàðíîãî ãîìîìîð�èçìà� (ñîîòâåòñòâóþùèé àíãëèéñêèé òåðìèí�evaluation homomorphism� íå èìååò áîëåå àäåêâàòíîãî ïåðåâîäà íà ðóññêèéÿçûê), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî óäà¼òñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè îïèñàòü ñâîéñòâà ñïå-öèàëüíûõ îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû �åêêå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿýëåìåíòàìè Þöèñà-Ì¼ð�è è áûëè âûâåäåíû Äèïïåðîì è Äæåéìñîì ïðèîáîáùåíèè ðåçóëüòàòîâ Þöèñà è Ì¼ð�è äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.�ðóïïà êîñ ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåà�èííîìó ãðà�ó Äûíêèíà A òèïà ïî-ðîæäàåòñÿ íàáîðîì îáðàçóþùèõ T1, . . . , Tn, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-íîøåíèÿì
TiTj = TjTi, |i − j| > 2,

TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1.Ýëåìåíòû Þöèñà-Ì¼ð�è îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì èç ñëåäóþùèõ ðåêêó-ðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé
y1 = 1, yi+1 = TiyiTi.Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ãîìîìîð�èçìà çàêëþ÷àåò-ñÿ â òîì, ÷òî â à��èííîé ãðóïïå êîñ óäà¼òñÿ âûïîëíèòü îäíîâðåìåííîíåñêîëüêî óñëîâèé. Ñàìà ïî ñåáå à��èííàÿ ãðóïïà êîñ (âîîáùå ãîâîðÿðàñøèðåííàÿ, íî â òåêñòå äëÿ óïðîùåíèÿ ýòî ñëîâî áóäåì îïóñêàòü) ìî-æåò áûòü îïðåäåëåíà íåñêîëüêèìè ðàçíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè.Ñ îäíîé ñòîðîíû îíà îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì îáðàçóþùèõ {T0, . . . , Tn}, êî-òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì êîñ, è ýëåìåíòàìè π ∈ Ω, ãäå Ω �óí-äàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äàííîé àëãåáðû Ëè, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïà6



àâòîìîð�èçìîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî à��èííîãî ãðà�à Äûíêèíà. Ñ äðóãîéñòîðîíû, äëÿ à��èííûõ ãðóïï êîñ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿïîäãðóïïà ñäâèãîâ Y , èçîìîð�íàÿ ðåø¼òêå êîâåñîâ, è à��èííàÿ ãðóïïàêîñ îïèñûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû ñäâèãîâ è îáðàçó-þùèìè {T1, . . . , Tn}, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè óæåíåà��èííîé ãðóïïû êîñ. Òàê êàê ïîäãðóïïà Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ðåø¼òêèêîâåñîâ, òî òåì ñàìûì îíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèéãðóïï êîñ è ñîîòâåòñòâóþùèõ à��èííûõ àëãåáð �åêêå. Ïîñêîëüêó ýòî äâàðàçëè÷íûõ îïèñàíèÿ îäíîé è òîé æå à��èííîé àëãåáðû, òî ìåæäó íè-ìè ñóùåñòâóåò ñâÿçü, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîíÿòèÿ äëèíû.Ýòî ïîñòðîåíèå â ñëó÷àå à��èííûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü ðàñøèðå-íèåì êëàññè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ è ïîòîìó ìíîãèå òåîðåìû ïåðåíîñÿòñÿ ïðàê-òè÷åñêè áåç èçìåíåíèé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèè äëèíû â ñëó÷àå Añåðèè äëÿ êîâåñà ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàðøåìó êîâåñó àíòè�óíäàìåíòàëü-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå âèäà Y bn = πnT1T2 . . . Tn, ãäå
πnT0 = Tnπn. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â íåà��èííîé ãðóïïå êîñ, ñóùå-ñòâóåò âíóòðåííèé àâòîìîð�èçì, ïîðîæäàåìûé ýëåìåíòîì X = Tn . . . T1êîòîðûé äåéñòâóåò ñõîæèì îáðàçîì. Íàèâíî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-åò ãîìîìîð�èçì à��èííîé ãðóïïû êîñ íà íåà��èííóþ ãðóïïó ñ èñïîëüçî-âàíèåì îòîæäåñòâëåíèÿ π 7→ X . Ýòî íå ñîâñåì òî÷íî, òàê êàê äàííîå îòîá-ðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûì, îäíàêî, êàê îêàçûâàåòñÿ âäàëüíåéøåì, íåòî÷íîñòü, êîòîðàÿ äîïóñêàåòñÿ ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèèíå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýëå-ìåíòó Y bn ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ýëåìåíò Þöèñà-Ì¼ð�è. �àññìàòðèâàÿäðóãèå êîâåñà, è èñïîëüçóÿ òî æå îòîáðàæåíèå, äëÿ íåà��èííîé àëãåáðû�åêêå ïîëó÷àåòñÿ âñ¼ ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Þöèñà-Ì¼ð�è, êîòîðûå, òà-êèì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ îáðàçîì ðåø¼òêè êîâåñîâ è íàñëåäóþò å¼ ñâîéñòâà.À èìåííî, îíè îáðàçóþò ìàêñèìàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäãðóïïó, à òàê-æå â ïîñëåäóþùåì ñ èõ ïîìîùüþ îïèñûâàåòñÿ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñîîò-âåòñòâóþùåé àëãåáðû �åêêå. Äðóãîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ýëåìåíòàðíîãîãîìîìîð�èçìà óæå â àëãåáðàõ �åêêå, ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîâûõãðóïï è áûë îïèñàí â ðàáîòå È. ×åðåäíèêà.7



Âî âòîðîé ãëàâå � �Àëãåáðà �åêêå è å¼ ïðåäñòàâëåíèÿ� � îïðåäåëÿ-þòñÿ àëãåáðû �åêêå è, ïðè ïîìîùè ââåä¼ííûõ ýëåìåíòîâ Þöèñà-Ì¼ð�è yi,ñòðîèòñÿ èõ òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ. Äàííàÿ òåîðèÿ, â ñèëó ïðè÷èí óïîìÿíó-òûõ âûøå, îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè sln.Ïîýòîìó â îáåèõ òåîðèÿõ èñïîëüçóåòñÿ ñõîäíûé ÿçûê, à èìåííî ÿçûê äèà-ãðàìì Þíãà. Âñå âîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð �åêêå ïðè ýòîì îïèñû-âàþòñÿ îêðàøåííûì ãðà�îì Þíãà, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ñòîÿò äèàãðàììûÞíãà. Êàæäîé äèàãðàììå Þíãà ïðè ýòîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàáîðñòàíäàðòíûõ òàáëèö Þíãà T , êîòîðûå ñâÿçàíû ñî ñïåöèàëüíûìè ýëåìåíòà-ìè ET àëãåáðû �åêêå, íàçûâàþùèõñÿ èäåìïîòåíòàìè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì E2
T = ET . Èäåìïîòåíòû îáëàäàþò ðÿäîì ñâîéñòâ, âî-ïåðâûõ îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �âåêòîðàìè� ýëåìåíòîâ Þöèñà-Ì¼ð�è

yiET = ET yi = ciET , ãäå ci � �ñîäåðæèìîå� êëåòêè ñ êîîðäèíàòàìè (n, m),
ci = q2(n−m). Âî-âòîðûõ, èäåìïîòåíòû ìîæíî çàïèñàòü êàê �óíêöèè ýòèõæå ýëåìåíòîâ Þöèñà-Ì¼ð�è. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíàÿ �îð-ìà èõ çàïèñè ÷åðåç áàêñòåðèçîâàííûå ýëåìåíòû

Ti(x, y) =
Ti y − T−1

i x

y − x
, x, y ∈ C,êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ â äèññåðòàöèè è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íîéêîíñòðóêöèè äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.Þöèñîì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû ñèììåòðè÷å-ñêîé ãðóïïû, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê íåêîòîðûé ïðåäåë �óíêöèè ìíî-ãèõ ïåðåìåííûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè èñî çíà÷åíèÿìè â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå. Òî÷êà â êîòîðîé áåð¼òñÿ ïðå-äåë îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæèìûì ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê çàäàííîé òàáëèöûÞíãà, äëÿ êîòîðîé èùåòñÿ èäåìïîòåíò. Ýòà �óíêöèÿ èìååò âèä

Φ(u1, . . . , un) =
∏

16i<j6n

(

1 −
(i j)

ui − uj

)

,ãäå u1, . . . , un ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ïåðåìåííûìè è ïðîèçâåäåíèå âû-÷èñëÿåòñÿ â ãðóïïîâîé àëãåáðå C[Sn] ñ ëåêñèêîãðà�è÷åñêèì óïîðÿäî÷èâà-íèåì ïî ïàðàì (i, j). 8



Ñõîäíàÿ êîíñòðóêöèÿ, íàçûâàåìàÿ �ïðîöåäóðà ñëèÿíèÿ� (îðèãèíàëü-íûé àíãëèéñêèé òåðìèí �fusion pro
edure�), áûëà ðàçðàáîòàíà ×åðåäíèêîìè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî âïåðâûå äàíî Íàçàðîâûì. Ïîçäíåå ýòà êîí-ñòðóêöèÿ áûëà ïîñòðîåíà äëÿ ñëó÷àÿ àëãåáð �åêêå, â ÷àñòíîñòè �ðàéìîìáûëà èñïîëüçîâàíà âåðñèÿ îñíîâàííàÿ íà ãëàâíûõ êðþêàõ ðàçáèåíèÿ. Îä-íàêî Ìîëåâûì íåäàâíî áûëî íàéäåíî ãîðàçäî áîëåå ïðîñòàÿ âåðñèÿ äîêà-çàòåëüñòâà ýòîé êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû. Â äèññåð-òàöèè áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ àëãåáð �åêêå,÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ïðîñòóþ êîíñòðóêöèþ ñëèÿíèÿ. À èìåííî, äëÿïðîèçâîëüíîé ñòàíäàðòíîé òàáëèöû Þíãà T äèàãðàììû λ = (λ1, . . . , λl),ñîîòâåòñòâóþùèé èäåìïîòåíò ET , ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëü-íîãî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè
ET = F (λ) Y1(c1; u2) . . . Yn−1(c1, c2, . . . cn−1; un)

∣

∣

u2=c2

∣

∣

u3=c3
. . .

∣

∣

un=cn

,ãäå
Yk(c1, c2, . . . , ck; u) = Tωk

Tk(c1, u)Tk−1(c2, u) . . . T1(ck, u)T−1
ωk+1

,

Tωk
= (T1 . . . Ti−2 Ti−1)(T1 . . . Ti−2) · · · (T1 T2) T1, i = 2, . . . , n.Íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò F (λ) âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå ïîñòðîå-íèÿ èäåìïîòåíòîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ðàâåí

F (λ) = qn(λ′)−n(λ)
∏

α∈λ

1

(hα)q
,ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì êëåòêàì α = (i, j) äèàãðàììû λ, äèàãðàì-ìà λ′ = (λ′

1, . . . , λ
′

l) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæ¼ííîé ê λ. Êðþê hα îïðåäåëÿåòñÿ êàê
hα = λi + λ′

j − i − j + 1, q-÷èñëî (m)q = qm
−q−m

q−q−1 , ÷èñëî n(λ) =
l

∑

i=1

(i − 1) λi.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò îêàçûâàåòñÿ ñâÿ-çàííûì ñ òàê íàçûâàåìîé q-ðàçìåðíîñòüþ ñòàíäàðòíûõ òàáëèö è ñëåäîìÎêíåàíó-Ìàðêîâà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ èäåìïîòåíòîâ.Â òðåòüåé ãëàâå � �Àëãåáðà �åêêå è èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè� � âû-÷èñëÿåòñÿ ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà öåïî÷êè �åêêå, äëÿ ñëó÷àÿ ñïåöèàëüíûõ9



ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð �åêêå, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàì Þíãà óãëîâî-ãî òèïà. Èñõîäíî â äàííîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñïåöèàëüíûõýëåìåíòîâ àëãåáðû �åêêå àíàëîãè÷íûõ ìàòðèöàì ìîíîäðîìèè Ñêëÿíèíà.Ïîëó÷åííûå îïåðàòîðíûå ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäÿùèìè�óíêöèÿìè ñåìåéñòâà êîììóòèðóþùèõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû �åêêå, îäíèìèç êîòîðûõ è ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî ãàìèëüòîíèàí öåïî÷êè �åêêå. Äàííàÿêîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé Áåòå. Òåì ñàìûì óñòà-íàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè ñâÿçàííûìè ñ XXZìîäåëÿìè èññëåäîâàííûìè Áåòå è èíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè, îïèñûâàå-ìûìè ãàìèëüòîíèàíàìè ïîäàëãåáðû Áåòå. Â ðåçóëüòàòå, çàäà÷à èññëåäîâà-íèÿ ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ïîäàëãåáðû Áåòå â ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäè-ìûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.Ñîáñòâåííî ïîñòðîåíèå ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà öåïî÷êè �åêêå äëÿïðåäñòàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûì äèàãðàììàì, ñîñòîèò èç äâóõ÷àñòåé. Âíà÷àëå ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ñïåêòðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèé ñî-îòâåòñòâóþùèõ óãëîâûì äèàãðàììàì ïðîñòåéøåãî òèïà, à èìåííî äèàãðàì-ìàì âèäà {k, 1}, òî åñòü ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ðÿäîâ, ïðè÷¼ì âî âòîðîì ðÿäóíàõîäèòñÿ ëèøü îäíà êëåòêà. Äàëåå, áîëåå ñëîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðî-ÿòñÿ èç ïðîñòåéøèõ êàê àíòèñèììåòðèçàöèÿ èõ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé.Âîîáùå ãîâîðÿ, àëãåáðà �åêêå íå ÿâëÿåòñÿ áèàëãåáðîé è ïîýòîìó, â îáùåìñëó÷àå, êîóìíîæåíèå â íåé íå îïðåäåëåíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðîöåäóðà òåí-çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû �åêêå íå ïðèâîäèò êíîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Îäíàêî, â ðàáîòå �îðìóëèðóåòñÿ îáùèé ðåçóëü-òàò, êîòîðûé óêàçûâàåò óñëîâèÿ ïðè êîòîðûõ äàííóþ ïðîöåäóðó ïðîâåñòèìîæíî. Â ÷àñòíîñòè óäà¼òñÿ ïîñòðîèòü ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèåïðîèçâîëüíîé äèàãðàììå Þíãà óãëîâîãî òèïà, è óêàçàòü êîóìíîæåíèå äëÿîáðàçóþùèõ àëãåáðû �åêêå â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ñèëó óêàçàííîéêîíñòðóêöèè, ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà H(k,l) ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ãàìèëüòîíèàíîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûì äèàãðàììàì òè-
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ïà {k, 1} è ðàâåí
Spec(H(k,l)) = {

l
∑

i=1

2 cos
πmi

k + l + 1
, 1 6 m1 < m2 · · · < ml 6 k + l}.Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñâîáîäíûõ �åðìèîíîâÂ çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèèðåçóëüòàòû, êîòîðûå è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.Íà çàùèòó âûäâèãàþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà öåïî÷êè �åêêå ïîëó÷åí òî÷íûé ñïåêòð ýíåðãèè,â ñëó÷àå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð �åêêå A òèïà, ñîîò-âåòñòâóþùèõ óãëîâûì äèàãðàììàì Þíãà.
• Äëÿ àëãåáð �åêêå A òèïà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îäíè ïðåä-ñòàâëåíèÿ, ìîæíî âûðàæàòü ÷åðåç ñïåöèàëüíûå êîìáèíàöèè òåíçîð-íûõ ïðîèçâåäåíèé äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé.
• Äëÿ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû �åêêå (êâàíòîâûõ àíàëî-ãîâ ñèììåòðèçàòîðîâ Þíãà) ïîëó÷åíû èõ �àêòîðèçîâàííûå �îðìû,çàïèñàííûå â òåðìèíàõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, çàïèñàí-íûå â òåðìèíàõ îáðàçóþùèõ àëãåáðû �åêêå.
• Äëÿ óêàçàííîé �îðìû ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ âû÷èñëåíû âû-ðàæåíèÿ äëÿ íîðìèðîâî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ÷åðåç q-ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï SUq(N).
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