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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è àêòóàëüíîñòü òåìû.
Òî÷íî ðåøàåìûå ðåøåòî÷íûå ìîäåëè èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ðàâíîâåñíîé
è íåðàâíîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Îíè îïèñûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîñòûìè äèíàìè÷åñêèìè çàêîíàìè è â òî æå âðåìÿ îáúÿñíÿþò íåòðèâè-
àëüíûå êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Èññëåäîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîìîãàåò íà
ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ïîíÿòü ìåõàíèçì êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ñè-
ñòåì.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçíèê èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ òî÷íî ðåøàåìûõ íåðàâ-
íîâåñíûõ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíèÿ îäíîìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö âäàëè îò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïîêàçû-
âàþò, ÷òî äèôôóçèîííûå ñèñòåìû ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâè-
åì ìåæäó ÷àñòèöàìè ïðîÿâëÿþò íåîáû÷àéíî áîãàòîå ðàçíîîáðàçèå êðè-
òè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãå-
ðà ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòåñòâåííî îæè-
äàòü, ÷òî àíçàö Áåòå ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ
îäíîìåðíûõ íåðàâíîâåñíûõ ìîäåëåé. Ãëàâíîå îòëè÷èå îò îáû÷íûõ êâàíòî-
âûõ ñèñòåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûé ãàìèëüòîíèàí íåýðìèòîâ, ò.ê.
ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà äîëæíû îïèñûâàòü ïðîöåñ-
ñû çàòóõàíèÿ â íåðàâíîâåñíîé ñèñòåìå.

Âàæíåéøèì ïðèìåðîì íåðàâíîâåñíîãî ðåøåòî÷íîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ
àñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ ñ èñêëþ÷åíèåì (Asymmetric Simple Exclusion
Process, ASEP). Ýòî ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö íà îäíîìåðíîé ðåøåò-
êå, ñîâåðøàþùèõ ñêà÷êè â ñîñåäíèå óçëû ïî òàêèì ïðàâèëàì, ÷òîáû äâå
÷àñòèöû íå ìîãëè íàõîäèòüñÿ â îäíîì óçëå è íå ìîãëè îáîãíàòü äðóã äðóãà.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ äâèæå-
íèÿ, òî â ïðåäåëå áîëüøèõ âðåìåí ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîâåñíûé ãàç. Ïîä äåé-
ñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ, êîòîðîå íàðóøàåò ýòó ñèììåòðèþ, âîçíèêàåò ìàê-
ðîñêîïè÷åñêèé ïîòîê ÷àñòèö, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ.

Øèðîêèé èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè îáúÿñíÿåòñÿ åå ðîäñòâîì ñ ïðîöåññà-
ìè ðîñòà ïîâåðõíîñòåé, ïðîáëåìîé íàïðàâëåííûõ ïîëèìåðîâ â õàîòè÷åñêè
íåîäíîðîäíîé ñðåäå è óðàâíåíèåì Áþðãåðñà. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåé-
øåé íåòðèâèàëüíîé ìîäåëüþ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì è ìîæåò ñëóæèòü îò-
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ïðàâíîé òî÷êîé äëÿ èõ ïðàêòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.
Êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñà-

íèÿ êëàññîâ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ìîäåëåé òåîðèè ðàâ-
íîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Êðèòè÷åñêèå ýêñïîíåíòû, êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè, êîíå÷íî-ðàçìåðíûé àíàëèç, òåîðèÿ âîçìóùåíèé è ýôôåê-
òû ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âñå îíè èçó÷åíû ïðè ïîìîùè êîíôîðìíî-
ïîëåâîãî ïîäõîäà è óñïåøíî ñðàâíåíû ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè è ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Íåäàâíî âîçíèê áîëåå øèðîêèé êëàññ êîíôîðìíûõ òåî-
ðèé � ëîãàðèôìè÷åñêèå êîíôîðìíûå òåîðèè, ïðåäíàçíà÷åííûå, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ íåðàâíîâåñíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé. Â
÷àñòíîñòè, ìîäåëü ïëîòíûõ ïîëèìåðîâ, àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà è ïåðêîëÿ-
öèîííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ðåøåòî÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîíôîðìíûõ òåîðèé.

Ëîãàðèôìè÷åñêèå êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ (ËÊÒÏ) èçó÷åíû â ìåíü-
øåé ñòåïåíè è èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî, òàê èëè èíà÷å, îò-
ðàæàåò ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé, îñíîâíûì ñâîé-
ñòâîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûé õàðàêòåð êîððåëÿöèé. Â ýòîì êîí-
òåêñòå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, åñëè íå óäèâèòåëüíûì òî, ÷òî ðåøåòî÷-
íûå ìîäåëè ñ íåëîêàëüíûìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îïèñûâàòüñÿ â íåïðåðûâíîì
ïðåäåëå ïðè ïîìîùè ëîêàëüíûõ ïîëåé. Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè ýòî ñâîéñòâî
ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ëîãàðèôìîâ â êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ.

Äâóìåðíàÿ àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà � ýòî ïåðâûé ïðèìåð òî÷íî ðåøàåìîé
ìîäåëè ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðèòè÷íîñòè, äëÿ êîòîðîé ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ïîëÿ (ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = −2) äàåò îïðåäåëåííûå ïðåä-
ñêàçàíèÿ äëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Íåêîòîðûå èç ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî
ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà æåñòêèõ äèìåðîâ íà ðåøåòêå ïðåäñòàâëÿåò
áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è î÷åíü ÷àñòî
âñòðå÷àåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Èçó÷åíèå äèìåðíûõ ìîäåëåé ìîæåò ïðîëèòü
ñâåò íà òåðìîäèíàìèêó äâóõàòîìíûõ ãàçîâ, àäñîðáèðîâàííûõ ïëåíîê, íà
êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ìîäåëåé ðåçîíèðóþùèõ âàëåíòíûõ ñâÿçåé â âûñîêî-
òåìïåðàòóðíîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Ìîäåëè ïëîòíî óïàêîâàííûõ äèìåðîâ íà
ïëàíàðíûõ ðåøåòêàõ òî÷íî ðåøàåìû. Äëÿ íèõ ðàçðàáîòàí äîâîëüíî ìîù-
íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïåðå÷èñëåíèÿ êîíôèãóðàöèé. Ìíîãî èíòåðåñ-
íûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè óïàêîâîê äèìåðîâ ñ âàêàíñèÿìè.
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Íàëè÷èå òàêèõ äåôåêòîâ äàåò âîçìîæíîñòü äèìåðàì ñîâåðøàòü äèñêðåò-
íûå ïåðåäâèæåíèÿ, ò.å. äèôôóíäèðîâàòü.
Öåëü ðàáîòû.
Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå óæå ñóùåñòâóþùèõ è
ñîçäàíèå íîâûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ðå-
øåòî÷íûõ ìîäåëåé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü.
Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà ðàâíîâåñíûõ è íåðàâíîâåñíûõ ðåøåòî÷íûõ ìî-
äåëåé. Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðîöåññà ñ ïîëíîñòüþ àñèììåòðè÷-
íûì èñêëþ÷åíèåì (Totally Asymmetric Simple Exclusion Process, TASEP) â
íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïîçâîëÿþò ïîíÿòü îñíîâíûå ñâîéñòâà è ìåõàíèçì
ðåëàêñàöèè íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì.

Àñèìïòîòèêè äâóõ÷àñòè÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé äâóìåðíîé
àáåëåâîé ìîäåëè ïåñêà ïðåäñêàçûâàþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé êîíôîðìíîé
òåîðèåé ïîëÿ (ËÊÒÏ) ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = −2. Íàëè÷èå â íèõ ëîãà-
ðèôìîâ óêàçûâàåò íà ñëîæíûé íåëîêàëüíûé õàðàêòåð ìîäåëåé ñ ñàìîîðãà-
íèçîâàííîé êðèòè÷íîñòüþ. Àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà � ýòî ïåðâûé ïðèìåð, ãäå
ëîãàðèôìè÷åñêèå äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû âîçìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïåðå÷èñëåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ïàóòèí íà êâàäðàò-
íîé ðåøåòêå ïîçâîëèë àíàëèòè÷åñêè èçó÷èòü ñâîéñòâà ïîäâèæíîñòè âàêàí-
ñèè â ïëîòíî óïàêîâàííîé ìîäåëè äèìåðîâ è âû÷èñëèòü îñíîâíûå äèôôó-
çèîííûå õàðàêòåðèñòèêè.
Íà çàùèòó âûäâèãàþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Óñîâåðøåíñòâîâàí êîìáèíàòîðíûé àíçàö Áåòå è ðàçðàáîòàí
íîâûé ìåòîä òî÷íîãî ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîöåññà ñ ïîëíîñòüþ àñèììåòðè÷íûì èñêëþ÷åíèåì (Totally
Asymmetric Exclusion Process, TASEP), îñíîâàííûé íà òåõíèêå
âçàèìíîãî ñîêðàùåíèÿ ìíîæåñòâ íåäîïóñòèìûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òðàåêòîðèé ÷àñòèö. Íà îñíîâå ïðåäëî-
æåííîãî ìåòîäà, íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå TASEP äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
÷àñòèöû äâèæóòñÿ íà êîëüöå ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ñêà÷êîâ.
Ïðè ïîìîùè ýòîãî ðåøåíèÿ èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè
÷àñòèö â íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå è åå ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó
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çíà÷åíèþ. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñòàöèîíàðíîé
ñêîðîñòè â ñëó÷àå ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðûæêîâ ÷àñòèö.

• Ïðè ïîìîùè òåõíèêè ïåðå÷èñëåíèÿ Θ-ãðàôîâ âû÷èñëåíû ïàðíûå
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè σ1a, a = 2, 3, 4 àáåëåâîé ìîäåëè ïåñêà.
Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåò ïðåäñêàçàíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé òåî-
ðèè ïîëÿ, êîòîðûå îñíîâàíû íà ïðåäïîëîæåíèè î ïðèìåíèìîñòè êîí-
ôîðìíîé òåîðèè â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå.

• Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïåðå÷èñëåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ïàóòèí íà
êâàäðàòíîé ðåøåòêå äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ äèìåðíûõ êîíôèãóðàöèé ñ
îäíîé âàêàíñèåé. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà âíåñåíèè äîïîëíèòåëüíîãî
äåôåêòà, â âèäå êîíå÷íîãî ðàçðåçà íà ðåøåòêå. Ïðè ïîìîùè ýòîé
òåõíèêè àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåíû ïàðàìåòðû ïîäâèæíîñòè âàêàí-
ñèè, è ïîäòâåðæäåíû ðàíåå ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà:

• International Colloquium on Integrable Systems and Quantum
symmetries (ISQS-16) 2007, Praha, Czech Republic.

• Classical and Quantum Integrable Systems 2008, IHEP, Protvino,
Russia.

• XII conference of young scientists and specialists 2008, JINR, Dubna,
Russia.

• Ñåìèíàðå îòäåëà � Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà � Ëàáîðàòîðèè òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè ÎÈßÈ, Äóáíà.

Ïóáëèêàöèè.
Äèññåðòàöèÿ íàïèñàíà íà îñíîâàíèè ñîäåðæàíèÿ ðàáîò [1�6].
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè 86 ñòðàíèö ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ 20 ðèñóíêîâ è
ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 98 íàèìåíîâàíèé.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð îñíîâíûõ ðàáîò è ðåçóëüòà-
òîâ ïî òåìå òî÷íî ðåøàåìûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçè-
êå. Òàì æå êðàòêî îïèñàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå äàííóþ
äèññåðòàöèþ.

Â ïåðâîé ãëàâå �Àñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ ñ ïðîñòûì èñêëþ÷åíèåì�
äàþòñÿ îïðåäåëåíèå êëàññà ìîäåëåé ASEP è îïèñàíèå îñíîâíûõ ìåòîäîâ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òî÷íî ðåøàåìûõ ìîäåëåé ÷àñòî
ïîëüçóþòñÿ ìåòîäîì Áåòå. Åãî ïåðâîå ïðèìåíåíèå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ
ÀSEP áûëî ïðåäñòàâëåíî Äõàðîì â âèäå êðàòêîãî çàìå÷àíèÿ. Äàëåå, ïî-
äðîáíûé ðàñ÷åò áûë ïðèâåäåí â ïëîäîòâîðíîé ñòàòüå Ãâà è Øïîía, ãäå
èçó÷àëîñü ñëåäóþùåå çà ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà
ýâîëþöèè äëÿ áîëüøèõ ðåøåòîê è áûëî óñòàíîâëåíî ñòåïåííîå ïîâåäåíèå
ñïåêòðàëüíîé ùåëè. Ïîñëå ýòîãî óäà÷íîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áåòå, ïîÿâè-
ëèñü ìíîãî èíòåðåñíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â äàííîé ãëàâå íàéäåíî ðåøåíèå TASEP ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
ïðûæêîâ ÷àñòèö íà êîëüöå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü
âíåñòè íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè â êîìáèíàòîðíûé àíçàö Áåòå.

Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â íåñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïîçâîëÿåò
èçó÷àòü ïîòîê ÷àñòèö íà ðàííåé ñòàäèè ýâîëþöèè ñèñòåìû.

Â ñèñòåìå ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðûæêîâ ÷àñòèö íàáëþäàåòñÿ ÿâ-
ëåíèå êîíäåíñàöèè ÷àñòèö, êîòîðîå ðàíåå ïîäðîáíî áûëî èçó÷åíî â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîöåññàõ ñ íóëåâîé äàëüíîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ (ZRP, zero
range processes). Â ÷àñòíîñòè, ñàìàÿ ìåäëåííàÿ ÷àñòèöà ïîðîæäàåò ìàêðî-
ñêîïè÷åñêóþ ïðîáêó, êîòîðàÿ â êðóïíîçåðíèñòîì ìàñøòàáå ïðîÿâëÿåòñÿ â
âèäå ðàçðûâà íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè ÷àñòèö.

Â êîíöå ãëàâû, ãäå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà TASEP â íåñòàöèîíàðíîì ñîñòî-
ÿíèè, àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåíà ñòàöèîíàðíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà ÷àñòèö äëÿ
ñëó÷àÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïðûæêîâ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ îáíîâëåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî áûëî ïîñòðîåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ýòèõ çàäà÷ íà îäíîìåðíóþ ìîäåëü Ïîòòñà â ïðåäñòàâëåíèè Ôîðòóèíà è
Êàñòåëåéíà.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïðûæêà ÷àñòèöû çàâèñèò îò åå
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íîìåðà, ïðåäëîæåíà îáùàÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äåëàòü ÷èñëåí-
íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Ââèäó ñëîæíîñòè
çàäà÷è, ïî âñåé âèäèìîñòè, íåâîçìîæíî íàéòè òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñêîðîñòè â îáùåì ñëó÷àå.

Âî âòîðîé ãëàâå �Àáåëåâà ìîäåëü ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðèòè÷íî-
ñòè� ðàññìîòðåíà îäíà èç âàæíåéøèõ ìîäåëåé ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðè-
òè÷íîñòè � àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà íà äâóìåðíîé ðåøåòêå.

Êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñà-
íèÿ êëàññîâ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêèõ äâóìåðíûõ ìîäåëåé òåîðèè ðàâ-
íîâåñíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Êðèòè÷åñêèå ýêñïîíåíòû, êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè, êîíå÷íî-ðàçìåðíûé àíàëèç, òåîðèÿ âîçìóùåíèé è ýôôåê-
òû ðàçíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âñå îíè èçó÷åíû ïðè ïîìîùè êîíôîðìíî-
ïîëåâîãî ïîäõîäà è óñïåøíî ñðàâíåíû ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè è ñ
ýêñïåðèìåíòîì. Íåäàâíî âîçíèê áîëåå øèðîêèé êëàññ êîíôîðìíûõ òåî-
ðèé � ëîãàðèôìè÷åñêèå êîíôîðìíûå òåîðèè, ïðåäíàçíà÷åííûå, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, äëÿ îïèñàíèÿ íåêîòîðûõ íåðàâíîâåñíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé. Â
÷àñòíîñòè, ìîäåëü ïëîòíûõ ïîëèìåðîâ, àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà è ïåðêîëÿ-
öèîííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ðåøåòî÷íûìè ðåàëèçàöèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêèõ
êîíôîðìíûõ òåîðèé.

Ëîãàðèôìè÷åñêèå êîíôîðìíûå òåîðèè èçó÷åíû â ìåíüøåé ñòåïåíè è
èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî òàê èëè èíà÷å îòðàæàåò ñëîæíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé, îñíîâíûì ñâîéñòâîì êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåëîêàëüíûé õàðàêòåð êîððåëÿöèé. Â ýòîì êîíòåêñòå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ óäèâèòåëüíûì òîò ôàêò, ÷òî ðåøåòî÷íûå ìîäåëè ñ íåëîêàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè ìîãóò îïèñûâàòüñÿ â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ïðè ïîìîùè ëîêàëüíûõ
ïîëåé. Ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ëîãàðèôìîâ
â êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ.

Äâóìåðíàÿ àáåëåâà ìîäåëü ïåñêà � ýòî ïåðâûé ïðèìåð òî÷íî ðåøàåìîé
ìîäåëè ñàìîîðãàíèçîâàííîé êðèòè÷íîñòè, äëÿ êîòîðîé ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ïîëÿ (ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = −2) äàåò îïðåäåëåííûå ïðåä-
ñêàçàíèÿ äëÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Íåêîòîðûå èç ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî
ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé. Â ýòîé ìîäåëè äëÿ åäèíè÷íîé
âûñîòû âåðîÿòíîñòü

P1 =
2(π − 2)

π3
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è àñèìïòîòèêà ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (r À 1)

σ11 = P11(r)− P 2
1 ' − 1

2r4

íà áåñêîíå÷íîé ðåøåòêå áûëè âû÷èñëåíû Ñ. Ìàæóìäàðîì è Ä. Äõàðîì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè âûñîò P2, P3 è
P4, Â.Á. Ïðèåçæåâ ðàçðàáîòàë äîâîëüíî ñëîæíóþ òåõíèêó, îñíîâàííóþ íà
ïåðå÷èñëåíèè Θ-ãðàôîâ. Îí îáíàðóæèë, ÷òî íåñìîòðÿ íà ëîêàëüíûé õà-
ðàêòåð ïåðåìåííûõ (âûñîò) â ìîäåëè ñàìîîðãàíèçàöèè, èõ ïðåäñòàâëåíèå
ïîñðåäñòâîì äåðåâüåâ ñóùåñòâåííî íåëîêàëüíî, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòåé-
øåãî ñëó÷àÿ åäèíè÷íîé âûñîòû. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ýòèõ ðàáîòàõ èãðàëà
ñâÿçü ìåæäó ðàçðåøåííûìè êîíôèãóðàöèÿìè àáåëåâîé ìîäåëè è ïîêðûâà-
þùèìè äåðåâüÿìè íà ðåøåòêå è òåîðåìà Êèðõãîôà î ïîêðûâàþùèõ äåðå-
âüÿõ íà ãðàôå. Ýòà òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ àáåëåâîé ìîäåëè ïåñêà. Áî-
ëåå òîãî, ýòà òåîðåìà îáíàðóæèâàåò òàêæå ðîäñòâî ïîêðûâàþùèõ äåðåâüåâ
ñ äðóãèìè òî÷íî ðåøàåìûìè ìîäåëÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, òàêèìè
êàê ìîäåëü Ïîòòñà, ìîäåëü äèìåðîâ, ìîäåëü íàïðàâëåííûõ ïîëèìåðîâ è
ò.ä.

Âî âòîðîé ãëàâå ñäåëàí ñëåäóþùèé øàã â èçó÷åíèè äâóìåðíîé àáå-
ëåâîé ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíèêà ïåðå÷èñëåíèÿ Θ-
ãðàôîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðíûõ êîððåëÿòîðîâ σ1a, a = 2, 3, 4 îäíà âûñîòà
èç êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò
ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ëîãàðèôìè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ:

σ1a = P1a(r)− P1Pa ' −ca
P 2

1

2
ln r

r4
, a = 2, 3, 4,

σab = Pab(r)− PaPb ' −ca cb
P 2

1

2
ln2 r

r4
, a, b = 2, 3, 4,

ãäå
c2 = 1, c3 =

8− π

2(π − 2)
, c4 = − π + 4

2(π − 2)
.

Ïàðíûå êîððåëÿòîðû ñâÿçàíû ñ ìèêðîñêîïè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, êîòî-
ðûå ïðîÿâëÿþò ñèëüíî íåëîêàëüíûé õàðàêòåð. Ýòèì è îáúÿñíÿåòñÿ íàëè-
÷èå ëîãàðèôìîâ â àñèìïòîòèêàõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïåðå÷èñëÿåìûå îáúåêòû, âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èñëåíèè
äðóãèõ êîððåëÿòîðîâ σab, a, b = 2, 3, 4 íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç Θ-ãðàôû
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è èõ, ïî-âèäèìîìó, èç-çà ñåðüåçíîé òîïîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû íåâîçìîæíî
îáîáùèòü íåïîñðåäñòâåííî.

Â òðåòüåé ãëàâå �Ðåøåòî÷íàÿ ìîäåëü äèìåðîâ� ðàññìîòðåíà äâóìåð-
íàÿ ðåøåòî÷íàÿ ìîäåëü äèìåðîâ ñ îäíîé âàêàíñèåé. Âåðîÿòíîñòü íàéòè
êîíôèãóðàöèþ ñ òåì èëè èíûì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìûõ âàêàíñèåé âåð-
øèí èìååò íåòðèâèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîìåñòèâ âàêàíñèþ â öåíòðàëü-
íîé âåðøèíå êâàäðàòíîé íå÷åòíî-íå÷åòíîé ðåøåòêè, Äæ. Áîóòèåð è åãî
ñîòðóäíèêè ïðîèçâåëè ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ íà êîíå÷íûõ ðåøåòêàõ, à ïî-
òîì ïðè ïîìîùè ýêñòðàïîëÿöèè èññëåäîâàëè ïðåäåë î÷åíü áîëüøèõ (èëè
áåñêîíå÷íûõ) ðàçìåðîâ ðåøåòêè. Îäíà èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê, êîòî-
ðàÿ èçó÷àëàñü èìè � ýòî âåðîÿòíîñòü äåëîêàëèçàöèè âàêàíñèè pL íà ðå-
øåòêå L×L, ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå âåðøèíû ðåøåòêè áóäóò äîñòè-
æèìû âàêàíñèåé. Îíè íàøëè, ÷òî îíà ïàäàåò êàê pL ∼ L−1/4 äëÿ áîëüøèõ
L À 1. Ïðè ïîìîùè ýòîãî ðåçóëüòàòà áûëà îöåíåíà âåðîÿòíîñòü p(s) òî-
ãî, ÷òî ÷èñëî äîñòèæèìûõ âåðøèí áóäåò ðàâíî s â áåñêîíå÷íîì îáúåìå:
p(s) ∼ s−9/8, s À 1. Òàêæå áûëè íàïðÿìóþ âû÷èñëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ
pL(s) äëÿ ìàëûõ s è êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ðàçìåðà L. Ïîñëå ÷èñëåííîé
ýêñòðàïîëÿöèè, â ïðåäåëå áåñêîíå÷íûõ ðàçìåðîâ áûëè ïîëó÷åíû âåðîÿò-
íîñòü ïîëíîé áëîêèðîâêè âàêàíñèè p(1) = 0.107 864 376 269 049 511 98(1)
è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âàêàíñèÿ ìîæåò ñäåëàòü â òî÷íîñòè îäèí øàã:
p(2) = 0.055 905 353 801 942(1). Áîëåå òîãî, ïðè ïîìîùè èíâåðòîðà Ïëóô-
ôà, ïðèìåíåííîãî ê ïåðâûì äåñÿòè öèôðàì ÷èñëà 1/

√
p(1), àâòîðû ñìîãëè

ïðåäñêàçàòü çíà÷åíèå p(1), èìåííî

p(1) =
57
4
− 10

√
2 (1)

Öåëüþ òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå èçó÷åíèå ýòîé ïðîáëå-
ìû. Èäåÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äåôåêòà â âèäå êîíå÷íîãî ðàçðåçà íà áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîé ðåøåòêå. Äåòåðìèíàíò ëàïëàñèàíà ïîëó÷åííîé ðåøåòêè
ãåíåðèðóåò âñå ïîêðûâàþùèå ïàóòèíû. Ïîñëå óñòðåìëåíèÿ äëèíû ðàçðåçà
ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Ýòèì ìåòî-
äîì, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîäòâåðæäåíî ïðåäñêàçàíèå äëÿ p(1), à äëÿ p(2)
íàéäåíî

p(2) =
1
32

(72 817
√

2− 102 977), (2)

Èç-çà òîãî ÷òî â âûðàæåíèå äëÿ p(2) âõîäÿò áîëüøèå öåëûå ÷èñëà, ñòàíî-
âèòüñÿ ïîíÿòî, ïî÷åìó ïðèìåíåíèå èíâåðòîðà Ïëóôôà ñòàíîâèòñÿ íåâîç-
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ìîæíûì. Âû÷èñëåíèå äåòåðìèíàíòîâ ýòèõ äåôåêòîâ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëå-
íèþ àñèìïòîòèê äåòåðìèíàíòîâ è ìèíîðîâ ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö Ò�åïëèöà.

Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå è âûíîñÿòñÿ íà çàùèòó.
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