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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы диссертации
Изучением одномерного уравнения Дирака занимаются в таких

областях современной физики, как одномерная суперсимметрия, од-
номерные ядерные модели, при анализе вопросов существования
связанных состояний, изучении киральной симметрии трехмерного
уравнения Дирака в безмассовом пределе, построении прозрачных
потенциалов, исследовании спектральных свойств операторов, обу-
словленных их суперсимметричной структурой, а также при реше-
нии релятивистской проблемы туннелирования.

При построении большинства точно решаемых моделей для од-
номерного уравнения Дирака используется замкнутое соотноше-
ние между уравнением Дирака и суперсимметричной парой урав-
нений Шрёдингера. Нахождение же точных решений уравнений
Шрёдингера, в свою очередь, основывается на хорошо проверенной
алгебраической суперсимметричной технике, непосредственно свя-
занной с техникой преобразований Дарбу.

В 1882 г. Г. Дарбу на основе решений одномерного уравнения
Штурма–Лиувилля нашел формулы, позволяющие конструировать
новые точно решаемые потенциалы уравнения Штурма–Лиувилля
и соответствующие решения. В 1954 г. М. Крум сконструировал це-
почки преобразований Дарбу n-ого порядка уравнения Шрёдингера.
Современная концепция преобразований Дарбу принадлежит В. Б.
Матвееву, обобщившему в 1979 г. результаты Дарбу–Крума приме-
нительно к бесконечным иерархиям линейных и нелинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных.

В настоящее время метод преобразований Дарбу обобщен на
случай одномерного двухкомпонентного стационарного уравнения
Дирака с произвольным матричным потенциалом. Одной из задач
диссертации является систематическая разработка техники пре-
образований Дарбу и детальный анализ свойств преобразований
Дарбу одномерного нестационарного уравнения Дирака с обобщен-
ным матричным потенциалом.
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В 2004 г. метод преобразований Дарбу (суперсимметричные пре-
образования) был применен С. В. Сакумаром к функциям Грина
краевой задачи уравнения Шрёдингера с постоянной массой. При
этом была получена формула для интеграла разности преобразо-
ванной и исходной функций Грина. Одной из задач диссертации
является исследование преобразования Дарбу функции Грина кра-
евой задачи уравнения Дирака и получение формул полного следа
от разности преобразованной и исходной функций Грина. Интерес-
ной является также задача распространения аналогичной техники
на функции Грина уравнения Шрёдингера с эффективной массой.

Границы применения преобразований Дарбу как метода анализа
физических систем, решения спектральных задач (акустики океа-
на), нахождения новых точно решаемых и интегрируемых моделей,
включая космологические, расширяются.

Важное значение для понимания многих явлений в физике твер-
дого тела и атомного ядра имеет изучение свойств релятивистской
частицы, движущейся в одномерном периодическом потенциале.
Этой задаче посвящен ряд работ, в которых для периодических про-
должений точно решаемых потенциалов двухкомпонентного уравне-
ния Дирака конструируются функции Ляпунова, позволяющие вы-
числить зонную структуру спектров. Одной из задач диссертации
является приложение данной техники к Дарбу-преобразованному
четырехкомпонентному уравнению Дирака, позволяющему выявить
когерентно-швингеровское взаимодействие при каналировании ней-
тральных частиц спина 1/2 в кристалле.

Данная диссертация посвящена преобразованию Дарбу функции
Грина краевой задачи одномерного уравнения Дирака, нахожде-
нию формул полного следа от разности преобразованной и исходной
функций Грина, обобщению формул Сакумара на случай преобразо-
вания Дарбу функции Грина краевой задачи одномерного уравнения
Дирака и построению на основе метода преобразования Дарбу точно
решаемых одномерных моделей. В данной работе идеи метода спле-
тающих операторов применены для развития техники преобразова-
ния Дарбу одномерного нестационарного уравнения Дирака с эрми-
товым матричным потенциалом общего вида (включающего в себя в
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качестве частных случаев скалярный, псевдоскалярный и векторный
потенциалы). Подробно исследованы свойства преобразования Дар-
бу нестационарного уравнения Дирака. С помощью техники преоб-
разований Дарбу четырехкомпонентного уравнения Дирака скон-
струирован ряд новых тензорных потенциалов четырехкомпонент-
ного уравнения Дирака. Для каждого потенциала цепочки скон-
струирована функция Ляпунова, позволяющая определить соответ-
ствующую зонную структуру.

Цель работы

1. Генерация ряда новых точно решаемых тензорных потенциалов
одномерного четырехкомпонентного уравнения Дирака с помо-
щью преобразований Дарбу

2. Нахождение функций Ляпунова и изучение зонной структуры
цепочки периодически продолженных точно решаемых тензор-
ных потенциалов, сконструированных на основе метода преоб-
разования Дарбу стационарного четырехкомпонентного урав-
нения Дирака.

3. Обобщение метода преобразования Дарбу на одномерное
нестационарное уравнения Дирака с произвольным матрич-
ным эрмитовым потенциалом. Получение явных выражений
для оператора преобразования и потенциала преобразованно-
го уравнения.

4. Изучение основных свойств преобразования Дарбу одномерно-
го нестационарного уравнения Дирака.

5. Построение преобразования Дарбу функции Грина краевой за-
дачи одномерного стационарного уравнения Дирака с потенци-
алом общего вида.

6. Конструирование формул полного следа от разности преобра-
зованной и исходной функций Грина, обобщение формулы Са-
кумара на случай двухкомпонентного стационарного уравнения
Дирака.
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7. Построение преобразования Дарбу функции Грина краевой за-
дачи и обобщение формулы Сакумара на случай одномерного
уравнения Шрёдингера с эффективной массой.

Научная новизна и практическая ценность диссерта-
ции

Впервые техника преобразований Дарбу применена к функциям
Грина регулярной краевой задачи одномерного стационарного урав-
нения Дирака.

Впервые систематически разработана техника преобразований
Дарбу и детально проанализированы свойства преобразований Дар-
бу одномерного нестационарного уравнения Дирака с обобщенным
матричным потенциалом.

Впервые техника преобразований Дарбу применена для одно-
мерного четырехкомпонентного стационарного уравнения Дирака,
имеющего максимально адаптированный вид к конкретным физи-
ческим задачам.

Преобразование Дарбу нестацинарного уравнения Дирака может
найти применение в теории солитонов, а также в релятивистской
квантовой механике, математической физике.

Точно решаемые модели четырехкомпонентного одномерного
уравнения Дирака могут найти применение при изучении движения
релятивистских частиц в электромагнитных полях, наноструктур и
изучении каналирования частиц в кристаллах.

Предложенный метод построения функции Грина может быть ис-
пользован для теоретических расчетов различных процессов кванто-
вой электродинамики и для решения спектральных задач в ядерной
физике.

Положения, выносимые на защиту

• Преобразование Дарбу функции Грина регулярной краевой за-
дачи одномерного стационарного уравнения Дирака:

– конструирование преобразования Дарбу функции Грина
краевой задачи одномерного стационарного уравнения Ди-
рака с матричным эрмитовым потенциалом общего вида;
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– нахождение формул полного следа от разности преобразо-
ванной и исходной функций Грина;

– обобщение теоремы Сакумара для случая одномерного ста-
ционарного уравнения Дирака.

• Обобщение метода операторов преобразования Дарбу на одно-
мерное нестационарное уравнение Дирака:

– построение матричного оператора преобразования Дарбу
одномерного нестационарного уравнения Дирака с эрми-
товым потенциалом общего вида и изучение его основных
свойств;

– исследование преобразования Дарбу нестационарного урав-
нения Дирака со скалярным потенциалом, нахождение
условий, при которых тип преобразованного потенциала
совпадает с исходным;

– построение интегрального преобразования одномерного
нестационарного уравнения Дирака с эрмитовым потенциа-
лом, индуцированного преобразованием Дарбу этого урав-
нения.

• Применение техники преобразований Дарбу для случая четы-
рехкомпонентного одномерного стационарного уравнения Ди-
рака

– генерация семейства новых точно решаемых (2n − 1)– со-
литонных гамильтонианов;

– генерация ряда новых точно решаемых тензорных потен-
циалов уравнения Дирака;

– построение функции Ляпунова для каждого периодическо-
го продолжения сгенерированного тензорного потенциала.

Апробация
Результаты диссертации докладывались на следующих конферен-
циях и семинарах: International Workshop Classical and Quantum
Integrable Systems (January 21-24, Protvino, Russia 2008); XXXV III
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международной конференции Физика взаимодействия заряжен-
ных частиц с кристаллами (27-29 мая, Москва 2008); XV II–th
International Colloquium Integrable Systems and Quantum Symmetries
(June 19-21, Prague, Czech Republic 2008); международной конфе-
ренции Математическая физика и ее приложения (8-13 сентября,
Самара 2008); XXXV I международной конференции Физика вза-
имодействия заряженных частиц с кристаллами (Москва, 2006);
семинарах Лаборатории теоретической физики и Лаборатории ин-
формационных технологий Объединенного института ядерных ис-
следований (Дубна, 2007).

Основные результаты диссертационной работы отражены в 9 пуб-
ликациях.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, трех глав и заключения. Ее

объем составляет 107 страниц, включает 8 рисунков и библиогра-
фию из 135 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обоснована актуальность исследуемой проблемы,
сформулирована цель и задачи диссертационной работы, проанали-
зирована новизна и практическая ценность полученных в диссерта-
ции результатов, представлены положения, выносимые на защиту,
описана структура диссертации.

В первой главе метод преобразования Дарбу применяется к од-
номерному четырехкомпонентному уравнению Дирака. Цепочками
преобразований Дарбу сгенерированы точно решаемые гамильтони-
аны H(i)

n (i = 1, 4) вида

H(i)
n = −iα1

d

dx
± εnβ ± ink th(kx)γ, (1)

εn =
√

m2 − n2k2, α1 =


 0 σ1

σ1 0


 , β =


 I 0

0 −I


 , γ = αβ, k–

параметр первого преобразования в цепочке. Сконструированные
гамильтонианы связаны между собой соотношениями сплетения.

Исследуется структура спектров и собственных функций гамиль-
тонианов H(i)

n . Получены значения дискретных уровней энергии.
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Для каждого периодизованного тензорного потенциала вида εnβ+
iγnk tanh (kx) приведены функции Ляпунова

Dn(E) = 2[cos(2pa)An(p, t1)− (kt1/p) sin(2pa)]Bn(p, t1), (2)

t1 = th(ka), a = T/2, p =
√

E2 −m2 (3)

где T — период. В общем случае (n принимает произвольные значе-
ния)

An =
ImΦn(ν, t1)

ν
, Bn =

ReΦn(ν, t1)

t1
, (4)

Φn =
(−1)nΓ(1 + iν)Γ(1 + n− iν)

Γ(1− iν)Γ(n− iν)

{
F (−n, n + 1; 1− iν;

1− t1
2

)

}2
,

F (−n, n + 1; 1− iν; 1−t1
2 ) – гипергеометрическая функция, ν = p

k .
Установлено, что преобразование Дарбу одномерного четырех-

компонентного уравнения Дирака позволяет сгенерировать доста-
точно реалистичное взаимодействие — когерентно–швингеровское.

Во второй главе на основе техники сплетающих операторов по-
строено преобразование Дарбу одномерного нестационарного урав-
нения Дирака с самосопряженным потенциалом общего вида

V = ω(x, t)I + (m + S(x, t))σ3 + q(x, t)σ1, (5)

где σ3, σ1 – матрицы Паули, I – единичная матрица, ω(x, t), S(x, t),
q(x, t) – функции от x и t, m – масса частицы.

Найден общий вид оператора преобразования первого порядка и
преобразованного потенциала нестационарного уравнения Дирака,
отличающийся от общего вида преобразованного потенциала в ста-
ционарном случае

L = A(∂x − ux(x, t)u−1(x, t)) (6)
V1 = iAtA

−1 − γAxA
−1 + A([γ, ux(x, t)u−1(x, t)] + V0)A

−1, (7)
γ = iσ2, [A, γ] = 0, (8)

где A – матричная функция от x и t, u(x, t) – решение исходного
матричного уравнения Дирака с потенциалом V0.
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Подробно исследуются свойства преобразования Дарбу одномер-
ного нестационарного уравнения Дирака. Исследуются условия, при
которых преобразование Дарбу позволяет из скалярного потенциа-
ла (когда ω(x, t) ≡ 0, q(x, t) ≡ 0) сконструировать снова скаляр-
ный потенциал. На основе свойств преобразования Дарбу строится
преобразование, позволяющее сконструировать точно решаемый по-
тенциал интегрального вида и соответствующие решения уравнения
Дирака

V2 = [γ, u(
x∫

x0

u†u dx′ + C1)
−1

u†] + V0, (9)

χ = L20ψ = −L†Lψ − u(
x∫

x0

u†u dx′ + C1)
−1

u†(ψx − uxu
−1ψ), (10)

где C1 – эрмитова матрица.
В третьей главе рассматривается преобразование Дарбу функ-

ции Грина регулярной краевой задачи одномерного двухкомпонент-
ного стационарного уравнения Дирака.

Выводятся формулы полного следа от разности преобразованной
G1(x, x, E) и исходной G0(x, x, E) функций Грина:

tr
∫ b

a
(G1(x, x, E)−G0(x, x, E))dx =

tr(ψϕ̃T )

W{ϕ̃, ψ̃}

∣∣∣∣∣∣

b

a

, (11)

tr
∫ b

a
(G1(x, x, E)−G0(x, x, E))dx =

tr(ψ̃ϕT )

W{ϕ̃, ψ̃}

∣∣∣∣∣∣

b

a

, (12)

ϕ, ψ – решения исходного уравнения Дирака. Спиноры ϕ̃, ψ̃ явля-
ются решениями преобразованного уравнения Дирака:

ϕ̃ = Lϕ, ψ̃ = Lψ, L = ∂x − uxu
−1, (13)

где u = (u1(x), u2(x)) – матричная функция преобразования скон-
струированная из спиноров u1(x) и u2(x), являющихся решениями
исходного уравнения Дирака при E = λ1 и E = λ2 соответственно.

Теорема Сакумара обобщается на случай функций Грина урав-
нения Дирака с самосопряженным потенциалом общего вида

tr
b∫

a

G1(x, x, E) − G0(x, x, E)dx =
1

E − λ1
+

1

E − λ2
(14)

8



и на случай уравнения Шрёдингера с эффективной массой.
В заключении перечислены основные результаты, полученные

в диссертации.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

1. Методом преобразований Дарбу сгенерирована цепочка точно
решаемых тензорных потенциалов четырехкомпонентного урав-
нения Дирака.

2. Для каждого периодического продолжения потенциалов цепоч-
ки найдены аналитически выраженные алгебраические конст-
рукции, отвечающие за устойчивость решений стационарного
уравнения Дирака с периодическими потенциалами.

3. Методом преобразований Дарбу сконструировано двупарамет-
рическое семейство точно решаемых дираковских гамильтониа-
нов. Получены соотношения сплетения между различными чле-
нами этого семейства.

4. Метод преобразования Дарбу обобщен на одномерное неста-
ционарное уравнение Дирака с самосопряженным потенциалом
общего вида. Найдено, что оператор преобразования и потен-
циал преобразованного уравнения определяются зависящей от
времени матричной функцией преобразования, которая явля-
ется одним из матричных решений исходного нестационарного
уравнения Дирака.

5. Исследованы свойства преобразования Дарбу одномерного не-
стационарного уравнения Дирака.

- Установлено, что, в отличие от стационарного уравнения
Дирака, взаимнооднозначное соответствие между простра-
нствами решений исходного и преобразованного уравнений
отсутствует. Но при определенных условиях можно устано-
вить взаимнооднозначное соответствие между ядрами опе-
раторов преобразования Дарбу и сопряженного к нему опе-
ратора преобразования.
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- Найдены условия, при которых посредством преобразова-
ния Дарбу одномерного нестационарного уравнения Дира-
ка из скалярного потенциала генерируется снова скаляр-
ный потенциал.

6. На основе исследованных свойств преобразования Дарбу по-
строено преобразование, с помощью которого конструируются
точно решаемые потенциалы интегрального вида нестационар-
ного уравнения Дирака. Найден соответствующий вид решений.
Сформулированы условия, при которых интегральное преоб-
разование позволяет сгенерировать из скалярного потенциала
снова скалярный потенциал. С помощью преобразования Дарбу
и интегрального преобразования сконструированы новые точ-
но решаемые потенциалы одномерного нестационарного урав-
нения Дирака.

7. Рассмотрено преобразование Дарбу функции Грина регулярной
краевой задачи одномерного стационарного двухкомпонентного
уравнения Дирака.

8. Получены формулы полного следа от разности преобразован-
ной и исходной функций Грина регулярной краевой задачи од-
номерного стационарного двухкомпонентного уравнения Дира-
ка.

9. Теорема Сакумара обобщена на случай преобразования Дарбу
регулярной краевой задачи уравнения Дирака с самосопряжен-
ным матричным потенциалом общего вида и на случай преобра-
зования Дарбу регулярной краевой задачи уравнения Шрёдин-
гера с эффективной массой.
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