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Введение

В диссертации разработаны эффективные модификации метода диф-

ференциальной эволюции (ДЭ)1 [75] — одного из часто применяемых

алгоритмов глобальной минимизации функции действительных перемен-

ных. Это метод асинхронной дифференциальной эволюции (АДЭ)2 [7, 8]

и метод АДЭ с рестартом и с адаптивной корреляционной матрицей

(АДЭ-АКМ)3 [9,10]. С их помощью проведено численное исследование мно-

гопараметрических моделей двух физических систем [1–6, 11–21]. Первая

— это модель пион-ядерного рассеяния на основе микроскопического опти-

ческого потенциала4 и релятивистского волнового уравнения [1, 2, 15–18].

Вторая система — это обобщенная модель разделенных формфакторов5,

адаптированная для анализа структуры везикулярных систем6 по дан-

ным малоуглового синхротронного рентгеновского рассеяния7 [3,4,19–21].

Предложенные новые методы минимизации позволили успешно провести

исследование задач, рассмотренных в диссертации, они могут также ис-

пользоваться в других научных исследованиях.

В.1. Глобальная минимизация

Оптимизационные задачи естественно возникают в науке и приклад-

ных исследованиях, когда необходимо определить вектор параметров ~θ∗,

минимизирующий8 целевую функцию f
(
~θ
)
:

f
(
~θ∗
)
6 f(~θ) ∈ R, ∀~θ ∈ Ω ⊂ R

D, ~θ = {θj}|j=0,...,D−1 , (В.1)

или ~θ∗ = Argmin
~θ∈Ω⊂RD

f
(
~θ
)
. (В.2)

1Engl.: Differential Evolution (DE).
2Engl.: Asynchronous Differential Evolution (ADE).
3Engl.: Asynchronous Differential Evolution with Adaptive Covariance Matrix (ADE-ACM).
4Engl.: Microscopic Optical Potential (MOP).
5Engl.: Separated Form Factor (SFF).
6В данной работе под везикулами понимаются близкие к сферическим наносферы с оболочкой,

представляющей собой липидную мембрану.
7Engl.: Small Angle X-ray Scattering (SAXS).
8Если искомый оптимум в задаче соответствует нахождению максимума целевой функции g(θ),

то оптимизационная задача сводится к минимизации целевой функции f(θ) = −g(θ).
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Здесь R — множество всех вещественных чисел; RD— вещественное вектор-

ное пространство размерности D; Ω — вещественное пространство поиска

решения размерности D.

Существует множество методов решения задачи (В.1) [23, 24]. К ним

относятся, в первую очередь, детерминированные прямые методы мно-

гомерной оптимизации [33,38,43,53,54,59]. При решении гладких, диффе-

ренцируемых унимодальных задач эффективны детерминированные ме-

тоды первого и второго порядков [27, 28, 30–32, 36–38, 40, 42, 44, 48, 55, 60],

обладающие свойством быстрой сходимости. В других случаях для мно-

гомерной локальной оптимизации часто применяются методы случайного

поиска.

В отличие от задач локальной минимизации, задачи на глобальный

минимум (ГМ) требуют других подходов. В случае многоэкстремальной

и/или негладкой целевой функции f(~θ) глобальный минимум (В.1) может

быть найден с помощью методов многомерной глобальной оптимизации,

например, методов повторяющегося поиска [22,51], стохастических ме-

тодов оптимизации, таких как метод Монте-Карло [52], и эволюционных

алгоритмов (ЭА) 9 [29, 34, 42, 49, 50, 56, 57,61, 65, 71–73, 75].

В эволюционных алгоритмах используется итерационный процесс,

имитирующий развитие биологических популяций, который моделирует ба-

зовые положения теории биологической эволюции: процессы отбора, мута-

ции и воспроизводства. Набор агентов, или векторов в пространстве поиска

Ω, принято называть популяцией. Каждому агенту соответствует значение

его пригодности в окружающей среде, равное соответствующему значению

целевой функции f . Новые агенты порождаются посредством мутации и ре-

комбинации (кроссовера). В результате отбора менее пригодные агенты от-

брасываются. Таким образом, популяция эволюционирует в соответствии

с правилами отбора и целевой функцией, задаваемой окружающей средой

[35, 47, 70–73, 75–77]. Дифференциальная эволюция (ДЭ) [68, 70–73, 75–77]

— алгоритм прямого поиска решения задачи (В.1) — относится к классу

эволюционных алгоритмов10 и подходит для минимизации недифференци-

руемых, нелинейных, мультимодальных функций от многих аргументов.

Инженеры и исследователи успешно применяют ДЭ для решения опти-

мизационных задач в различных областях науки. Развитие этого метода

9Engl.: Evolutionary Algorithm (EA).
10Cм. также часть 1.1.1, с. 19 – 21 диссертации.
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описано в книгах [67, 70], а также в обзорах [65, 66].

Большинство эволюционных алгоритмов могут быть разделены

на две большие группы: популяционные (generational) алгоритмы, кото-

рые обновляют всю популяцию на каждой итерации и квазистационарные

(incremental, steady-state) алгоритмы11, которые одновременно обновляют

только часть потенциальных решений. Традиционно метод ДЭ реализуют

в виде популяционного алгоритма. В данной работе впервые операции му-

тации, рекомбинации (кроссовера) и отбора, характерные для классической

ДЭ, задействованы в предельной форме квазистационарного алгоритма.

Таким образом, сформулированы методы асинхронной дифференциальной

эволюции [7], АДЭ с рестартом и адаптивным кроссовером [9, 10].

В.2. Актуальность темы диссертации

Как разработанные в диссертации методы, так и результаты решения

конкретных задач, полученные с использованием этих методов, востребо-

ваны и актуальны.

Актуальность разработки и компьютерной реализации методов

АДЭ и АДЭ-АКМ. Новые методы актуальны для многих физических

задач, исследование которых требует глобальной минимизации. В част-

ности, это относится к задачам, решенным в диссертации. В самом деле,

параметры микроскопического оптического потенциала для модели пион-

ядерного рассеяния и параметры модели разделенных формфакторов, опи-

сывающей дифференциальные сечения малоуглового рентгеновского рассе-

яния, оцениваются путем минимизации взвешенной квадратичной невязки

между предсказаниями теоретической модели и экспериментальными дан-

ными. Зависимость этой невязки от вектора искомых параметров задает

целевую функцию. Рассчитываемые целевые функции обладают сложным

профилем и имеют несколько локальных минимумов. Это приводит к то-

му, что при использовании методов локального поиска [37, 45, 53]12 веро-

ятность определения глобального минимума в области допустимых значе-

ний параметров систем низкая, в то время как вероятность нахождения

оптимального решения методами ДЭ значительно выше [5, 19]. С другой

11В близком подклассе эволюционных алгоритмов — подклассе генетических алгоритмов — альтер-
нативой традиционному поколенческому подходу является использование квазистационарного (steady-
state) подхода [62, 63].

12Например, метода симплексов [53] или квазиньютоновского метода с формулой Давидона-
Флетчера-Пауэлла [37] для обновления гессиана, реализованных в программе MINUIT [45].
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стороны, определение параметров, отвечающих за структуру полидисперс-

ной популяции везикул ДМФХ, по данным малоуглового синхротронного

рассеяния в модели разделенных формфакторов требует глобальной ми-

нимизации многоэкстремальной функции с 9 частично коррелированны-

ми переменными. Эта задача требует существенных объемов вычислений,

при этом особое значение приобретает развитие алгоритмов, обеспечива-

ющих их эффективную параллельную реализацию на многопроцессорных

системах. Реализованный на базе АДЭ-минимизации комплекс программ

позволяет эффективно распараллелить вычисления, более чем в 50 раз

уменьшив время расчетов.

Предложенные в диссертации алгоритмы асинхронной дифференци-

альной эволюции обладают рядом преимуществ по сравнению с другими

популярными подходами. Они (i) не требуют вычисления производных;

(ii) позволяют получить сравнимые со стандартной ДЭ скорость и вероят-

ность сходимости13 к глобальному минимуму [7, 8] и в ряде случаев улуч-

шить эти показатели [9, 10]; (iii) позволяют легко и эффективно распа-

раллелить вычисления за счет равномерной и полной загрузки доступных

вычислительных узлов при расчетах в параллельном режиме [7, 12].

Таким образом, разработка и программная реализация методов АДЭ

актуальны и востребованы как для рассматриваемых в диссертации задач,

так и для многих других научных исследований.

Актуальность микроскопической модели пион-ядерного рассе-

яния. Исследованию пион-ядерного рассеяния посвящено значительное

число теоретических и экспериментальных работ [87]. Тем не менее, зада-

ча построения реалистичного, теоретически обоснованного пион-ядерного

потенциала, необходимого для моделирования не только упругого рассея-

ния пионов, но и более сложных пион-ядерных взаимодействий, остается

актуальной.

Большинство известных работ по расчетам пион-ядерных дифферен-

циальных сечений основано на применении тех или иных феноменологиче-

ских форм потенциала либо на использовании микроскопического потен-

13 Под оценкой средней скорости сходимости понимается величина, обратная среднему времени,
необходимому для достижения минимума с заданной точностью. Так как расчет целевой функции
требует значительно бо́льших затрат компьютерного времени, чем операции самого алгоритма, оценка
средней скорости сходимости может быть аппроксимирована величиной, обратной среднему количеству
вычислений целевой функции, необходимому для достижения минимума с заданной точностью. Под
оценкой вероятности сходимости понимается отношение числа успешных сошедшихся к глобальному
минимуму попыток к общему числу попыток минимизации функции при помощи данного алгоритма.
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циала Кислингера [98,99], где учитывается вклад в пион-ядерное рассеяние

s-, p- и d-волн πN -амплитуды. Все они имеют 6 и более свободных пара-

метров.

В диссертации используется гибридный подход [84], сочетающий

трехпараметрическую модель микроскопического оптического потенциа-

ла (МОП) на базе высокоэнергетического приближения (ВЭП)14 и расчет

наблюдаемых характеристик на основе релятивистского волнового урав-

нения (РВУ) [1, 2, 15]. Как показывают расчеты, качество описания экспе-

риментальных данных в рамках трехпараметрической модели сопоставимо

с результатами более сложных моделей с бо́льшим числом параметров [2].

При этом параметры микроскопической модели имеют простой смысл и ха-

рактеризуют динамику изменения амплитуды рассеяния пионов на внут-

риядерных нуклонах в зависимости от энергии пионов [2]. Это позволяет

исследовать эффект влияния ядерной среды на процесс рассеяния.

Актуальность моделирования структуры везикулярных систем

на основе фосфолипидов обусловлена практическими приложениями в об-

ласти фармакологии и косметологии, где везикулы (наносферы) исполь-

зуются в качестве переносчиков лекарств и других активных компонент.

Кроме того, исследование бислоя оболочки везикул играет важную роль

в структурной биологии и биофизике, поскольку позволяет получить но-

вую информацию о структуре и свойствах биологических мембран.

Для анализа структуры полидисперсных везикулярных систем раз-

вит и успешно используется метод разделенных формфакторов (РФФ).

Ранее этот метод применялся [117, 129] для анализа данных малоуглового

рассеяния нейтронов (МУРН)15. В диссертации метод разделенных форм-

факторов адаптирован для моделирования структуры полидисперсной по-

пуляции однослойных везикул димиристоилфосфатидилхолина (ДМФХ)16

по данным малоуглового рентгеновского рассеяния (МУРР) [3, 4, 19–21].

Предложенная в работе модификация РФФ-подхода для обработки МУРР-

спектров учитывает флуктуации параметров модели бислоя оболочки вези-

кул и использует более сложный, по сравнению с нейтронным рассеянием,

профиль распределения плотности длины рассеяния поперек мембраны.

14Engl.: High-energy approximation (HEA).
15Engl.: Small Angle Neutron Scattering (SANS).
16Engl.: Dimiristoilphosphatydilcholin (DMPC).
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Это позволило достичь лучшего соответствия теоретической модели экспе-

риментальным данным.

В.3. Цели и задачи диссертационной работы

Цели диссертации — это разработка, обоснование, компьютерная ре-

ализация и тестирование эффективных вычислительных методов глобаль-

ной минимизации, создание комплексов проблемно-ориентированных про-

грамм и численное исследование микроскопической модели пион-ядерного

рассеяния и модели разделенных формфакторов, описывающей структуру

везикулярной системы.

Задачи диссертации:

Разработать и исследовать новые эффективные алгоритмы глобальной ми-

нимизации.

— Разработать на базе метода ДЭ метод асинхронной дифференциаль-

ной эволюции (АДЭ), метод асинхронной дифференциальной эволюции

с рестартом и кроссовером, определяемым адаптивной корреляционной

матрицей (АДЭ-АКМ).

— Аналитическими методами получить ограничения на управляющие па-

раметры алгоритмов ДЭ и АДЭ, необходимые для предупреждения

преждевременной сходимости17 алгоритма.

— Путем методических расчетов для ряда тестовых функций оценить ско-

рость и вероятности сходимости предложенных методов АДЭ; сравнить

с классическим вариантом ДЭ и другими методами минимизации.

Провести численное исследование микроскопической модели пион-

ядерного упругого рассеяния.

— Разработать комплекс программ, реализующий АДЭ-подгонку пара-

метров микроскопической модели пион-ядерного упругого рассеяния

по экспериментальным данным.

— Определить параметры микроскопического оптического потенциала

по экспериментальным дифференциальным сечениям упругого рассея-

ния пионов на ядрах 28Si, 40Ca, 54Ni и 208Pb в диапазоне кинетических

энергий налетающих пионов от 130 до 291 МэВ.

17 Преждевременная сходимость — это потеря разнообразия в популяции, которой оперирует эволю-
ционный алгоритм. Эта потеря разнообразия приводит к искусственному ограничению на пространство
поиска возможных решений, доступных алгоритму в процессе эволюции.
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— Провести анализ влияния ядерной среды на характеристики пион-

нуклонной амплитуды.

Провести численное исследование структуры везикулярных систем.

— Разработать модификацию модели разделенных формфакторов для

учета флуктуаций параметров липидного бислоя в везикулярных си-

стемах.

— Разработать комплекс программ, реализующий параллельную АДЭ-

подгонку параметров модели везикулярной системы по данным малоуг-

лового рентгеновского рассеяния в режиме параллельных вычислений.

— Провести численное исследование модели, описывающей структуру по-

лидисперсной популяции везикул ДМФХ в 40% растворе сахарозы.

Оценить эффективность применения разработанных методов минимизации.

— Сравнить на примере задачи о пион-ядерном рассеянии и задачи об ис-

следовании параметров везикулярной системы эффективность новых

алгоритмов (вероятность нахождения оптимального решения) по срав-

нению с другими методами минимизации, использовавшимися ранее

для решения аналогичных задач.

— Оценить ускорение вычислений, достигаемое при решении перечислен-

ных выше задач, при расчетах с использованием различного количества

параллельных вычислительных узлов.

В.4. Научная новизна

В работе впервые операции мутации, кроссовера и отбора, характер-

ные для классической ДЭ, задействованы в предельной форме квазиста-

ционарного алгоритма. Таким образом, сформулирован метод асинхронной

дифференциальной эволюции [7], в котором на каждом шаге обновляется

только один из членов популяции.

Предложен метод асинхронной дифференциальной эволюции с ре-

стартом [9]. Метод приводит размер популяции в соответствие со слож-

ностью решаемой задачи.

Впервые на основе проведенного аналитического исследования полу-

чены ограничения на управляющие параметры для ряда стратегий методов

АДЭ и ДЭ [8], которые являются необходимым условием предупреждения

преждевременной сходимости алгоритмов.
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Предложена новая адаптивная схема для операции кроссовера [10],

в рамках которой эта операция модифицирована и зависит от парных кор-

реляций между параметрами задачи. Алгоритм асинхронной дифференци-

альной эволюции с кроссовером, задаваемым адаптивной корреляционной

матрицей (АДЭ-АКМ), со встроенной адаптивной схемой выбора масшта-

бирующего фактора [10] и процедурой рестарта с автоматическим увели-

чением размера популяции [9] не требует настройки параметров пользова-

телем и превосходит другие известные в литературе адаптивные варианты

ДЭ по скорости и вероятности сходимости.

Впервые на основе тестовых расчетов получены оценки для скорости

и вероятности сходимости методов АДЭ [8], АДЭ c рестартом [9] и АДЭ-

АКМ [10] для тестовых функций из наборов тестовых задач CEC-200518 [5]

и BBOB-201219 [10] при различных значениях управляющих параметров

алгоритмов.

Впервые метод АДЭ применен для численного исследования микро-

скопической модели пион-ядерного рассеяния [1,16–18]. Впервые трехпара-

метрическая модель на основе микроскопического оптического потенциа-

ла и релятивистского волнового уравнения Шредингера использована для

расчета дифференциальных сечений упругого рассеяния пионов на ядрах
28Si, 40Ca, 58Ni, 208Pb в диапазоне кинетической энергии налетающих пио-

нов от 130 до 291 МэВ [2,15]. На этой основе получены и проанализированы

характеристики пион-нуклонной амплитуды в ядерной среде, выполнено их

сравнение c соответствующими параметрами рассеяния пионов на свобод-

ных нуклонах [2].

Впервые метод АДЭ применен для анализа структуры везикуляр-

ных систем [21]. Учтены флуктуации параметров модели бислоя, позво-

лившие применить метод разделенных формфакторов для анализа данных

МУРР [3–5, 19, 20]. Впервые на этой основе получены параметры, харак-

теризующие структуру полидисперсной популяции однослойных везикул

ДМФХ в 40% растворе сахарозы [4, 20].

В.5. Теоретическая значимость и практическая ценность работы

Показано, что методы АДЭ и АДЭ-АКМ могут быть эффективно

использованы для нахождения глобального минимума функции действи-

18См. [78].
19См. [41].
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тельных переменных [1, 3, 5–10].

Показано, что теоретический подход на основе трехпараметрической

микроскопической модели обеспечил согласующиеся c экспериментальны-

ми данными значения дифференциальных сечений упругого пион-ядерного

рассеяния и позволил проанализировать характеристики пион-нуклонной

амплитуды в ядерной среде [2, 15].

Показано, что модифицированная модель разделенных формфакто-

ров c учетом флуктуаций бислоя применима для исследования структуры

полидисперсных везикулярных систем на основе данных МУРР [4, 19].

Созданы проблемно-ориентированные комплексы программ

(для оценки параметров модели пион-ядерного рассеяния и для оценки па-

раметров везикулярных систем), которые в настоящее время используются

для дальнейших численных исследований [1, 3, 5, 15].

На основе проведенного исследования получены численные результа-

ты, которые являются физически значимыми при моделировании пион-

ядерного рассеяния [2, 15] и исследовании везикулярных систем [4, 19].

В частности, значения параметров, полученные в [2], используются для мо-

делирования неупругого пион-ядерного рассеяния [102]. Параметры, опре-

деляющие структуру ДМФХ, позволили на основе сравнительного анализа

сделать заключение о везикулярной структуре фосфолипидной транспорт-

ной наносистемы [121].

Разработанные методы глобальной минимизации АДЭ и АДЭ-АКМ

могут быть использованы в различных областях науки, а также для при-

кладных исследований.

В.6. Положения, выносимые на защиту

Разработана модификация алгоритма ДЭ — метод асинхронной дифферен-

циальной эволюции (АДЭ) [7].

— Асинхронизация позволила повысить эффективность параллельной ре-

ализации и тем самым ускорить поиск глобального минимума пропор-

ционально количеству задействованных узлов при расчетах на парал-

лельных системах, использующих несколько десятков вычислительных

узлов [5–7, 11, 12].

— Получены аналитические ограничения на управляющие параметры ал-

горитма для стратегий АДЭ и ДЭ [8].
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— Разработан метод АДЭ c новым типом адаптивного кроссовера, учиты-

вающим парные корреляции между аргументами целевой функции [10].

Предложенный новый алгоритм способен идентифицировать коррели-

рованные группы переменных и благодаря этому эффективно решать

минимизационные задачи c разделяемыми, неразделяемыми и частич-

но разделяемыми переменными.

— АДЭ c адаптивным кроссовером, адаптивной схемой выбора масшта-

бирующего фактора [10] и автоматическим увеличением размера попу-

ляции посредством рестарта [9] не требует подгонки параметров алго-

ритма пользователем [10].

— АДЭ c кроссовером, задаваемым адаптивной корреляционной мат-

рицей, превосходит другие адаптивные варианты ДЭ по скорости

и вероятности сходимости на наборах тестовых задач CEC-200520 [5]

и BBOB-201221 [10].

С использованием АДЭ разработан проблемно-ориентированный ком-

плекс программ, проведен численный анализ данных по дифферен-

циальным сечениям упругого рассеяния заряженных пионов на ядрах
28Si, 40Ca, 58Ni, 208Pb при различных кинетических энергиях пионов

T = 130÷290 МэВ в области энергии возбуждения пион-нуклонного

∆(1232)P33-резонанса [1, 15, 16].

— Определены параметры пион-нуклонной амплитуды в трехпараметри-

ческом микроскопическом оптическом потенциале, используемом для

расчета дифференциальных сечений пион-ядерного рассеяния [2, 15,

17, 18]. Эти параметры характеризуют динамику изменения амплиту-

ды рассеяния пионов на внутриядерных нуклонах (нуклонах «ядерной

материи») в зависимости от энергии пионов [2].

— Использование АДЭ-минимизации позволило увеличить вероятность

определения глобального минимума невязки между предсказаниями

теоретической модели и экспериментальными данными, характеризую-

щейся наличием нескольких локальных минимумов, по сравнению c ме-

тодами SIMPLEX и MIGRAD22, так как невязка характеризуется на-

личием нескольких локальных минимумов. Таким образом, бо́льшая

20См. [78].
21См. [41].
22MINUIT-реализация [46] метода симплексов (метод Нелдера — Мида [53]) и квазиньютоновского

метода с формулой Дэвидона-Флетчера-Пауэлла [30, 31, 37, 38, 55] для обновления гессиана.
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часть расчетов, где ранее требовались постоянный контроль и пере-

проверки, была автоматизирована.

С использованием АДЭ разработан комплекс программ и проведено

численное исследование модели малоуглового синхротронного рассеяния

на полидисперсной популяции везикул ДМФХ в 40% растворе сахарозы.

— Предложена модификация метода разделенных формфакторов, кото-

рая учитывает флуктуации параметров, описывающих структуру би-

слоя оболочек везикул. Модифицированный метод позволил описать

экспериментальные данные по рассеянию гамма-квантов в диапазоне

векторов рассеяния q от 0.06 до 4 нм−1 [3, 5].

— Определены параметры везикулярной системы, и на основе сопоставле-

ния c результатами анализа спектров нейтронного рассеяния сделаны

выводы о влиянии концентрации сахарозы на структуру везикулярной

системы ДМФХ [4, 19].

— Использование АДЭ-минимизации позволило эффективно распаралле-

лить вычисления, требующие глобальной минимизации многоэкстре-

альной функции с 9 частично-коррелированными переменными и зна-

чительных затрат компьютерного времени, более чем в 50 раз умень-

шив время расчетов, увеличив при этом вероятность определения гло-

бального минимума с 45% (с использованием минимизатора на основе

квазиньютоновского метода) до 90% [19].

В.7. Достоверность и апробация результатов

Эффективность предложенных алгоритмов глобальной минимизации

подтверждена вычислениями на основе тестовых наборов задач CEC-2005

и ВВОВ-2012, а также сравнительными расчетами с применением дру-

гих часто используемых методов минимизации. Достоверность и обосно-

ванность аналитических оценок, касающихся ограничений на управляю-

щие параметры АДЭ, подтверждена тестовыми расчетами. Достоверность

и обоснованность полученных численных результатов в рамках исследо-

вания многопараметрических моделей физических систем подтверждены

их согласием с экспериментальными данными и теоретическими оценками.

Предсказания разработанных моделей не противоречат опубликованным

результатам других авторов.

Результаты представлены автором на научных семинарах:
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— Научный семинар РУДН «Математическое моделирование», 18 апреля
2012 г.

— Научный семинар ЛИТ ОИЯИ «Семинар по вычислительной физике»,
17 апреля 2014 г.

на российских и международных научных конференциях:

— International Conference on Mathematical Modeling and Computational

Physics (MMCP 2011), 2011, Stara Lesna, Slovakia.

— XIX международная конференция «Математика. Компьютер. Образо-

вание» (МКО-2012), 2012, ОИЯИ, Дубна, Россия.

— XVI конференция молодых учёных и специалистов ОМУС-2012, 2012,

ОИЯИ, Дубна, Россия.

— Fifth Conference on Numerical Analysisand Applications (NAA-2012),

2012, University of Rousse, Lozenetz, Bulgaria.

— Современные проблемы прикладной математики и информатики

(MPAMCS-2012), 2012, Дубна, Россия.

— International Conference on Mathematical Modeling and Computational

Physics (MMCP 2013), 2013, JINR, Dubna, Russia.

— 39th Meeting of the PAC for Condensed Matter Physics, 2014, Dubna,

Russia.

— XXI международная конференция «Математика. Компьютер. Образо-

вание» (МКО-2014), 2014, Дубна, Россия.

— Современные проблемы прикладной математики и информатики

(MPAMCS-2014), 2014, Дубна, Россия.

В.8. Публикации и личный вклад автора в работу

Основные результаты диссертации опубликованы в 21 научной рабо-

те. Из них 6 работ [1–6] опубликованы в российских и 4 работы [7–10] —

в иностранных рецензируемых изданиях.

Диссертант в сотрудничестве с коллегами и соавторами из ОИЯИ

и других научных центров участвовал в математической постановке рас-

смотренных в работе задач, в проверке и улучшении соответствующих ма-

тематических моделей, в разработке методов их численного исследования,

в анализе и интерпретации получаемых численных результатов. В разра-

ботку представленных в диссертации вычислительных схем и комплексов
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программ, в получение численных результатов, в анализ их точности и до-

стоверности автором внесен определяющий вклад.

Работы [8, 15, 19] подготовлены лично автором. Результаты работ

[6, 7, 9, 11–14] получены с определяющим вкладом автора. В работах [1, 16]

все расчеты выполнены автором на основе разработанных им алгоритмов

и программ. В работах [2,17,18] автором выполнены все расчеты парамет-

ров трехпараметрической модели микроскопического оптического потен-

циала. В работе [3] автором предложена модификация метода разделен-

ных формфакторов для учета флуктуаций внутренних параметров струк-

туры липидного бислоя везикул, систематизированы анализируемые кон-

фигурации, выполнены все расчеты и проведено сравнение конфигураций

на предмет наилучшего соответствия экспериментальным данным. В ра-

ботах [4, 19–21] для описания экспериментальных данных синхротронного

рассеяния использована предложенная автором модифицированная модель

разделенных формфакторов, автором выполнены все расчеты, касающиеся

анализа данных малоуглового рентгеновского рассеяния. В работах [19,21]

все расчеты выполнены автором.

В.9. Структура и объем работы

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, заключения

и трех приложений.

В первой главе представлен метод асинхронной дифференциаль-

ной эволюции (АДЭ), метод АДЭ с рестартом и адаптивным кроссовером

(АДЭ-АКМ) в сравнении с ДЭ. Сделаны эмпирические оценки скорости

и вероятности сходимости метода АДЭ и проведено сравнение полученных

результатов с классическим вариантом ДЭ. Представлены параллельные

версии АДЭ. Приведены оценки ожидаемого ускорения параллельных вы-

числений и результаты эмпирических оценок на примере тестовых задач.

Во второй главе описана модель пион-ядерного рассеяния на осно-

ве трехпараметрического МОП и релятивистского волнового уравнения.

Представлен комплекс программ, составленный для оценки параметров

микроскопического оптического потенциала по экспериментальным диф-

ференциальным сечениям упругого рассеяния пионов на ядрах. Приведе-

ны результаты расчетов. По полученным результатам сделан ряд выводов

о характере рассеяния пионов на нуклонах, связанных в ядре. Представ-
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лены результаты распараллеливания АДЭ-расчетов на основе технологии

Open Multi-Processing (OMP).

Третья глава посвящена численному исследованию структуры по-

лидисперсной везикулярной системы ДМФХ с применением метода АДЭ.

Представлена модель РФФ, модифицированная для учета флуктуаций па-

раметров структуры бислоя оболочки везикул. Представлены результаты

расчетов для ряда конфигураций, описывающих структуру бислоя по дан-

ным МУРР. Проведено сравнение различных конфигураций для описания

структуры оболочки везикул как с учетом, так и без учета флуктуаций

параметров структуры бислоя. Получены оценки для параметров моди-

фицированной и немодифицированной модели РФФ. Показано, что учет

флуктуаций позволяет значительно улучшить согласие между предсказа-

ниями теории и экспериментальными данными по МУРР на популяции

везикул. Представлены оценки ускорения реальных параллельных вычис-

лений, проведенных с использованием технологии Message Passing Interface

(MPI) на параллельном кластере ЛИТ ОИЯИ.

Диссертационная работа содержит 3 приложения. В первом при-

ложении приведен вывод ограничений на управляющие параметры алго-

ритма. Во втором приложение дано описание тестовых функций из IEEE

Congress on Evolutionary Computation СЕС-2005 [78]. В третьем приложе-

нии представлены результаты тестирования новых алгоритмов на наборе

тестовых функций BBOB-2012.

Список цитируемой в диссертации литературы содержит 129 на-

именований. Работа изложена на 139 страницах, содержит 45 рисунков

и 19 таблиц.
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1. Метод асинхронной дифференциальной эволюции

Алгоритм дифференциальной эволюции (ДЭ) [67–77] относится к

классу эволюционных алгоритмов, использующих итерационный процесс,

похожий на рост и развитие биологических популяций [26,35,39,47]. Метод

ДЭ успешно применяется при поиске решений минимизационных задач,

для которых целевая функция негладкая и/или многоэкстремальная.

Класс эволюционных алгоритмов, к которому принадлежит ДЭ, со-

держит два больших подмножества: подмножество популяционных, обнов-

ляющих всю популяцию на каждой итерации, и подмножество квазиста-

ционарных алгоритмов, одновременно обновляющх только часть потенци-

альных решений. Традиционно метод ДЭ относится и используется в фор-

ме популяционного алгоритма.

В данной работе операции мутации, кроссовера и отбора, характер-

ные для ДЭ, впервые задействованы в предельной форме квазистационар-

ного алгоритма. Cформулированный новый алгоритм, в котором на каж-

дом шаге обновляется только один из членов популяции, назван асинхрон-

ной дифференциальной эволюцией (АДЭ) [7]. Также в работе представлен

метод АДЭ с рестартом (АДЭ-Р) [9], АДЭ с кроссовером, использующим

адаптивную корреляционную матрицу (АДЭ-АКМ) [10].

В этой главе новые методы АДЭ и АДЭ-АКМ сравниваются с класси-

ческой ДЭ. Получены оценки для скорости и вероятности сходимости, уско-

рения при параллельных вычислениях. Проведены аналитические и эмпи-

рические исследования областей сходимости и допустимых значений пара-

метров алгоритмов. Получены ограничения, которым должны удовлетво-

рять параметры алгоритмов для предотвращения преждевременной схо-

димости1. Сделаны оценки ускорения расчетов на параллельных вычисли-

тельных системах.

1.1. Сравнение асинхронного и классического методов ДЭ

Постановка задачи. Будем рассматривать задачу (В.1) по-

иска глобального минимума ~θ∗ = {θj}|j=0,...,D−1 целевой функции

1Преждевременная сходимость — это потеря разнообразия в популяции, которой оперирует эволю-
ционный алгоритм. Эта потеря разнообразия приводит к искусственному ограничению на пространство
поиска возможных решений, доступных алгоритму в процессе эволюции.
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f(~θ): Ω ⊂ R
D → R:

f
(
~θ∗
)
6 f(~θ) ∈ R, ∀~θ ∈ Ω ⊂ R

D. (В.1)

Здесь Ω — вещественное пространство поиска решения размерностиD, воз-

можно, с нелинейными ограничениями на допустимые значения парамет-

ров.

1.1.1. Метод дифференциальной эволюции

Алгоритм дифференциальной эволюции — это стохастический ал-

горитм поиска минимума функций действительных переменных. ДЭ —

эволюционный алгоритм, основанный на простой последовательности вы-

числительных итераций: инициализации популяции, а затем циклически

повторяющихся операциях мутации, скрещивания (кроссовера) и отбора.

Схема классического варианта ДЭ представлена на рис. 1.1, слева.

Алгоритм оперирует популяцией размера Np. Каждый член популя-

ции представлен вектором ~θ в пространстве параметров. В качестве началь-

ной популяции (g=0) классическая ДЭ создает Np векторов в области по-

иска Ω, случайно распределенных в этой области2 (инициализация популя-

ции). Для каждого члена популяции, называемого целевым (~θi), алгоритм

проводит операции мутации и кроссовера с целью получить пробный век-

тор. Дифференциальная эволюция использует масштабируемую разность

между случайно выбранными различными членами популяции для компо-

новки мутантного вектора:

~vi,g = ~θr,g + F (~θp,g − ~θq,g), (1.1)

где F > 0 — масштабирующий фактор, ~θr — базовый вектор. ДЭ также

называют «алгоритмом с адаптивной мутацией». Если популяция широко

распределена в пространстве поиска, то мутантный вектор, скорее всего,

будет существенно отличаться от базового вектора, в противном случае,

если популяция сконцентрирована в некоторой области, то мутации будут

небольшими. Таким образом, алгоритм не использует каких-либо предпо-

ложений

2Чаще всего — в соответствии с равномерным распределением.
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Классический алгоритм ДЭ [70,75]

//Инициализация популяции

// P~θ
=
{
~θi

}∣∣∣
i=0,Np−1

, ~θi = {θi,j}|j=0,D−1

do { // цикл по всем членам популяции

for (i = 0; i < Np; i = i+ 1) {

//Мутация:

~vi ← ~θr + F
(
~θp − ~θq

)
; //

r 6= p 6= q — случ. индексы
мутантный вектор

//Кроссовер (рекомбинация):

for (j = 0; j < D; j = j + 1)

uj,i ←




vi,j, если rand(0, 1) 6 Cr;

θi,j, если rand(0, 1) > Cr.
//

пробный
вектор

//Отбор:

~θg+1
i ←




~ui если

(
f(~ui) < f(~θgi )

)
;

~θgi если
(
f(~ui) > f(~θgi )

)
.

} g ← g + 1; // переход к новому поколению

} while (пока не выполнены критерии выхода);

Асинхронный алгоритм ДЭ (АДЭ) [7]

//Инициализация популяции

// P~θ
=
{
~θi

}∣∣∣
i=0,Np−1

, ~θi = {θi,j}|j=0,D−1

do { // выбор целевого вектора

i=ChooseTargetV ector(); // выбор цел. вект. ~θi

//Мутация:

~vi ← ~θr + F
(
~θp − ~θq

)
; //

r 6= p 6= q — случ. индексы
мутантный вектор

//Кроссовер (рекомбинация):

for (j = 0; j < D; j = j + 1)

uj,i ←




vi,j , если rand(0, 1) 6 Cr;

θi,j, если rand(0, 1) > Cr.
//

пробный
вектор

//Отбор:

~θi ←




~ui если

(
f(~ui) < f(~θi)

)
;

~θi если
(
f(~ui) > f(~θi)

)
.

} while (пока не выполнены критерии выхода);

Рис. 1.1. Сравнение классического (ДЭ, слева) и асинхронного (АДЭ, справа) алгоритмов дифференциальной эволюции
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о функции плотности вероятности для распределения координат мутант-

ного вектора.

Биномиальное скрещивание (рекомбинация, кроссовер) заключается

в том, что каждая из координат формируемого пробного вектора с некото-

рой вероятностью Cr берется из мутантного вектора, а в противном случае

— из целевого:

ui,j =




vi,j, если rand(0, 1) 6 Cr, или j = jrand;

θi,j, иначе.
(1.2)

Для того чтобы гарантировать отличие пробного вектора от целевого,

по крайней мере одна случайно выбранная координата jrand берется из му-

тантного вектора. Если значение целевой функции для пробного вектора

~ui,g меньше, чем для целевого ~θi,g, то пробный вектор заменяет своего «ро-

дителя» (целевой вектор) в следующем поколении. В противном случае

целевой вектор остается в популяции на следующую итерацию.

С момента изобретения в 1995 г. [73, 75] метод дифференциальной

эволюции стал очень популярным алгоритмом поиска глобального мини-

мума без использования производных. Большинство последних достиже-

ний по развитию и усовершенствованию этого метода представлено в кни-

гах [67, 70] и обзоре [65]. Метод ДЭ применяется для решения различных

оптимизационных задач, обзор приложений можно найти в [66].

Параллельные реализации ДЭ базируются в основном на том фак-

те, что значение целевой функции для каждого члена пробной популяции

может вычисляться независимо от остальных. Единственная фаза в ал-

горитме, которая требует взаимодействия с остальными членами популя-

ции, — это переход между поколениями. Первые попытки распределить

вычисления между разными компьютерами, соединенными локальной ком-

пьютерной сетью, были предприняты Лампиненом [66]. В его методе вся

популяция хранится в мастер-процессе, который выбирает членов популя-

ции для мутации (стыковки) и отсылает пробные векторы для вычисления

целевой функции slave-процессорам. Схема распараллеливания Лампине-

на способна также преодолевать недостатки, связанные с неоднородностью

в скорости подчиненных процессов. Однако с возрастанием количества ис-

пользуемых вычислительных узлов ускорение параллельных вычислений

в этой и других схемах, распараллеливающих классический вариант ДЭ,
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начинает значительно отставать от числа задействованных вычислитель-

ных узлов.

1.1.2. Алгоритм АДЭ

Метод АДЭ, так же как и метод ДЭ, оперирует популяцией Pθ, со-

стоящей из Np векторов ~θ в пространстве параметров Ω:

Pθ =
{
~θi

}
, ~θi ∈ Ω ⊂ R

D, i = 0, 1, . . . , Np − 1. (1.3)

Начальная популяция инициализируется Np векторами, случайно выбран-

ными из Ω.

В классическом варианте ДЭ [70] (рис. 1.1, слева) выполняется цикл,

на каждом шаге которого ко всем членам текущей популяции применяют-

ся операции мутации, рекомбинации (кроссовера) и отбора для формирова-

ния следующего поколения. Смена поколения в ДЭ происходит синхронно

для всех членов популяции.

В новом алгоритме АДЭ [7] операторы мутации, кроссовера и отбо-

ра применяются для членов популяции без синхронизации по поколениям

(рис. 1.1, справа).

После инициализации в цикле алгоритма выбирается целевой век-

тор ~θi. Для выбранного целевого вектора операции мутации, кроссовера

и отбора проводятся так же, как и в классическом варианте ДЭ. Если зна-

чение целевой функции для пробного вектора оказывается лучше с точки

зрения заданного критерия (меньше при минимизации), чем значение для

целевого вектора, он сразу заменяет родителя в популяции.

Таким образом, в алгоритме АДЭ нет обязательного для классиче-

ской ДЭ перебора всех членов популяции (целевых векторов). Целевые

векторы, для которых будут осуществляться операции мутации, кроссовера

и отбора, выбираются из популяции независимо, по одному, что открыва-

ет дополнительные возможности для распараллеливания и ускорения вы-

числений. Сравнение классического и асинхронного алгоритмов приведено

на рисунках 1.1 и 1.2.

Описанная последовательность этапов выбора целевого вектора, му-

тации, рекомбинации и отбора повторяется в цикле до тех пор, пока не

будет выполнен один из критериев остановки (достижение минимума с за-

данной точностью, диагностика стагнации алгоритма, превышение макси-

мально допустимого количества итераций).
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Классическая ДЭ

P g
~θ
= (~θg0, . . . ,

~θgk, . . . ,
~θgNp−1)

Мутация: ↓ . . . ↓ . . . ↓

~v0 . . . , ~vk, . . . , ~vNp−1

Кроссовер: ↓ . . . ↓ . . . ↓

P g
~u = (~u0 . . . , ~uk, . . . , ~uNp−1)

↓ . . .ց . . . ց

Отбор: ↓ . . . ↓ . . . ↓

P g+1
~θ

= (~θg+1
0 , . . . , ~θg+1

k , . . . , ~θg+1
Np−1)

— следующее поколение

Асинхронная ДЭ (АДЭ)

PS
θ = (~θ0, . . . , ~θk, . . . , ~θNp−1)

Мутация:

y
~vk=

~θr + F
(
~θp − ~θq

)

Кроссовер:

y
~uk : uk,j =

{
vk,j, if rand(0, 1)<Cr

θk,j else

Отбор:

y
~θk=

{
~uk, if (f(~uk) < f(~θk))
~θk, else

PS+1
θ = (~θ0, . . . ,

y
~θk , . . . , ~θNp−1)

— следующий шаг

Рис. 1.2. Сравнение классического (ДЭ) и асинхронного (АДЭ) алгоритмов дифферен-
циальной эволюции

Способ выбора очередного целевого вектора является специфической

чертой АДЭ. Другими факторами, определяющими конкретную стратегию

поиска глобального минимума в рамках АДЭ, являются способ выбора ба-

зового вектора, число разностных векторов и тип кроссовера. Для иден-

тификации различных вариантов АДЭ введены обозначения DE/a/b/n/c,

расширяющие принятую в [70] символику3. Здесь a соответствует способу

выбора целевого вектора: например, это может быть случайный («rand»)

или худший, то есть член популяции, имеющий значение целевой функ-

ции, максимальное по популяции («worst»). Символ b отвечает за способ

выбора базового вектора: это может быть как случайный («rand») или луч-

ший («best») член популяции, так и другие стратегии. Числу разностных

векторов, которые добавляются к базовому при формирования мутантно-

го вектора, соответствует n. Под c закодирован тип кроссовера. Обычно

используется биномиальное (равномерное) скрещивание («bin»).

Предложенный алгоритм прост в применении, имеет малое количе-

ство контрольных параметров (Np, F и Cr), применим для решения задач

большой (D = 10 . . . 100 . . .) размерности. В АДЭ не используются про-

изводные, поэтому с его помощью можно решать недифференцируемые,

многоэкстремальные задачи.

Очевидное преимущество предложенного алгоритма заключается

3В [70] предложена и обычно используется DE/b/n/c-классификация стратегий, где b — способ
выбора базового вектора, n — число разностных векторов, которые добавляются к базовому при фор-
мирования мутантного вектора, c — тип кроссовера.
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в том, что улучшенный новый вектор принимает участие в дальнейшей

эволюции сразу же, без задержки по времени. Так как цикл по всем чле-

нам популяции отсутствует, концепция поколений, ключевая в классиче-

ской ДЭ, в АДЭ не применяется.

Отметим, что асинхронизация метода достигнута без введения в ал-

горитм новых параметров.

1.1.3. Сравнение скорости и вероятности сходимости АДЭ и ДЭ

Показатели скорости и вероятности сходимости алгоритма АДЭ [7]4

протестированы на наборе тестовых функций CEC-2005 [78], сформули-

рованных для специальной сессии, посвященной минимизации функций

действительных переменных. Здесь приведены четыре функции, которые

представляют разные классы минимизационных задач: f1 — гиперсфе-

ра (унимодальная, разделяемые переменные), f6 — функция Розенброка

(немного локальных минимумов, неразделяемые переменные), f9 — функ-

ция Растригина (многоэкстремальная, разделяемые переменные) и f11 —

повернутая функция Вейерштрасса (многоэкстремальная, неразделяемые

переменные). Нахождение решения для функции Розенброка и повернутой

функции Вейерштрасса является более сложной задачей для минимизации

в силу того, что параметры задачи неразделяемые. Результаты для всех

вышеупомянутых функций представлены для размерности D = 10.

Задача считалась решенной, если алгоритм достигал глобального ми-

нимума с заранее определенной точностью ε: f(~θ) − f(~θ∗) < ε. Для ги-

персферы требуемая точность была установлена на уровне ε = 10−6. Для

остальных функций ε = 10−2. Ограничение на максимальное количество

вычислений функции в CEC-2005 установлено на уровне Nmax
FE = 105.

Одно измерение соответствует усреднению результатов nt запусков

алгоритма. Для каждого измерения оценка вероятности успеха Psucc опре-

деляется как количество попыток, сошедшихся к глобальному минимуму

(nsucc), деленное на полное количество запусков алгоритма:

Psucc =
nsucc

nt
.

Среднее количество вычислений функции 〈NFE〉 рассчитано для попыток,

сошедшихся к глобальному минимуму.

4Результаты, представленные в этом разделе, опубликованы в [7].
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В таблице 1.1 представлено сравнение результативности разных стра-

тегий АДЭ с соответствующими стратегиями ДЭ при нахождении ми-

нимума 10-мерной функции Розенброка. Для всех стратегий использо-

ваны масштабирующий фактор F = 0,9 и кроссовер Cr = 0,9. Раз-

мер популяции Np выбирался различным. Заметим, что для решения вы-

бранной задачи с вероятностью, близкой к единице, семейство стратегий

DE/rand/1/bin требует меньшего размера популяции, чем семейство, ис-

пользующее DE/best/1/bin-стратегию. Для фиксированного Np семейство

DE/best/1/bin-стратегий характеризуется более высокой скоростью сходи-

мости. В случае относительно небольшого размера популяции Np скоро-

сти сходимости ДЭ и АДЭ сопоставимы, однако вероятности сходимости

далеки от единицы. С увеличением размера популяции увеличивается ве-

роятность сходимости. При достаточно большом размере популяции веро-

ятность сходимости АДЭ близка к единице. Скорость и вероятность схо-

димости для асинхронной стратегии DE/rand/rand/1/bin близки к тем же

показателям классического варианта DE/rand/1/bin: преимущества, дава-

емые при немедленном включении лучшего вектора-кандидата в эволюцию

скомпенсированы ускоренной потерей разнообразия в популяции. Не уди-

вительно, что асинхронная стратегия DE/rand/best/1/bin показывает луч-

шие результаты, чем DE/best/1/bin: последняя генерирует пробные век-

торы вокруг текущего лучшего вектора в течение жизни всего поколения,

что ведет к потере популяционного разнообразия. Асинхронная стратегия

DE/worst/best/1/bin — это хороший вариант относительно быстрой и на-

дежной стратегии для нахождения локального минимума.

В таблице 1.2 проведено полученное в работе [7] сравнение резуль-

тативности стратегии DE/worst/best/1/bin с классическими вариантами

DE/rand/1/bin и DE/best/1/bin. Кроссовер Cr для всех стратегий вы-

бран равным 0,1 для разделяемых функций и 0,9 для неразделяемых

задач. Расчеты были проведены для различных размеров популяции:

Np = 10, 15, 20, 25, 30, 50, 70, 100, 150. Представлены результаты, потребо-

вавшие наименьших затрат компьютерного времени (наименьшего сред-

него количества вычислений функции 〈NFE〉), с наибольшей вероятно-

стью сходимости. Известно, что DE/rand/1/bin обладает лучшей поиско-

вой способностью, в то время как DE/best/1/bin быстрее сходится к ми-

нимуму. Вероятность и скорость сходимости новой асинхронной стратегии

DE/worst/best/1/bin конкурентны по сравнению с классическими страте-
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Таблица 1.1. Сравнение скорости и вероятности сходимости для классических и асин-
хронных стратегий ДЭ на примере 10-мерной функции Розенброка. F = 0,9, Cr = 0,9,
Nmax

FE = 105, nt = 25 [7]

ДЭ АДЭ
rand/1/bin rand/rand/1/bin worst/rand/1/bin

Np 〈NFE〉 Psucc 〈NFE〉 Psucc 〈NFE〉 Psucc

15 1,94e+04 0,80 2,06e+04 0,80 4,19e+04 0,76
40 6,30e+04 0,96 6,52e+04 1,00 4,36e+04 1,00

best/1/bin rand/best/1/bin worst/best/1/bin
Np 〈NFE〉 Psucc 〈NFE〉 Psucc 〈NFE〉 Psucc

40 2,26e+04 0,76 2,07e+04 0,88 1,53e+04 0,68
100 5,29e+04 0,88 5,26e+04 1,00 3,76e+04 1,00

Таблица 1.2. Сравнение скорости и вероятности сходимости для ДЭ и АДЭ для четырех
представленных функций из СЕС-2005. Nmax

FE = 105, nt = 25 [7]

ДЭ АДЭ
rand/1/bin best/1/bin worst/best/1/bin

Np 〈NFE〉 Psucc Np 〈NFE〉 Psucc Np 〈NFE〉 Psucc

f1 10 3700 1,0 10 3212 1,0 10 2962 1,0
f6 15 2,43e+4 0,80 15 1,60e+4 0,80 25 1,26e+4 0,92
f6 30 4,36e+4 0,96 150 8,71e+4 0,92 70 2,67e+4 1,0
f9 15 3973 1,0 30 6270 1,0 25 5403 1,0
f9 15 4627 0,72 10 4607 0,48
f11 20 5,78e+4 0,68 40 8,52e+4 0,40 50 4,65e+4 0,72
f11 25 9,25e+4 0,72 70 1,45e+5 0,52 70 7,22e+4 0,76

гиями.

В табл. 1.3 приведены полученные в работе [9] скорости и ве-

роятности сходимости для асинхронных стратегий DE/rand/rand/1/bin

и DE/worst/best/1/bin. И если в CEC-2005 максимально допустимое коли-

честве вычислений целевой функции фиксировалось на уровне Nmax
FE = 105,

в этих расчетах оно было увеличено до Nmax
FE = 107. Здесь каждое ис-

пытание — это nt = 100 запусков алгоритма. Представлены средние

количества вычислений функции 〈NFE〉 и медианы NFE для сошедших-

ся к минимуму попыток. Расчеты проводились для размеров популяции

Np = 10, 15, 20, 30, 50, 70, 100, 150, 200, 600. В таблице зафиксированы ре-

зультаты с наибольшей вероятностью сходимости, для которых потребо-

вались наименьшие затраты компьютерного времени (наименьшее среднее

количество вычислений функции 〈NFE〉).
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Таблица 1.3. Сравнение скорости и вероятности сходимости стратегий АДЭ для четы-
рех представленных функций из СЕС-2005, при увеличенном максимально допустимом
количестве вычислений целевой функции. Nmax

FE = 107, nt = 100 [9]

DE/rand/rand/1/bin DE/worst/best/1/bin
Np 〈NFE〉 Медиана

NFE

Psucc Np 〈NFE〉 Медиана
NFE

Psucc

f1 10 3641 3633 1,00 10 2986 2977 0,98
15 4344 4333 1,00

f6 20 2,38e+04 2,32e+04 0,92 50 1,92e+04 1,84e+04 0,85
50 8,30e+04 8,20e+04 0,98 150 5,65e+04 5,59e+04 0,85
70 1,28e+05 1,25e+05 1,00 600 2,12e+05 2,11e+05 0,91

f9 15 3963 4012 0,93 20 4317 4289 0,92
30 7976 7988 1,0 50 10138 10108 1,0

f11 20 0,406e+05 0,381e+05 0,59 50 0,347e+05 0,333e+05 0,55
50 2,939e+05 2,913e+05 0,83 100 0,870e+05 0,842e+05 0,73

100 1,168e+06 1,122e+05 0,90 200 1,952e+05 1,887e+05 0,84

Сравнение ускорения параллельных вычислений АДЭ и ДЭ на при-

мере тестовых функций приведено в подразделе 1.5.3.

Выводы по разделу 1.1

Итак, мы описали метод асинхронной дифференциальной эволюции,

предназначенный для решения задач нахождения глобального минимума.

В рамках нового метода сформулированы новые асинхронные стратегии с

хорошей поисковой способностью и быстрой сходимостью. Новые стратегии

показывают конкурентоспособные результаты по сравнению с традиционно

используемыми вариантами классического алгоритма ДЭ.

1.2. Оптимальные параметры метода АДЭ

Вероятность, с которой популяционный алгоритм достигнет гло-

бального минимума, зависит от его способности сохранять в процессе

эволюции разнообразие в популяции, таким образом, поддерживая по-

тенциальную возможность достигнуть любой точки из пространства ре-

шений. Это необходимо, чтобы предотвратить преждевременную сходи-

мость алгоритма. Операция отбора обычно приводит к уменьшению раз-

броса векторов в популяции, поэтому ожидаемый разброс в популяции

должен возрастать в результате операций мутации и кроссовера. Ме-

рилом популяционного разнообразия в нашем случае может служить
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статистическая вариация Var (Pθ)j = θ2j−θj
2

(ур. 1.4), рассчитанная по

всем членам популяции. В этом разделе анализируется ожидаемая ва-

риация популяции после операций мутации и кроссовера. Исходя из по-

лученных выражений для ожидаемой вариации популяции после опера-

ций мутации и кроссовера, получим соотношения между контрольными

параметрами {Np, F , Cr} алгоритма и выражения для «фактора рас-

ширения» популяции. На контрольные параметры выведены ограниче-

ния, необходимые для предотвращения преждевременной сходимости ал-

горитма. Выполнено сравнение результатов для классических стратегий

(DE/rand/1/bin и DE/best/1/bin) с результатами для асинхронных стра-

тегий (DE/rand/rand/1/bin и DE/rand/best/1/bin). Проведено сравнение

полученных аналитических ограничений на параметры алгоритма с эмпи-

рическими оценками областей сходимости для тестовых функций.

Методы ДЭ и АДЭ [65, 70] содержат только три контрольных пара-

метра: размер популяции Np, масштабирующий фактор F и вероятность

кроссовера Cr. Во многих работах [65, 66, 70] эмпирически анализируются

наиболее подходящие сочетания параметров алгоритма. Захариэ (Zaharie)

в своей работе [79] показала, что существует нижний предел для F , необ-

ходимый для того, чтобы избежать преждевременной сходимости алгорит-

ма для стратегии DE/rand/1/bin. В этом разделе представлен подобный

аналитический анализ для других классических стратегий ДЭ и для ряда

асинхронных стратегий АДЭ.

Метод ДЭ оперирует популяцией фиксированного размера Np:

Pθ =
{
~θ0, ~θ1, . . . , ~θl, . . . , ~θNp−1

}
, ~θl ∈ Ω ⊂ R

D, l = 0, Np − 1.

Популяция инициализируется случайно выбранными из Ω элементами. По-

сле инициализации начинается итерационный процесс. В ДЭ на каждой

итерации (называемой поколением) появляется новая популяция (рис. 1.1,

слева). В АДЭ (рис. 1.1, справа) операции мутации, кроссовера и отбора

применяются к каждому члену популяции независимо. Асинхронизация

влияет на ход итерационного процесса, на популяционное разнообразие

и на возможную преждевременную сходимость.

1.2.1. Аналитические оценки границ области сходимости АДЭ

Проанализируем влияние операций мутации и кроссовера на диспер-

сию популяции (для каждой компоненты). Подобный анализ был прове-
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ден для класса эволюционных стратегий в [64] в контексте анализа их по-

исковой способности, а затем в [79] для ДЭ для стратегии rand/1/bin.

Мы же проведем анализ для стратегии best/1/bin ДЭ и для стратегий

rand/rand/1/bin и rand/best/1/bin АДЭ, а также ряда существенно асин-

хронных стратегий АДЭ.

Изменение членов популяции от шага к шагу происходит стоха-

стическим образом. Мы вычислим ожидаемую дисперсию: E
(
V ar

(
~θ
))

,

где E — это усреднение по популяции, а дисперсию популяции представ-

ляет вектор размерности D:

Var (Pθ) =
{
Var (Pθ)j

}
=
{
Var

(
~θ
)
0
, . . . ,Var

(
~θ
)
D−1

}
, (1.4)

Var
(
~θ
)
j
= Var (θj) = θ2j − θj

2
, θ2j =

1
Np

Np−1∑
l=0

θ2l,j, θj =
1
Np

Np−1∑
l=0

θl,j.

В рассматриваемых вариантах алгоритма операции мутации и крос-

совера действуют независимо на каждую из компонент. Поэтому в дока-

зательствах можно ограничиться покомпонентным анализом. Для кратко-

сти, когда нет принципиальной разницы между вектором и его отдельной

компонентой, в записи будем опускать знак вектора и индекс компоненты:

Var
(
~θ
)
j
≡ Var (θ).

Следующие положения, обычно применяемые в алгоритме ДЭ,

не учитываются в доказательстве, представленном в работе [79], где ожи-

даемая вариация популяции после операций мутации и кроссовера оценена

для стратегии rand/1/bin:

П1: r 6= l, p 6= l, q 6= l — векторы, из которых строится мутантный вектор,

не совпадают с целевым.

П2: Хотя бы одна компонента vl — vl,m мутирует.

В диссертации доказательства для стратегий DE/rand/1/bin

и DE/best/1/bin проведены с учетом П1. Положение П2 частично

учитывается следующим образом: (1− Cr)
D — вероятность того, что ни

одна из координат не была возмущена, 1/D — вероятность возмущения

данной координаты, D — размерность задачи. Тогда эффективный крос-

совер (полная вероятность возмущения данной координаты, если задана

величина Cr) больше номинального5 на величину (1−Cr)
D

D . Считаем, что

5Точнее, эффективный кроссовер больше номинального на величину (1−Cr)
D

D
e(

D−1

D )D .
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в представленных ниже теоремах речь идет именно об эффективном

значении кроссовера (Ceff
r = Cr +

(1−Cr)
D

D
).

Так же, как и в работе [79], рассмотрим вариант, когда масштабиру-

ющий фактор для каждой координаты j и члена популяции l может быть

представлен в виде

F̃ j
l = F jξjl > 0, ξjl ∼ N(0, 1), (1.5)

где случайные величины ξjl независимы и одинаково распределены6.

В классической ДЭ масштабирующий фактор F̃ j
l — константа, он одинаков

для всех координат j и членов популяции l:

F̃ j
l = F > 0, l = 0, Np − 1, j = 0, D − 1.

Основной теоретический результат этого раздела заключается в вы-

воде следующих теорем:

Теорема 1.2.1 (ДЭ: DE/rand/1/bin). Пусть Pθ =
{
~θ0, . . . , ~θNp−1

}
—

текущая популяция; Pv =
{
~v0, . . . , ~vNp−1

}
— популяция, состоящая из

мутантных векторов, сформированных по классической стратегии ДЭ

(DE/rand/1/bin); Pu =
{
~u0, . . . , ~uNp−1

}
— популяция, состоящая из проб-

ных векторов, сформированных по этой стратегии, полученная путем

скрещивания членов популяций Pθ и Pv. Тогда, как в случае постоянного

масштабирующего фактора F 7, так и в случае масштабирующего факто-

ра F̃ j
l , определяемого соотношением (1.5), для стратегии DE/rand/1/bin

классической ДЭ выполнены следующие утверждения8:

а) после мутации ожидаемая j-я компонента вариации популяции равна

E (Var(Pv)j) = (1 + ζj)Var (Pθ)j =

=

(
1 + 2F j2 − 1

Np
+

1

Np(Np − 1)2

)
Var (Pθ)j ; (1.6)

б) после мутации и кроссовера ожидаемая j-я компонента вариации по-

6В работе [79] рассмотрен случай с F i
l , заданным (1.5) только для стратегии DE/rand/1/bin.

7В случае постоянного масштабирующего фактора F здесь и далее в формулах вместо F j стоит F ,
индекс j в них можно опустить везде и рассматривать Var(P·) как векторную величину.

8Если не учитывать П1: r 6= l, p 6= l, q 6= l, то в [79]: E (Var(Pv))j =
(
1 + 2F j2 − 1

Np

)
Var (Pθ)j ;

E (Var(Pu))j =
(
1 + 2F j2Cr − Cr

Np
(2− Cr)

)
Var(Pθ)j .
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пуляции равна

E (Var(Pu)j) = (1 + αj)Var (Pθ)j =

=

(
1 + 2F j2Cr −

Cr

Np − 1

(
2− Np

Np − 1
Cr

))
Var(Pθ)j. (1.7)

Теорема 1.2.2 (ДЭ: DE/best/1/bin). Пусть Pθ =
{
~θ0, . . . , ~θNp−1

}
—

текущая популяция; Pv =
{
~v0, . . . , ~vNp−1

}
— популяция, состоящая из му-

тантных векторов для ДЭ (DE/best/1/bin); Pu =
{
~u0, . . . , ~uNp−1

}
— по-

пуляция, состоящая из пробных векторов для ДЭ, полученная путем

скрещивания членов популяций Pθ и Pv. Как в случае постоянного мас-

штабирующего фактора F , так и для F̃ j
l , заданного соотношением (1.5),

для стратегии DE/best/1/bin выполнены следующие утверждения:

а) после мутации ожидаемая дисперсия компонент популяции равна

E (Var(Pv))j = (1 + ζj)Var (Pθ)j = 2F j2Var (Pθ)j ; (1.8)

б) после мутации и кроссовера ожидаемая дисперсия компонент попу-

ляции равна

E (Var(Pu))j = (1 + αj)Var (Pθ)j =

=
(
1 + 2F j2Cr − Cr − Cr−C2

r

Np

)
Var (Pθ)j +

(Np−1)(Cr−Cr
2)(θbj−θj)

2

Np
, (1.9)

где θb,j — j-я координата лучшего вектора θb в популяции.

Теорема 1.2.3 (АДЭ: асинхронные стратегии).

Пусть Pθ=
{
~θ0, . . . , ~θNp−1

}
— текущая популяция;

Pvk=
{
~θ0, . . . , ~θk−1, ~vk, ~θk+1, . . . , ~θNp−1

}
— популяция после замены одного

из векторов (k-го) мутантным вектором для одной из стратегий AДЭ.

Puk
=
{
~θ0, . . . , ~θk−1, ~uk, ~θk+1, . . . , ~θNp−1

}
— популяция, после замены одного

из векторов пробным вектором, полученная путем скрещивания членов

популяций Pθ и Pv. Как в случае постоянного масштабирующего факто-

ра F , так и для F̃ , заданного соотношением (1.5), выполнены следующие

утверждения:

а) после мутации ожидаемая дисперсия компонент популяции равна9

9Где θb,j и θw,j — соответственно j-е координаты лучшего и худшего векторов в популяции.
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E (Var(P~vk)j) = (1 + ζ̃j)Var (Pθ)j =

rand/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2

Np
− 2

Np
2

)
Var (Pθ)j;

rand/best/1/bin:
(
1 + 2F j2

Np
− Np+1

N2
p

)
Var (Pθ)j +

Np−1
N2

p

(
θb,j − θj

)2
;

worst/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2

Np
+

Np−1
N2

p

)
Var (Pθ)j −

Np+1
N2

p

(
θw,j − θj

)2
;

worst/best/1/bin:
(
1 + 2F j2

Np

)
Var (Pθ)j −

Np+1
N2

p

(
θw,j − θj

)2
+

+
Np−1
N2

p

(
θb,j − θj

)2
+ 2

N2
p

(
θb,j − θj

) (
θw,j − θj

)
;

б) после мутации и кроссовера ожидаемая дисперсия компонент попу-

ляции равна

E (Var(P~uk
)j) = (1 + α̃j)Var (Pθ)j =

rand/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
− 2Cr

Np
2

)
Var (Pθ)j;

rand/best/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
− Np+1

N2
p
Cr

)
Var (Pθ)j +

Np−1
N2

p
Cr

(
θb,j − θj

)2
;

worst/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
+

Np−1
N2

p
Cr

)
Var (Pθ)j −

Np+1
N2

p
Cr

(
θw,j − θj

)2
;

worst/best/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np

)
Var (Pθ)j −

Np+1
N2

p
Cr

(
θw,j − θj

)2
+

+
Np−1
N2

p
Cr

(
θb,j − θj

)2
+2Cr

N2
p

(
θb,j − θj

) (
θw,j − θj

)
.

Доказательства теорем приведены в приложении П. II.

Таким образом, в теоремах 1.2.1, 1.2.2 и 1.2.3 получены ожидаемые

значения компонент дисперсии популяции после мутации и кроссовера:

E (Var(P~u)j) для классической ДЭ и E (Var(P~uk
)j) для асинхронных вари-

антов ДЭ. Ожидаемые значения выражены в терминах Np, F , Cr, перво-

начальной дисперсии популяции Var
(
P~θ

)
j

и координат определенного ба-

зового (~θb — лучший член популяции) и/или определенного целевого (~θw —

худший член популяции) вектора в тех случаях, когда они явно использу-

ются в стратегии.

Так как отбор обычно приводит к уменьшению разнообразия (диспер-

сии) популяции, то для того чтобы избежать преждевременной сходимости

алгоритма, мутация и кроссовер должны приводить к увеличению диспер-

сии:

E (Var(Pu)j) =
(
1 + αj

)
Var (Pθ)j > Var (Pθ)j — для ДЭ, (1.10)

E (Var(Puk
)j) =

(
1 + α̃j

)
Var (Pθ)j > Var (Pθ)j — для АДЭ. (1.11)

Параметры Np, F , Cr должны быть выбраны таким образом, чтобы ко-

эффициенты расширения популяции были больше единицы: (1 + αj) > 1

и (1 + α̃j) > 1.
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Введем обозначения:

βj
b ≡

θbj − θj√
Var

(
Pθj

) , βj
w ≡

θwj − θj√
Var

(
Pθj

) , (1.12)

и перепишем результаты теорем 1.2.1, 1.2.2 и 1.2.3 в следующем виде:

Классические стратегии ДЭ: E (Var(P~u)j) = (1 + αj)Var (Pθ)j =

rand/1/bin [79]:
(
1 + 2F j2Cr − 2Cr

Np−1 +
NpC

2
r

(Np−1)2
)
Var (Pθ)j;

best/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr − Cr − Cr−C2

r

Np
+

(Np−1)(Cr−C2
r )

Np
βj
b

2
)
Var (Pθ)j.

Стратегии асинхронной ДЭ: E (Var(P~uk
)j) = (1 + α̃j)Var (Pθ)j =

rand/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
− 2Cr

Np
2

)
Var (Pθ)j;

rand/best/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
− Np+1

N2
p
Cr +

Np−1
N2

p
Crβ

j
b

2
)
Var (Pθ)j;

worst/rand/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
+

Np−1
N2

p
Cr − Np+1

N2
p
Crβ

j
w
2
)
Var (Pθ)j;

worst/best/1/bin:
(
1 + 2F j2Cr

Np
− Np+1

N2
p
Crβ

j
w
2
+

Np−1
N2

p
Crβ

j
b

2
+2Cr

N2
p
βj
wβ

j
b

)
Var (Pθ)j.

В классической ДЭ за одно поколение значения функции вычисля-

ются для Np пробных векторов. В АДЭ за один шаг вычисляется значе-

ние функции для одного пробного вектора. Для корректного сравнения

ограничений для АДЭ с ограничениями для классической ДЭ мы должны

рассчитать, каким будет фактор расширения популяции для АДЭ после

Np шагов, и сопоставить его фактору расширения популяции для одно-

го перехода между поколениями для ДЭ. Тогда α̃j, соответствующее αj ,

можно вычислить из соотношения 1 + αj =
(
1 + α̃j

)Np следующим обра-

зом: α̃j = Np
√
1 + αj − 1 ≈ αj/Np, а для выполнения условий (1.10) и (1.11)

необходимо потребовать αj > 0. Так как Np зафиксировано, а эффектив-

ный кроссовер Cr ∈ (0, 1], эти условия удобно записать в виде ограничений

на масштабирующий фактор:

F j2 > F j
low

2
(
Np, Cr, α

j, βj
b , β

j
w

)
, (1.13)

в котором значения F j
low

2
выражены через Np, Cr и αj . Здесь αj — фак-

тор расширения популяции после Np вычислений функции. Значения F j
low

для каждой из рассматриваемых стратегий будут следующими10:

10Если не учитывать П1 (см. с. 29), то значения для Flow для классических стратегий ДЭ будут:

DE/rand/1/bin [79]: Flow
2 = α

2Cr
+ 1

Np
− Cr

2Np
;

DE/best/1/bin: Flow
2 = α

2Cr
+

Np+1
2Np

− Cr

2Np
−Np−1

2Np
(1− Cr)β

2
b .
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Рис. 1.3. Fl(Cr, α=0, Np=10)-ограничения для различных стратегий ДЭ и АДЭ [8]

Классические стратегии ДЭ:

rand/1/bin F j
low

2
= αj

2Cr
+ 1

Np−1 −
NpCr

2(Np−1)2 ;

best/1/bin: F j
low

2
= αj

2Cr
+ 1

2 +
1−Cr

2Np
−Np−1

2Np
(1− Cr)β

j
b

2
.

Стратегии асинхронной ДЭ (АДЭ):

rand/rand/1/bin: F j
low

2
=

Npα̃j

2Cr
+ 1

Np
≈ αj

2Cr
+ 1

Np
;

rand/best/1/bin: F j
low

2 ≈ αj

2Cr
+

Np+1
2Np
−Np−1

2Np
βj
b

2
;

worst/rand/1/bin: F j
low

2 ≈ αj

2Cr
− Np−1

2Np
+

Np+1
2Np

βj
w
2
;

worst/best/1/bin: F j
low

2 ≈ αj

2Cr
+

Np+1
2Np

βj
w
2−Np−1

2Np
βj
b

2
+

βj
bβ

j
w

2Np
.

Таким образом, нижняя граница для масштабирующего фактора F j
low

зависит от размера выбранной популяции: с ростом размера популяции F j
low

снижается. Увеличение требуемого значения фактора расширения популя-

ции αj сдвигает нижнюю границу для масштабирующего фактора в сторо-

ну бо́льших F . При снижении величины эффективного кроссовера нижняя

граница масштабирующего фактора сдвигается в сторону больших F . Раз-

личие в результатах для различных стратегий заключается в слагаемых,

зависящих от координат определенного базового (~θb — лучший член попу-

ляции) и/или определенного целевого (~θw — худший член популяции) век-

торов популяции в тех случаях, когда они явно используются в стратегии.

В практических приложениях эти члены могут быть напрямую рассчитаны

в текущей популяции. .

На рис. 1.3 показаны ограничения Flow(Cr, α=0, Np=10) для двух

классических и четырех асинхронных стратегий. Эти ограничения изоб-

ражены с учетом того, что E
(
β2
b

)
≈ 1 E

(
β2
w

)
≈ 1,2 и E (βbβw) ≈ 0.
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Комбинации параметров, при которых ожидаемая дисперсия попу-

ляции увеличивается после мутации и кроссовера, соответствуют боль-

шим значениям F . Ограничение для стратегии DE/rand/rand/1/bin

мало отличается от ограничения для DE/rand/1/bin. Ограниче-

ние для DE/rand/best/1/bin практически совпадает с ограничением

для DE/rand/rand/1/bin, в то время как DE/best/1/bin имеет мень-

шую область сходимости при больших значений Cr. Критическое значе-

ние Flow для DE/worst/rand/1/bin больше, чем для DE/rand/rand/1/bin.

Для DE/worst/best/1/bin необходимы еще бо́льшие значения F , чтобы

избежать преждевременной сходимости. Различие в допустимых областях

контрольных параметров (рис. 1.3) качественно обусловлено относитель-

ной стохастичностью стратегий.

1.2.2. Эмпирические оценки областей сходимости АДЭ

Зависимость скорости и вероятности сходимости различных страте-

гий АДЭ, решающих задачу f1 из CEC-2005 (10-мерную сдвинутую гипер-

сферу), от параметров алгоритма представлены на рис. 1.4. Каждая ячейка

гистограммы показывает вероятность сходимости и скорость сходимости,

усредненные по 25 попыткам минимизации выбранной функции. Ограниче-

ние по максимальному числу вычислений функции для каждой попытки:

Nmax
FE =105. Числа в ячейках показывают оценку для вероятности сходи-

мости Psucc>0,4, которая вычислялась как отношение числа сошедшихся

к глобальному минимуму попыток к общему числу попыток. Чёрно-белая

палитра показывает среднее число вычислений функции, потребовавшее-

ся для нахождения минимума (среди успешных попыток): 〈NFE〉. Кривые

показывают теоретические ограничения на {F,Cr} для различных по ве-

личине факторов расширения популяции: α = 0, α =0,1 и α =0,5.

Возрастание фактора расширения приводит к снижению скорости

сходимости. Для F > 1 минимизация занимает больше времени, чем при

F < 1. Для F = 1 вероятность успеха ниже из-за уменьшения разнообра-

зия среди мутантных векторов.

При решении задачи f1 (гиперсферы) как область сходимости,

так и скорость сходимости для классической стратегии DE/rand/1/bin

и ее асинхронного аналога DE/rand/rand/1/bin похожи (рис. 1.4, а, в).

Область сходимости классической DE/best/1/bin-стратегии хорошо со-

гласуется с теоретически рассчитанной областью увеличения диспер-

35



сии популяции после мутации и кроссовера (рис. 1.4, б). Асинхрон-

ная DE/rand/best/1/bin-стратегия (рис. 1.4, г) по сравнению с классиче-

ским аналогом DE/best/1/bin имеет более широкую область сходимо-

сти. Асинхронные стратегии DE/worst/rand/1/bin и DE/worst/best/1/bin

(рис. 1.4, д, е) сходятся быстрее, но требуют бо́льших значений для масшта-

бирующего фактора F для предупреждения преждевременной сходимости.

Область сходимости для решения задачи f6 (сдвинутая функция Ро-

зенброка), представленная на рис. 1.5, в основном лежит в области с α>0,1.

Так как f6 — задача с неразделяемыми переменными, то бо́льшие значения

Cr приводят к увеличению вероятности сходимости.
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Рис. 1.4. Решение задачи f1 из CEC-2005 (cдвинутая 10-мерная гиперсфера), Np =
10, Nmax

FE =105; a) DE/rand/1/bin, б) DE/best/1/bin, в) DE/rand/rand/1/bin,
г) DE/rand/best/1/bin, д) DE/worst/rand/1/bin, е) DE/worst/best/1/bin [8]
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Рис. 1.5. Сдвинутая повернутая 10-мерная задача Розенброка (f6). N
max
FE = 2 × 105:

а) DE/rand/rand/1/bin, Np = 40, б) DE/worst/best/1/bin, Np = 70 [8]
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Рис. 1.6. Среднее количество вычислений функции 〈NFE〉 при Psucc > 0.4 для сдвину-
той функции Растригина (f9, D = 10): Nmax

FE = 105; а) DE/rand/rand/1/bin, Np = 20,
б) DE/worst/best/1/bin, Np = 25. Числа показывают Psucc при Psucc > 0.4. α — показа-
тель расширения популяции [8]

Ультрамногоэкстремальная задача f9 (сдвинутая функция Растри-

гина) является задачей с разделяемыми переменными. и для нее бо-

лее предпочтительны малые значения кроссовера (рис. 1.6). Стратегия

DE/rand/rand/1/bin (рис. 1.6, a) обладает хорошей поисковой способно-

стью и находит минимум быстрее и с большей вероятностью, чем стратегия

DE/worst/best/1/bin (рис. 1.6, б).

Сдвинутая повернутая функция Вейерштрасса (f11) — ультрамно-

гоэкстремальная, неразделяемая, в пределе — недифференцируемая. Об-

ласть сходимости для этой функции небольшая (рис. 1.7). Оптимальный

показатель расширения популяции α ∼ 0.5. Тем не менее, как страте-

гия DE/rand/rand/1/bin (рис. 1.7, а), так и стратегия DE/worst/rand/1/bin

(рис. 1.7, б) успешно находят минимум с достаточной вероятностью при оп-

тимально подобранных параметрах.
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Рис. 1.7. Сдвинутая повернутая 10-мерная функция Вейерштрасса (f11): N
max
FE = 2×105;

а) DE/rand/rand/1/bin, Np = 40, б) DE/worst/best/1/bin, Np = 50 [8]

Выводы по разделу 1.2

Таким образом, для того чтобы снизить вероятность прежде-

временной сходимости ДЭ и АДЭ, нужно выбирать управляющие

параметры алгоритма такими, чтобы они удовлетворяли соотноше-

нию (1.13): F j2 > F j
low

2 (
Np, Cr, α

j
)
. Впервые выведены аналитические вы-

ражения для величины граничного значения F j
low

2
для классической стра-

тегии DE/best/1/bin и для четырех различных асинхронных стратегий.

Нижняя граница для масштабирующего фактора F j
low зависит от размера

выбранной популяции: с ростом размера популяции F j
low снижается. Уве-

личение требуемого значения фактора расширения популяции αj сдвига-

ет нижнюю границу для масштабирующего фактора в сторону больших

F . При снижении величины эффективного кроссовера нижняя граница

масштабирующего фактора сдвигается в сторону больших F . Проведено

сканирование области сходимости для этих стратегий на примере поиска

минимума для функций f1, f6, f9, f11 из CEC-2005 [78]. Показано, что

аналитические ограничения не противоречат эмпирически найденным об-

ластям сходимости. Подтверждено, что для простых, разделяемых задач

предпочтительнее использовать небольшие значения Cr.

1.3. Асинхронная дифференциальная эволюция с рестартом

Результаты анализа сходимости АДЭ для ряда тестовых функций

представлены в таблицах 1.2 и 1.3. При этом в табл. 1.3, в отличие от усло-

вий теста CEC-2005 [78], максимально допустимое число вычислений функ-

ции было увеличено с 105 до 107. Но даже если совсем не ограничивать

максимально допустимое число вычислений функции, вероятность нахож-
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дения глобального минимума часто существенно меньше единицы как для

классической ДЭ, так и для АДЭ.

Анализ не сошедшихся к глобальному минимуму попыток миними-

зации выявил, что причиной неудач становится, либо i) преждевременная

сходимость либо ii) окончание поиска в локальном минимуме. Вероятность

обеих неудач может быть существенно снижена, если выбрать достаточно

большой размер популяции Np. То есть для АДЭ (и ДЭ) вероятность схо-

димости к глобальному минимуму возрастает при увеличении размера по-

пуляции Np. С другой стороны, поиск с бо́льшим размером популяции мо-

жет потребовать значительно бо́льших затрат компьютерного времени: для

больши́х популяций характерна медленная скорость сходимости (рис. 1.8).

Для практических задач необходимо либо адаптировать размер попу-

ляции согласно сложности решаемой задачи, либо проводить ряд попыток

минимизации с различным размером популяции, что требует дополнитель-

ных усилий со стороны исследователя и дополнительных затрат компью-

терного (CPU)-времени.

1.3.1. Алгоритм и критерии рестарта АДЭ

Для того чтобы сбалансировать хорошую скорость сходимости с вы-

сокой вероятностью сходимости, реализован метод АДЭ с рестартом
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Рис. 1.8. Скорость сходимости Speed = 〈NFE〉−1 (пунктирные линии) и вероятность
сходимости Psucc (сплошные) для DE/rand/rand/1/bin-стратегии метода АДЭ для f1,
f6, f9 и f11 размерности D = 10 тестовых функций из CEC-2005 [78]
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(АДЭ-Р). Модифицированный алгоритм стартует с популяцией небольшо-

го размера Nmin
p . Для численных экспериментов, представленных ниже,

использовано Nmin
p =10. Когда в процессе поиска лучшего решения АДЭ-Р

диагностирует стагнацию, алгоритм начинает расчет заново (рестартует),

увеличивая при этом размер популяции в k раз (k — мультипликатор

популяции).

Для диагностики стагнации алгоритм АДЭ-Р отслеживает макси-

мальные разбросы координат членов популяции ∆θj и значений целевой

функции ∆f :

∆θj = max
i=0,...,Np−1

{θi,j} − min
i=0,...,Np−1

{θi,j}, (1.14)

∆f = max
i=0,...,Np−1

{fi} − min
i=0,...,Np−1

{fi}. (1.15)

Так как масштабирующий фактор F в операторе мутации (1.1) по-

рядка единицы, разность в этом операторе должна быть больше, чем вели-

чина координат базового вектора, домноженная на «машинный эпсилон».

В противном случае прибавление такой разности не повлечет за собой из-

менения в значениях координат из-за ошибок округления. Таким образом,

в качестве критерия стагнации (и рестарта) предложено:

∃j ∈ [0, D − 1] : ∆θj < εθ max
i
{|θi,j|}. (1.16)

В текущей реализации АДЭ использовано 8-байтное представление чисел

с плавающей точкой (стандарт IEEE 754). Соответствующая величина ма-

шинного эпсилона около 10−16. Типичное значение εθ должно превосхо-

дить 10−15. Можно использовать бо́льшие значения εθ. Тогда стагнация

может быть диагностирована на более ранней стадии, что потенциально

может ускорить сходимость алгоритма. Однако слишком больши́е значе-

ния εθ приведут к излишним рестартам. Необходимо отметить, что нижняя

граница для εθ обусловлена машинной точностью и не зависит от миними-

зируемой функции.

Исходя из сравнения в операторе отбора существует другой критерий

стагнации, основанный на разбросе значений целевой функции:

∆f < εf max
i=0,...,Np−1

{|fi|}. (1.17)

Так же как и для εθ, нижний предел для εf обусловлен машинной точно-

стью. Также следует отметить, что для важного класса задач, обобщенного

метода наименьших квадратов, верхний предел для εf может быть оценен
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Рис. 1.9. Среднее количество вычислений функции 〈NFE〉 в зависимости от εθ и εf .
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Таблица 1.4. Сходимость стратегий DE/rand/rand/1/bin и DE/worst/best/1/bin метода
АДЭ-Р для четырех тестовых функций при εθ = 10−12 и различных εf [9]

DE/rand/rand/1/bin DE/worst/best/1/bin
εf 〈NFE〉 МедианаNFE Psucc 〈NFE〉 МедианаNFE Psucc

f1 10−12 3641 3633 1,0 3070 2979 1,0

f6 10−7 4,91e+04 4,20e+04 1,0 2,88e+04 2,30e+04 1,0
10−12 5,11e+04 4,03e+04 1,0 4,09e+04 3,22e+04 1,0

f9 10−7 5339 2977 1,0 5865 6913 1,0
10−12 6121 2977 1,0 6942 8315 1,0

f11 10−7 3,22e+05 0,75e+05 1,0 1,54e+05 1,14e+05 1,0
10−12 2,02e+05 0,78e+05 1,0 1,78e+05 1,32e+05 1,0

1.3.2. Зависимость сходимости от критериев рестарта

На рис. 1.9 представлена зависимость скорости сходимости для

DE/worst/best/1/bin-стратегии как функции параметров применяемых

критериев рестарта εθ и εf . На рис. 1.10 представлено среднее 〈NFE〉 и меди-

анное количество вычислений функции как функция εf из критерия (1.17)

без использования критерия (1.16). В обоих случаях решалась задача Ро-

зенброка f6. Мультипликатор популяции k в этих расчетах равен двум.

Для всех ячеек диаграмм Psucc = 1,0. Бо́льшие значения для εθ и εf при-

водят к более ранней диагностике стагнации эволюционного процесса, бо-

лее раннему рестарту и более быстрой сходимости. Верхний предел для εf
на уровне 4 ·10−5 предопределен видом минимизируемой функции, в мини-

муме равной f ∗ = 360, и требуемой точностью на уровне 10−2. Анализируя

рис. 1.9, можно заключить, что при приближении значений εθ и εf к ниж-

нему, не зависящему от задачи, а предопределенному машинной точностью

пределу зависимость среднего числа вычислений функции от параметров

εθ и εf слабая. Видно, что даже очень маленькие значения εθ и εf , рав-

ные 10−14 . . . 10−12, соотносятся с разумной скоростью сходимости. Таким

образом, значения εθ и εf , равные машинному эпсилону, домноженному

на фактор порядка 103 . . . 104, обеспечивают удовлетворительную скорость

сходимости.

Сравнение скорости сходимости стратегии DE/rand/rand/1/bin

и DE/worst/best/1/bin метода АДЭ-Р для четырех тестовых функций при

εθ = 10−12 и различных εf представлено в табл. 1.4.

Средние значения 〈NFE〉 и медианы NFE стратегии

DE/rand/rand/1/bin для АДЭ в сравнении с АДЭ-Р представлены
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Рис. 1.11. Скорость
сходимости стратегии
DE/rand/rand/1/bin
для АДЭ и АДЭ-Р. Для
АДЭ: Np=N

opt
p зависит

от целевой функции;
Psucc≃1 для f1, f6,
f9 и Psucc<1 для f11.
Для АДЭ-Р: εθ=10−12,
εf=10−12 и εf=10−7;
Nmin

p =10, Psucc≃1 ∀f .
Среднее значение 〈NFE〉
(сверху) и медиана NFE

(снизу) необходимого
количества вычис-
лений функции для
достижения требуемой
точности. Данные из [9]

на рис. 1.11. В АДЭ-Р для всех функций в качестве начального выбирался

размер популяции Nmin
p = 10. Мультипликатор популяции k = 2 использо-

ван для увеличения размера популяции после рестарта. Для всех функций

достигнуто P̂succ = Nsucc/Ntotal = 1 при полном количестве попыток

Ntotal = 100. Сравнение проведено с использованием метода АДЭ без

рестарта с размером популяции, «оптимально» подобранным для каждой

из функций: выбран размер, обеспечивающий близкую к единице вероят-

ность сходимости с наименьшими затратами компьютерного времени. При

этом для функции f11 оценка вероятности сходимости к глобальному ми-

нимуму для АДЭ без рестарта равна P̂succ = 0,9 при популяции Np = 100,

в то время как для АДЭ-Р все попытки сошлись к глобальному минимуму

(рис. 1.11). При решении задач Розенброка, Растригина и Вейерштрасса
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с использованием метода АДЭ-Р требуется приблизительно в три раза

меньше (медианная оценка) вычислений целевой функции, чем с методом

АДЭ без рестарта. При этом для функции Вейерштрасса вероятность

сходимости АДЭ-Р близка к единице, тогда как для АДЭ без рестарта эта

вероятность сходимости составляет около 90%.

АДЭ-Р автоматически адаптирует размер популяции под сложность

решаемой задачи. Стоит также отметить, что для сложных функций ско-

рость сходимости могла быть быстрее при увеличении начального размера

популяции Nmin
p .

1.3.3. Зависимость сходимости от мультипликатора популяции k

Зависимость скорости сходимости от мультипликатора популяции k

также обсуждалась в нашей работе [9] (табл. 1.5, рис. 1.12). Разумными

значениями для k являются значения k ∈ (1,2 . . . 3,0), причем для боль-

шинства задач k ∈ [1,5, 2,0] будет наилучшим. Меньшие значения k озна-

чают меньший темп роста популяции, они приводят к большему количе-

ству необходимых рестартов. При больших значениях k размер популяции

растет слишком быстро, что увеличивает время расчетов.

Таблица 1.5. Сходимость АДЭ-Р (εθ = 10−12, εf = 10−12) для различных величин муль-
типликатора популяции k [9]

DE/rand/rand/1/bin DE/worst/best/1/bin

k 〈NFE〉 Медиана NFE Psucc 〈NFE〉 Медиана NFE Psucc

f6 1.2 4,88e+04 3,93e+04 1,0 8,56e+04 7,81e+04 1,0
1,5 4,85e+04 3,93e+04 1,0 4,97e+04 4,14e+04 1,0
2,0 5,11e+04 4,03e+04 1,0 4,09e+04 3,22e+04 1,0
3,0 5,76e+04 4,06e+04 1,0 4,60e+04 3,42e+04 1,0
5,0 7,42e+04 4,06e+04 1,0 5,60e+04 3,51e+04 1,0

f11 1,2 2,15e+05 1,79e+05 1,0 2,37e+05 2,18e+05 1,0
1,5 1,75e+05 1,14e+05 1,0 1,64e+05 1,27e+05 1,0
2,0 2,02e+05 0,78e+05 1,0 1,78e+05 1,32e+05 1,0
3,0 2,99e+05 1,16e+05 1,0 2,11e+05 1,14e+05 1,0
5,0 1,00e+06 3,15e+05 0,96 2,66e+05 0,55e+05 1,0

Выводы по разделу 1.3

В этом разделе описан метод асинхронной дифференциальной эволю-

ции c рестартом. Получено, что новый метод АДЭ-Р обеспечивает быструю

скорость сходимости одновременно с высокой вероятностью сходимости

по сравнению с ДЭ и АДЭ без рестарта. При этом исследователю не нужно
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Рис. 1.12. Медиана (пунктирные линии) и среднее 〈NFE〉 (сплошные) количество вы-
числений функции для стратегий DE/rand/rand/1/bin и DE/worst/best/1/bin метода
АДЭ-Р ( εθ = 10−12, εf = 10−12) в зависимости от величины мультипликатора по-
пуляции k. Решение задачи Розенброка f6 (слева). Решение задачи Вейерштрасса f11
(справа). Данные из [9]

подбирать «оптимальный» размер популяции. Проанализирована зависи-

мость скорости и вероятности сходимости от величины параметров рестар-

та: критериев рестарта εx и εf и мультипликатора популяции k [9]. Полу-

чено, что для широкого класса задач зависимость скорости и вероятности

сходимости от величины критериев рестарта εx и εf слабая. Значения кри-

териев рестарта можно выбрать исходя из априорного знания о природе

целевой функции (например, в случае минимизации невязки, являющей-

ся χ2-распределением с m степенями свободы). В любом случае, величина

критериев εx и εf должна быть на несколько порядков грубее, чем машин-

ная точность представления вещественных чисел.

1.4. Асинхронная дифференциальная эволюция с кроссовером,

задаваемым адаптивной корреляционной матрицей

Как известно, популяция в ДЭ адаптируется к ландшафту целевой

функции [70]. Поэтому информация о корреляции между параметрами мо-

жет быть получены из анализа ковариационной матрицы cov(θj, θk), рас-

считанной по координатам членов популяции.

Сформулируем алгоритм асинхронной дифференциальной эволюции

с кроссовером, задаваемым адаптивной корреляционной матрицей (АДЭ-

АКМ) [10]. Сформируем выборочную ковариационную матрицу членов те-
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кущей популяции Q, элементы которой равны

qjk =
1

Np − 1

Np−1∑

i=0

(
θij − θ̄j

) (
θik − θ̄k

)
. (1.18)

Отнормировав их на диагональные элементы, получаем выборочную кор-

реляционную матрицу S:

sjk =
qjk√
qjjqkk

. (1.19)

Так как важна скорость сходимости, предпочтительно иметь небольшую

популяцию Np. Однако в этом случае выборочная корреляционная мат-

рица (1.19) не может быть надежной оценкой для фактической корреля-

ционной матрицы. Вместо этого мы используем успешные шаги ДЭ для

итеративного обновления оценки корреляционной матрицы — адаптивную

корреляционную матрицу C:

C ′ = νC + (1− ν)S. (1.20)

Коэффициент 0 < ν < 1 характеризует степень обучения адаптивной кор-

реляционной матрицы. Если ν = 0, обучения нет и используется выбороч-

ная корреляционная матрица. Большие значения ν связаны с расширением

горизонта накопления информации. В численных экспериментах, описан-

ных далее, мы использовали ν = 0,99.

Исходя из адаптивной корреляционной матрицы, можно определить

группы коррелированных переменных следующим образом. Алгоритм вы-

бирает случайную координату m и порог (уровень) отсечения cthr:

m = [Np · rand(0, 1)], cthr = rand(0, 1). (1.21)

Анализируя все элементы cmj адаптивной корреляционной матрицы C

с фиксированным индексом m, алгоритм идентифицирует коррелирован-

ные переменные:

{Im} = ∀j : |cmj| > cthr. (1.22)

Набор коррелированных переменных {Im} определяет подпростран-

ство Ωm в области поиска. Посредством модифицированной операции крос-

совера все компоненты мутантного вектора vi, которые входят в {Im}, пе-

реходят в пробный вектор ui, в то время как другие компоненты берутся
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из целевого вектора θi:

ui,j =




vij, если j ∈ {Im},
θi,j, если j /∈ {Im}.

(1.23)

Так операция кроссовера (1.23) основана на адаптивной корреляционной

матрице. Идентифицируя стратегии АДЭ, мы будем определять этот крос-

совер символом «acm», например, DE/rand/rand/1/acm.

Со стороны кроссовера для текущей итерации (шага) алгоритм

уменьшает размерность задачи до размерности подпространства Ωm кор-

релированных переменных. В этом подпространстве применяется равно-

мерный (биномиальный) кроссовер с Cr = 1. Следует отметить, что АСМ-

кроссовер инвариантен относительно вращений в пределах Ωm.

По построению (формулы (1.18) – (1.19)) коэффициенты cmj в адап-

тивной корреляционной матрице отражают линейные корреляции между

переменными. Чтобы минимизировать целевые функции с произвольными

корреляциями между переменными, порог cthr изменяется в пределах всего

диапазона [0, 1].

Масштабирующий фактор Fi следует адаптивному правилу [80]. Для

каждой мутации (1.21) фактор Fi выбирается случайным образом из рас-

пределения Коши с коэффициентом сдвига µF и коэффициентом масшта-

ба σF :

F
′

i = randc(µF , σF ). (1.24)

Если сгенерированное значение превышает Fmax, оно приравнивается

к Fmax. Если F
′

i < Fmin, он генерируется заново. Если пробный вектор

ui выбран и заменяет родителя в популяции, коэффициент сдвига обнов-

ляется по следующей формуле:

µ′F = (1− cF )µF + cFL2(F ). (1.25)

Здесь L2 =
∑Np−1

i=0 F 2
i∑Np−1

i=0 Fi

— контрагармоническое среднее множества масштаби-

рующих факторов, связанных с членами текущей популяции, cF — скорость

обучения для обновления коэффициента сдвига.

С помощью АСМ-кроссовера мы избавились от уровня кроссовера Cr

в качестве управляющего параметра алгоритма ADE. Так как масштабиру-

ющий фактор F следует адаптивному правилу (1.24), а размер популяции

Np самоадаптируется к сложности целевой функции с помощью рестарта,

асинхронная дифференциальная эволюция с адаптивной корреляционной
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матрицей является квазипараметронезависимой с точки зрения пользова-

теля.

1.4.1. Численные тесты и результаты

Результативность стратегий АДЭ оценена на наборе функций дей-

ствительных аргументов из BBOB-2012 [41]. В качестве эталона протести-

рованы два варианта стратегий DE/rand/rand/1/bin: с кроссовером Cr = 0

(«b0») и Cr = 0,9 («b0.9»). Их производительность сравнивается с новой

стратегией DE/rand/rand/1/acm («acm») и вариантом алгоритма JADE без

архива («JADE») [80] с асинхронной DE/rand/rand/1/bin-стратегией. Ал-

горитм JADE использует адаптивную схему для кроссовера. Было показа-

но, что он имеет более высокую производительность по сравнению с дру-

гими адаптивными DE-алгоритмами [69, 80]. Для всех четырех стратегий

используются Fmin = 0,1, Fmax = 1,0, cF = 0,01, σF = 0,1, начальные зна-

чения µF = 0,5 и Nmin
p = 10. Если после очередного рестарта и увеличения

размера популяции оказывается, что размер популяции превышает 20D,

инициируется независимый рестарт с размером Nmin
p . Максимальное число

вычислений функции ограничивается 106D для каждого прогона.

Численные результаты [10] представлены в приложении П. III на

рис. III.1 и III.2 в соответствии с BBOB-2012 [41]. Попытка определялась

как успешная и вычисления заканчивались, если алгоритм находил значе-

ние целевой функции ниже f(~θ∗)+10−8. Ожидаемое время работы алгорит-

ма (ERT) при ненулевой вероятности успеха рассчитывается как отноше-

ние числа вызовов целевой функции во всех испытаниях к числу успешных

испытаний.

Для функций с разделяющимися переменными АДЭ-АКМ с адаптив-

ной корреляционной матрицей показывает результаты, близкие к методу

DE/rand/rand/1/bin с фиксированным кроссовером Cr = 0. Небольшое

отставание следует отнести на счет определенной доли времени, затрачи-

ваемого на «обучение» алгоритма ландшафту целевой функции. Для дру-

гих функций DE/rand/rand/1/acm-стратегия является конкурентоспособ-

ной, по сравнению с АДЭ с Cr = 0,9, за исключением многоэкстремальных

функций, где знание локальной структуры, представленное корреляцион-

ной матрицей, не играет существенной роли. Поведение ДЭ с фиксирован-

ным кроссовером существенно зависит от выбранного уровня Cr. Посред-

ством AКМ-кроссовера мы исключили уровень кроссовераCr из управляю-
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щих параметров алгоритма АДЭ. АДЭ с кроссовером на основе адаптивной

корреляционной матрицы сочетает в себе преимущества обеих схем с фик-

сированным кроссовером, поэтому может использоваться как для миними-

зации функций с разделяющимися, так и неразделяющимися и частично

разделяющимися переменными. Это позволило решить все 24 тестовые за-

дачи в пространстве с D = 5 и 18 из 24 задач при D = 20 в пределах

выделенного количества вычислений целевой функции.

Анализ результатов тестов показывает, что большая часть плохоопре-

деленных и многоэкстремальных функций могут быть решены только при

помощи популяций ДЭ с относительно большимNp. В то же время большое

количество вычислений функции требуется еще до того, как процедура ре-

старта увеличит размер популяции в достаточной степени. Для сложных

функций следует изначально выбирать большие значения Nmin
p или реали-

зовать более эффективную процедуру рестарта.

АДЭ-АКМ и JADE показывают аналогичную производительность.

JADE показывает лучшие результаты на плохо обусловленных функциях,

в то время как для разделяемых и слабо структурированных многоэкстре-

мальных функций АДЭ-АКМ имеет более высокую скорость сходимости.

Здесь следует отметить, что набор функций BBOB-2012 содержит толь-

ко полностью разделяемые и полностью неразделяемые задачи. Поэтому

адаптивная схема, используемая в JADE, стремится назначить кроссовер

Cr либо близким к нулю, либо к единице для соответствующих функций.

Равномерное смешивание переменных в биномиальном кроссовере не име-

ет недостатков на этом наборе функций. АДЭ с адаптивной корреляцион-

ной матрицей может быть использована для минимизации более сложных

функций с частично разделяющимися многомерными функциями, кото-

рые состоят из нескольких независимых (или слабо зависимых) субкомпо-

нент размерности Dj ≥ 2.

Таким образом, на основе корреляционного анализа разработан но-

вый тип кроссовера. Этот кроссовер реализован в алгоритме асинхронной

дифференциальной эволюции [10]. Получившийся новый алгоритм спосо-

бен определить группы связанных переменных и, таким образом, эффек-

тивно решать разделяемые, частично разделяемые и неразделяемые мини-

мизационные задачи без дополнительных усилий со стороны исследовате-

лей. Предлагаемый кроссовер в сочетании с адаптивной схемой для выбо-

ра масштабирующего фактора F и автоматическим увеличением размера
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популяции посредством рестарта приводит с точки зрения пользователя

к не требующему настройки параметров алгоритму. АДЭ-АКМ выполняет

минимизацию на конкурентоспособном уровне по набору тестов функций

BBOB-2012 [41]. АДЭ-АКМ, также как и АДЭ, успешно выполняет расче-

ты на параллельных вычислительных системах. Внутренняя простота ал-

горитма позволяет использовать его в качестве основы, в которую может

быть включена любая стратегия ДЭ.

1.5. Программная реализация параллельного АДЭ-алгоритма

1.5.1. Комплекс программ, реализующий методы глобальной

минимизации АДЭ

Комплекс программ, реализующий методы глобальной минимиза-

ции АДЭ и АДЭ-Р, создан на языке С++ с использованием технологии

объектно-ориентированного программирования. Он состоит из блока, реа-

лизующего предложенные численные методы11, и надстроек, реализующих

запуск метода в различных режимах (рис. 1.13).

В режиме последовательных вычислений возможен прямой запуск из

программного кода или с использованием технологии XML. В режиме па-

11Заголовочные файлы (*.h) и соответствующие файлы с реализацией (*.cpp) — ”ade_point”,
”cycle_array”, ”problem_definition”, ”parameter_list”, ”ade_settings”, ”ade_point_pool”, ”ade_iterator”,
”ade_criteria”, ”memory_utils”, ”ade_statu”, ”inequality_list” — содержат необходимые объявления и ре-
ализации элементов алгоритма.

ade_point
cycle_array

problem_definition
parameter_list
ade_settings

ade_point_pool
ade_iterator
ade_criteria

memory_utils
ade_status

inequality_list

libade

libadexml

libadeomp

xml_ade_settings_node
xml_extern_function_node
xml_parameter_list_node

ade_mpi_optimizer libadempi

ade_optimizer

algoritm

examples

XML

MPI

OpenMP

Рис. 1.13. Реализация АДЭ
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раллельных вычислений — с использованием стандартов OpenMP12 [7] или

MPI13 [6, 10, 21]. Makefile позволяет корректно скомпилировать все компо-

ненты комплекса, получив в результате набор библиотек14, которые в даль-

нейшем могут быть использованы для минимизации функций действитель-

ных переменных. Исходный код снабжен примерами, иллюстрирующими

использование метода.

При минимизации целевых функций, требующих значительных вы-

числений, выгодно использовать одну из параллельных реализаций алго-

ритмов АДЭ и АДЭ-Р (рис. 1.14).

Далее в этом разделе диссертации описаны особенности параллель-

ной реализации методов АДЭ и АДЭ-Р, представлены результаты оцен-

ки ускорения АДЭ и АДЭ-Р при параллельных вычислениях в сравнении

с аналогичными результатами для ДЭ и несинхронизованной ДЭ с рестар-

том (ДЭНС-P) на примере тестовых задач. Оценка значений ускорения АДЭ

и АДЭ-Р при минимизации реальных многопараметрических моделей фи-

зических систем представлена в разделе 3.5 главы 3 диссертации.

1.5.2. Особенности параллельной реализации АДЭ и АДЭ-Р

Реализованы параллельные версии программы в стандартах

OpenMP [7] и MPI [6,10,21]. Для распараллеливания использована модель

ведущий/ведомый (рис. 1.14).

Ведущий процесс хранит данные о текущей популяции и проводит

операции АДЭ. Значения целевой функции вычисляются Nproc параллель-

ными ведомыми процессами. Мастер минимизации запрашивает пробные

векторы из алгоритма и направляет их для расчета на ведомые процессоры.

По мере расчета значений целевых функций результаты асинхронно пере-

даются мастером в программу алгоритма. Класс АДЭ реализован таким

образом, что для каждого пробного вектора отслеживается индекс соот-

ветствующего целевого вектора. Оператор отбора осуществляет сравнение

вычисленного значения функции для пробного вектора с соответствующим

значением для вектора текущей популяции с тем же индексом. Таким обра-

12OpenMP (Open Multi-Processing) — открытый стандарт для распараллеливания программ на мно-
гопроцессорных системах с общей памятью, реализованный на языках C, C++ и Фортран. Официаль-
ный сайт OpenMP: www.openmp.org.

13Message Passing Interface (MPI, интерфейс передачи сообщений) — программный интерфейс (API)
для передачи информации, который позволяет обмениваться сообщениями между процессами, выпол-
няющими одну задачу. Официальное описание стандарта MPI доступно на сайте www.mpi-forum.org.

14libade, libadeomp, libadempi

51



зом, в алгоритме корректно обрабатывается случай, когда первоначальный

целевой вектор был замещен в популяции другим пробным вектором, рас-

считанным с помощью более быстрого вычислительного потока. Освобо-

дившемуся ведомому процессору сразу же выставляется задание на расчет

значения целевой функции следующего пробного вектора, что позволяет

полностью и эффективно использовать все имеющиеся вычислительные

мощности.

Узел 1: tf(ui)
ui

f(ui)

Узел Nproc: tf(uj)

uj

f(uj)

. . .
Мастер

минимизации
(OMP или

MPI)
f(uj)

ui
АДЭ
или

АДЭ-P
τАДЭ

Узел 0

Рис. 1.14. Схема параллельной реализации алгоритма АДЭ [11]

1.5.3. Ускорение метода АДЭ при параллельных вычислениях

Сравнение ускорений при параллельных вычислениях для классиче-

ской синхронной ДЭ и АДЭ выполнено для десятимерной задачи Розен-

брока из CEC-2005 [78], с искусственно увеличенным временем расчета це-

левой функции [7] (рис. 1.15). Обычно в практических приложениях вы-

числение целевой функции — наиболее времязатратная часть расчетов.

В проведенном тесте предполагалось, что время, необходимое для АДЭ-

операций (τАДЭ), пренебрежимо мало по сравнению с длительностью рас-

чета целевой функции (tf(ui)):

tf(ui) ≫ τАДЭ. (1.26)
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Рис. 1.15. Время решения задачи (слева) и соответствующее ускорение (справа) для па-
раллельных вычислений с использованием различных стратегий классического и асин-
хронного вариантов ДЭ [7]. 10-мерная задача Розенброка
.
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Время вычисления каждого значения целевой функции случайно и распре-

делено согласно усеченному нормальному распределению15:

tf(ui) ∼ N(1, σ2|t > 0). (1.27)

Здесь за единицу принято наиболее вероятное время вычисления функции.

Разброс σ обусловлен различной производительностью ведомых процессов

и/или различной сложностью вычисления значений целевой функции, со-

ответствующих различным пробным векторам параметров.

Для АДЭ последовательность работы проста: как только ведомый

процесс заканчивает вычисление целевой функции, он получает следую-

щий целевой вектор для вычислений. Для классического синхронизиро-

ванного варианта ДЭ ведомые процессы в первую очередь вычисляют зна-

чения целевой функции для пробных векторов, соответствующих еще не

обработанным членам популяции. Если остались еще не занятые ведомые

процессы, то они вычисляют значения целевых функций для заново сге-

нерированных пробных векторов, соответствующих случайно выбранным

целевым векторам, для которых вычисление пробных векторов еще не за-

кончено. Как только новое поколение полностью сформировано, все ве-

домые процессы останавливаются и алгоритм переключается на работу с

новым поколением.

Распараллеливание модифицирует алгоритм, так как изменяется по-

следовательность вычисления значений целевой функции для пробных век-

торов. Параллельная реализация стратегий АДЭ может потребовать от-

личного (по сравнению с реализацией той же стратегии в последовательной

моде) количества вычислений целевой функции NFE.

Время решения 10-мерной задачи Розенброка различными страте-

гиями параллельных реализаций АДЭ и классической синхронной ДЭ

с σ = 0,2 представлено на рис. 1.15. Размер популяции зафиксирован:

Np = 40. Параллельные расчеты синхронизированными стратегиями ДЭ

DE/rand/1/bin и DE/best/1/bin (пунктирные линии) довольно быстро вы-

ходят на уровень насыщения. В то же время соответствующие им асин-

хронные стратегии DE/rand/rand/1/bin и DE/rand/best/1/bin (сплошные

линии) показывают более высокие значения для ускорения при параллель-

15Другими словами, вероятность p(t) того, что время вычисления значения целевой функции f(ui)

составит t, есть p(t) =

{
φ
(
t−1
σ

)
/
(
1− Φ

(
− 1

σ

))
, t > 0,

0, t 6 0,
где φ(·) – плотность вероятности стандартного

нормального распределения, Φ(·) — его функция распределения.
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ных вычислениях.

Таким образом, для типичной минимизационной задачи была получе-

на зависимость ускорения алгоритма АДЭ как функция доступного числа

процессоров Nproc (рис. 1.15). Благодаря асинхронизации достигнуто луч-

шее ускорение по сравнению с классической синхронной дифференциаль-

ной эволюцией. Для параллельных вычислений с большим количеством

параллельных процессов метод АДЭ значительно превосходит синхрони-

зированный метод классической ДЭ.

1.5.4. Ускорение методов АДЭ-P и несинхронизованной ДЭ

со смешиванием поколений с рестартом (ДЭСП-Р)

В [6] оценки ускорения при параллельных вычислениях приведены

для метода АДЭ с рестартом (про метод АДЭ-Р см п.1.3). АДЭ-Р стар-

тует с популяции небольшого размера Nmin
p . Для рестарта задействованы

критерии стагнации (1.16) и (1.17). При выполнении критериев рестар-

та алгоритм возобновляет вычисления с увеличенным в k раз размером

популяции16.

Сравнение проводилось с параллельной ДЭ со смешиванием поколе-

ний [67] (ДЭСП), к которой применялся такой же метод рестарта (ДЭСП-Р).

В этой реализации ДЭ освободившимся ведомым процессам поручается

расчет пробных векторов, сгенерированных случайным образом по фор-

муле (1.1) для еще не рассчитанных векторов из текущей популяции. Для

каждого пробного вектора отслеживается индекс целевого вектора. Пере-

ход к следующему поколению осуществляется в момент, когда для каждо-

го вектора текущей популяции существует хотя бы один пробный вектор

с рассчитанной целевой функцией. Пробные векторы, рассчитанные позже

перехода к следующему поколению, сравниваются с целевыми векторами

с тем же индексом.

Скорость сходимости стратегий ДЭСП-Р и АДЭ-Р и ускорение

для многопотоковых вычислений. В представленных ниже тестах,

так же как и в тестах раздела 1.5.3, предполагается, что вычисление целе-

вой функции требует значительных затрат компьютерного времени, а вре-

мя, необходимое для выполнения операций ДЭ, пренебрежимо мало (1.26).

Время вычисления каждого значения функции случайно и распределено

16В представленных ниже численных расчетах использованы Nmin
p = 16, мультипликатор популяции

k = 2 и критерии рестарта: εθ = 10−12, εf = 10−12.
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Рис. 1.16. Затраченное время (слева) и соответствующее ускорение (справа) для реше-
ния 10-мерной задачи Розенброка в многопотоковом режиме при σ = 0,2 с использова-
нием различных стратегий классического и асинхронного вариантов ДЭСП с рестартом.
Параметры методов АДЭ-Р и ДЭСП-Р: F = 0,9, Cr = 0,9, Nmin

p = 16, k = 2. Сходимость
алгоритма к глобальному минимуму зарегистрирована в 100 случаях из 100 попыток
для каждого измерения [9]
.

согласно усеченному нормальному распределению. За единицу принято

наиболее вероятное время вычисления функции. Разброс σ обусловлен раз-

личной производительностью ведомых процессов и/или различной сложно-

стью вычисления значений целевой функции, соответствующих различным

пробным векторам.

Время, необходимое для решения задачи Розенброка (f6 из набо-

ра тестовых функций CEC-2005 [78]) различными стратегиями АДЭ-Р

и ДЭСП-Р, и соответствующее ускорение при многопотоковых вычислениях

представлены на рис. 1.16.

Для рассмотренных параллельных несинхронизованных стра-

тегий классического ДЭ со смешиванием поколений с реcтартом

(ДЭСП-Р) (DE/rand/1/bin и DEbest/1/bin) и АДЭ-Р (DE/rand/rand/1/bin,

DE/worst/best/1/bin, DE/linworst/linbest/1/bin, DE/linworst/best) ускоре-

ние остается близким к линейному с ростом количества вычислительных

узлов до 50 и выше. Отметим, что для параллельной реализации клас-

сических стратегий ДЭ, DE/rand/1/bin и DE/best/1/bin (см. 1.5.3), оно

в несколько раз ниже.

Для метода АДЭ-P c ростом количества вычислительных узлов для

стратегий DE/rand/rand/1/bin ускорение продолжает оставаться близ-

ким к линейному, однако для стратегии DE/worst/best/1/bin оно падает.

Преимущество DE/rand/rand/1/bin обусловлено большей стохастичностью

стратегии. Отметим, что ускорение, близкое к линейному, сохраняется для
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числа задействованных процессоров, на порядок превышающего размер по-

пуляции.

• Ускорение АДЭ-Р близко к линейному до Nproc & 5Np > Nmin
p .

• Для Nproc<N
min
p : стратегии с меньшей стохастичностью DE/best/1/bin,

DE/worst/best/1/bin, DE/linworst/best/1/bin решают задачу быстрее.

• При Nproc>Np стратегии, сохраняющие разнообразие DE/rand/1/bin,

DE/rand/rand/1/bin, сохраняют линейность ускорения. В результате

обгоняют по скорости стратегии с меньшей стохастичностью.

Причины сверхускорения. Пока число потоков в среднем меньше, чем

размер популяции (Nproc ≤ Nmin
p = 16), ускорение для всех представленных

стратегий практически линейно и даже немного превосходит Nproc.

Это объясняется тем, что при распараллеливании рассчитанные точ-

ки возвращаются в популяцию с запаздыванием (по сравнению с после-

довательной модой), что уменьшает вероятность вырождения популяции

и увеличивает вероятность достижения минимума при меньшем Np. Дей-

ствительно, средний размер финишной популяции для Nproc = 16 для всех

стратегий меньше, чем при однопоточных вычислениях (см. табл. 1.6).

Дальнейшее увеличение количества процессоров приводит к тому, что для

каждого целевого вектора рассчитывается в среднем (Nproc/Np) пробных

векторов, что неэффективно. Поэтому при дальнейшем росте количества

задействованных процессоров для стратегий, лучше сохраняющих разно-

образие в популяции, количество рестартов уменьшается. Для стратегии

DE/rand/rand/1/bin
〈
Nfin

p

〉
Nproc=128

<
〈
Nfin

p

〉
Nproc=1

.

Cтратегии с меньшей стохастичностью, сохраняющие меньше разнообра-

зия в популяции, рестартуют чаще и заканчивают вычисления с большим

Nfin
p . Для стратегии DE/worst/best/1/bin

〈
Nfin

p

〉
Nproc=128

>
〈
Nfin

p

〉
Nproc=1

.

Результативность стратегий АДЭ-Р при решении других задач

из СЕС-2005 представлена в табл. 1.7. Dидно, что при числе процес-

сов меньшем, чем средний размер популяции (Nproc∼1), стратегии направ-

ленного поиска, такие как DE/worst/best/1/bin, DE/linworst/best/1/bin,

DE/linworst/linbest/1/bin, сходятся в среднем быстрее, чем стратегия
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Таблица 1.6. Средний размер финишной популяции
〈
Nfin

p

〉
при разных Nproc

Стратегия
Nproc 1 16 128

ADE-R/rand/rand/1/bin 14.2 13.6 11.6
ADE-R/worst/best/1/bin 26.7 22.9 36.5

DE/rand/rand/1/bin. Однако при числе задействованных процессов боль-

шем, чем средний размер популяции, эффективной оказывается лучше

сохраняющая разнообразие в популяции стратегия DE/rand/rand/1/bin,

для которой ускорение, сопоставимое с количеством задействованных

вычислительных узлов, сохраняется вплоть до Nproch100. Стратегии

DE/linworst/best/1/bin, DE/linworst/linbest/1/bin дают близкие к наилуч-

шему результаты для любого числа вычислительных узлов как для функ-

ций с разделяемыми переменными, так и для многоэкстремальных функ-

ций с неразделяемыми переменными. Наибольшее ускорение при большом

количестве вычислительных узлов получают решения более сложных за-

дач, так как для таких задач задействованы популяции большего размера.

Таблица 1.7. Среднее время и ускорение при параллельных вычислениях стратегий
АДЭ-Р при решении задач f1, f6, f9 и f11 из CEC-2005 [78] с увеличенным допустимым
количеством вычислений функции (до 107) для разных Nproc

Стратегия
Nproc 1 16 128 256

〈T 〉 〈T 〉 уск. 〈T 〉 уск. 〈T 〉 уск.

f 1
:
H

sp
h
. rand/rand/1/bin 3640 300 12 91 40 70.1 52

linworst/linbest/1/bin 3270 300 11 98 33 76.3 43
linworst/best/1/bin 3080 290 11 100 31 77.6 40
worst/best/1/bin 3070 600 5.1 280 11 235.2 13

f 6
:
R

os
. rand/rand/1/bin 50300 2850 18 480 104 504.0 100

linworst/linbest/1/bin 65300 3150 21 690 94 929.8 70
linworst/best/1/bin 39400 2490 16 660 59 1800 (480) 20 (80)

worst/best/1/bin 41300 1980 21 890 46 807.8 50

f 9
:
R

as
tr

. rand/rand/1/bin 6120 380 16 84.5 73 58.8 100
linworst/linbest/1/bin 5500 460 12 92 60 63.0 87
linworst/best/1/bin 6900 530 13 120 60 82.2 84
worst/best/1/bin 6900 940.2 7.4 390 18 238.3 29

f 1
1
:
W

. rand/rand/1/bin 234000 14300 16 2000 120 2200 110
linworst/linbest/1/bin 191000 16300 12 2000 95 1100 170
linworst/best/1/bin 190000 11700 16 1800 105 980 190
worst/best/1/bin 203000 25100 8.1 11000 19 11000 19
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Итак, в этом разделе оценены скорости сходимости и ускорения при

параллельных вычислениях для различных стратегий метода АДЭ-Р. Про-

ведено сравнение с аналогичными характеристиками параллельной несин-

хронизованной ДЭ с аналогично реализованным рестартом (ДЭСП-Р).

Представлены сравнительные характеристики различных асинхронных

стратегий АДЭ-Р.

Выводы по разделу 1.5

В этом разделе представлены результаты тестов параллельной вер-

сии алгоритмов АДЭ и АДЭ-Р, реализованной с использованием модели

ведущий/ведомый.

Получено, что метод АДЭ заметно превосходит классическую синхро-

низированную ДЭ при использовании большого количества параллельных

процессоров (больше, чем размер популяции). Например, метод АДЭ, ре-

шая 10-мерную задачу Розенброка из СЕС-2005 с популяцией Np = 40, поз-

воляет получить результат в 180 раз быстрее, используя 256 параллельно

работающих процессоров, чем используя один вычислительный узел. Ана-

логичное решение классической синхронизированной ДЭ сохраняет уско-

рение, близкое к линейному лишь при Nproc ≤ Np, а при использова-

нии 256 параллельно работающих процессорах получает результат лишь

в 48 раз быстрее, чем c использованием одного вычислительного узла.

Тестирование метода АДЭ-Р проводится при меньшем размере на-

чальной популяции (Nmin
p = 10). При этом средний размер конечной по-

пуляции
〈
Nfin

p

〉
также меньше «оптимального» Np для АДЭ без рестар-

та, так как такой популяции оказывается достаточно для решения задачи

с вероятностью, близкой к единице. С ростом количества задействованных

вычислительных узлов для асинхронных стратегий с рестартом (ДЭНС-Р

и АДЭ-Р) ускорение сопоставимо с количеством задействованных вычисли-

тельных узлов, в то время как для параллельной реализации классической

синхронной ДЭ оно в несколько раз ниже.

Полученные значения для ускорения АДЭ-Р, сопоставимые с коли-

чеством задействованных процессоров Nproc, при Nproc h 100 (см. также

раздел 3.5) говорят об эффективности применения АДЭ-Р на параллель-

ных вычислительных системах.
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Основные результаты, представленные в главе 1

Разработан метод асинхронной дифференциальной эволюции (АДЭ).

Описано семейство методов АДЭ, проведены аналитические и эмпириче-

ские исследования свойств предложенных алгоритмов, описаны основные

преимущества.

• Семейство представляемых методов включает в себя

— Метод АДЭ [7]. В нем операции мутации, кроссовера и отбора, ха-

рактерные для ДЭ, впервые задействованы в предельной форме

квазистационарного (steady-state) алгоритма: на каждом шаге об-

новляется только один из членов популяции.

— Метод АДЭ с рестартом [9, 11]. Он позволяет исключить размер

популяции из числа управляющих параметров алгоритма. Автома-

тическое наращивание размера популяции в соответствии со слож-

ностью решаемой задачи позволяет увеличить средние скорость

и вероятность сходимости алгоритма при решении широкого класса

задач.

— Метод АДЭ-АКМ [10]. В этом методе предложен и впервые ис-

пользован новый тип адаптивного кроссовера, учитывающий кор-

реляции между параметрами. В нем также реализована адаптация

масштабирующего фактора F . Это делает новый метод квазипара-

метронезависимым с точки зрения пользователя и позволяет нахо-

дить решения широкого класса задач без дополнительных настроек

параметров алгоритма.

— Параллельные версии алгоритмов АДЭ, АДЭ-Р, АДЭ-АКМ.

• Аналитическое исследование методов заключается в нахождении гра-

ниц допустимых значений управляющих параметров АДЭ.

— Сформулирован математический подход к оценке допустимых зна-

чений параметров алгоритма (раздел 1.2). Получено, что необходи-

мым условием предупреждения преждевременной сходимости по-

пуляции является выполнение соотношения (1.13) между управля-

ющими параметрами (F и Cr при заданном Np) алгоритма АДЭ.

— Сканирование области сходимости для ряда стратегий на приме-

ре поиска минимума для функций f1, f6, f9, f11 из CEC-2005 [78]
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показывает, что полученные аналитическе ограничения не проти-

воречат эмпирически найденным областям сходимости [8].

• Проведенно эмпирическое исследование свойств алгоритма:

— Получены оценки для скорости и вероятности сходимости методов

АДЭ и АДЭ-Р для ряда тестовых функций из СЕС-2005 при раз-

личных значениях управляющих параметров (разделы1.1.3 и 1.3).

— Впервые проанализирована зависимость скорости сходимости от

величины параметров рестарта метода АДЭ-Р (раздел 1.3).

— Получены оценки для скорости и вероятности сходимости метода

АДЭ-АКМ для тестовых функций BBOB-2012 и проведено сравне-

ние с другими существующими алгоритмами (раздел 1.4).

• Преимущества методов АДЭ состоят в улучшении показателей скоро-

сти и вероятности сходимости по сравнению с ДЭ и в возможности

эффективно применять методы в режиме параллельных вычислений,

– Показано, что метод АДЭ имеет сопоставимые с классической ДЭ

скорость и вероятность сходимости (раздел 1.1). Методы АДЭ-Р

и АДЭ-АКМ улучшают показатели скорости и вероятности сходи-

мости по сравнению с ДЭ (раздел 1.3). Вероятность сходимости

метода АДЭ-АКМ находится на конкурентном уровне среди луч-

ших из существующих адаптивных методов ДЭ, особенно для задач

и частично разделяющимися переменными (раздел 1.4).

– Показано, что новый метод АДЭ хорошо приспособлен для парал-

лелизации (см раздел 1.5, а также раздел 3.5). Получено, что мето-

ды АДЭ и АДЭ-Р заметно превосходят по скорости классическую

синхронизированную ДЭ и показывают ускорение, сопоставимое

с количеством задействованных процессоров Nproc, при использо-

вании большого количества параллельных процессоров — больше,

чем размер популяции: Nproc h 50 (см. также раздел 3.5).

Таким образом, использование методов АДЭ и АДЭ-Р для расчетов

как в последовательной моде, так и на параллельных вычислительных си-

стемах эффективно и перспективно.

Основные результаты данной главы опубликованы автором в рабо-

тах [1, 6–13, 15].
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2. Оценка параметров пион-нуклонной амплитуды

в рамках микроскопической модели пион-ядерного

рассеяния с использованием АДЭ

В этой главе представлено численное исследование микроскопической

модели упругого пион-ядерного рассеяния (ММПЯУР) с использованием

метода АДЭ. Микроскопическая модель пион-ядерного упругого рассея-

ния, построенная с использованием микроскопического оптического потен-

циала (МОП) и релятивистского волнового уравнения (РВУ) Шредингера,

используется для оценки параметров пион-нуклонной амплитуды по дан-

ным о дифференциальных сечениях упругого рассеяния пионов на ядрах

при кинетических энергиях налетающих пионов T = 130 ÷ 219МэВ, по-

крывающих область энергии возбуждения пион-нуклонного ∆(1232)P33-

резонанса с массой πN -пары 1232МэВ1 [1, 2, 11, 15–18].

Исследованию пион-ядерного рассеяния посвящено значительное чис-

ло теоретических и экспериментальных работ [87, 96, 101, 109]. Тем не ме-

нее, задача построения реалистичного теоретически обоснованного пион-

ядерного потенциала, необходимого для моделирования не только упругого

рассеяния пионов, но и более сложных пион-ядерных взаимодействий, оста-

ется актуальной. Большинство известных работ по расчетам пион-ядерных

дифференциальных сечений основано на применении тех или иных феноме-

нологических форм потенциала либо на использовании микроскопическо-

го потенциала Кислингера [98, 99], где учитывается вклад в пион-ядерное

рассеяние s-, p- и d-волн πN -амплитуды. Все они имеют 6 (шесть) или бо-

лее свободных параметров этого потенциала, подгоняемых по эксперимен-

тальным данным. Другой подход использует высокоэнергетическое при-

ближение (ВЭП) Глаубера – Ситенко многократного рассеяния нуклонов

ядрами [82, 85, 91, 92, 94, 96, 101, 107, 109–111], где амплитуда пион-ядерного

рассеяния строится на основе πN -амплитуды в виде гауссовской функции,

c учетом перерассеяния пиона на нуклонах ядра. В ВЭП при расчете се-

чений в ядерных задачах имеются известные технические трудности, свя-

занные с вычислением многомерных интегралов при учете перерассеяния

налетающей частицы на нуклонах ядра. Поэтому в таком подходе ограни-

1Также в литературе ∆(1232)P33-резонанс иногда обозначается как (3,3)-резонанс.
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чиваются в основном анализом рассеяния на легких ядрах, когда доста-

точно использовать волновые функции ядер осцилляторного базиса, что

существенно упрощает расчеты. Другая трудность состоит здесь в необхо-

димости учета искажения классической траектории интегрирования в ку-

лоновском и ядерном поле, когда анализируются данные рассеяния на яд-

рах среднего и тяжелого веса, где эти поправки оказываются важными.

В диссертации для построения потенциала использован подход, раз-

работанный ранее в [84] для моделирования каон-ядерного рассеяния.

Согласно этому подходу микроскопический оптический потенциал пион-

ядерного рассеяния строится на основе интеграла свертки (фолдинга)

двух функций: формфактора распределения плотности точечных нуклонов

ядра-мишени, которые известны из данных независимых экспериментов,

и амплитуды пион-нуклонного рассеяния. Расчет сечений ведется на осно-

ве решения соответствующего релятивистского волнового уравнения с ис-

пользованием построенного потенциала. Амплитуда пион-ядерного рассея-

ния характеризуется тремя параметрами, значения которых подгоняются

по экспериментальным данным. Тем самым появляется возможность полу-

чить новую информацию о механизме пион-нуклонного рассеяния в ядер-

ной среде, а именно: как изменяются параметры рассеяния пионов на нук-

лонах, которые не являются свободными, а находятся в ядерной среде.

Оптимизационные задачи, возникающие при оценке параметров мик-

роскопического оптического потенциала (МОП), обладают сложным про-

филем, имеют несколько локальных минимумов, и, возможно, профиль

целевой функции не везде является гладким. Это может приводить к опре-

деленным трудностям при использовании методов поиска локального ми-

нимума: завершение расчетов в одном из второстепенных минимумов, диа-

гностирование сходимости метода в точке, не являющейся минимумом, или

даже отсутствие сходимости метода. Поэтому в диссертации для оптими-

зации параметров пион-нуклонной амплитуды использован метод АДЭ.

В начале главы изложены основные формулы, описывающие пион-

ядерное упругое рассеяние в приближении МОП и процедуру расчета диф-

ференциальных сечений упругого рассеяния π-мезонов на ядрах.

Далее приводится описание программного комплекса для нахождения

параметров МОП по экспериментальным данным о дифференциальных се-

чениях упругого рассеяния π-мезонов на ядрах. Программный комплекс

оптимизирует параметры модели для наилучшего соответствия экспери-
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ментальным данным. Путем минимизации невязки между теоретически

полученными сечениями и с экспериментальными данными подгоняются

три параметра пион-нуклонной амплитуды: полное сечение πN -рассеяния,

отношение реальной к мнимой части πN -амплитуды рассеяния вперед и па-

раметр наклона, которые в дальнейшем сравниваются с соответствующими

параметрами амплитуды рассеяния на свободных нуклонах.

В программном комплексе использован метод глобальной миними-

зации АДЭ. В следующих разделах обсуждаются преимущества АДЭ

при таких оценках и ускорение параллельных вычислений для OpenMP-

реализации программного комплекса.

В конце главы обсуждаются полученные результаты: i) рассчитан-

ные дифференциальные сечения упругого рассеяния π-мезонов на ряде

ядер при энергиях от 130 до 290 МэВ, согласующиеся с эксперименталь-

ными данными; ii) полученные параметры πN-амплитуды рассеяния пи-

онов на нуклонах ядерной среды; iii) сравнение сходимости метода АДЭ

и метода симплексов и квазиньютоновского метода с формулой Давидона –

Флетчера – Пауэлла для апдейта гессиана при оценке параметров МОП.

2.1. Постановка задачи, основные формулы

Микроскопический оптический потенциал. За основу расчетов

взят микроскопический оптический потенциал, полученный в [82,86] на ос-

нове теории многократного высокоэнергетического рассеяния частиц на со-

ставных системах [90, 94, 110] в оптическом пределе. В этом пределе меха-

низм процесса интерпретируется как однократное рассеяние пионов на нук-

лонах ядра с πN -амплитудой, просуммированной по всем нуклонам, а рас-

пределение нуклонов в ядре задается функцией ядерной плотности. Обе

эти величины известны, вообще говоря, из независимых данных: плот-

ность — из электрон-ядерного рассеяния, а πN -амплитуда — из рассеяния

пионов на водородной мишени. Действительно, поскольку непосредствен-

но измерить рассеяние пионов на свободных нейтронах невозможно, то при

анализе рассеяния на ядрах учитывается изоспиновая симметрия

f
(
π±n

)
= f

(
π±p

)
, (2.1)
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что позволяет использовать только данные о рассеянии π±-мезонов на сво-

бодных протонах. Итак, согласно [82] имеем

UH
π±A = − 1

πE

∑

N=p,n

∞∫

0

j0(qr)ρN(q) Fπ±N(q) q
2dq. (2.2)

Здесь2 E — полная энергия пиона в c.ц.м.; j0(qr) — сферическая функция

Бесселя; ρp(q) и ρn(q) — формфакторы функций распределения плотности

точечных протонов и нейтронов ядра. Пион-нуклонная амплитуда рассея-

ния Fπ±N в (2.2) представляется в виде

Fπ±N(q) =
k

4π
σπ±N [i+ απ±N ] · fπ±N(q), (2.3)

где σπ±N , απ±N и βπ±N есть параметры πN -амплитуды рассеяния, в которой

формфактор
fπ±N(q) = e−

β
π±N

q2

2 (2.4)

определяет зависимость амплитуды от переданного импульса q. Для сво-

бодного πN -рассеяния эти параметры сведены в известные таблицы [89,

103]. Подставляя (2.3) в (2.2), получаем

UH
π±A = V H + iWH =

= − k

4π2E

∑

N=p,n

σπ±N (i+ απ±N)

∞∫

0

j0(qr)ρN(q)fπ±N(q)q
2dq. (2.5)

Здесь E =
√
k2 +m2

π и k = MAk
lab√

(mπ+MA)2+2MAT lab
— полная энергия и им-

пульс пиона в с.ц.м., mπ — масса пиона, MA — масса ядра, klab =√
T lab (T lab + 2mπ) — импульс, E lab —полная, T lab = E lab −mπ — кинети-

ческая энергия пиона в лабораторной системе координат. Формфакторы

функций распределения плотности точечных протонов и нейтронов ядра,

ρp(q) и ρn(q), нормированы соответственно на Z и (A− Z).
Учитывая соотношение изотопической симметрии (2.1) для ядер

с близким числом протонов и нейтронов Z ≃ (A − Z), можно предполо-

жить, что их функции распределения плотности одинаковы: ρp = ρn = 1
2ρ,

где ядерная плотность нуклонов ρ(r) нормирована на атомную массу A.

Обозначив скорость пиона как βc = k/E, получим, что потенциал (2.5)

2Здесь и далее в этом разделе используется естественная система единиц (Natural units), в которой
~ = c = 1; ~ = h/2π — редуцированная (или рационализированная, или приведённая) постоянная
Планка или постоянная Дирака; h — постоянная Планка; c — скорость света в вакууме.
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принимает вид

UH
π±A(r) = − βc

(2π)2σπ± (i+ απ±)
∞∫
0

j0(qr)ρ(q)fπ±(q)q2dq, где fπ±(q) = e−
β
π±·q2

2 .(2.6)

Потенциал (2.6) зависит от параметров σπ±, απ± и βπ± πN-амплитуды

рассеяния, которые с учетом изотопической симметрии (2.1) выражаются

через параметры пион-протонной амплитуды:

σπ+ = σπ+p, απ+ = απ+p, βπ+ = βπ+p, (2.7)

σπ− = σπ−p, απ− = απ−p, βπ− = βπ−p.

С учетом зарядовой симметрии в некоторых работах был использо-

ван еще более упрощенный подход. Например, в работах [89,103] приведены

усредненные параметры πN -амплитуд рассеяния для ряда энергий в обла-

сти (3,3)-резонанса:

σ =
1

2
[σπ+p + σπ−p], α =

1

2
[απ+p + απ−p], β =

1

2
[βπ+p + βπ−p]. (2.8)

Потенциал (2.6) с учетом зарядовой симметрии принимает вид

UH(r) = − βc
(2π)2

σ (i+ α)

∞∫

0

j0(qr)ρ(q)f(q)q
2dq, где f(q) = e−

β·q2
2 (2.9)

и зависит от параметров σ, α и β πN -амплитуды рассеяния.

В работе [83] продемонстрировано, что использование потенциала

(2.6) вместо (2.5) почти не сказывается на качестве расчета дифференци-

альных сечений упругого рассеяния.

В расчетах используется ядерная плотность ρ(r) в виде симметризо-

ванной ферми-функции

ρ(r) = ρSF (r) = ρ0
sinh (R/a)

cosh (R/a) + cosh (r/a)
(2.10)

с параметрами радиуса R и диффузности a. Значения этих параметров

приведены в табл. 2.1. Фактор

ρ0=
3A

4πR3

[
1 + (

πa

R
)2
]−1

(2.11)

вычисляется из условия нормировки 4π

∫ ∞

0

ρ(r)r2dr=A. Для ядер сред-

него и тяжелого веса функция (2.10) практически совпадает по форме

со стандартным ферми-распределением. Преимущество симметризованной

ферми-функции состоит в том, что с ее помощью можно параметризовать

также функции распределения плотности легких ядер, а также в том, что
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Таблица 2.1. Параметры радиуса R и диффузности a

Мишень A Z R, фм a, фм Cсылка ρ0, фм−3
〈
r2
〉 1

2 , фм rc, фм
9Be 9 4 1,736 0,85 [105] 0,108 3,437 2,219
28Si 28 14 2,98 0,533 [105] 0,192 3,042 1,293
28Si 28 14 3,134 0,477 [85] 0,177 3,006 1,278
40Ca 40 20 3,787 0,485 [105] 0,151 3,443 1,300
40Ca 40 20 3,593 0,493 [85] 0,174 3,332 1,258
58Ni 58 28 4,08 0,515 [97] 0,176 3,694 1,232
58Ni 58 28 4,2 0,475 [88] 0,166 3,702 1,234
208Pb 208 82 6,654 0,475 [105] 0,160 5,448 1,187
«Cсылка» = источник данных для R и a; ρ0 рассчитано в соответствии с R и a по фор-

муле (2.11);
〈
r2
〉1/2

— среднеквадратичный радиус ядра, рассчитанный в соответствии с R
и a; rc — зарядовый радиус равномерно заряженной сферы с тем же среднеквадратичным
радиусом

для нее формфактор известен в явном виде [81]:

ρSF (q) = −ρ0
4π2aR

q

cos qR

sinh(πaq)

[
1−

(πa
R

)
coth(πaq) tan(qR)

]
. (2.12)

Релятивистское волновое уравнение. При расчете дифференциаль-

ных сечений упругого рассеяния используется подход, аналогичный разра-

ботанному в работе [84] для рассеяния K-мезонов ядрами. Для этого рас-

считывается микроскопический оптический потенциал (2.6) вместе с куло-

новским потенциалом равномерно заряженной сферы радиуса Rc = rcA
1
3 .

Значения параметра rc рассчитаны в соответствии со взятыми из литера-

туры параметрами функции распределения протонов в ядре (см. табл. 2.1).

Затем на основе полученного из уравнения Клейна — Гордона — Фока ре-

лятивистского волнового уравнения Шредингера
(
∆+ k2

)
ψ(~r) = 2µ̄

[
UH(r) + Uc(r)

]
ψ(~r), (2.13)

где µ̄ = EMA/(E +MA) — релятивистская приведенная масса пиона в си-

стеме центра масс, E — полная энергия пиона, k — импульс, рассчитывает-

ся дифференциальное сечение упругого рассеяния с помощью программы

DWUCK4 [100].

Подгонка параметров πN-амплитуды. Подгонка осуществляется ми-

нимизацией среднеквадратичного отклонения логарифма рассчитанного

дифференциального сечения от соответствующих экспериментальных дан-

ных. Величина таких отклонений зависит от варьируемых параметров σ,
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Таблица 2.2. Параметры для расчетов оптического потенциала и дифференциальных
сечений упругого рассеяния π-мезонов на ядрах

Мишень T lab E γ(r) T cm
non Мишень T lab E γ(r) T cm

non
28Si 130 267,56 1,908 187,68 40Са 130 268,16 1,915 188,53
58Ni 130 268,59 1,920 189,15 208Pb 130 269,30 1,928 190,15
28Si 162 298,88 2,128 251,56 40Са 162 299,68 2,138 252,88
58Ni 162 300,26 2,145 253,84 208Pb 162 301,20 2,156 255,41
28Si 180 316,46 2,252 290,53 40Са 180 317,38 2,263 292,16
58Ni 180 318,05 2,271 293,36 208Pb 180 319,14 2,285 295,31
28Si 226 361,28 2,567 399,94 40Са 226 362,55 2,582 402,60
58Ni 226 363,48 2,594 405,02 208Pb 226 364,98 2,612 407,73
28Si 230 365,17 2,594 410,12 40Са 230 366,47 2,610 412,89
58Ni 230 367,43 2,622 414,92 208Pb 230 368,97 2,640 418,22
9Be 291 412,19 2,92 541,75
28Si 291 424,36 3,01 578,43 40Са 291 426,19 3,03 583,11
58Ni 291 427,54 3,05 586,55 208Pb 291 429,72 3,07 592,16

α и β пион-нуклонной амплитуды (2.3):

χ2 = f (σ, α, β) =WRSS lg =
∑

i

(
yi,lg − ŷi,lg(σ, α, β)

)2

si,lg2
, (2.14)

где yi,lg = log
(
dσ
dΩ

)
i

есть экспериментальные значения логарифма диффе-

ренциальных сечений, а ŷii,lg = log
[
dσ
dΩ(σ, α, β)

]
i
— расчетные значения ло-

гарифма дифференциальных сечений, si,lg
2 — квадраты ошибок логариф-

мов экспериментальных значений.

Подгоняемыми значениями являются σ, α и β. Входными парамет-

рами для расчетов также являются: кинетическая энергия налетающего

π-мезона T lab; полная энергия пиона в систем ц.м. E; фактор релятиви-

зации γ(r) = γ MA+mπ

MA+γmπ
, где γ = E

mπ
; нерелятивистская кинетическая энер-

гия T cm
non = k2

2µ
, где µ = MAmπ

MA+mπ
; атомная масса A и заряд Z ядра-мишени;

радиус R и диффузность a ферми-распределения плотности точечных нук-

лонов в ядре. Значения этих параметров представленные в табл. 2.1 и 2.2.

2.2. Описание комплекса программ

Процесс расчета параметров МОП состоит из нескольких этапов

и осуществляется по следующей схеме (рис. 2.1):

Скрипт «face4data» подготавливает все необходимые файлы

для дальнейшей работы: вставляет в шаблоны значения параметров

пионов и ядер, которые не будут варьироваться, копирует все необходимые
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файлы в отдельную директорию.

Затем «main.xml» запускает минимизатор АДЭ, в котором парамет-

ры σ, α и β варьируются и расчет невязки (2.14) осуществляется скриптом

                        

        

iface4data

main_xml

АДЭ

iface4dwk

Results

pion_mezon.inp

crs-pipm-sab.xml

Рис. 2.1. Программный комплекс

«iface4dwk» для каждого расчета целе-

вой функции:

• Пробный вектор (σ, α, β) записывает-

ся в файл «pipm-sab.NNNN.inp».

• Запускается модуль для расчета це-

левой функции «iface4dwk», исполь-

зующий «pipm-sab.NNNN.inp» в ка-

честве входных данных и выда-

ющий результат в файл «pipm-

sab.NNNN.out» ).

• Значение целевой функции для пробного вектора (значение невязки)

f(σ, α, β) считывается из файла «pipm-sab.NNNN.out» и передается

в алгоритм.

• На стандартный out выдаются промежуточные результаты (через за-

данное число шагов): координаты минимума, значение в минимуме —

и окончательные результаты расчетов (если получены): координаты

минимума, значение в минимуме и оценки для доверительных интер-

валов.

Многократно запускаемая из АДЭ процедура «iface4dwk» осуществ-

ляет расчет целевой функции, выполняя последовательность действий,

представленную на рис. 2.2:

• Получает варьируемые параметры (σ, α, β) из переданного алго-

ритмом файла и формирует входной файл «heapot_piplus.inp»

для программы расчета МОП «heapot_piplus» [84] — модифици-

рованной программы hea_total.f из библиотеки программ ОИЯИ

(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/hea).

• Запускает программу «heapot_piplus», которая рассчитывает с задан-

ными σ, α, β, A, Z, R, a и E микроскопический оптический потенциал

МОР(σ, α, β) (вещественную и мнимую части) и формирует его в виде

матриц v5 и w5.
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σ, α, β

DWUCK4

discre-
pancy

Exp_data

fort.5

fort.5.pipm.template.1
fort.5.pipm.template.2

fort.13

F_discre-
pancy.out

heapot_piplus

heapot_pip-
lus.inp

heapot_piplus.
inp.template

pipm-sab.-
NNN.inp

pipm-sab.-
NNN.out

v5
w5

Рис. 2.2. Последовательность действий, осуществляемая скриптом «iface4dwk».
«heapot_piplus» — программа для расчета МОП [84]; «DWUCK4» [100] — программа,
рассчитывающая дифференциальное сечение упругого рассеяния на основе релятиви-
зованного уравнения Шредингера (2.13); «discrepancy» — модуль для расчета невязки
(2.14)

• Автоматически формируется стандартизованный входной файл

«fort.5» для модифицированной программы DWUCK4 [100]

из «fort.5.pipm.template.1» и «fort.5.pipm.template.2» и матриц

v5 и w5.

• Запускает модифицированную программу DWUCK4, которая реализу-

ет численное решение задачи рассеяния для уравнения Шредингера

(2.13) на основе разложения волновых функций по сферическим гар-

моникам, вычисляет дифференциальные сечения упругого рассеяния

и записывает результаты в файл.

• Запускает программу «discrepancy» (С++), которая считывает тео-

ретические и экспериментальные значения сечений из файлов и рас-

считывает взвешенную невязку (2.14) между теоретическими и экспе-

риментально измеренными дифференциальными сечениями упругого

рассеяния.

• Представляет результат в виде, удобном для дальнейшего использова-

ния в модуле «Алгоритм АДЭ».

Значения параметров σ, α и β, обеспечивающие минимум χ2:

(σ, α, β) = Argmin f (σ, α, β),

определяются с использованием алгоритма АДЭ.

Таким образом, разработанный комплекс программ помимо стандарт-

ного кода DWUCK4 и созданной ранее FORTRAN-программы «heapot-

piplus» состоит из следующих компонент.
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1 Библиотека метода АДЭ (OMP-вариант) — модуль, написан-

ный на языке С++. Заголовочные файлы использованных частей

библиотеки: «ade_optimizer.h», «ade_settings.h», «parameter_list.h»,

«problem_definition.h».

2 Программа расчета взвешенной невязки «discrepancy» — модуль, напи-

санный на языке С++.

3 Cкрипт «iface4data», готовящий исходные данные к расчетам.

4 Cкрипт «iface4dwk», для связки программ, осуществляющих различ-

ные этапы расчета целевой функции, в единую последовательность.

5 (опция) Скрипт, запускающий серию расчетов (для оценок для различ-

ных энергий и ядер).

Оценка ускорения АДЭ при параллельных вычислениях

Вычисления производились как в последовательном, так и в парал-

лельном режимах. Распараллеливание вычислений организовано на основе

технологии OpenMP3 для многопоточных приложений на многопроцессор-

ных системах с общей памятью. Для распараллеливания использована так

называемая модель ведущий/ведомый (см. рис. 1.14 в разделе 1.5.2).

Параметры, с которыми проводился расчет. Расчеты проводились

со следующими параметрами АДЭ: F = 0,8, Cr = 0,8, и c первоначаль-

ной областью поиска глобального минимума: σ ∈ [0, 20]фм2, α ∈ [−2, 2],
β ∈ [0, 2]фм−2. Требуемая точность локализации минимума (критерий вы-

хода) задается как отношение разброса значений целевой функции (2.14)

к максимуму модуля ее значения (см. критерий стагнации (1.17)). Выход

из итерационного процесса происходит, когда упомянутая величина не пре-

вышает 10−4:

ef =
maxi=0,...,Np−1{fi} −mini=0,...,Np−1{fi}

maxi=0,...,Np−1{|fi|}
< εf = 10−4. (2.15)

Полученное ускорение при параллельных вычислениях. При вы-

шеперечисленных параметрах для расчетов рассеяния π− на ядрах 28Si при

энергии T lab = 130МэВ на четырехъядерном процессоре Intel(R) Core(TM)

i7-2630QM CPU@2.00GHz при четырехпоточном вычислении стратегия

3OpenMP (Open Multi-Processing) — открытый стандарт для распараллеливания программ на язы-
ках Си, Си++ и Фортран. www.openmp.org — официальный сайт OpenMP
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DE/rand/rаnd/1/bin с Np = 20 требует 2300 ± 250 вычислений целевой

функции (2.14), что занимает 137±18 с. Эта же стратегия в последователь-

ном режиме вычислений для нахождения минимума с той же точностью

требует 1875±230 расчетов целевой функции, что занимает 231±29 с. Та-

ким образом, ускорение расчетов при использовании четырех процессоров

по сравнению с однопоточным режимом составляет 1,7.

Потери реального времени при распараллеливании связаны с конку-

рированием параллельных процессов при работе с жестким диском. Дей-

ствительно, обмен данными между отдельными модулями данной про-

граммы осуществляется посредством записи на жесткий диск — чтения

с жесткого диска. Среднее время, затрачиваемое на одно вычисление в по-

следовательной моде составляет τ 1 thread
1 ≈ 0,123 c, а в параллельной —

τ 4 thread
1 ≈ 0,060 c, что соответствует совокупному времени работы всех че-

тырех ядер процессора 0,240 с.

Если бы обмен данными с жестким диском не ограничивал скоро-

сти расчетов, то ускорение оптимизационного алгоритма составило бы

speedup = 4∗N4thr

N1th
= 3,3. Отличие ускорения от количества задействован-

ных процессоров обусловлено большим количеством вычислений целевой

функции в параллельном режиме.

Таким образом, конкретная реализация решения реальных физиче-

ских задач накладывает свои ограничения на скорость работы в парал-

лельном режиме программного комплекса, использующего АДЭ. Так, при

расчетах рассеяния пионов на ядрах была использована OMP-версия па-

раллельной реализации АДЭ, вычисления проводились на четырехъядер-

ном персональном компьютере. Однако процесс расчета целевой функции

производился программным комплексом, использующим ряд программ, ко-

торые, в свою очередь, обмениваются данными посредством записи на диск

— чтения с диска. Это приводит к тому, что скорость обращения к диску

становится ключевым фактором ограничения скорости при работе оптими-

затора в параллельном режиме. Из-за этого реальное (астрономического)

время расчетов сократилось всего в 1,7 раза, в то время как сам алгоритм

мог обеспечить ускорение около 3,3.
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2.3. Обсуждение численных результатов

Сравнение рассчитанных дифференциальных сечений упругого

пион-ядерного рассеяния с экспериментальными данными. В ра-

боте [83] показано, что рассчитанное сечение с использованием потенциала

(2.6) и подгонкой трех параметров (2.7) пион-нуклонной амплитуды дает

результаты, согласующиеся с результатами расчета для потенциала (2.5)

с шестью параметрами, рассеяния пионов отдельно на протонах и нейтро-

нах [2]. Оба расчета близки друг к другу и отражают основные черты

пион-нуклонного рассеяния. Однако, для того, чтобы добиться приемлемо-

го согласия с экспериментальными данными с достаточно низкими значе-

ниями χ2 отклонений, необходимо делать подгонку этих параметров, рас-

сматривая πN -амплитуду как амплитуду рассеяния пионов на нуклонах,

находящихся в ядерной среде.

Рис. 2.3 демонстрирует результаты подгонки параметров πN -

амплитуд для дифференциальных сечений π−-рассеяния (а) и π+-

рассеяния (б) на ядрах 28Si, 54Ni, 208Pb при T lab = 291 МэВ по экспери-

ментальным данным из [93]. Качество описания экспериментальных дан-

ных существенно улучшено по сравнению с расчетами, в которых исполь-

зовались параметры рассеяния на свободных нуклонах [2]. В дальнейшем

при сравнении с другими экспериментальными данными мы будем исполь-

зовать только потенциал (2.6) и варьировать в подгонках три указанных

параметра (2.7).

На рис. 2.4 и 2.6 приведены результаты подгонки к данным работ [106]

и [95] для рассеяния π-мезонов на ядрах 28Si и 40Ca при энергиях T lab = 180

МэВ и 130 МэВ.

На рис. 2.5 показаны в сравнении с подогнанными к ним сечениями

экспериментальные данные из работы [104] сечения рассеяния π±-мезонов

на ядрах 28Si, 58Ni, 208Pb при энергии T lab = 162 МэВ. Следует отметить,

что этот результат находится в согласии с приведенными в той же работе

расчетами с использованием типичного в таких задачах шести- и более

параметрического потенциала Кисслингера.

В табл. 2.3 приведены значения полученных таким образом парамет-

ров πN -амплитуды в ядерной среде ( «in-medium» параметров) и соответ-

ствующие статистические ошибки, обусловленные указанными в этих ра-

ботах ошибками экспериментальных данных, оцененные исходя из условия
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Рис. 2.3. Результаты расчета дифференциальных сечений π−-рассеяния (а) и π+-
рассеяния (б) на ядрах 28Si, 54Ni, 208Pb при T lab = 291 МэВ, рассчитанные с параметрами
πN -амплитуды, подогнанными к экспериментальным данным из [93], и представленны-
ми в табл. 2.3 [2]

∆χ2 = 1, и χ2-отклонения в расчете на одну степень свободы.

По результатам приведенных сравнений можно прийти к заключе-

нию, что обсуждаемая трехпараметрическая модель при своей относитель-

ной простоте и небольшом числе подгоняемых параметров в целом обеспе-

чивает согласие с экспериментальными данными, сопоставимое с результа-

тами, полученными в рамках других подходов с бо́льшим числом парамет-

ров. Значения4 χ2/k лежат главным образом в пределах от двух до шести,

хотя, например, для рассеяния π++208Pb при T lab = 162 МэВ, π±+28Si при

T lab = 180 МэВ они превышают 10. Относительно расчетов рассеяния на
208Pb необходимо отметить, что в сформулированном подходе использова-

лось весьма удобное выражение (2.6) для оптического потенциала, которое,

однако, как уже было отмечено, справедливо для рассеяния π-мезонов на

ядрах с близкими числами протонов и нейтронов. И поскольку у ядра 208Pb

4k = n − l — число степеней свободы, n — количество экспериментальных точек, l — количество
переменных.
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Рис. 2.4. То же, что на рис.2.3, но для ядер 28Si, 40Ca при T lab = 180 МэВ. [2]. Экспери-
ментальные данные — из [106] и [95]

имеется большой избыток из 44 нейтронов, то здесь требуется, вообще го-

воря, специальное рассмотрение.

Второе замечание состоит в том, что используемое выражение (2.4)

для амплитуды πN -рассеяния в виде гауссовой функции справедливо в ос-

новном для области сравнительно больших энергий и малых углов рассе-

яния. Действительно, экспериментом установленное поведение дифферен-

циального сечения πN -рассеяния характеризуется ростом при углах боль-

ше 90◦ (см., например, [108]), в то время как подгоняемое сечение пион-

нуклонного рассеяния ∼ exp(−βq2) продолжает убывать в этой области

углов. Для иллюстрации последствий такого несоответствия нами сдела-

ны расчеты рассеяния пионов с отбрасыванием экспериментальных точек

при углах Θ > 80◦. На рис.2.7 эти результаты представлены для рассеяния

π++28Si при T = 180 МэВ в сравнении с экспериментальными данными

из [104, 106]. Сплошная кривая соответствует оптимальному значению χ2

для полного набора экспериментальных данных (36 точек). Штриховая

кривая построена для набора из 31 точки c отбрасыванием последних пя-
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Рис. 2.5. То же, что на рис.2.3, но для T lab = 162 МэВ. [2]. Экспериментальные данные
— из [104]

ти измерений. При этом качество подгонки, оцениваемое значением χ2/k,

возрастает более чем в два раза.

Рассчитанные по редуцированному набору экспериментальных дан-

ных (с отбрасыванием измерений при углах > 80◦) параметры представле-

ны в табл. 2.4. Сравнение данных в табл. 2.3 и табл. 2.4 показывает: в боль-

шинстве случаев отбрасывание измерений при больших углах приводит

к улучшению согласия с остальными экспериментальными точками, и при

этом, что важно, значения параметров подгонки меняются несущественно.

Поведение «in-medium» параметров πN-амплитуды. Для изуче-

ния влияния ядерной среды на амплитуду пион-нуклонного рассеяния нами

проведено [2] сравнение усредненных («эффективных») значений парамет-

ров Xeff = (Xπ+ + Xπ−)/2 (где X = σ, α, β), полученных из данных по

рассеянию пионов в ядерной среде, с данными рассеяния на свободных

нуклонах, представленными в работах [89, 103].

Эти результаты аккумулированы на рис. 2.8, где показано, как зави-

сят от энергии усредненные указанным образом «in-medium» параметры
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Рис. 2.6. То же, что рис.2.3, но для ядер 28Si, 40Ca при T lab = 130 МэВ. [2]. Эксперимен-
тальные данные — из [106] и [95]

амплитуды πN -рассеяния. Во-первых, следует отметить, что полное сече-

ние πN -рассеяния в среде σeff сохраняет общие черты резонансной зави-

симости в области (3,3)-резонанса, присущей рассеянию пионов на свобод-

ных нуклонах. В то же время, абсолютное значение сечения оказывается

примерно на 30% ниже свободного, что может означать ослабление πN -

взаимодействия в ядерной среде. Причиной тому может служить, в первую

очередь, эффект Паули-блокировки нуклонов, находящихся на оболочках

в потенциальной яме.

Что касается поведения параметра α, то видно, что по мере пере-

хода энергии через точку максимума (3,3)-резонанса вещественная часть

πN -амплитуды рассеяния в ядерной среде при 0◦ продолжает оставать-

ся положительной, в то время как при рассеянии на свободных нуклонах

эта часть амплитуды уходит в отрицательную область. На языке потенци-

ального рассеяния это может означать, что в этой области пионы в ядер-

ной среде испытывают преломление, которое ослабевает, начиная с энергии

∼230 МэВ. В случае рассеяния на свободных нуклонах такая смена режи-
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Таблица 2.3. Параметры подгонки «in-medium» πN -амплитуды для ряда пион-ядерных
реакций при разных энергиях. k — число степеней свободы [2]

Реакция T lab χ2/k σ α β
π−+28Si 130 2,4 7,02±0,18 0,88±0,02 0,82±0,05
π++28Si 5,5 9,60±0,13 0,03±0,02 0,83±0,04
π−+40Ca 4,0 6,99±0,08 0,90±0,01 0,86±0,03
π++40Ca 13,0 8,62±0,09 0,09±0,01 0,74±0,02
π−+28Si 162 4,0 8,93±0,09 0,58±0,01 0,47±0,02
π++28Si 4,01 10,24±0,05 0,36±0,01 0,59±0,01
π−+58Ni 10,12 10,83±0,11 -0,16±0,01 1,11±0,02
π++58Ni 6,5 9,28±0,04 +0,44±0,01 0,75±0,01
π−+208Pb 3,7 9,66±0,10 0,35±0,01 1,03±0,02
π++208Pb 10,5 6,65±0,03 0,61±0,01 1,08±0,01
π−+28Si 180 10,24 10,11±0,05 0,33±0,01 0,24±0,01
π++28Si 10,83 10,36±0,06 0,29±0,01 0,31±0,01
π−+40Ca 2,8 9,65±0,10 0,23±0,02 0,28±0,01
π++40Ca 3,35 5,78±0,07 1,08±0,02 0,69±0,02
π−+28Si 226 17,8 9,48±0,06 -0,21±0,01 0,143±0,01
π++28Si 26,9 5,87±0,005 1,08±0,01 0,420±0,01
π−+40Ca 230 5,98 5,28±0,08 0,80±0,01 0,240±0,02
π++40Ca 7,91 9,14±0,19 -0,11±0,02 0,246±0,03
π−+28Si 291 6,08 5,14±0,11 -0,80±0,02 0,16±0,02
π++28Si 4,9 5,36±0,14 -0,79±0,02 0,368±0,02
π−+58Ni 3,8 4,79±0,09 -0,85±0,02 0,281±0,01
π++58Ni 2,6 5,56±0,09 -0,67±0,02 0,365±0,01
π−+208Pb 4,1 4,46±0,07 -1,07±0,02 0,673±0,02
π++208Pb 2,7 5,56±0,14 -0,46±0,01 0,588±0,02

ма от положительных к отрицательным значениям α происходит в районе

максимума (3,3)-резонанса при энергии 170 МэВ.

Интересно понять поведение β, параметра наклона πN -амплитуды,

который, как видно из рис. 2.8, в ядерной среде оказывается примерно в два

раза меньше, чем в случае рассеяния на свободных нуклонах. Если исполь-

зовать для качественных оценок борновское приближение, то потенциал,

порождающий амплитуду ∼ exp(−βq2/2), имел бы тоже гауссову форму

вида ∼ exp(−r2/2β), что соответствует среднеквадратичному радиусу по-

тенциала πN -взаимодействия ∼
√
2β фм. Таким образом, уменьшение β

в два раза означает уменьшение радиуса взаимодействия пиона с ядерным

нуклоном примерно на 30%.

Таким образом, резюмируя полученные результаты, отметим следу-
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Рис. 2.7. Подгонка к экспери-
ментальным данным π++28Si
при T lab = 180 МэВ из [104]
с учетом всех эксперименталь-
ных данных (сплошная кри-
вая, параметры подгонки σ =
10.36, α = 0.29, β = 0.31,
χ2/k = 10.83) и с отбрасы-
ванием последних пяти точек
(штриховая кривая, парамет-
ры σ = 7.54, α = 0.771, β =
0.538, χ2/k = 5.1) [2]

ющее:

1. Из сравнения с экспериментальными данными пион-ядерного рассея-

ния при большом наборе ядер-мишеней и при разных энергиях столкно-

вения в области (3,3)-резонанса можно сделать вывод, что предложен-

ная микроскопическая модель пион-ядерного оптического потенциала

вполне себя оправдывает. В ее основу положена функция распределе-

ния нуклонов в ядре-мишени и трехпараметрическая пион-нуклонная

амплитуда рассеяния с гауссовой формой зависимости от переданного

импульса πN -амплитуды рассеяния.

2. Ограничение модели областью применения при углах рассеяния пионов

θ ≤ 80◦, в которой обеспечиваются низкие значения χ2/k-отклонений

теоретических сечений рассеяния от экспериментальных, определяется

в основном видом амплитуды πN -рассеяния, которая достаточно хоро-

шо описывает данные по дифференциальным сечениям πN -рассеяния

только в передней полусфере. Можно ожидать, что использование дру-
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Таблица 2.4. Параметры подгонки «in-medium» πN -амплитуды для ряда пион-ядерных
реакций при разных энергиях. Число степеней свободы — k = n− l. Расчет с отбрасы-
ванием экспериментальных точек при углах более 80◦.

Реакция T lab χ2/k σ α β
π−+28Si 130 0,88 7,22±0,18 0,84±0,02 0,78±0,04
π++28Si 2,73 9,59±0,11 0,11±0,02 0,83±0,03
π−+40Ca 3,92 6,86±0,09 0,90±0,01 0,88±0,03
π++40Ca 14,42 8,21±0,06 0,10±0,01 0,76±0,02
π−+28Si 162 1,97 11,63±0,13 0,10±0,01 0,26±0,02
π++28Si 2,13 10,46±0,07 0,39±0.01 0.51±0.02
π−+58Ni 12,0 10,95±0,13 -0,16±0,01 1,10±0,02
π++58Ni 3,72 8,86±0,03 0,44±0,01 0,81±0,01
π−+208Pb 3,71 9,69±0,10 0,34±0,01 1,02±0,02
π++208Pb 1,84 6,18±0,03 0,58±0,01 1,24±0,01
,, π−+28Si 180 5,99 9,33±0,07 0,43±0,01 0,28±0,01
π++28Si 1,26 7,75±0,06 0,76±0,01 0,49±0,01
π−+40Ca 3,02 9,75±0,12 0,21±0,02 0,27±0,02
π++40Ca 2,87 5,75±0,08 1,09±0,02 0,69±0,02
π−+28Si 226 16,2 7,43±0,06 0,60±0,01 0,167±0,01
π++28Si 21,55 9,99±0,08 -0,13±0,01 0,116±0,01
π−+40Ca 230 6,37 5,34±0,08 0,79±0,02 0,230±0,02
π++40Ca 9,59 9,17±0,19 -0,10±0,03 0,236±0,03
π−+28Si 291 6,08 5,14±0,11 -0,80±0,02 0,16±0,02
π++28Si 4,72 5,39±0,14 -0,79±0,02 0,36±0,01
π−+58Ni 3,8 4,79±0,08 -0,85±0,02 0,279±0,02
π++58Ni 2,6 5,58±0,13 -0,66±0,02 0,354±0,02
π−+208Pb 4,09 4,47±0,06 -1,07±0,02 0,672±0,02
π++208Pb 2,7 5,52±0,13 -0,46±0,01 0,581±0,02

гой формы амплитуды с удачной аппроксимацией ее q2-асимптотики

позволит получать хорошее согласие и при больших углах рассеяния.

Также видно, что введение в микропотенциал дополнительных членов,

корректирующих его поведение в области ядерной поверхности, может

обеспечить более точное описание экспериментальных данных во всем

угловом интервале измерений.

3. На базе довольно большой статистики подгонок теоретических сече-

ний к экспериментальным получены усредненные значения параметров

пион-нуклонной амплитуды в ядерной среде. Сравнение зависимостей

полученных параметров от энергии столкновения с теми, которые име-

ют место для параметров амплитуды рассеяния на свободных нукло-

нах, позволяет увидеть основные закономерности в их отличиях друг
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Рис. 2.8. Поведение усредненных параметров Xeff = (Xπ+ +Xπ−)/2, X = σ, α, β ампли-
туды рассеяния π-мезонов на внутриядерных нуклонах (область темного цвета) и ана-
логичных параметров Xfree рассеяния на свободных нуклонах (область, обведенная
пунктирной линией) [2]

от друга. По сравнению с рассеянием пионов на свободных нуклонах

в ядерной среде полное сечение уменьшается, реальная часть ампли-

туды рассеяния вперед оказывается больше, а наклон кривых углового

распределения в упругом рассеянии становится более пологим. Все это

дает полезную информацию для последующих теоретических исследо-

ваний поведения пионов в ядерной среде.

2.4. Результативность АДЭ по сравнению с другими методами

оптимизации

Представлены оценки результативности методов АДЭ по сравнению

с другими методами. На примере анализа сечения рассеяния π+ на яд-

рах кремния 28Si при энергии T lab=162 МэВ оптимизация проводилась мно-
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гократно при помощи различных оптимизационных методов: метода сим-

плексов (метод Нелдера — Мида) [53], квазиньютоновского метода (метод

Дэвидона – Флетчера – Пауэлла) [30, 31, 37, 38, 55] (Root-реализация про-

граммы Minuit [46], методы SIMPLEX и MIGRAD) и различных стратегий

методов АДЭ [6, 7, 9].

Параметры, с которыми проводился расчет. Расчеты проводились

исходя из того, что допустимые значения параметров лежат в области Ω:

σ ∈ [0, 20]фм2, α ∈ [−2, 2], β ∈ [0, 2]фм−2. Точки для начального при-

ближения равномерно распределены в этой области. Для АДЭ-Р расчеты

проводились с параметрами F = 0,9, Cr = 0,9 (это часто применяемая

комбинация при расчетах с помощью ДЭ) и двумя значениями начальной

популяции: Nmin
p =10 — это минимальный рекомендуемый размер популя-

ции; и Nmin
p =30 — это чуть меньше, чем «оптимальный» размер популяции

ДЭ для 10-мерной функции Розенброка (см. 1.1.3, табл. 1.1). Критерий ре-

старта (1.14) ∆xj = 10−12. Требуемая точность локализации минимума

(критерий выхода) (1.15) ∆f = 10−2. Настройки SIMPLEX и MIGRAD —

по умолчанию. Расчет каждым из методов повторялся N = 100 раз.

Найденные решения. Глобальный минимум задачи найден в точке:

θ∗ = (σ∗, α∗, β∗) = (10,20± 0,05; 0,362± 0,007; 0,60± 0,01) (ошибки оцене-

ны исходя из условия ∆χ2 = 1). Значение целевой функции в этой точке:

f ∗ (θ∗) = 333.15. Ближайший по глубине локальный минимум находит-

ся в точке θ† =
(
σ†, α†, β†

)
= (8,48; 0,71; 0,708). Значение целевой функ-

ции в этой точке: f †
(
θ†
)
= 492.14. Количество экспериментальных точек

n = 76.

Сравнение результативности метода АДЭ, метода симплексов

(Нелдера – Мида) и квазиньютоновского метода Дэвидона –

Флетчера – Пауэлла. В табл. 2.5 приведены обобщенные результаты,

полученные каждым из методов.

Таким образом, при решении данной задачи метод АДЭ предпочти-

тельнее классических методов поиска по трем основным причинам:

• Во-первых, метод АДЭ-Р является робастным методом поиска. С веро-

ятностью, близкой к единице, он завершает расчеты в одном из мини-

мумов задачи, в то время как методы SIMPLEX и MIGRAD закончили

поиск в одном из минимумов лишь с вероятностью 49± 5% и 7± 2,6%

соответственно.
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Таблица 2.5. Результаты минимизации для методов SIMPLEX, MIGRAD и АДЭ и общее
количество попыток минимизации.

MIG-
RAD

SIMP-
LEX

АДЭ-Р
Nmin

p =10

АДЭ,
АДЭ-Р,
Nmin

p =30

Завершившиеся вблизи глобально-
го минимума θ∗: f < 334.2

5 † 20 77 100

Завершившиеся в окрестно-
сти глобального минимума θ∗:
f ∈ (368, 503)

3 0 0 0

Завершившиеся вблизи локального
минимума θ†: f ∈ (492.13, 493, 2)

2 † 29 23 0

Завершившиеся в окрестно-
сти локального минимума θ†:
f ∈ (503, 741)

8 0 0 0

Завершившиеся в других точках:
f > 760

82 51 0 0

в том числе на границе Ω 18 18 0 0

Всего попыток 100 100 100 100

• Во-вторых, метод АДЭ-Р является методов писка глобального мини-

мума. Он с большой вероятностью обеспечивает нахождение самого

глубокого из минимумов функции χ2 в области допустимых значе-

ний параметров. В то время как вероятность обнаружения минимума

квазиньютоновским методом с апдейтом гессиана по формуле Дави-

дона – Флетчера – Пауэлла pDFP = 5 ± 2,2, а вероятность обнаруже-

ния минимума методом симплексов составила pNM = 20 ± 4,0%, ве-

роятность нахождения глобального минимума методом АДЭ-Р соста-

вила pADE−R = 79 ± 4% в случае минимальной начальной популяции

Nmin
p = 10. Эта вероятность зависит от величины исходной популя-

ции и может быть приближена к единице путем увеличения популяции

в три раза.

• С другой стороны, при необходимости для нахождения второстепенных

минимумов можно использовать предварительные результаты, выдава-

емые методом АДЭ в процессе расчетов.

В работе [1] на примере анализа дифференциальных сечений упругого

рассеяния π−+28Si при T lab=130 МэВ было показано, что типичная карти-

на профиля невязки χ2 (2.14) с экспериментальными данными из [106] в за-

висимости от параметров σ и α при фиксированном значении β = 0,9фм−2

82



α-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

σ
[fm

  ]2

0

2

4

6

8

10

12

2χ

210

310

410

20 40 60 80

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

dσ/dΩ, мб·ср
-1

Θ
ц.м.

, град

Рис. 2.9. Значение χ2/k в зависимости
от параметров α и σ при фиксирован-
ном β = 0,9 для рассеяния π

−+28Si
при T lab = 130 МэВ. Эксперименталь-
ные данные — из [106]

Рис. 2.10. Подгонка сечений рассеяния
π−+28Si при T lab=130 Мэв к эксперименталь-
ным данным из [106]. Сплошная кривая —
главный минимум с параметрами σ = 7.02,
α = 0.88, β = 0.82, χ2/k = 2.4; штриховая
линия — второстепенный минимум с пара-
метрами σ = 10.95, α = −0.328, β = 0.598,
χ2/k = 4.2

имеет два минимума (рис. 2.9), для одного из которых параметр α лежит

в области положительных, а для другого — в области отрицательных зна-

чений. Стандартные минимизаторы при наличии нескольких локальных

минимумов в области допустимых значений параметров оставляют иссле-

дователю задачу выявления каждого из минимумов и детерминации наи-

более глубокого из них. Используя традиционные методы фитирования,

необходимо проводить массовые расчеты с разными начальными значени-

ями параметров, чтобы найти все возможные локальные минимумы и затем

выбрать один из них как оптимальный. В то же время метод АДЭ с боль-

шой вероятностью обеспечивает нахождение в конечном итоге самого глу-

бокого минимума функции χ2 в области допустимых значений параметров.

На рис. 2.10 представлены теоретические кривые дифференциальных

сечений упругого рассеяния в сравнении с этими же экспериментальными

данными, соответствующими двум минимумам χ2, когда подгонялись все

три параметра πN -амплитуды. Видно, что сплошная и штриховая кривые

сечений, соответствующие глобальному и второстепенному минимумам χ2

(χ2/k = 2,4 и χ2/k = 4,2 5), фактически совпадают во всей области изме-

5k = n− l — количество степеней свободы, n — количество экспериментальных точек, l – количество
свободных подгоняемых параметров
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рений, кроме области больших углов, где сплошная отклоняется от двух

экспериментальных точек, а штриховая — от пяти. В то же время значения

параметров подгонки существенно различаются, а полученные параметры

α оказываются даже противоположными по знаку — соответственно 0,88

и −0,328.
Во всех приведенных ниже оценках метод АДЭ в качестве конечного

результата расчетов самостоятельно определяет наиболее глубокий мини-

мум с вероятностью, близкой к единице.

Отметим, однако, что в случаях, когда второй минимум имеет со-

поставимое с главным значение χ2, а два соответствующих набора пара-

метров обеспечивают неплохое согласие с экспериментальными данными,

то для того чтобы сделать окончательные выводы, следует привлекать до-

полнительные данные. В качестве таковых могли бы выступать, например,

экспериментальные данные о полных сечениях рассеяния и его поляриза-

ционных характеристиках.

Второй локальный минимум можно найти, искусственно ограничив

область поиска окрестностью притяжения этого минимума либо задав об-

ласть положения начальной популяции достаточно близко к предполагае-

мому положению искомого локального минимума.

Стандартный метод нахождения второго и следующих локальных ми-

нимумов — сканирование всей области поиска для определения приблизи-

тельного положения каждого из них. Однако в нашем случае для этого

можно использовать предварительные результаты, выдаваемые АДЭ в про-

цессе расчетов — и это также является преимуществом метода.

Для удобства отслеживания прогресса в расчетах исследователем (ак-

туально в случае задач, требующих большого количества расчетов) реали-

зована функция, позволяющая выдавать на стандартный output информа-

цию о значении целевой функции в текущем лучшем из найденных век-

торов из пространстве параметров и координаты этого вектора. Алгоритм

работает таким образом, что если изначальная область поиска захваты-

вала области притяжения нескольких сравнимых локальных минимумов,

то с большой вероятностью на некотором этапе расчетов, а именно, когда

кончается этап дифференциации локальных минимумов и начинается этап

конкуренции между ними, наилучший из текущих векторов популяции ока-

зывается попеременно то в одном, то в другом из локальных минимумов.

Отследив промежуточные результаты на этом этапе, часто можно доста-
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точно точно локализовать положение других локальных минимумов целе-

вой функции. Эта возможность особенно актуальны в многопараметриче-

ских задачах (см. раздел 3), в которых определение положения локального

минимума прямым сканированием всей области поиска для определения

локализации каждого минимума затруднено.

Основные результаты, представленные в главе 2

• На базе алгоритма глобальной минимизации АДЭ реализован про-

граммный комплекс для определения параметров «in-medium» ампли-

туды рассеяния π-мезонов на внутриядерных нуклонах.

• В диссертации проведен анализ данных по дифференциальным сече-

ниям упругого рассеяния пионов с кинетическими энергиями от 130

до 290 МэВ, покрывающими область известного ∆(1232)P33-резонанса

пион-нуклонного рассеяния на ядрах 28Si, 40Ca, 54Ni, 208Pb. При этом

используется микроскопический оптический потенциал, построенный

на основе трехпараметрической πN -амплитуды явного вида. Само се-

чение пион-ядерного рассеяния вычисляется с помощью решения реля-

тивистского волнового уравнения, что позволяет автоматически учесть

как эффекты релятивизации, так и эффекты кулоновского и ядерно-

го искажения во входном и выходном каналах рассеяния. Получен ряд

физических результатов:

– В рамках трехпараметрической модели МОП описаны эксперимен-

тальные данные о дифференциальных сечениях упругого рассея-

ния пионов на ядрах. При этом качество описания эксперименталь-

ных данных в рамках трехпараметрической модели сравнимо с ре-

зультатами более сложных моделей с бо́льшим числом параметров.

– Для ядер 28Si, 40Ca, 58Ni, 208Pb получен набор значений параметров

«in-medium» амплитуды рассеяния π-мезонов на внутриядерных

нуклонах при кинетических энергиях налетающих пионов 130, 162,

180, 226, 230, 291 МэВ. Полученный набор значений параметров

«in-medium» амплитуды рассеяния π-мезонов на внутриядерных

нуклонах позволил сделать ряд теоретических выводов о характере

рассеяния пионов внутри ядра.

• Показана эффективность применения метода АДЭ для решения по-

ставленной задачи.
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– Показано, что в заданной области метод АДЭ находит мини-

мум с существенно большей вероятностью, чем методы SIMPLEX

и MIGRAD.

– Показано, что вероятность нахождения глобального минимума ме-

тодом АДЭ может быть приближена к единице путем увеличения

размера начальной популяции до 30.

– Реализована возможность определить статистическую точность

оценки параметров по профилю минимизируемой функции.

По материалам главы опубликованы работы [1, 2, 6, 11, 15–18].
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3. Анализ структуры однослойных везикул ДМФХ

по данным МУРР в рамках модифицированной

модели РФФ с использованием АДЭ

Информация о структуре и свойствах однослойных везикул играет

важную роль в структурной биологии, биохимии и фармакологии. В дис-

сертации метод разделенных формфакторов (РФФ) адаптирован для мо-

делирования структуры полидисперсной популяции однослойных везикул

димиристоилфосфатидилхолина (ДМФХ) по данным малоуглового рент-

геновского рассеяния (МУРР) [3, 4]. Ранее метод РФФ, развитый в рабо-

тах [112,117,123,129], использовался для анализа структуры полидисперс-

ных везикулярных систем по данным малоуглового рассеяния нейтронов

(МУРН). Однако с помощью рентгеновского рассеяния существует воз-

можность рассмотреть структуру везикул более контрастно. В диссертации

в методе РФФ учтены флуктуации параметров модели бислоя. Из ряда рас-

смотренных моделей выбрана модель, позволяющая описать эксперимен-

тальные данные. Получены значения параметров везикулярной системы.

В начале главы приводится модель разделенных формфакторов,

адаптированная для анализа структуры полидисперсной популяции одно-

слойных везикул ДМФХ по данным МУРР. Параметры модели РФФ, опре-

деляющие структуру везикулярной системы, оптимизируются для наилуч-

шего соответствия модели экспериментальным данным c использовани-

ем параллельного алгоритма асинхронной дифференциальной эволюции

(АДЭ). Описание программного комплекса, оптимизирующего параметры

модели, приводится во втором разделе.

Затем обсуждаются полученные результаты и их интерпретация.

Сравниваются разные модели для внутренней структуры бислоя оболочки

везикул. Показано, что разработанный на базе РФФ-АДЭ подход не только

обеспечивает согласие рассчитанных параметров с предыдущими оценка-

ми на основе данных МУРН, но и дает возможность уточнить внутреннюю

структуру липидного бислоя.

В последнем разделе производится оценка и сравнение вероятности

нахождения верной оценки параметров методом АДЭ в сравнении с дру-

гими методами (SIMPLEX и MIGRAD). Описывается параллельная реа-
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лизация комплекса программ и приводятся результаты оценки ускорения

параллельных вычислений.

В конце сделаны выводы по результатам, изложенным в главе.

3.1. Постановка задачи, основные формулы

Макроскопическое когерентное сечение МУРР монодисперсной

популяции везикул в рамках модели РФФ определяется следующей

формулой [114]:
dΣ

dΩmon
(q) = nx · A2(q) · S(q), (3.1)

где nx — число везикул в единице объема, A(q) — амплитуда рассеяния,

S(q) — структурный фактор (СФ), q =
4π sin( θ

2)
λ

— вектор рассеяния, θ —

угол рассеяния, λ — длина волны гамма-кванта. Структурный фактор учи-

тывает межвезикулярное взаимодействие. Для сферы СФ в дебаевском

приближении записывается как [113, 114]:

S(qR) = 1− 8Vν
ν

(
sin(2qR)

2qR

)
. (3.2)

Здесь Vν =
4
3πR

3 — объем везикулы, ν = 1/nx — объем растворителя, при-

ходящийся на одну везикулу. В дальнейших расчетах структурный фактор

пока считается равным единице: S(q) ≈ 1.

Амплитуда рассеяния A(q) в сферически-симметричном случае рав-

на [114]:

A(q) = 4π

∫
ρ(r)

sin(qr)

qr
r2dr. (3.3)

Здесь ρ(r) = ρC(r) − ρsuc(r) — разность плотности длины рассеяния ли-

пидного бислоя везикулы ρC(r) и раствора сахарозы ρsuc(r), называемая

контрастом.

Формулу (3.3) можно переписать в виде

A(q) = 4π

d/2∫

−d/2

ρ(x)
sin [(R+ x)q]

(R+ x)q
· (R + x)2dx. (3.4)

Здесь R — радиус везикулы, d — толщина мембраны. Интегрирование вы-

ражения (3.4) в предположении R≫ d
2 , R + x ≈ R приводит к следующей
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формуле:

ASFF(q) = 4πR2 sin(qR)

qR

d/2∫

−d/2

ρ(x) cos(qx)dx. (3.5)

Таким образом, макроскопическое сечение монодисперсной популя-

ции везикул (3.1) может быть записано в виде

dΣ

dΩmon
(q) = nxFs(q;R)Fb(q; Θb), (3.6)

где Fs(q;R) — формфактор бесконечно тонкой сферы радиуса R [123]:

Fs(q;R) =

(
4πR2 sin(qR)

qR

)2

, (3.7)

и Fb(q; Θb) — формфактор симметричного липидного бислоя:

Fb(q; Θb) =




d/2∫

−d/2

ρ(x; Θb) cos(qx)dx




2

, (3.8)

Θb — набор параметров, характеризующих распределение плотности длины

рассеяния внутри липидного бислоя. Формулы (3.6), (3.7) и (3.8) описыва-

ют модель разделенных формфакторов для однослойных везикул большо-

го радиуса R [119]. Ее достоинством является возможность получить явное

выражение для макроскопического сечения в случае, когда ρ(x) — интегри-

руемая функция. Например, в случае (рис.3.1, модель «a»), когда контраст

описывается одним параметром Θb = {d}:

ρ(x; Θb) = ρ(x; d) =




∆ρ = const, −d

2 < x < d
2 ,

0, x < −d
2 ; x > d

2 ,
(3.9)

формфактор симметричного липидного бислоя равен

Fb(q; d) =

(
∆ρ · d · sin (qd/2)

qd/2

)2

. (3.10)

Cоответственно, макроскопическое сечение

dΣ

dΩmon
(q;R, d) = nx

(
4πR2∆ρd · sin(qR)

qR

sin (qd/2)

qd/2

)2

. (3.11)

Несмотря на то что однородная плотность в виде (3.9) не является ре-

алистичной, она довольно часто использовалась в расчетах (см., напри-

мер, [116,120,124,126]). Однородная плотность позволяет оценить значения

среднего радиуса везикул и их полидисперсность, при этом, как показыва-
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ют расчеты, толщина бислоя недооценивается по сравнению с моделями,

учитывающими внутреннюю структуру бислоя.

Учет полидисперсности везикул. Полидисперсность (флуктуации

радиуса) везикул описывается несимметричным распределением Шульца

[115, 120, 127]:

G(R̃, 〈R〉) = R̃m

m!

(
m+ 1

〈R〉

)m+1

exp

[
−(m+ 1)R̃

〈R〉

]
, (3.12)

где 〈R〉 — средний радиус везикулы,m — коэффициент полидисперсности1.

Тогда

F poly
s (q; 〈R〉, m)=

Rmax∫

Rmin

Fs(q, R̃)G
(
R̃, 〈R〉

)
dR̃

/ Rmax∫

Rmin

G
(
R̃, 〈R〉

)
dR̃.

(3.13)

В расчетах, приведенных ниже, Rmin = 10 нм, Rmax = 100 нм.

Учет флуктуаций параметров внутренней структуры бислоя.

Как показали расчеты в [21] и [3], для адекватного воспроизведения МУРР-

спектров при больших значениях вектора рассеяния q требуется также

учет флуктуаций (разброса) параметров внутренней структуры бислоя.

Для учета разброса в значениях параметров внутренней структуры бислоя

мы будем использовать усеченное нормальное распределение2 f(ξ). Тогда

F fluct
b (q, 〈Θb〉) =

K∫

−K

Fb

(
q, Θ̃b (〈Θb〉, kfl, ξ)

)
f(ξ)dξ

/ K∫

−K

f(ξ)dξ. (3.14)

Допустим, функция контраста ρ(x; Θb) описывается параметрами внутрен-

ней структуры: Θb = {d,D, L, ρH}. В расчетах, представленных ниже,

предполагается, что разброс в значениях параметров внутренней струк-

туры обусловлен флуктуацией толщины мембраны3. Тогда компоненты Θ̃b

1Cреднеквадратичное относительное отклонение, характеризующее полидисперсность, связано с ко-

эффициентом полидисперсности m как σ =
√

1
m+1 .

2Функция распределения и плотность вероятности усеченного с двух сторон нормального

распределения: P (ξ)=





0, ξ < −K,
Φ(ξ)−Φ(−K)

1−Φ(−K)−Φ(K) , −K < ξ < K,

1, ξ > K

и f(ξ)=

{
φ(ξ)

1−Φ(−K)−Φ(K) , −K < ξ < K,

0, ξ < −K, ξ > K.

Здесь Φ(ξ) — функция нормального рапределения φ(ξ) = 1√
2π

e−
ξ2

2 .
3Именно этот вариант дал наилучшее согласие с экспериментом при однопараметрическом описании

величины разброса параметров.
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под интегралом в (3.14) равны соответственно:

d̃=〈d〉(1+kfl ξ), D̃=〈D〉
(
1+ 〈d〉〈D〉kfl ξ

)
, L̃=〈L〉

(
1− 〈d〉〈L〉kfl ξ

)
, ρ̃H≡〈ρH〉≡ρH ,

где 〈d〉, 〈D〉 и 〈L〉 — средние значения параметров внутренней структуры

бислоя везикулы; kfl — коэффициент флуктуаций параметров внутренней

структуры бислоя везикулы. В расчетах, приведенных ниже, пределы ин-

тегрирования выбраны равными K = 3. С учетом флуктуаций параметров

внутренней структуры бислоя макроскопическое сечение полидисперсной

везикулярной системы имеет следующий вид:

dΣ

dΩ
(q) = Im(q) = nx F

poly
s (q; 〈R〉, m) F fluct

b (q; 〈Θb〉, kfl) . (3.15)

Учет функции разрешения спектрометра. Измеряемое значение

макроскопического сечения отличается от его теоретического значения

(3.15), так как спектрометр имеет конечное разрешение. Считаем, что

функция разрешения спектрометра является симметричной функцией,

близкой к гауссовой [125]. Тогда измеряемое в эксперименте сечение I(q)

может быть записано как

I(q) = Im(q) +
1

2
∆2d

2Im(q)

dq2
+ IB, (3.16)

где ∆2 = 3,6·10−7 см2 — второй момент функции разрешения спектрометра,

IB — величина некогерентного фона.

Моделирование плотности длины рассеяния липидного бислоя

везикулы. В работе [117] для анализа спектров МУРН была предложе-

на простая двухпараметрическая гидрофильно-гидрофобная (ГГ)4 модель

плотности длины рассеяния поперек мембраны. ГГ-приближение с линей-

ным распределением воды внутри мембраны является эффективным для

моделирования липидных систем с большой величиной гидратации или

с малым размером полярной головы молекул, поскольку для таких вези-

кулярных систем вклад в распределение от воды внутри бислоя в общее

4 ГГ-модель плотности длины рассеяния (Hydrophillic-hidrophobic (HH-model)) для моделиро-
вания везикул ДМФХ в растворе сахарозы в тяжелой воде D2 согласно модели РФФ-ГГ
по данным МУРН [117] и значения параметров везикул ДМФХ в растворе сахарозы в тяже-
лой воде D2O согласно модели РФФ-ГГ по данным МУРН [117]

    −D/ 0 +D/     /2 /2

ρ
D O2

ρ
CH

−d//2 +d//2

sucrose,
%

R,
nm

d,
nm

D,
nm

m, σ χ2

k

0 30,8±0,5 5,0±0,1 1,7±0,2 9,8±0,8 33% 1,1
5 27,1±0,5 4,8±0,2 2,0±0,3 9,7±0,9 34% 6,9
10 25,1±0,3 4,6±0,2 2,3±0,3 12,8±0,8 29% 6,6
20 21,3±0,2 4,5±0,2 2,5±0,3 13,8±0,5 26% 9,5
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replacements
a d
ρ0

ρL

Рис. 3.1. a-модель. ρ0 = 10.94 · 1012 см−1 ; ρL = 7.95 · 1012 см−1

b1 d

D

ρ0

ρL

ρH

b2 d

D

ρ0

ρL

ρH

Рис. 3.2. b-модели. ρ0 = 10.94 · 1012 см−1; ρL = 4.71 · 1012 см−1; ρH — варьируемый
параметр

c d

D

L
ρ0

ρL

ρH

Рис. 3.3. c-модель. ρ0 = 10.94 · 1012 см−1; ρL = 4.71 · 1012 см−1; ρH — варьируемый
параметр

d1 d

D

L

h

ρ0

ρL

ρM

ρH

d2 d

D

L
ρ0

ρL

ρM

ρH

Рис. 3.4. d-модели. ρ0 = ρ40S = 10.94 · 1012 см−1; ρL = ρCH3
= 4.71 · 1012 см−1; ρM =

ρCH2
= 7.95 · 1012 см−1; ρH — варьируемый параметр

распределение плотности длины рассеяния ρ доминирует по сравнению

со вкладом от полярной части мембраны [118]. В рамках ГГ-модели для

моделирования функции ρ необходимо только два свободных параметра:

толщина мембраны d и толщина гидрофобной области D, что существен-

но упрощает процесс подгонки по сравнению с более сложными моделями

для ρ. И все же, такой упрощенный подход во многих случаях практически
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Таблица 3.1. Модели плотности длины рассеяния липидного бислоя. Зафиксирован-
ные (ρ0 = 10,94 × 1012 см−1, ρLa

= 7,95 × 1012 см−1, ρM = 7,95 × 1012 см−1 и ρL =
4,71 × 1012 см−1) и варьируемые (Θ) параметры моделей. Θs — параметры, описываю-
щие размер, концентрацию везикул и некогерентный фон. Θb — параметры, относящи-
еся к внутренней структуре бислоя

Модель
Фиксир. Варьируемые параметры Θ

параметры Θs Θb kfl

a ρ0, ρLa
R, m, nx, IB d, kfl

b1 ρ0, ρL R, m, nx, IB d, D, ρH kfl
b2 ρ0, ρL R, m, nx, IB d, D, ρH kfl

c ρ0, ρL R, m, nx, IB d, D, L, ρH kfl

d1 ρ0, ρL, ρM R, m, nx, IB d, D, L, ρH kfl
d2 ρ0, ρL, ρM R, m, nx, IB d, D, L, ρH kfl

не влияет на качество подгонки для данных МУРН-спектров и обеспечи-

вает возможность определить основные параметры везикулярных систем

без привлечения дополнительных экспериментальных методов (рассеяния

света, дифракции и т.д.). В работах [117,129] ГГ-модель подтвердила свою

эффективность для МУРН-анализа структуры везикулярных систем в из-

бытке жидкости.

Однако в силу физических особенностей МУРР ГГ-модель плотности

не применима для анализа МУРР-спектров. Поэтому в диссертации про-

ведено исследование с использованием целого ряда моделей ρ(x,Θb) для

того, чтобы определить наиболее простую из моделей, которая позволила

бы описать экспериментальные результаты. Исследованные модели пред-

ставлены на рис. 3.1 – 3.4 и упорядочены в табл. 3.1 по возрастанию числа

варьируемых параметров. Простейшая модель — «a» — описывается одним

параметром. Модели «b» и «c» — двухступенчатые, они описываются со-

ответственно тремя и четырьмя (Θb = {d,D, L, ρH}) свободными парамет-

рами. Трехступенчатые модели «d» описываются четырьмя свободными

параметрами.

Формулы (3.17)–(3.22) описывают соответствующие формфакторы

93



симметричного бислоя для разных моделей:

F a
b =

(
−2(ρ0−ρL)

q sin
(
qd
2

))2
, (3.17)

F b1
b =

(
2(ρH−ρ0)

q sin
(
qd
2

)
− 2(ρH−ρL)

q sin
(
qD
2

))2
, (3.18)

F b2
b =

(
2(ρH−ρ0)

q sin
(
qd
2

)
+ 2(ρH−ρL)

Dq2

2

(
cos
(
q d−D

2

)
− 1
))2

, (3.19)

F c
b =

(
2(ρH−ρ0)

q sin
(
qd
2

)
+ 2(ρH−ρL)

(D
2
−L

2 )q2

(
cos
(
qD
2

)
− cos

(
qL
2

)))2

, (3.20)

F d1
b =

(
2(ρH−ρ0)

q sin
(
qd
2

)
− 2(ρH−ρM )

q sin
(
qD
2

)
− 2(ρM−ρL)

q sin
(
qL
2

))2
, (3.21)

F d2
b =

(
2(ρH−ρ0)

q sin
(
qd
2

)
+ 2(ρH−ρM )

(D
2
−L

2 )q2

(
cos
(
qD
2

)
− cos

(
qL
2

))
− 2(ρM−ρL)

q sin
(
qL
2

))2

. (3.22)

Подгонка параметров моделей бислоя осуществляется минимиза-

цией взвешенной суммы квадратов отклонения теоретических сечений

Îi (qi,Θ) от соответствующих экспериментальных данных Ii (qi):

∆2 = f (Θ) =
∑

i

(
Ii (qi)− Îi (qi,Θ)

)2

σ2
i

, (3.23)

где Θ — вектор варьируемых параметров (см. столбцы 4 и 5 табл. 3.1),

а веса выбраны как5 wi =
1
σ2
i

= 1

0.01×Ii(qi)2
.

Число варьируемых параметров в МУРР-расчетах существенно воз-

растает по сравнению с МУРН, что приводит к снижению устойчивости

итерационного процесса на основе взвешенного метода наименьших квад-

ратов, применявшегося для обработки МУРН-спектров в [117, 129]. В ра-

боте значения параметров Θ, обеспечивающие минимум ∆2-функционала,

определяются с помощью параллельного алгоритма асинхронной диффе-

ренциальной эволюции (АДЭ) [1, 6, 7, 9, 10, 122].

3.2. Описание комплекса программ

Комплекс программ, осуществляющий нахождение параметров ли-

пидного бислоя везикул ДМФХ, состоит из следующих компонент:

5Такой выбор весов соответствует следующей интерпретации полученного значения ∆2: если
∆2/k < 1, где число степеней свободы k = N − l, N — число экспериментальных точек, l — количество
фитируемых параметров — это означает, что теоретическая кривая совпадает с экспериментальными
данными в пределах 10% погрешности.
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• Модуль, написанный на языке ФОРТРАН, предназначенный для рас-

чета теоретической кривой и оценки ∆2 при сравнении модели с экспе-

риментальными данными ( dmpc_saxsJ_calc.f и dmpc_saxsJ_calc.h)6.

• Библиотека АДЭ (MPI-вариант). Заголовочные файлы использо-

ванных частей библиотеки: «ade_mpi_optimizer.h», «ade_settings.h»,

«parameter_list.h», «problem_definition.h».

• Модуль (программа) (dmpc_mpi_master.cpp), которая

— загружает исходные данные: экспериментальные точки и фиксиро-

ванные параметры модели;

— задает начальные параметры алгоритма АДЭ и границы допусти-

мых значений варьируемых параметров;

— получает из алгоритма очередную точку (вектор параметров Θ),

для которого необходимо провести расчет;

— вызывает функцию CALCPART() (получение f(Θ));

— передает результат обратно в алгоритм (и так до окончания рас-

четов);

— распечатывает окончательный результат вычислений, оценки оши-

бок, код завершения алгоритма и др. параметры завершения.

3.3. Обсуждение численных результатов

Эксперимент и приготовление образцов. Измерение спектров

МУРР проводилось на установке A2 синхротронного источника Doris III

(DESY, Германия). В эксперименте детекторы располагались на расстоя-

нии 1 м и 3 м (D1 и D3) от образца. Спектры измерялись при температуре

30oС. Однослойные везикулы ДМФХ изготавливались экструзией 15 ммоль

(1% по весу) суспензии многослойных везикул ДМФХ в водном растворе

сахарозы с концентрацией 40% через фильтры с диаметром пор 50 нм.

Результаты оптимизации МУРР без учета флуктуаций толщи-

ны мембраны по полному и по усеченному спектрам. Сначала

приведем результаты, получаемые при оптимизации целевого функционала

6Исходный код был перекомпонован таким образом, чтобы выделить функцию, которую мож-
но было бы использовать в написанном на C++ модуле, запускающем алгоритм АДЭ: FUNCTION
CALCPART(inpned, rinpA, eeq, eei, eer, ees).
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Рис. 3.5. Экспериментальный и теоретические

спектры, соответствующие оптимальным пара-

метрам без учета флуктуаций Θb (фитирование

по полному спектру)

(3.23) для РФФ-модели, не

учитывающей флуктуаций

толщины мембраны. Это

ситуация, когда в формуле

(3.15) для макроскопического

сечения полидисперсной по-

пуляции везикулярной систе-

мы вместо F fluct
b (q, 〈Θb〉, kfl),

рассчитываемого по фор-

муле (3.14), используется

Fb (q,Θb), рассчитывае-

мый по формуле (3.8).

Полученные в этом случае

результаты7 представлены на рис. 3.5 и в табл. 3.2.

Все модели дают приблизительно одинаковую оценку радиуса R везикул

(см. табл. 3.2 и 3.3), однако недостаточно хорошо описывают поведение

спектра при больших значениях вектора рассеяния q (см. рис. 3.5).

Упрощенная модель, не учитывающая флуктуаций толщины мембра-

ны, не может описать бо́льшую глубину последнего минимума.

Оптимизация целевого функционала (3.23) для РФФ-модели, не учи-

тывающей флуктуаций толщины мембраны по усеченному набору данных

(при q < 0.4 нм−1, 820 из 894 точек), приводит к результатам, представлен-

ным в табл. 3.3 и на рис. 3.6.

Оценки для толщины мембраны d при этом для всех моделей сбли-

7Поскольку экспериментальный спектр изначально не был нормирован, оценка параметра nx здесь
и далее не показывает реальное количество везикул в единице объема, т.к. включает в себя нормиро-
вочный фактор.
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Рис. 3.6. То же, что на рис. 3.5, но при фитировании по усеченному спектру
(q < 3.8 нм−1)
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Таблица 3.2. Результаты оценки параметров везикулярных систем по данным МУРР
без учета флуктуаций Θb. Количество экспериментальных точек n = 894; количество
варьируемых переменных l; количество степеней свободы n− l. Результаты округлены
до последней значащей цифры согласно статистическим ошибкам приближения [3]

Модель 〈R〉,
нм

(σ) d,
нм

D,
нм

L,
нм

ρH ,
×1010см−1

nx,
×1018
см−3

IB,
a.u.

. l
∆2

n− l
a 20,13 0,230 — 1,31 — ρL =7,95 8,7 8,9 6 7,64
b1 18,73 0,274 5,34 1,53 — 11,7 2,38 9,7 7 2,00
b2 19,70 0,257 3,91 3,91 — 14,3 3,32 10,8 7 1,92
c 18,95 0,269 3,88 3,88 3,16 15,6 2,24 10,4 7 1,78
d1 18,97 0,267 3,83 2,57 1,61 11,0 2,74 9,9 8 1,68
d∗1 18,9 0,269 4,12 3,0 0,52 12,7 3,6 10,4 8 1,80
d2 18,95 0,268 3,97 3,97 1,37 15,1 2,06 10,5 8 1,87

Таблица 3.3. То же, что в таблице 3.2, но по усеченному спектру: фитирование данных
только при q < 0,38 нм−1, n = 820 [3]

Модель 〈R〉,
нм

σ d,
нм

D,
нм

L,
нм

ρH ,
×1010см−1

nx,
×1018
см−3

IB,
a.u.

l
∆2

n− l
a 20,1 0,230 — 1,31 — ρL =7,95 8,7 7,7 5 7,8
b1 18,9 0,268 4,54 1,88 — 12,4 1,8 13,7 7 0,762
b2 19,0 0,267 4,00 4,00 — 14,3 3,3 14,0 7 0,678
c 19,6 0,249 4,59 2,82 0,60 12,7 2,6 14,0 7 0,897
d1 19,0 0,267 4,18 3,78 0,80 12,8 2,7 13,7 8 0,738
d2 19,0 0,267 4,04 3,97 1,37 14,7 2,0 13,8 8 0,738

жаются. Оценка для некогерентного фона повышается. На графике ам-

плитуда колебаний теоретического спектра в области больших q для всех

моделей сближается и уменьшается.

Однако на экспериментальном спектре прослеживается более глубо-

кий минимум при больших значениях вектора рассеяния q.

Результаты оптимизации МУРР с учетом флуктуаций толщи-

ны мембраны по полному и по усеченному спектрам. При учете

флуктуаций толщины мембраны по формуле (3.14) фитирование целевого

функционала (3.23) приводит к результатам, представленным в табл. 3.4

и на рис. 3.7 и 3.8.

Фитирование целевого функционала (3.23) по усеченному набору дан-

ных (при q < 0.4нм−1, 820 из 894 точек) приводит к результатам, представ-

ленным в табл. 3.5.
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Таблица 3.4. Результаты МУРР с учетом флуктуаций Θb (толщины мембраны). Ко-
личество экспериментальных точек n = 894; l — количество варьируемых переменных;
n − l— количество степеней свободы; Результаты округлены до последней значащей
цифры (согласно статистическим ошибкам приближения) [3]

Модель 〈R〉,
нм

σ 〈d〉,
нм

〈D〉,
нм

〈L〉,
нм

kfl

ρH ,
×1010
см−1

nx,
×1018
см−3

IB,
a.u.

l
∆2

n− l
a 20,1 0,230 — 1,31 — 0,0

ρL=
=7,95 8,7 8,9 6 7,6

b1 19,0 0,267 3,53 2,38 — 0,18 17,0 1,6 0,0 8 0,715
b2 18,7 0,275 3,85 3,83 — 0,21 15,7 2,7 9,0 8 1,84
c 18,5 0,253 4,59 2,41 1,27 0,0 13,2 2,0 9,5 8 1,80
d1 19,1 0,265 3,48 2,72 0,39 0,10 16,3 3,8 6,0 9 0,688
d2 18,9 0,268 3,97 3,97 1,41 0,0 15,1 2,1 10,5 9 1,87

Таблица 3.5. То же, что в табл. 3.4, но по усеченному спектру: фитирование данных
только при q < 0,38 нм−1, n = 820 [3]

Модель 〈R〉,
нм

σ 〈d〉,
нм

〈D〉,
нм

〈L〉,
нм

kfl

ρH ,
×1010
см−1

nx,
×1018
см−3

IB,
a.u

l
∆2

n− l
a 20,1 0,230 — 1,28 — 0,00

ρL=
=7,95 9,0 7,7 7 8,1

b1 19,0 0,266 3,64 2,29 — 0,17 15,7 1,6 2,5 8 0,727
b2 19,2 0,236 4,06 3,66 — 0,00 17,5 3,3 14,2 8 0,748
c 19,5 0,249 4,59 2,82 0,60 0,05 12,7 2,6 14,0 8 0,897
d1 19,0 0,265 3,47 2,87 0,78 0,10 12,7 2,6 9,0 9 0,734
d2 18,9 0,268 3,97 3,97 1,41 0,00 15,1 2,1 10,5 9 0,7...

Выбор модели для бислоя Результаты фитирования для разных мо-

делей плотности длины рассеяния показывают, что все модели дают близ-

кие оценки для среднего радиуса везикул R и его относительного откло-

нения σ. Соответственно, отличия в описании спектра рассеяния при ма-

лых q несущественны (рис. 3.7). Различия в моделях, связанные с описани-

ем внутренней структуры бислоя оболочки везикул, сказываются в области

больших значений q.

На рис. 3.8 представлены, в сравнении с экспериментальными данны-

ми, расчетные кривые для разных моделей плотностей.

Одноступенчатый вариант функции плотности a (см. рис. 3.1) не мо-

делирует поведение спектра в правой его части и дает сильно заниженные

оценки для параметра толщины бислоя d (рис. 3.8, слева).

Варианты b2, c и d2 (рис. 3.8, слева) обеспечивают качественное вос-

произведение экспериментальной кривой, однако не могут описать всю ам-

плитуду колебаний интенсивности в области больших значений q.
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Рис. 3.7. Экспериментальный и теоретические спектры МУРР, соответствующие опти-
мальным параметрам модели РФФ c использованием различных функций плотности
ρC(x,Θb). с учетом флуктуаций Θb (толщины мембраны). Количество эксперименталь-
ных точек n = 894 [3]

-1q, nm
2.5 3 3.5 4 4.5

In
t, 

a.
u.

8

10
12

14

16

18

20 Experiment

a-model
b2-model
c-model
d2-model

-1q, nm
2.5 3 3.5 4 4.5

In
t, 

a.
u.

8

10
12

14

16

18

20 Experiment
d1-model
b1-model

=0pdd1: k

Рис. 3.8. Правая часть спектра, приведенного на рис. 3.7: q > 2,5 нм−1; слева: модели
a, b2, c и d2; справа: модели b1, d1 и d1 с kfl = 0 [3]

Модели b1 и d1 (рис. 3.8, справа) имеют наилучшее согласие с экспе-

риментальными данными, о чем можно судить как визуально, так и по зна-

чениям невязки ∆2/(n − l) в оптимуме. При этом модель d1 описы-

вает также и намечающуюся тенденцию к возрастанию интенсивности

при q > 4, 5 нм−1, в то время как модель b1 ее не описывает.

Для плотности d1, оптимальной с точки зрения соотношения «чис-

ло варьируемых параметров — согласие с экспериментальными данны-

ми», расчеты сделаны c учетом и без учета полидисперсности бислоя

(kfl = 0). Оптимизация модели d1 с kfl = 0 (штрихпунктирная кривая

на рис. 3.8, справа) показывает, что без введение флуктуаций внутренних

параметров бислоя (3.14) описать различия в глубине минимумов на экс-

периментальной кривой в области больших значений q не удается. Именно
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учет флуктуаций толщины липидного бислоя обеспечивает воспроизведе-

ние моделью экспериментальных данных в правой части спектра.

Интерпретация полученных оценок и сравнение с результата-

ми МУРН-экспериментов. Толщина бислоя и средний радиус везикул

в наших расчетах получились ниже по сравнению с оценками, сделанными

в [117] на базе МУРН8 для везикул ДМФХ в D2O. С другой стороны, в ра-

боте [119] показано, что значения этих параметров должны уменьшаться

с ростом концентрации сахарозы в растворе. Поэтому в целом можно счи-

тать, что полученные нами параметры везикулярной системы ДМФХ в 40%

растворе сахарозы не противоречат результатам предыдущих работ. Для

уточнения оценки параметров, отвечающих за структуру везикул, необхо-

димы систематические расчеты по МУРР- и МУРН-спектрам, измеренным

с разной концентрацией сахарозы.

3.4. Результативность АДЭ по сравнению с другими методами

оптимизации

Вид и особенности профиля целевой функции. На рисунке 3.9 в ка-

честве примера показано, что типичная картина профиля невязки ∆2 в за-

висимости от параметров d и D ( L — зафиксировано) для d2-модели даже

при фиксированных значениях остальных параметров имеет несколько ми-

нимумов, часто овражного типа. Во всех приведенных ниже оценках метод

8см. сноску на с. 91.
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Рис. 3.9. Модель d2. Невязка ∆2 с весами, пропорциональными квадратам ошибок экс-
периментальных данных. Двумерный (D и d — варьируемые параметры) профиль 9-
мерной целевой функции (3.23). Остальные параметры зафиксированы: R = 192,0,
m = 13,79, L = 5,26, ρH = 14,9 · 1010, nx = 2,4 · 1018, IB = 11,48 kfl = 0
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Таблица 3.6. Границы области поиска и координаты минимума для модели d1 с учетом
флуктуаций Θb. Вместо D варьировался параметр 2h = d−D

Мо-
дель

R,
нм

(m) d,
нм

2h,
нм

L,
нм

kfluct

ρH ,
×1010
см−1

nx,
×1018
см−3

IB,
a.u.

.

Θmin
i 18,0 11.0 3,00 10−5 10−5 0,1 9,0 10−4 -10,0

Θmax
i 40,0 55.0 6,50 2,50 2,20 0,5 25,0 80,0 17,0

d1: Θ
∗ 19,1
±0,2

13,2
±0,8

3,42
±0,08

0,65
±0,14

0,41
±0,03

0,1001
±0,001

17,4
±1,4

3,76
±0,07

5,3
±0,3

АДЭ c вероятностью, близкой к единице, определяет наиболее глубокий

минимум для заданной модели.

Отметим здесь, что в случаях, когда второй и, возможно, следующие,

минимумы имеют сопоставимое с главным значение ∆2 и два соответствую-

щих набора параметров обеспечивают неплохое согласие с эксперименталь-

ными данными, необходимы дополнительные критерии выбора параметров

(например, из других экспериментов известно, что d−D = 2h имеет поря-

док 2 · 0,9 = 1,8 нм).

Поэтому значения параметров Θ, обеспечивающие минимум ∆2-

функционала (3.23), определяются с помощью алгоритма АДЭ [1, 7], опи-

санного в главе 1.

Параметры, с которыми проводилось сравнение вероятностей

сходимости методов АДЭ, SIMPLEX и MIGRAD. На примере ана-

лиза d1-модели с учетом флуктуаций толщины мембраны оптимизация

проводилась многократно при помощи различных оптимизационных мето-

дов: метода симплексов (метод Нелдера – Мида) [53], квазиньютоновского

метода Дэвидона – Флетчера – Пауэлла [30,31,37,38,55] (методы SIMPLEX

и MIGRAD из Root-реализация программы Minuit [46]) и различных стра-

тегий методов АДЭ [6, 7, 9] и АДЭ с самоадаптирующимся кроссовером —

АДЭ-АКМ [10].

Расчеты проводились с учетом того, что допустимые значения пара-

метров лежат в области Θi ∈
[
Θmin

i ,Θmax
i

]
. Значения Θmin

i и Θmax
i пред-

ставлены в строках (2) и (3) табл. 3.6. Точки для начального приближе-

ния равномерно распределены в этой области. Метод АДЭ использовал-

ся в двух вариантах. В варианте, предложенном в [6, 7, 9] со стратегией

rand/rand/1/bin/. В этом случае были установлены значения для масшта-
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бирующего фактора F = 0,9 и для кроссовера Cr = 0,9. (это часто при-

меняемая комбинация при расчетах с помощью ДЭ). Использовались два

значения начальной популяции: Nmin
p =10 — это минимальный рекоменду-

емый размер популяции; и Nmin
p =40 — это «оптимальный» размер попу-

ляции ДЭ для 10-мерной функции Розенброка (см.табл. 1.1). Второй вари-

ант — с адаптивным кроссовером [10], со стратегиями rand/rand/1/acm и

linworst/current-to-pbest/1/acm. Критерий рестарта (1.14): ∆xj = 10−12.

Требуемая точность локализации минимума (критерий выхода) (1.15):

∆f = 10−2. В настройках SIMPLEX и MIGRAD увеличено (по сравнению

с настройками по умолчанию) максимально допустимое количество вычис-

лений функций (Nmax
FE =100 000) — этого более чем достаточно для того,

чтобы эти программы (SIMPLEX, MIGRAD) диагностировали в рассмат-

риваемой задаче окончание расчетов до достижения Nmax

FE . Расчет каждым

из методов повторялся N = 100 раз.

Найденные решения. Глобальный минимум задачи найден в точке Θ∗,

координаты которой представлены в строке (4) табл. 3.6. (ошибки оценены

исходя из условия ((∆2)∗ + 1)). Значение целевой функции в этой точ-

ке: f ∗ (Θ∗) = 608,46. Количество экспериментальных точек n = 894. Та-

ким образом, стандартному отклонению будет соответствовать отклонение

значения целевой функции от глобального минимума на величину около

f ∗−f ∗min = 0,7.

Сравнение результативности метода АДЭ, метода симплексов

(Нелдера – Мида) и квазиньютоновского метода Дэвидона –

Флетчера – Пауэлла). На рис. 3.10 показано количество попыток, за-

вершившихся со значением целевой функции (см. (3.23)), превышающим

значение целевой функции в глобальном минимуме на величину, не боль-

шую, чем отложенное по горизонтальной оси значение для различных ис-

пользованных методов. В табл. 2.5 приведены обобщенные результаты, по-

лученные каждым из методов. Вероятность нахождения решения методом

SIMPLEX оказалась равной 2-3% (см. столбец 3 табл. 3.7). Чаще всего этот

метод диагностировал сходимость в точках, далеких от глобального мини-

мума и прекращал дальнейшие расчеты (о предупреждении преждевре-

менной сходимости в методе АДЭ см. раздел 1.2). Вероятность нахожде-

ния верных оценок для параметров решаемой задачи методом MIGRAD

оказалась близкой к 13%. При этом метод MIGRAD заканчивал расчеты
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Рис. 3.10. Процент попыток, в которых значение целевой функции в найденном решении
(f ∗

i ) превышает значение целевой функции в глобальном минимуме (f ∗
min) на величину,

меньшую, чем значение, отложенное по горизонтальной оси

Таблица 3.7. Процент попыток с соответствующим результатом для трех методов оп-
тимизации. † — MIGRAD TERMINATED WITHOUT CONVERGENCE во всех этих
попытках. ∗ — среди несошедшихся попыток 4(четыре) достигли установленного преде-
ла maxNFE = 300000. ∗∗ — обе несошедшихся попытки достигли установленного предела
maxNFE = 400000. Среди сошедшихся 9 (девять) попыток закончили с NFE > 300000.
∗∗∗ — все 5 (пять) несошедшихся попыток достигли установленного предела maxNFE =
400000. Цифры в скобках — число сошедшихся попыток в пределах maxNFE = 300000.
В этом случае также все 17 несошедшихся попыток достигли установленного предела
maxNFE = 300000 [3]

f ∗−f ∗min,
не бо-
лее

MIG-
RAD

SIMP-
LEX

АДЭ АДЭ-АКМ

rand/rand/
1/bin

rand/rand/1/acm
linworst/cur-
rent-to-pbest
/1/acm

N i
p=10 N i

p=40 N i
p=10 N i

p=40 N i
p=100 N i

p=10N i
p=40

σf =
= 0,7

13 2 61 46 90∗ 98∗∗ 95
(83)∗∗∗

52 44

1 13 2 62 48 93∗ 98∗∗ 90
(85)∗∗∗

58 44

3σf =
= 2,1 13 3 64 49 95∗ 99∗∗ 96

(86)∗∗∗
66 44

〈NFE〉 2980
±200

2045
±60

94300
±7800

106900
±7500

97230
±8700

171000
±11000

263200
±3200

22400
±1200

29200
±2300

Всего
попы-
ток

100 † 100 100 100 100 100 100 100 100
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как близко, так и далеко от минимума, диагностировав «окончание расче-

тов без сходимости». В то же время все протестированные стратегии АДЭ

сходились к глобальному минимуму с вероятностью большей 50%, а наи-

более удачные (rand/rand/1/acm) — с вероятностью больше 90%. При этом

эта вероятность могла быть еще увеличена путем увеличения максимально

допустимого количества вычислений функции.

Использование адаптивного кроссовера позволяет существенно уве-

личить вероятность нахождения глобального минимума. Но несмотря

на то, что использование «ускоренной» стратегии «linworst/current-to-

pbest» сокращает среднее количество вычислений функции приблизитель-

но в три раза, эта стратегия имеет бо́льшую вероятность закончить вычис-

ления в одном из локальных минимумов.

Таким образом, при решении данной задачи метод АДЭ предпочти-

тельнее классических методов поиска по трем основным причинам:

• Во-первых, метод АДЭ-Р является робастным методом поиска гло-

бального минимума. Он с большой вероятностью завершает расче-

ты в одном из минимумов задачи, в то время как методы SIMPLEX

и MIGRAD заканчивали поиск в одном из минимумов лишь с ве-

роятностью 2±1,4% и 13±3,7% соответственно. Вероятность нахож-

дения глобального минимума методом АДЭ-Р в зависимости от вы-

бранной стратегии составила от plca40 = 44 ± 5% (для стратегии

DE/linworst/current-to-pbest/1/acm, Np = 40) до prra10 = 98± 2% (для

стратегии DE/rand/rand/acm, Np = 10).

• С другой стороны, при необходимости для нахождения второстепенных

минимумов можно использовать предварительные результаты, выдава-

емые методом АДЭ в процессе расчетов.

• Являясь прямым (без использования производных) методом поиска,

АДЭ продолжает расчеты и находит решения в ситуациях, когда ква-

зиньютоновский метод Давидона – Флетчера – Пауэлла диагностирует

невозможность дальнейших поисков.

3.5. Оценка ускорения АДЭ при параллельных вычислениях

Комплекс программ (описанный в 3.2) подготовлен для компиля-

ции и запуска на параллельном кластере Центрального информационно-

вычислительного комплекса (ЦИВК) ОИЯИ. Для распараллеливания мо-
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Рис. 3.11. Среднее количество вычислений функции, понадобившееся для достиже-
ния заданной точности при запуске на разном количестве параллельных процессоров:
〈NFE〉 (Nproc) 〈NFE〉 (Nproc)

дуля (программы) dmpc_mpi_master.cpp использована технология MPI

(см. раздел 1.5.2). Эффективность параллельной MPI-реализации алгорит-

ма АДЭ тестировалась на LINUX-кластере ЛИТ ОИЯИ.

Расчет d1-модели, имеющей максимальное число варьируемых пара-

метров l = 9, запускался многократно с одними и теми же начальными

параметрами алгоритма и границами начальных и допустимых значений

на разном количестве вычислительных узлов: Nproc ∈ [2, 134]. В представ-

ленной статистике каждая комбинация запускалась N = 10 или 20 раз.

Так как алгоритм АДЭ недетерминированный, количество вычисле-

ний функции, необходимое для достижения определенной точности, есть

случайная величина. На рис. 3.11 представлено среднее количество вычис-

лений функции, понадобившееся для достижения заданной точности при

запуске на разном количестве параллельных процессоров.

На рис. 3.12 показано общее среднее время, затраченное на вычисле-

ния. Видно, что оно падает обратно пропорционально количеству задей-

ствованных вычислительных узлов.

Рис. 3.13 демонстрирует близкое к линейному ускорение параллель-

ных вычислений (speed-up) вплоть до Nproc = 128 параллельно задейство-

ванных вычислительных узлов. Сплошной линией показано результирую-

щее ускорение. Ускорение вычислений с учетом возрастания необходимого

количества вычислений функции при Nproc = 128 составило 98 ± 21 раз.

Пунктирной линией показано ускорение вычислений в расчете на одно вы-

числение целевой функции (проведена коррекция на рост необходимого

числа вычислений функции для достижения критерия остановки).
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Рис. 3.12. Среднее время, затраченное на вычисления в зависимости от числа задей-
ствованных процессоров
Рис. 3.13. Ускорение параллельных вычислений (speed-up) в зависимости от числа за-
действованных процессоров. Сплошная — результирующее ускорение. Пунктир — уско-
рение в расчете на одно вычисление целевой функции (коррекция на рост необходимого
числа вычислений функции для достижения критерия остановки εf = 10−5)

Таким образом, можно сформулировать следующие основания для

того, чтобы отдать предпочтение методу АДЭ по сравнению с классиче-

скими методами минимизации:

• Решаемая задача имеет размерность от 6 до 9 варьируемых параметров.

• Целевая функция — невязка — является многомодальной. Стандарт-

ные алгоритмы локального поиска (SIMPLEX, MIGRAD) требуют хо-

рошего начального приближения, в противном случае не находят ре-

шения.

• Расчет целевой функции нетривиален, требует значительных времен-

ных затрат. При планируемом увеличении детализации модели число

варьируемых параметров и время расчета невязки может значительно

возрасти. Следовательно, распараллеливание расчетов сократит время

ожидания результата.

Основные результаты, представленные в главе 3

В этой главе представлены следующие результаты.

• Реализован комплекс программ для нахождения параметров полидис-

персных везикулярных систем по данным малоуглового синхротронно-

го рассеяния.

• Модифицирована модель разделенных формфакторов: учтены флук-

туации липидного бислоя. Смоделированный разброс значений пара-

метров за счет флуктуаций толщины мембраны позволил улучшить
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согласие рассчитанного спектра с экспериментальными данными в об-

ласти значений вектора рассеяния от 3 до 4,5 нм−1. Полученные значе-

ния оценки качества подгонки
∆2

n− k улучшились для модели d1 более

чем в два раза (0,688 в случае учета флуктуаций против 1,68 в случае,

когда флуктуации не учитываются).

• С использованием АДЭ проведено численное исследование полидис-

персных везикулярных систем, состоящих из однослойных везикул

ДМФХ.

– Исследован ряд моделей для описания плотности длины рассеяния

внутри мембраны. Получено, что

∗ Однопараметрическая одноступенчатая модель (a-модель) обес-

печила согласующуюся с другими моделями оценку для ради-

уса R везикулы и параметра m полидисперсности, однако не

позволила корректно оценить толщину липидного бислоя.

∗ Двухпараметрические (b1- и b2-модели) и трехпараметрическая

(c-модель) двухступенчатые модели (соответственно трех- и че-

тырехпараметрические в случае учета флуктуаций толщины

мембраны) позволили, помимо R и m, оценить толщину мем-

браны d. Среди этих моделей наилучшее согласие с экспери-

ментальными данными демонстрирует модель b1.

∗ Из трехпараметрических (четырехпараметрических в случае

учета флуктуаций толщины мембраны) трехступенчатых моде-

лей (d1- и d2-модели) наилучшей является модель d1 с учетом

флуктуаций толщины мембраны. Она позволила описать экспе-

риментальный спектр с относительной ошибкой не более 8,3%.

∗ Из сравнения с экспериментальными данными рассеяния

гамма-излучения на растворе везикул ДМФХ в сахарозе мож-

но сделать вывод о реалистичности предложенных линейных

моделей описания плотности длины рассеяния в липидном бис-

лое. Линейность моделей позволила получить выражения для

формфактора липидного бислоя в явном виде.

– Получены оценки параметров везикулярных систем, которые каче-

ственно не противоречат результатам других экспериментов.

• Реализована параллельная версия комплекса программ для расчета па-

раметров моделей полидисперсных везикулярных систем по данным
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МУРР, которая в настоящее время используется для дальнейших ис-

следований [121, 122, 128]

• Эффективность MPI-реализации методов АДЭ и АДЭ-Р протестирова-

на на LINUX-кластере ОИЯИ на примере расчетов структуры везикул

ДМФХ. Ускорение близко к Nproc для Nproc ∼ 5Np ∼ 80. При даль-

нейшем увеличении числа параллельно задействованных процессоров

стало сказываться возрастание необходимого количества вычислений

целевой функции для достижения требуемой точности. При этом уско-

рение расчетов (с учетом возрастания необходимого количества вычис-

лений функции для достижения требуемой точности) составило 98±21

при Nproc = 128. Скорость вычислений (в расчете на одно вычисление

целевой функции) возросла в 118± 23 раза, то есть ускорение вычис-

лений оказалось равным 0, 91Nproc.

• Использование АДЭ-минимизатора позволило эффективно распарал-

лелить вычисления, требующие глобальной минимизации многоэкстре-

мальной функции с 9 частично коррелированными переменными и зна-

чительных затрат компьютерного времени, более чем в 50 раз умень-

шив время расчетов, увеличив при этом вероятность определения гло-

бального минимума с 15% (с использованием минимизатора на основе

квазиньютоновского метода) до 90% [19].

По материалам главы автором опубликованы работы [3–5, 14, 19–21].
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Заключение

В диссертации разработаны, обоснованы, реализованы в виде про-

граммного комплекса и численно исследованы методы асинхронной диффе-

ренциальной эволюции (АДЭ) и АДЭ с кроссовером, задаваемым адаптив-

ной корреляционной матрицей. С использованием перечисленных методов

проведено численное исследование двух многопараметрических систем.

1. Разработаны: (i) метод АДЭ [7], (ii) метод АДЭ с рестартом [9, 11]

и адаптивной корреляционной матрицей [10], а также проблемно-

ориентированные комплексы программ.

2. Реализованный на базе параллельного минимизатора АДЭ комплекс

программ для определения параметров пион-нуклонной амплитуды

упругого рассеяния заряженных пионов на нуклонах ядерной среды

позволил описать экспериментально измеренные дифференциальные

сечения упругого рассеяния пионов на ядрах в рамках трехпарамет-

рической модели микроскопического оптичекого потенциала и реляти-

вистского волнового уравнения Шредингера. Полученный набор значе-

ний параметров «in-medium» амплитуды рассеяния π-мезонов на внут-

риядерных нуклонах позволил сделать ряд теоретических выводов о ха-

рактере рассеяния пионов внутри ядра, он используется для моделиро-

вания неупругого пион-ядерного рассеяния.

3. Реализованный на базе параллельного минимизатора АДЭ комплекс

программ для расчета параметров полидисперсных везикулярных си-

стем позволил получить структурные параметры везикулярной систе-

мы ДМФХ в 40% растворе сахарозы и в совокупности с данными ней-

тронного рассеяния сделать выводы о влиянии сахарозы на структуру

везикулярной системы.

4. Аналитическое и численное исследование эффективности методов АДЭ

и основанных на них комплексов программ выявило основные преиму-

щества методов АДЭ по сравнению с другими методами минимизации.

Эти преимущества состоят (i) в увеличении скорости и вероятности схо-

димости по сравнению с ДЭ; (ii) в улучшении показателей вероятности

сходимости по сравнению с другими методами минимизации, особенно
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для многоэкстремальных задач с частично разделяющимися перемен-

ными и (iii) в возможности эффективного применения разработанных

методов в режиме параллельных вычислений.

Все это говорит о перспективности использования методов АДЭ

и АДЭ-АКМ для расчетов как в последовательном режиме, так и на па-

раллельных вычислительных системах для решения широкого круга задач,

в том числе задач, выходящих за рамки данной работы.
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Список используемых сокращений

АДЭ — (метод) асинхронной дифференциальной эволюции
АДЭ-Р — (метод) АДЭ с рестартом
АДЭ-АКМ — (метод) АДЭ с адаптивной корреляционной матрицей
ВС — везикулярные системы
ГМ — глобальный минимум
ДМФХ — Димиристоилфосфатидилхолин
ДЭ — (метод) дифференциальной эволюции
КП — комплекс программ
ЛМ — локальный минимум
ММПЯУР — микроскопическая модель пион-ядерного рассеяния
МОП — микроскопический оптический потенциал
МУРН — малоугловое рассеяние нейтронов
МУРР — малоугловое рентгеновское рассеяние
РВУ — релятивистское волновое уравнение
РФФ — (метод) разделенных формфакторов
ЦФ — целевая функция
ЭА — эволюционный(е) алгоритм(ы)
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Приложения

П. I. Используемые в работе тестовые функции из CEC-
2005 [78]

Сдвинутая гиперсфера (D = 10).

f1(x) =

D∑

j=1

z2i + fbias,

z = x− o, x ∈ [−100, 100]D

Сдвинутая функция Розенброка (D = 10)

f6(x) =

D−1∑

j=1

(
100

(
z2j − z2j+1

)
+ (zj − 1)2

)
+ fbias,

z = x− o+ 1, x ∈ [−100, 100]D

Сдвинутая функция Растригина (D = 10)

f9(x) =

D∑

j=1

(
z2i − 10 cos(2πzi) + 10

)
+ fbias,

z = x− o, x ∈ [−5, 5]D

Приближение сдвинутой повернутой
функции Вейерштрасса (D = 10).

f11(x) =
D−1∑

j=1

kmax∑

k=0

ak cos
(
2πbk(zi + 0.5)

)
+ fbias,

z = x− o, x ∈ [−0.5, 0.5]D

f1 Гиперсфера один минимум, с разделяемыми переменными
f6 функция Розенброка один минимум, с неразделяемыми переменными
f9 функция Растригина много минимумов, с разделяемыми переменными
f11 функция Вейерштрасса много инимумов, с неразделяемыми переменными
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П. II. Доказательства теорем 1.2.1 — 1.2.3 из раздела 1.2 дис-
сертации

Доказательство теоремы 1.2.1 (rand/1/bin) (a)
Каждый элемент vl популяции Pv равен

vl = θr + F (θp − θq) , где l, r, p и q – различны.

Нетрудно показать, что при фиксированном l9:

E (θr|r 6= l) = E (θp|p 6= l) = E (θq|q 6= l) = Np

Np−1

(
θ − 1

Np
θl

)
, (II.1)

E
(
θ
T
r θr|r 6= l

)
= E

(
θ
T
p θp|p 6= l

)
= E

(
θ
T
q θq|q 6= l

)

= Np

Np−1

(
θTθ − 1

Np
θ
T
l θl

)
, (II.2)

E (θrθp|r 6= l, p 6= l, r 6= p) =
Np

(

Npθ
T
θ−θT θ−

)

−2
(

Npθ
T
θl−θT

l
θl

)

(Np−1)(Np−2)
. (II.3)

С другой стороны, очевидно, что для случая случайного масштабирующего фак-

тора, определенного в (1.5) E
(
F̃l

)
= 0, а

Var
(
F̃l

)
= E

(
F̃l

T
F̃l

)
= Fl

T
Fl. (II.4)

Случайная переменная F̃l не зависит от случайных переменных θi для любых i.
В рассматриваемых вариантах алгоритма операции мутации и кроссовера дей-

ствуют независимо на каждую из компонент. Поэтому в доказательстве можно ограни-
читься покомпонентным анализом. Для краткостив записи будем опускать знак вектора
и индекс компоненты. Тогда в покомпонентном виде уравнения (II.1)-(II.4) примут вид:
10:

E (θr|r 6= l) ≡ El (θr) = El (θp) = El (θq) =
Np

Np−1

(
θ − 1

Np
θl

)
, (II.5)

E (θ2r |r 6= l) ≡ El (θ
2
r) = El

(
θ2p
)
= El

(
θ2q
)
= Np

Np−1

(
θ2 − 1

Np
θ2l

)
, (II.6)

E (θrθp|r 6= l, p 6= l, r 6= p) ≡ El (θrθp) =
Np

(

Npθ
2
−θ2

)

−2(Npθθl−θ2
l )

(Np−1)(Np−2)
, (II.7)

Var
(
F̃l

)
= F 2. (II.8)

Введенные здесь обозначения El (·) означают условное математическое ожидание.

Рассчитаем E (vl|r 6= l, p 6= l, q 6= l, r 6= p, r 6= q, p 6= q) ≡ El (vl)
11:

El (vl) = El (θrl) + 0 =
Np

Np − 1

(
θ − 1

Np
θl

)
. (II.9)

Рассчитаем E (v2l |r 6= l, p 6= l, q 6= l, r 6= p, r 6= q, p 6= q) ≡ El (v
2
l )

12:

El

(
v2l
)
=
(
1 + 2F 2

) Np

Np − 1

(
θ2 − 1

Np

θl
2

)
−2F 2

Np

(
Npθ

2 − θ2
)
− 2

(
Npθθl − θ2l

)

(Np − 1)(Np − 2)
. (II.10)

Также нетрудно показать, что13:

El,k (vlvk) =
N2

p

(Np − 1)2

(
θ − 1

Np

θl

)(
θ − 1

Np

θk

)
. (II.11)

9Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (θr) = θ и E
(
θ
2
r

)
= θTθ, а E

(
θ
T
r θp|r 6= p

)
=

Npθ
T
θ−θTθ

Np−1 .

10Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (θr) = θ и E
(
θ2r
)
= θ

2
, а E (θrθp|r 6= p) =

Npθ
2−θ2

Np−1 .
11Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (vl) = θ .
12Если не учитывать r, p, q 6= l, то E

(
v2l
)
= θ2 − 2NpF

2

Np−1

(
θ2 − θ

2
)

.

13Если не учитывать r, p, q 6= l, r, p, q 6= k, то E (vlvk) = θ
2

.
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Теперь рассчитаем E
(
P 2
v

)
. Для стратегии rand/1/bin14:

E
(
P 2
v

)
=

1

Np

l=Np−1∑

l=0

El

(
v2l
)
= θ2 +

2NpF
2

Np − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.12)

Следующее, что нужно рассчитать, это E
(
Pv

2
)
. Для расчета нам понадобятся

соотношения: ∑

l

∑

k 6=l

(θl + θk) =2Np(Np − 1)θ, (II.13)

∑

l

∑

k 6=l

(θlθk) = N2
pθ

2 −Npθ2, (II.14)

а также

1

N2
p

E

(
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0,k 6=l

vlvk

)
=

=
1

N2
p

N2
p

(Np − 1)2

l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0,k 6=l

(
θ − 1

Np
θl

)(
θ − 1

Np
θk

)
=

=
1

(Np − 1)2

l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0,k 6=l

(
θ
2 − 1

Np
θ (θl + θk) +

1

N2
p

θlθk

)
=

=
1

(Np − 1)2

[
Np(Np − 1)θ

2 − θ

Np
2Np(Np − 1)θ +

N2
p θ

2 −Npθ2

N2
p

]
=

=
Np − 1

Np

θ
2 − θ2 − θ2

Np(Np − 1)2
. (II.15)

Таким образом15,

E
(
Pv

2
)
=

1

N2
p

E



[
l=Np−1∑

l=0

vl

]2
 =

1

Np
E
(
P 2
v

)
+

1

N2
p

E

(
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0,k 6=l

vlvk

)
=

=
1

Np
E
(
P 2
v

)
+
Np − 1

Np
θ
2 − θ2 − θ2

Np(Np − 1)2
. (II.16)

В результате для каждой компоненты16:

E (Var(Pv))i = E
(
P 2
v

)
−E

(
Pv

2
)
=

=

(
1− 1

Np

)(
θ2 +

2NpF
2

Np − 1

(
θ2 − θ2

))
−
(
Np − 1

Np
θ
2 − θ2 − θ2

Np(Np − 1)2

)
=

=

(
1 + 2F 2

i −
1

Np

+
1

Np(Np − 1)2

)
Var (Pθ)i . (II.17)

Таким образом, мы доказали утверждение 1.6.
(б) Каждый элемент популяции Pu — это случайная величина со структурой:

ul,j =

{
vl,j с вероятностью Cr;
θl,j с вероятностью (1− Cr).

(II.18)

14Если не учитывать r, p, q 6= l, то результат будет тот же.
15Если не учитывать r, p, q 6= l и r, p, q 6= k, то E

(
Pv

2
)
= 1

Np
E
(
P 2
v

)
+

Np−1
Np

θ
2
.

16Если не учитывать r, p, q 6= l и r, p, q 6= k, то E (Var(Pv))i =
(
1 + 2F 2

i − 1
Np

)
Var (Pθ)i.
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Для того, чтобы определить E (Var (Pu)), необходимо вычислить E
(
P 2
u

)
и E

(
Pu

2
)
.

Используя свойства средних для случайных величин, получаем:

E
(
P 2
u

)
=

1

Np

l=Np−1∑

l=0

E
(
u2l
)
=

1

Np

l=Np−1∑

l=0

(
CrE

(
v2l
)
+ (1− Cr)θ2l

)
=

= CrE
(
P 2
v

)
+ (1− Cr)θ2 = (для стратегии rand/1/bin)

= Cr

(
θ2 +

2NpF
2

Np − 1

(
θ2 − θ2

))
+ (1− Cr)θ2 = θ2 +

2NpF
2Cr

Np − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.19)

С другой стороны, для E
(
Pu

2
)

имеем

E
(
Pu

2
)
=

1

N2
p

E





[
l=Np−1∑

l=0

ul

]2
 =

1

N2
p

E

[
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0,k 6=l

uluk

]
+

1

Np
E
(
P 2
u

)
=

=
1

N2
p

E

{
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0

(Crvl + (1− Cr)θl) (Crvk + (1− Cr)θk)

}
−

− 1

N2
p

E

{
l=Np−1∑

l=0

(Crvl + (1− Cr)θl)
2

}
+

1

Np
E
(
P 2
u

)
=

=
1

N2
p

E

{
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑

k=0

(
C2

r vkvl + Cr (1− Cr) (vlθk + vkθl) + (1− Cr)
2 θkθl

)
}
−

− 1

N2
p

E

{
l=Np−1∑

l=0

(
C2

r v
2
l + 2Cr (1− Cr) vlθl + (1− Cr)

2 θ2l
)
}

+
1

Np
E
(
P 2
u

)
.

Учтем, что 1
N2

p
E
(∑l=Np−1

l=0

∑k=Np−1
k=0 vlvk

)
= E

(
Pv

2
)
=

= 1
Np
E
(
P 2
v

)
+ Np−1

Np
θ
2 − θ2−θ

2

Np(Np−1)2
; (II.20)

1
N2

p
E

(
l=Np−1∑

l=0

k=Np−1∑
k=0

vlθk

)
= 1

N2
p

l=Np−1∑
l=0

k=Np−1∑
k=0

E (θrl + F (θrl − θrl)) θk =

= 1
N2

p

∑l=Np−1
l=0

∑k=Np−1
k=0

Np

Np−1

(
θ − 1

Np
θl

)
θk + 0 = θ

2
; (II.21)

1
N2

p
E
(∑l=Np−1

l=0

∑k=Np−1
k=0 θlθk

)
= θ

2
; (II.22)

1
N2

p
E
(∑l=Np−1

l=0 v2l

)
= 1

Np
E
(
P 2
v

)
; (II.23)

1
N2

p
E
(∑l=Np−1

l=0 θ2l

)
= 1

Np
θ2; (II.24)

1
N2

p
E
(∑l=Np−1

l=0 vlθl

)
= 1

N2
p

∑l=Np−1
l=0

Np

Np−1

(
θ − 1

Np
θl

)
θl =

Npθ
2
−θ2

(Np−1)Np
. (II.25)

Откуда

E
(
Pu

2
)
=

1

Np
E
(
P 2
u

)
+

+ C2
r

[
1

Np
E
(
P 2
v

)
+
Np − 1

Np
θ
2 − θ2 − θ2

Np(Np − 1)2

]
+ 2Cr(1− Cr)θ

2
+ (1− Cr)

2θ
2−

−
[
C2

r

1

Np
E
(
P 2
v

)
+ 2Cr(1− Cr)

1

Np − 1

(
θ
2 − 1

Np
θ2
)
+ (1− Cr)

2 1

Np
θ2
]
=
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=
1

Np
E
(
P 2
u

)
+
Np − 1

Np
θ
2−C2

r

θ2 − θ2

Np(Np − 1)2
+2Cr(1−Cr)

θ2 − θ2

Np(Np − 1)
−(1−Cr)

2 θ
2 − θ2

Np
=

=
1

Np

E
(
P 2
u

)
+
Np − 1

Np

θ
2 − θ2 − θ2

Np

(
1− Np

Np − 1
Cr

)2

. (II.26)

Таким образом17,

E (Var(Pu))i = E
(
P 2
u

)
−E

(
Pu

2
)
=

=

(
1− 1

Np

)(
θ2 +

2NpF
2Cr

Np − 1

(
θ2 − θ2

))
− Np − 1

Np
θ
2
+
θ2 − θ2

Np

(
1− Np

Np − 1
Cr

)2

=

=

(
1− 1

Np
+ 2F 2Cr +

1

Np

(
1− Np

Np − 1
Cr

)2
)(

θ2 − θ2
)
=

=

(
1 + 2F 2Cr −

Cr

Np − 1

(
2− Np

Np − 1
Cr

))
Var(Pθ). (II.27)

Таким образом, мы доказали утверждение 1.7.
ч. и т. д.

Доказательство теоремы 1.2.2 — для стратегии "best/1/bin"(a)
Каждый элемент vl популяции Pv равен

vl = θ0 + F (θp − θq) ,

где l, r, p и q – различны; θ0 — лучший ("best") вектор в популяции.

Нетрудно показать, что при фиксированном l покомпонентно 18:

E (θp|p 6= l) = E (θq|q 6= l) = N
N−1

(
θ − 1

N
θl
)
, (II.28)

E
(
θ2p|p 6= l

)
= E

(
θ2q |q 6= l

)
= N

N−1

(
θ2 − 1

N
θ2l

)
, (II.29)

E (θrθp|q 6= l, p 6= l, q 6= p) =
N
(

Nθ
2
−θ2

)

−2(Nθθl−θ2
l )

(N−1)(N−2)
, (II.30)

Случайная переменная E
(
F̃l

)
независима от случайных переменных θi для лю-

бых i; E
(
F̃l

)
= 0 и Var

(
F̃l

)
= F 2.

Рассчитаем El (vl), El (v
2
l ) и El,k (vlvk)

19:

El (vl) = El (θrl) + 0 = N
N−1

(
θ − 1

N
θl
)
, (II.31)

El (v
2
l ) = θ0 + 2F 2Nθ

2
−θ2

l

N−1
− 2F 2

N
(

Nθ
2
−θ2

)

−2(Nθθl−θ2
l )

(N−1)(N−2)
, (II.32)

El,k (vlvk) = θ20. (II.33)

Теперь рассчитаем E
(
P 2
v

)
. Для стратегии best/1/bin20:

E
(
P 2
v

)
=

1

N

l=N−1∑

l=0

El

(
v2l
)
= θ20 +

2NF 2

N − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.34)

Следующее, что нужно рассчитать, это E
(
Pv

2
)
. Учитывая то, что для стратегии

17Если не учитывать ”П1” , то E (Var(Pu))i =
(
1 + 2F 2Cr − Cr

Np
(2− Cr)

)
Var(Pθ).

18Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (θr) = θ и E
(
θ2r
)
= θ

2
, а E (θpθq|q 6= p) = Nθ

2−θ2

N−1 .
19Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (vl) = θ , E

(
v2l
)
= θ2 − 2NF 2

N−1

(
θ2 − θ

2
)

, и E (vlvk) = θ
2
.

20Если не учитывать r, p, q 6= l, то результат будет тот же.
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best/1/bin 1
N2E

(∑l=N−1
l=0

∑k=N−1
k=0,k 6=l vlvk

)
= N−1

N
θ0

2, получаем21:

E
(
Pv

2
)
=

1

N2
E



[
l=N−1∑

l=0

vl

]2
 =

=
1

N
E
(
P 2
v

)
+

1

N2
E

(
l=N−1∑

l=0

k=N−1∑

k=0,k 6=l

vlvk

)
=

1

N
E
(
P 2
v

)
+
N − 1

N
θ0

2. (II.35)

В результате для каждой компоненты вариации22:

E (Var(Pv))j = E
(
P 2
v

)
− E

(
Pv

2
)
=

=

(
1− 1

N

)(
θ20 +

2NF 2

N − 1

(
θ2 − θ2

))
− N − 1

N
θ0

2 = 2F 2
j Var (Pθ)j , (II.36)

и мы доказали утверждение 1.8.

(б) Каждый элемент популяции Pu — это случайная величина со структурой:

ul,j =

{
vl,j с вероятностью Cr;
θl,j с вероятностью (1− Cr).

(II.37)

Для того, чтобы определить E (Var (Pu)), необходимо вычислить E
(
P 2
u

)
и E

(
Pu

2
)
.

Используя свойства средних для случайных величин, получаем:

E
(
P 2
u

)
=

1

N

l=N−1∑

l=0

E
(
u2l
)
=

1

N

l=N−1∑

l=0

(
CrE

(
v2l
)
+ (1− Cr)θ

2
l

)
= CrE

(
P 2
v

)
+(1−Cr)θ2 =

для стратегии best/1/bin

E
(
P 2
u

)
= Cr

(
θ20 +

2NF 2

N − 1

(
θ2 − θ2

))
+ (1− Cr)θ2 =

= θ2 + Cr

(
θ20 − θ2

)
+

2NF 2Cr

N − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.38)

С другой стороны, для E
(
Pu

2
)

имеем23:

E
(
Pu

2
)
=

1

N2
E





[
l=N−1∑

l=0

ul

]2
 =

1

N2
E

[
l=N−1∑

l=0

k=N−1∑

k=0,k 6=l

uluk

]
+

1

N
E
(
P 2
u

)
=

=
1

N2
E

{
l=N−1∑

l=0

k=N−1∑

k=0

(
C2

r vkvl + Cr (1− Cr) (vlθk + vkθl) + (1− Cr)
2 θkθl

)
}
−

− 1

N2
E

{
l=N−1∑

l=0

(
C2

r v
2
l + 2Cr (1− Cr) vlθl + (1− Cr)

2 θ2l
)
}

+
1

N
E
(
P 2
u

)
.

Учтем, что

21Если не учитывать r, p, q 6= l и r, p, q 6= k, то E
(
Pv

2
)
= 1

N
E
(
P 2
v

)
+ N−1

N
θ
2

.
22Если не учитывать r, p, q 6= l и r, p, q 6= k, то результаты те же.
23Если не учитывать r, p, q 6= l и r, p, q 6= k, то E

(
Pv

2
)
= 1

N
E
(
P 2
v

)
+ N−1

N
θ
2

.

129



1
N2E

(∑l=N−1
l=0

∑k=N−1
k=0 vlvk

)
= E

(
Pv

2
)
= 1

N
E
(
P 2
v

)
+ N−1

N
θ20; (II.39)

1
N2E

(
l=N−1∑
l=0

k=N−1∑
k=0

vlθk

)
= 1

N2

l=N−1∑
l=0

k=N−1∑
k=0

E (θ0 + F (θrl − θrl)) θk =

= 1
N2

∑l=N−1
l=0

∑k=N−1
k=0 θ0θk + 0 = θθ0; (II.40)

1
N2E

(∑l=N−1
l=0

∑k=N−1
k=0 θlθk

)
= θ

2
; (II.41)

1
N2E

(∑l=N−1
l=0 v2l

)
≡ 1

N
E
(
P 2
v

)
; (II.42)

1
N2E

(∑l=N−1
l=0 θ2l

)
= 1

N
θ2; (II.43)

1
N2E

(∑l=N−1
l=0 vlθl

)
= 1

N2

∑l=N−1
l=0 θ0θl =

θ0θ
N
. (II.44)

Откуда

E
(
Pu

2
)
=

1

N
E
(
P 2
u

)
+ C2

r

[
1

N
E
(
P 2
v

)
+
N − 1

N
θ20

]
+ 2Cr(1− Cr)θθ0 + (1− Cr)

2θ
2−

−
[
C2

r

1

N
E
(
P 2
v

)
+ 2Cr(1− Cr)

θ0θ

N
+ (1− Cr)

2 θ
2

N

]
=

=
1

N
E
(
P 2
u

)
+
N − 1

N

[
C2

r θ
2
0 + 2Cr(1− Cr)θ0θ + (1− Cr)

2θ
2
]
− 1

N
(1− Cr)

2
(
θ2 − θ2

)
.

(II.45)

Таким образом24,

E (Var(Pu))j = E
(
P 2
u

)
− E

(
Pu

2
)
=

=

(
1− 1

N

)(
θ2 + Cr

(
θ20 − θ2

)
+

2NF 2Cr

N − 1

(
θ2 − θ2

))
−

− N − 1

N

[
C2

r θ
2
0 + 2Cr(1− Cr)θ0θ + (1− Cr)

2θ
2
]
+

1

N
(1− Cr)

2
(
θ2 − θ2

)
=

= 2F 2Cr

(
θ2 − θ2

)
+

1

N
(1− Cr)

2
(
θ2 − θ2

)
+

+
N − 1

N

[
θ2 − θ2 + Cr

(
θ20 − θ2 − 2θ0θ + 2θ

2
)
− C2

r

(
θ20 − 2θ0θ + θ

2
)]

=

=

(
2F 2Cr +

N − 1

N
(1− Cr) +

1

N
(1− Cr)

2

)(
θ2 − θ2

)
+
N − 1

N
Cr(1− Cr)

(
θ0 − θ

)2
=

=

(
2F 2Cr + (1− Cr)

(
1− Cr

N

))(
θ2 − θ2

)
+
N − 1

N
Cr(1− Cr)

(
θ0 − θ

)2
=

=

(
2F 2Cr + (1− Cr)

(
1− Cr

N
+ Cr

N − 1

N

(
θ0 − θ

)2

θ2 − θ2

))
Var (Pθ)j , (II.46)

и мы доказали утверждение 1.7.

Доказательство теоремы 1.2.3 (для rand/rand/1/bin) (a)
В популяции Pv один из элементов vl равен

vl = θr + F (θp − θq) , где l, r, p и q – различны,
а все остальные элементы совпадают с соответствующими элементами популяции Pθ.

В рассматриваемых вариантах алгоритма операции мутации и кроссовера дей-
ствуют независимо на каждую из компонент. Поэтому в доказательстве можно ограни-
читься покомпонентным анализом. Для краткости далее в записи будем опускать знак

24Если не учитывать ”У1”, то E (Var(Pu))i =
(
1 + 2F 2Cr − Cr

N
(2− Cr)

)
Var(Pθ).
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вектора и индекс компоненты. Тогда покомпонентно25:

E (θr|r 6= l) = E (θp|p 6= l) = E (θq|q 6= l) = N
N−1

(
θ − 1

N
θl
)
, (II.47)

E (θ2r |r 6= l) = E
(
θ2p|p 6= l

)
= E

(
θ2q |q 6= l

)
= N

N−1

(
θ2 − 1

N
θ2l

)
, (II.48)

E (θrθp|r 6= l, p 6= l, r 6= p) =
N
(

Nθ
2
−θ2

)

−2(Nθθl−θ2
l )

(N−1)(N−2)
. (II.49)

Случайная переменная E
(
F̃l

)
независима от случайных переменных θi для любых i и

E
(
F̃
)
= 0, Var

(
F̃l

)
= F 2.

Рассчитаем E (vl|r 6= l, p 6= l, q 6= l, r 6= p, r 6= q, p 6= q) ≡ El (vl)
26:

El (vl) = El (θrl) + 0 =
N

N − 1

(
θ − 1

N
θl

)
. (II.50)

Для стратегии "rand/rand/1/bin" индекс l выбирается случайно. Тогда

E (vl) = Erand (El (vl)) =
1

N

l=N−1∑

l=0

El (vl) = θ. (II.51)

Рассчитаем E (v2l |r 6= l, p 6= l, q 6= l, r 6= p, r 6= q, p 6= q) ≡ El (v
2
l )

27:

El

(
v2l
)

=
(
1 + 2F 2

) N

N − 1

(
θ2 − 1

N
θl

2

)
− 2F 2

N
(
Nθ

2 − θ2
)
− 2

(
Nθθl − θ2l

)

(N − 1)(N − 2)
. (II.52)

Для стратегии "rand/rand/1/bin"

E
(
v2l
)
=

1

N

l=N−1∑

l=0

El

(
v2l
)
= θ2 + 2F 2 N

N − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.53)

Теперь рассчитаем E
(
P 2
v

)
. Для стратегии "rand/rand/1/bin"

E
(
P 2
v

)
=

1

N

[
k=N−1∑

k=0

θ2k − El

(
θ2l
)
+ El

(
v2l
)
]
=

= θ2 +
1

N

[
θ2 + 2F 2 N

N − 1

(
θ2 − θ2

)
− θ2

]
= θ2 +

2F 2

N − 1

(
θ2 − θ2

)
. (II.54)

Следующее, что нужно оценить, это E
(
Pv

2
)
. Для расчета нам понадобятся со-

отношения28:
E (vl − θl) = E

(
El

(
N

N−1

(
θ − θl

)
− θl

))
= N

N−1
E
(
θ − θl

)
= 0; (II.55)

El (vlθl) = El (θrl · θl) + 0 = N
N−1

(
θ − 1

N
θl
)
θl; (II.56)

E (vlθl) =
N

N−1

(
θ
2 − 1

N
θ2
)
; (II.57)

E (vl − θl)2 = θ2 + 2F 2 N
N−1

(
θ2 − θ2

)
− 2 N

N−1

(
θ
2 − 1

N
θ2
)
+ θ2 =

= (1 + F 2) 2N
N−1

(
θ2 − θ2

)
. (II.58)

25Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (θr) = θ и E
(
θ2r
)
= θ

2
, а E (θrθp|r 6= p) = Nθ

2−θ2

N−1 .
26Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (vl) = θ для любых стратегий.
27Если не учитывать r, p, q 6= l, то E

(
v2l
)
= θ2 − 2NF 2

N−1

(
θ2 − θ

2
)

.

28Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (vl − θl) = 0, E (vlθl) = θ
2

,

E (vl − θl)
2 = 2

(
1 + F 2 2N

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.
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Таким образом29:

E
(
Pv

2
)
= E


 1

N2

(
k=N−1∑

k=0

θk − θl + vl

)2

 =

= θ
2
+

2

N
θE (vl − θl) +

1

N2
E (vl − θl)2 = θ

2
+

2(F 2 + 1)

N(N − 1)

(
θ2 − θ2

)
. (II.59)

В результате для каждой компоненты вариации30:

E (Var(Pv))i = E
(
P 2
v

)
−E

(
Pv

2
)
=

= θ2 +
2F 2

N − 1

(
θ2 − θ2

)
−
[
θ2 +

2(F 2 + 1)

N(N − 1)

(
θ2 − θ2

)]
=

=

(
1 +

2F 2

N
− 2

N(N − 1)

)(
θ2 − θ2

)
, (II.60)

и мы доказали утверждение 1.2.3.
(б) В популяции Pu один из элементов ul равен

ul,j =

{
vl,j с вер. Cr;
θl,j с вер. (1− Cr),

(II.61)

а все остальные элементы совпадают с элементами популяции Pθ.
Используя свойства средних для случайных величин, получаем:

E
(
P 2
u

)
= 1

N
E
((∑k=N−1

k=0 θ2k

)
− θ2l + u2l

)
=

= θ2 + 1
N
E
[
−θl2 + Crv

2
l + (1− Cr)θ

2
l

]
= θ2 + Cr

N
E
[
v2l − θl2

]
=

= θ2 + Cr
N

[
θ2 + 2F 2 N

N−1

(
θ2 − θ2

)
− θ2

]
= θ2 + 2F 2Cr

N−1

(
θ2 − θ2

)
. (II.62)

С другой стороны, для E
(
Pu

2
)

имеем31:

E
(
Pu

2
)
= E


 1

N2

(
k=N−1∑

k=0

θk − θl + ul

)2

 =

=
1

N2
E
(
Cr

(
Nθ − θl + vl

)2
+ (1− Cr)

(
θ − θl + θl

)2)
=

= Cr

(
θ
2
+

2

N
θE (vl − θl) +

1

N2
E (vl − θl)2

)
+ (1− Cr)θ

2
=

= θ
2
+

2Cr(F
2 + 1)

N(N − 1)

(
θ2 − θ2

)
. (II.63)

Таким образом32:

E (Var(Pu))j = E
(
P 2
u

)
− E

(
Pu

2
)
=

= θ2 +
2F 2Cr

N − 1

(
θ2 − θ2

)
−
[
θ
2
+

2Cr(F
2 + 1)

N(N − 1)

(
θ2 − θ2

)]
=

=

(
1 +

2F 2Cr

N
+

2Cr

N(N − 1)

)
Var (Pθ)j . (II.64)

29Если не учитывать r, p, q 6= l, то E
(
Pv

2
)
= θ

2
+ 2

N2

(
1 + NF 2

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.

30Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (Var(Pv))i =
(
1 + 2F 2

N
− 2

N2

)(
θ2 − θ

2
)
.

31Если не учитывать r, p, q 6= l, то E
(
Pu

2
)
= θ

2
+ 2Cr

N2

(
1 + F 2 N

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.

32Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (Var(Pu))j =
(
1 + 2F 2Cr

N
+ 2Cr

N2

)
Var (Pθ)j .
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и мы доказали утверждение 1.2.3.

Доказательство теоремы 1.2.3 (для rand/best/1/bin) (a) В популяции Pv один
из элементов vl равен

vl = θ0 + F (θp − θq) ,
где l, r, p и q – различны, θ0— лучший элемент в текущей популяции, а все остальные
элементы совпадают с соответствующими элементами популяции Pθ. В рассматрива-
емых вариантах алгоритма операции мутации и кроссовера действуют независимо на
каждую из компонент. Поэтому в доказательстве можно ограничиться покомпонент-
ным анализом. Для краткости далее в записи будем опускать знак вектора и индекс
компоненты. Тогда покомпонентно33:

E (θr=0) = θ0, E (θp|p 6= 0) = E (θq|q 6= 0) = N
N−1

(
θ − 1

N
θ0
)
, (II.65)

E (θ2r=0) = θ20, E
(
θ2p|p 6= 0

)
= E

(
θ2q |q 6= 0

)
= N

N−1

(
θ2 − 1

N
θ20

)
, (II.66)

E (θpθq|p 6= 0, q 6= 0, q 6= p) =
N
(

Nθ
2
−θ2

)

−2(Nθθ0−θ20)
(N−1)(N−2)

. (II.67)

Случайная переменная E
(
F̃l

)
независима от случайных переменных θi для любых i и:

E
(
F̃
)
= 0, Var

(
F̃l

)
= F 2.

Для стратегии "rand/best/1/bin"E (vl) = El (θrl = θ0) + 0 = θ0. Рассчитаем 34:

E
(
v2l |p 6= 0, q 6= 0, q 6= p

)
≡ E

(
v2l
)
=

= θ20 + 2F 2

[
N

N − 2

(
θ2 − θ2

)
− N

(
θ0 − θ

)2

(N − 1)(N − 2)

]
. (II.68)

Теперь рассчитаем E
(
P 2
v

)
. Для стратегии rand/best/1/bin

E
(
P 2
v

)
=

1

N

[
k=N−1∑

k=0

θ2k − El

(
θ2l
)
+ El

(
v2l
)
]
=

= θ2 +
1

N

{
θ20 − θ2 + 2F 2

[
N

N − 2

(
θ2 − θ2

)
− N

(
θ0 − θ

)2

(N − 1)(N − 2)

]}
. (II.69)

Следующее, что нужно рассчитать, это E
(
Pv

2
)
. Для расчета нам понадобятся

соотношения (l = rand())35:

E
(∑

k 6=l θk

)
= (N − 1)θ

2
, (II.70)

E
(
θl
∑

k 6=l θk

)
= Nθ

2 − θ2, (II.71)

E
(
vl
∑

k 6=l θk

)
= (N − 1)θ0θ, (II.72)

E

((∑
k 6=l θk

)2)
= (N2 − 2N)θ

2
+ θ2. (II.73)

33В данном доказательстве не учтено l 6= 0 = r, и p, q 6= l. Если же пренебречь тем, что p, q 6= 0 = r,

то E (θr) = θ и E
(
θ2r
)
= θ

2
, а E (θpθq|q 6= p) = Nθ

2−θ2

N−1 .
34Если не учитывать p, q 6= 0, то E

(
v2l
)
= θ2 − 2NF 2

N−1

(
θ2 − θ

2
)

.

35Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (vl − θl) = 0, E (vlθl) = θ
2
,

E (vl − θl)
2 = 2

(
1 + F 2 2N

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.
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Таким образом36:

E
(
Pv

2
)
= E


 1

N2

(
k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk + vl

)2

 =

=
1

N2


E



(

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)2

+ 2E

(
vl

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)
+ E

(
v2l
)

 =

=
1

N2



(N2 − 2N)θ

2
+ θ2 + 2(N − 1)θ0θ + θ20 + 2F 2



N
(
θ2 − θ2

)

N − 2
− N

(
θ0 − θ

)2

(N − 1)(N − 2)







(II.74)

В результате, для каждой компоненты вариации:37:

E (Var(Pv))i = E
(
P 2
v

)
−E

(
Pv

2
)
=

=

(
1 +

2F 2(N − 1)

N(N − 2)
− N + 1

N2

)(
θ2 − θ2

)
+

(
N − 1

N2
− 2F 2

N(N − 2)

)(
θ0 − θ

)2
, (II.75)

и мы доказали утверждение 1.2.3.

(б) В популяции Pu один из элементов ul равен

ul,j =

{
vl,j с вер. Cr;
θl,j с вер. (1− Cr),

(II.76)

а все остальные элементы совпадают с элементами популяции Pθ. Используя свойства
средних для случайных величин, получаем:

E
(
P 2
u

)
= 1

N
E
((∑k=N−1

k=0,k 6=l θ
2
k

)
+ u2l

)
=

= 1
N
E
((∑k=N−1

k=0,k 6=l θ
2
k

)
+ Crv

2
l + (1− Cr)θ

2
l

)
= E

(
1
N

(∑k=N−1
k=0 θ2k

))
+ Cr

N
E (v2l − θ2l ) =

= θ2 + Cr
N

(
θ20 − θ2

)
+ 2F 2Cr

N

[
N

N−2

(
θ2 − θ2

)
− N(θ0−θ)

2

(N−1)(N−2)

]
. (II.77)

36Если не учитывать r, p, q 6= l, то E
(
Pv

2
)
= θ

2
+ 2

N2

(
1 + NF 2

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.

37Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (Var(Pv))i =
(
1 + 2F 2

N
− 2

N2

)(
θ2 − θ

2
)
.
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С другой стороны, для E
(
Pu

2
)

имеем:38:

E
(
Pu

2
)
= E


 1

N2

(
k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk + ul

)2

 =

=
1

N2


E



(

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)2

 + 2E

(
ul

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)
+ E

(
u2l
)

 =

= E


 1

N2

(
k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)2

+ 2CrE

(
1

N2
vl

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)
+

+ 2(1− Cr)E

(
1

N2
θl

k=N−1∑

k=0,k 6=l

θk

)
+ CrE

(
1

N2
v2l

)
+ (1− Cr)E

(
1

N2
θ2l

)
=

= . . . =
N − 2Cr

N
θ
2
+
Cr

N2
θ2 +

2Cr(N − 1)

N2
θ0θ +

Cr

N2
E
(
v2l
)
. (II.78)

Таким образом39:

E (Var(Pu))j = E
(
P 2
u

)
− E

(
Pu

2
)
=

= θ2 +
Cr

N

(
θ20 − θ2

)
+

2F 2Cr

N

[
N

N − 2

(
θ2 − θ2

)
− N

(
θ0 − θ

)2

(N − 1)(N − 2)

]
−

− N − 2Cr

N
θ
2 − Cr

N2
θ2 − 2Cr(N − 1)

N2
θ0θ −

Cr

N2
E
(
v2l
)
= . . . =

=

(
1 +

2F 2Cr(N − 1)

N(N − 2)
− Cr

N2

)(
θ2 − θ2

)
+

(
(N − 1)Cr

N2
− 2F 2Cr

N(N − 2)

)(
θ0 − θ

)2
=

=

(
1 +

2F 2Cr(N − 1)

N(N − 2)
− Cr

N2

)(
θ2 − θ2

)
+

(
(N − 1)Cr

N2
− 2F 2Cr

N(N − 2)

)(
θ0 − θ

)2
, (II.79)

и мы доказали утверждение 1.2.3.

38Если не учитывать r, p, q 6= l, то E
(
Pu

2
)
= θ

2
+ 2Cr

N2

(
1 + F 2 N

N−1

)(
θ2 − θ

2
)
.

39Если не учитывать r, p, q 6= l, то E (Var(Pu))j =
(
1 + 2F 2Cr

N
+ 2Cr

N2

)
Var (Pθ)j .
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П. III. Результативность АДЭ-АСМ метода

На рисунках ниже представлены численные результаты тестирова-
ния стратегий АДЭ, АДЭ-АКМ и алгоритма JADE, который использует
адаптивную схему для кроссовера и отнсительно которого было показано,
что он имеет более высокую производительность по сравнению с другими
адаптивными DE-алгоритмами [69, 80] в соответствии с BBOB-2012 [41].
Попытка определялась как успешная и вычисления заканчивались, если
алгоритм находил значение целевой функции ниже f(~θ∗) + 10−8. Ожида-
емое время работы алгоритма (ERT) при ненулевой вероятности успеха
рассчитывается, как отношение числа вызовов целевой функции во всех
испытаниях к числу успешных испытаний.

По горизонтали: размерность задачи. По вертикали: log10 от ожида-
емого времени работы (Estimated running time, ERT), измеренного в коли-
честве вычислений функции f , деленном на размерность целевой функции
и умноженном на 10−8. Различные символы соответствуют различным ал-
горитмам, приведенным в легенде для функций f1 и f24. Символы, изобра-
женные тонкой линией показывают максимальное количество оценок це-
левой функции из самого длинного испытания деленное на размерность.
Горизонтальные линии означают линейное масштабирование, наклонные
пунктирные линии показывают квадратичную зависимость. Черные звез-
ды указывают статистически лучший результат по сравнению со всеми дру-
гими алгоритмами.
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Рис. III.1. По горизонтали: размерность задачи D. По вертикали: log10(ERT/D · 10−8).
Легенда: ◦:bin0 — АДЭ-Р с кроссовером Cr = 0,1; ▽:bin0.9 — АДЭ-Р с кроссовером
Cr = 0,9; ⋆:JADE — адаптивный вариант ДЭ — JADE; �:acm — АДЭ с кроссовером,
задаваемым адаптивной корреляционной матрицей АДЭ-АКМ [10].
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Рис. III.2. Горизонтальная ось: log10(NFE/D) (допустимое количество оценок целевой
функции деленное на размерность задачи). Вертикальная ось: доля решенных функ-
ций из набора (15 попыток для каждой функции с попаданием в окрестность минимума
с заданной точностью 10[−8..2]) для всех функций и подгрупп в классе задач с размер-
ностью D = 20. Линия «best-2009» соответствует наилучшему ERT среди тестировав-
шихся в ходе BBOB-2009 алгоритмов для каждого задачи.
Легенда: ◦:bin0 — АДЭ-Р с кроссовером Cr = 0,1; ▽:bin0.9 — АДЭ-Р с кроссовером
Cr = 0,9; ⋆:JADE — адаптивный вариант ДЭ — JADE; �:acm — адаптивный АДЭ
с кроссовером, задаваемым адаптивной корреляционной матрицей АДЭ-АКМ [10]
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