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Введение

В 1935 году вышла в свет работа Эйнштейна, Подольского и Розена (ЭПР) [1],

в которой, опираясь на здравомысленный с точки зрения классической фи-

зики принцип о невозможности воздействия измерения над одной подсисте-

мой на определение состояния второй подсистемы, не взаимодействующей

с первой, оспаривалась полнота квантовой механики. Действительно, одним

из постулатов квантовой механики является утверждение о том, что волно-

вая функция даёт максимально полное описание физической реальности. С

другой стороны, если рассмотреть двухкомпонентную систему, чьи части на-

ходились во взаимодействии в неком интервале времени, то, зная начальные

состояния компонент, исходя из уравнения Шредингера, можно предсказать

состояние системы после завершения взаимодействия, в то время, как состо-

яния самих компонент вычислить невозможно. Однако состояние системы

можно разложить по базису собственных функций оператора, соответствую-

щего некой физической величине, относящейся к первой подсистеме, в этом

случае коэффициенты разложения будут зависеть лишь от степеней свобо-

ды второй подсистемы. Проведя измерение физической величины, по базису

которой было проведено разложение, происходит редукция волнового пакета

и первая подсистема после измерения находится в состоянии, соответству-

ющем полученному собственному значению. В то время, как вторая подси-

стема находится в состоянии, описываемом волновой функцией, равной ко-

эффициенту состояния первой подсистемы в разложении состояния полной

системы. Однако выше указанное разложение не является единственно воз-

можным, можно выбрать другую физическую величину, соответствующую

первой компоненте, и в этом случае как функции разложения, так и коэффи-
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циенты могут поменяться. В частности, если два оператора, соответствую-

щие физическим величинам, не коммутируют, то после измерения (редукции

волнового пакета) вторая система будет находиться в разных (несовмести-

мых) состояниях. Получается, что после редукции можно получить состоя-

ния, описываемые несовместимыми волновыми функциями, которые по вы-

шеуказанному постулату дают максимальную информацию. Это, в свою оче-

редь, означает мгновенное распространение влияния измерения над первой

подсистемой на вторую, несмотря на их пространственную разделённость и

отсутствие между ними взаимодействия. Действительно, вторая подсистема

не может ≪знать≫, измерение какой физической величины собирается выпол-

нить наблюдатель над первой подсистемой, в то время, как уже сделанное над

первой подсистемой измерение мгновенно распространится на вторую через

редукцию волнового пакета. Из этого, кажется, парадоксального результата и

аргументов ЭПР следовала бы неполнота квантовой механики. Одним из ре-

шений вышеуказанных ≪парадоксальных≫ результатов являлась бы теория

скрытых переменных, которая подразумевала бы присутствие добавочных

степеней свободы, через которые предопределяется и выполняется скоррели-

рованность степеней свободы, что, в свою очередь, решило бы проблему как

мгновенной редукции, так и неполноту описания через волновые функции.

Через несколько месяцев после выхода в свет работы ЭПР была опубликова-

на статья Шредингера [2], в которой впервые вышеописанные неклассические

корреляции получили название ≪запутанность≫ (entanglement в английском

оригинале).

Какой точки зрения придерживаться - Эйнштейновской о неполноте кван-

товой механики и необходимости введения скрытых переменных или о пол-

ноте квантовой механики, в которой квантовая запутанность выступает как

некое отражение действующих в микромире законов - долгое время оста-

валось делом мировоззрения каждого отдельного физика из-за отсутствия

экспериментально проверяемых расхождений в предсказаниях этих двух то-

чек зрения. Однако в 1964-ом году Беллом было показано [3], что ни одна

локальная теория скрытых переменных не может повторить (в пределе пре-
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небрежения скрытых переменных) статистические предсказания квантовой

механики. Таким образом, было показано, что невозможно преодолеть нело-

кальности квантовой механики путём построения теории скрытых перемен-

ных, для которой квантовая механика выступала бы предельным случаем с

редуцированной классической информацией. С другой стороны, полученные

в [3] ограничения на вероятности исходов измерений (для обзора см. [4]) да-

ли возможность для экспериментальной проверки проявлений существования

или скрытых переменных, или неклассических корреляций (квантовой запу-

танности). В частности, в 1982 году группой Аспекта было экспериментально

показано [5] нарушение белловских неравенств, что с достаточно большой до-

стоверностью опровергает существование скрытых переменных.

Наряду с фундаментальным интересом, новым прикладным стимулом для

изучения квантовой запутанности явилось развитие таких направлений, как

теория квантовой информации [6], квантовая телепортация [9, 10], плотное

кодирование [7,8], квантовая криптография [11,12]. Также, будучи характе-

ристикой чисто квантовых корреляций, не имеющих классических аналогов,

предполагается, что квантовая запутанность играет ключевую роль в понима-

нии поведения сильно коррелированных квантовых систем и коллективных

квантовых явлений в отдельных многочастичных спиновых и фермионных

решеточных моделях [13–15]. Изучение критических явлений является одной

из основных задач статистической физики. Неотъемлемой частью данного

направления современной физики является теория квантовых фазовых пере-

ходов (КФП) [16]. Недавние исследования указывают на связь между запу-

танностью в многочастичных системах и присутствием квантовых фазовых

переходов и фазовых сепараций [16–21].

Двухчастичная запутанность в системе нескольких спинов часто может

демонстрировать общие свойства запутанности спинов в больших термоди-

намических системах. Более того, такая связь может быть использована для

раскрытия основополагающих свойств основных состояний и термодинами-

ки молекулярных магнитов, спариваний электронов и возможной сверхпро-

водимости в конечно-размерных кластерах и в больших макроскопических
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системах [13,22,23].

В то время, как запутанность в системах со спином 1
2 является хорошо

изученной, понимание общих свойств запутанности и её связи с квантовыми

переходами в спин-1 системах до настоящего момента нельзя считать удо-

влетворительной. Последнее обусловлено как сложностью таких систем, так

и отсутствием технически легко изучаемых количественных характеристик

запутанности для систем с высокими спинами.

Следует так же отметить, что возможность реализации кутритных (трех-

уровневых) элементов не исчерпывается спин-1 частицами (можно отметить,

к примеру, бифотонную кутритную систему [24–26]).

Основной задачей данной диссертации является проведение изучения кван-

товой запутанности в точно решаемых спин-1 моделях для дальнейшего срав-

нения эволюции последнего с изменениями параметров порядка при перехо-

дах, индуцированных внешними параметрами (магнитного поля, одноионной

анизотропии и так далее). Мы также заинтересованы в тепловом поведении

квантовой запутанности, поскольку оно даёт представление о распростране-

нии чисто квантовых корреляций на конечно температурную область.

В первой главе данной диссертации ставятся две основные задачи. Пер-

вая - изучение квантовой запутанности в двух- и трехчастичных кластерах

частиц со спином 1, взаимодействующих гейзенбергоподобным гамильтониа-

ном с билинейным и биквадратным членами в присутствие однородного маг-

нитного и внутрикристаллического продольного полей (иными словами, од-

ноионной анизотропии), в основном состоянии и при конечных температурах

[27, 28]. В качестве количественной характеристики квантовой запутанности

была выбрана отрицательность [29]. Вторая - изучение поведения квантовой

запутанности при различного рода переходах между качественно отличаю-

щимися состояниями с различными параметрами порядка в кластерах мини-

мальных размеров [30]. Такого рода переходы, не являясь квантовыми фа-

зовыми переходами (в силу конечности системы), тем не менее перерастают

в КФП с увеличением системы. В этом отношении к ним можно относиться

как к неким ≪зародышам≫ КФП. Изучение изменений квантовой запутанно-
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сти при таких переходах даёт грубое описание бесконечных систем при КФП.

Классический аналог изучаемой в первой главе модели - модель спин-1

Блюма-Эмери-Грифится (БЭГ) с дипольным и квадрупольным обменными

взаимодействиями - является успешной упрощённой моделью для описания

фазовых сепараций, трикритических и λ -точек в смеси 3He-4He [31]. Точ-

ные выражения для λ-линий (геометрических наборов λ -точек) в различ-

ных двумерных БЭГ-моделях были получены в работах [32, 33], в то вре-

мя, как трикритическое поведение на рекурсивных решетках было изучено в

[34–39]. В дополнение к вышесказанному, нули статистической суммы Янга-

Ли для системы частиц со спином 1 в комплексной плоскости магнитного

поля [40,41] указывают на присутствие тройной точки [42,43]. С другой сто-

роны, в литературе проведены исследования также квантовых критических и

трикритических точек для тяжёлых фермионов и органических проводников,

используя феноменологию, разложение Гинзбурга-Ландау-Вильсона и метод

Монте-Карло [44,45].

Решение одномерной модели Гейзенберга методом анзаца Бете [46], рас-

пространённое на высокие спины [47–49], применимое лишь для отдельно-

го полиномиального вида гамильтониана, указывает на характеристическую

спиновую щель и богатую термодинамическую фазовую диаграмму. Тем не

менее, общее решение методом анзаца Бете для одномерной модели, приме-

нимое для специфичного набора параметров, входящих в интегрируемый га-

мильтониан, трудно анализируем без прибегания к различного рода прибли-

жениям, в особенности, при конечных температурах. В противопоставление

этому, точные расчёты запутанности в конечных кластерах дают перспек-

тивную альтернативу для понимания общих особенностей двухчастичных и

фрустрированных систем при конечных температурах [50]. Квантовые и тер-

модинамические фазовые диаграммы, а также склонность к запутыванию

для малочастичных кластеров могут давать достаточно хорошее описание

фазовых переходов, происходящих в некоторых макроскопических системах.

Так, димеры и четерёхчастичные кластеры являются элементарными сбо-

рочными блоками или прототипами двухчастичных решёток, в то время, как
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трёхчастичные кластеры выступают в качестве элементарных блоков для ти-

пичных фрустрированных (треугольных) решёток. Тем не менее, в связи с

отсутствием хорошо поддающейся расчёту количественной характеристики

запутанности для высоких спинов, изучение квантовой запутанности даже

для конечных кластеров до сих пор в основном было ограничено изучением

спин-12 гейзенберговской и фермионной хаббардовской моделями [51, 52]. В

то же время эксперименты с холодными бозонными атомами в оптической

решётке с одним атомом в каждой яме открывают новое направление изуче-

ния КФП и сильно коррелированных атомных газов на оптической решётке

посредством спин-1 модели Гейзенберга и модели Бозе-Хаббарда на малочис-

ленных кластерах [53,54].

Количественная характеристика запутанности - отрицательность - была

использована для изучения поведения запутанности в модели Гейзенберга с

открытыми граничными условиями в [55], некоторые аналитические и чис-

ленные результаты для фазовых диаграмм и запутанности с билинейным и

биквадратным взаимодействиями для спин-1 модели Гейзенберга были пред-

ставлены в работах [56,57]. Тепловая запутанность спинов в терминах отри-

цательности для анизотропной XX модели Гейзенберга для двухчастичных

и димеризованных систем была изучена в работах [58–60] как в ферромаг-

нитном, так и антиферромагнитном обменном взаимодействиях. Квантовая

запутанность двух спинов, взаимодействующих билинейно-биквадратным об-

разом, в магнитном поле без одноионной анизотропии была изучена в [61].

В первой главе диссертации, используя отрицательность (как количествен-

ную характеристику запутанности), проводятся аналитические изучения за-

путанности спин-1 модели Гейзенберга с билиейным и биквадратным взаи-

модействиями и с одноионной анизотропией. Точное решение модели позво-

ляет также провести желаемое сравнение плато и скачков запутанности с

качественными изменениями в параметрах порядка системы. Спин-1 бозон-

ная модель Хаббарда при определённых условиях может быть отображена

в спин-1 модель Гейзенберга, в связи с чем наши результаты могут быть

полезны также для анализа классических и квантовых фазовых переходов
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из состояния диэлектрика Мотта в сверхтекучее состояние в спин-1 Бозе-

Хаббардоподобных моделях при половинном заполнении [53].

Во второй главе диссертации мы ставим задачу изучения магнитных

свойств и изменения квантовой запутанности при различных магнитных и

квадрупольных переходах в квазиодномерной спин-12 -1 смешанной модели

Изинга-Гейзенберга на даймонд-цепочке [62]. Несмотря на определённую упро-

щённость моделей на даймонд-цепочках, асимметричная версия спин-12 моде-

ли Изинга-Гейзенберга на даймонд-решётке в приближении взаимодействия

частиц, следующих за ближайшими соседями [63], количественным образом

описывает некоторые магнитные особенности естественного минерала азури-

та [64–70].

Даймонд-цепочки (в особенности цепочки со смешанными целыми и по-

луцелыми спинами) имеют богатую фазовую диаграмму основного состоя-

ния, проявляя, в частности, состояния Халдейна и кластеризованные состоя-

ния нескольких спинов, в которых состояние цепочки выступает как прямое

умножение локальных кластерных состояний [71, 72]. За последние несколь-

ко лет проводились интенсивные изучения моделей на даймонд-цепочках, на-

пример, в [73] была проанализирована возможность проявления локализо-

ванных магнонных возбуждений, в [74,75] были проведены изучения магнит-

ных плато, влияние многоспиновых обменных взаимодействий было изучено

в [76], в [77] изучается влияние анизотропии Дзялошинского-Мории на намаг-

ничивание цепочки. В работе [78] было проведено изучение основного состо-

яния, магнитных плато и теплоёмкости, изучаемой во второй главе модели.

В связи с треугольным расположением узлов в даймонд-блоке для даймонд-

декорированных решёток важными также становятся эффекты фрустрации,

в особенности при антиферромагнитном взаимодействии спинов. Различные

фрустрированные рекуррентные решётки с даймонд-декорацией изучались в

[79,80]. К сожалению, в случае общего гейзеберговского вида гамильтониана

взаимодействия спинов на даймонд-решётке модель не решаема, тем не менее

можно рассматривать различные точно решаемые упрощения модели [81–83].

Среди прочих особенностей, проявляемых точно решаемыми моделями
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на даймонд-решетках, в случае модели со спином 1
2 можно отметить суще-

ствование низкотемпературного магнитного плато на одной-трети значения

насыщения (отражающее поведение азурита) [82], сильно не монотонное по-

ведение корреляционных функций в зависимости от температуры [89], уве-

личенную скорость магнитного охлаждения [90], интересное распределение

нулей статистической суммы [91], плато экспонент Ляпунова [92], не триви-

альное поведение зависимости запутанности от магнитного поля [93,94]. Ожи-

дается, что ещё более разнообразными могут оказаться магнитные свойства

моделей Изинга-Гейзенберга на даймонд-цепочке, учитывающие асимметрию

взаимодействия [84, 85], четырёхспиновое обменное взаимодействие [86, 87]

или взаимодействия между следующими за ближайшими соседями [63].

Согласно критерию Ошикавы-Яманаки-Афлека [95, 96], промежуточные

плато намагниченности квантовых спиновых цепочек необходимым образом

должны удовлетворять условию p(S − m) =целое число, где p - период ос-

новного состояния, S-полный спин, а m-намагниченность на элементарную

ячейку цепочки. Вследствие этого ограничения, симметричная версия моде-

ли Изинга-Гейзенберга со спином 1
2 может проявлять промежуточные плато

намагниченности лишь на одной-трети значения насыщения, в то время, как

модель, изучаемая во второй главе данной диссертации, - на одной- и трех-

пятых значения насыщения. Однако обобщённые модели Изинга-Гейзенберга,

учитывающие многоспиновые обменные взаимодействия, асимметрию во вза-

имодействии или дуальные взаимодействия, могут привести к изменению

трансляционной симметрии, удвоению периода основного состояния и, сле-

довательно, к появлению ещё более разнообразных плато. Так, в работе [97]

было показано, что включение гексомерного взаимодействия приводит для

спин-12 модели к появлению промежуточных плато на одной- и двух-третях

значения насыщения, асимметрия взаимодействий вдоль даймонд-цепочки -

к возможности формирования плато на нуле [85], в то время, как включение

четырёх-спинового обмена - к появлению как плато на нуле, так и к проме-

жуточному плато на двух-третях значения насыщения [63,86,87].

Наша заинтересованность в изучении смешанной спин-12 -1 модели Изинга-
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Гейзенберга обусловлена следующими факторами. Первое - возможность точ-

ного решения и постройки точного основного состояния, второе - происходя-

щая кластеризация основного состояния, что даёт возможность точно рас-

считать запутанность через меру отрицательности, существование (при опре-

делённой параметризации биквадратного взаимодействия гейзенберговских

спинов) двух параметров порядка: намагниченности и квадрупольного мо-

мента и, наконец, изобилие разнообразных квантовых фаз, что даёт возмож-

ность для подробного изучения эволюции запутанности при переходах между

ними.

В третьей главе диссертации проводится изучение спин-1 симметрич-

ной модели Изинга-Гейзенберга на даймонд-решётке при билинейном взаимо-

действии и одноионной анизотропии как изинговских, так и гейзенберговских

спинов [88]. В главе приводится точное решение модели. Здесь анализируется

все доступные основные состояния, формирования магнитных плато и плато

квадрупольного момента изинговской подрешетки, дополняя результаты [98].

В третьей главе также анализируется процесс намагничивания отдельной це-

почки гомометаллического соединения [Ni3(fum)2 − (µ3 − OH)2(H2O)4]n ·
(2H2O)n [116]. Указанная структура является трёхмерным набором квази-

одномерных взаимодействующих ферримагнитных даймонд-цепочек, в кото-

рых узлы взаимодействуют с димерами антиферромагнитным образом, в то

время, как взаимодействие в самом димере осуществляется ферромагнитным

образом. Введение одноионной анизотропии изинговских спинов позволяет

качественно воспроизвести все наблюдаемые низкотемпературные состояния

цепочки. В отличие от второй главы, для расчёта запутанности в третьей гла-

ве вводится формализм запутанности в трансфер-матричном подходе (смот-

реть подробнее в главе 3). Несмотря на совпадения в предсказаниях для от-

рицательности в основном состоянии в кластерном и трансфер-матричном

подходах, последний даёт более точные предсказания для запутанности при

конечных температурах [93, 94]. Точное решение и применение трансфер-

матричного метода позволяет привести аналитические результаты для от-

рицательности во всех основных состояниях и проанализировать эволюцию
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запутанности при переходах между существующими фазами. Так, анализи-

руется конечно температурная запутанность. В заключении кратко представ-

ляются основные результаты и выносимые на защиту пункты.
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Глава 1

Квантовая запутанность

двух- и трехчастичных

кластеров

В данной главе после короткого введения в формализм квантовой запутанно-

сти отрицательность представлена как количественная характеристика запу-

танности. Для двух- и трехчастичных спин-1 моделей Гейзенберга с биквад-

ратным взаимодействием и внутрикристаллическим полем представлены соб-

ственные функции, которые позволяют делать расчёты квантовой запутан-

ности как в основном состоянии, так и при тепловом смешении состояний.

Зарождающиеся квантовые фазовые переходы изучены посредством пред-

ставления изменения квантовой запутанности при них. Было показано, что

в квантовых критических точках, при пересечении которых в системе про-

исходят качественные изменения, также происходят изменения в квантовой

запутанности. Плато и пики восприимчивостей функций отклика определяют

условия скачков квантовой запутанности что опубликовано в статьях [27,28].
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1.1 Квантовая запутанность:

определения и количественные характери-

стики

Перед тем, как перейти к изложению результатов настоящей главы, дадим

определения основных понятий и величин, используемых далее.

Предположим, что задана двухкомпонентная квантовая система, состоя-

щая из частей A и B и находящаяся в чистом состоянии |Φ⟩. В этом случае

гильбертово пространство H всех состояний составной системы можно пред-

ставить как прямое произведение пространств соответствующих подсистем

HA и HB: H = HA⊗HB, если при этом чистое состояние системы |Φ⟩ не пред-

ставимо как прямое произведение однокомпонентных состояний |Φ⟩A и |Φ⟩B:

|Φ⟩ ̸= |Φ⟩A ⊗ |Φ⟩B, то говорят, что чистое состояние запутанно, в противном

же случае оно называется незапутанным (в литературе такие состояния при-

нято ещё называть факторизуемыми по очевидным причинам). Смешанное

состояние системы называют запутанным, если оно не может быть разложено

по базису незапутанных чистых состояний (см. например [99]).

В литературе предпринималось множество попыток физически оправ-

данного определения количественной характеристики квантовой запутанно-

сти [10,29,51,99–102]. Представим кратко из них запутанность формации [51]

и отрицательность [29]. Первая из упомянутых, на взгляд автора, является

самым наглядным в силу явной физической интерпретации, а вторая, соб-

ственно, использовалась при расчётах, представленных в диссертации.

Запутанность формации

Если задана двухкомпонентная система в смешанном состоянии ρ, то рас-

сматриваются её всевозможные разложения по базисам чистых состояний

{|ψi⟩} с нормированными весами pi

ρ =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|. (1.1)
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На первом шаге определения запутанности формации определяется количе-

ственная характеристика квантовой запутанности E(|ψi⟩) чистого состояния

как фон Неймановской энтропии от ψi⟩⟨ψi| с точки зрения наблюдателя над

первой подсистемой. Предполагается, что наблюдатель удалён от второй под-

системы (либо, очевидно, наоборот). Иными словами, если ρ1 (ρ2) - матрица

плотности после взятия следа по степеням свободы второй (первой) подси-

стемы, то

E(|ψi⟩) = S(ρ1) = S(ρ2), (1.2)

где S(ρ) = −Tr(ρ log2 ρ). Таким образом, определённая величина принимает

значения от нуля (для сепарабельных состояний) до log2 n для максималь-

но запутанных состояний двух подсистем, каждая из которых является n-

уровневой. Зная запутанность базисных состояний, можно определить запу-

танность смешанного состояния как минимизированную по ансамблю всевоз-

можных разложений по чистым состояниям ρ среднюю запутанность чистых

состояний разложения

E(ρ) = min
∑
i

pi E(|ψi⟩). (1.3)

Несмотря на явно энтропийное определение, вообще говоря, процедура мини-

мизации в (1.3) не является тривиальной (вообще говоря, все меры запутан-

ности в той или иной степени включают процедуру экстремизации). Тем не

менее, в [103,104] для пары бинарно-квантовых частиц (кубитов) было показа-

но, что для запутанности можно получить явную формулу, выражающую её

через конкуренцию (в литературе также встречается как "согласованность")

C:

E(ρ) = s (
1 +

√
1− C2

2
), (1.4)

где s(x) = −x log2 x − (1 − x) log2(1 − x) - функция Шеноновской энтропии.

C (конкуренция) определяется следующим образом. Сначала определяется

состояние спин-флип, которое переводит ρ в ρ̃

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy), (1.5)
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после чего C = max{λ1 − λ2 − λ3 − λ4, 0}, где λi (i = 1 · · · 4) - собственные

значения оператора
√√

ρ ρ̃
√
ρ в порядке убывания. Конкуренция, пробегая

значения от нуля (для сепарабельных состояний) до единицы для стандарт-

ного синглета, сама превращается в меру запутанности.

Запутанность формации является удобным инструментом для изучения

квантовых корреляций в системах частиц со спином 1/2, однако отсутствие

явно аналитической формулы для системы небинарных частиц (кутрит и так

далее), а также трудность процедуры минимизации по ансамблю всевозмож-

ных разложений делают её непригодной для практического использования в

расчётах для систем спина 1. Для таких систем удобнее пользоваться отри-

цательностью.

Отрицательность

Отрицательность смешанного двухкомпонентного состояния ρ определяется

как сумма абсолютных значений отрицательных собственных значений µi

транспонированной по отношению к одной подсистеме матрицы плотности

ρT1 [29]:

Ne =
∑
i

|µi|. (1.6)

Как показывается в [29], отрицательность является мерой отклонения от кри-

терия Переса о сепарабельности [105]. Более того, там же доказывается, что

отрицательность - монотонная функция от запутанности (которая, естествен-

но, обнуляется для сепарабельных состояний). Формулу 1.6 можно перепи-

сать через норму ∥ρT1∥1 = Tr
√
ρ†ρ как

Ne (ρ) =
∥ρT1∥1 − 1

2
. (1.7)
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1.2 Магнитные свойства и квантовая отрица-

тельность двух- и трехчастичных класте-

ров

1.2.1 Изотропная модель Гейзенберга для малочастич-

ных кластеров

Мы рассматриваем изотропную модель Гейзенберга в присутствии магнитно-

го поля B < 0

H =
N∑
i=1

[J(SiSi+1) +K(SiSi+1)
2] +

D
N∑
i=1

(Sz
i )

2 +B
N∑
i=1

Sz
i . (1.8)

Здесь J и K описывают интенсивности билинейного и биквадратного вза-

имодействий соответственно. Модель включает также одноосное кристал-

лическое поле D, которое описывает одноосную одноионную анизотропию

(uniaxial single ion anisotropy). Последнее должно значительно влиять на за-

путанность. Необходимо заметить, что гамильтониан (1.8) может быть выве-

ден из модели Бозе-Хаббарда в приближении сильной связи.

Выше оператор спина на узле i Si имеет компоненты спин-1 операторов

Sx =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Sy =
1√
2


0 −i 0

i 0 −i
0 i 0

 , Sz =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 .(1.9)

Предполагается, что на взаимодействия наложены циклические граничные

условия SN+1 = S1, где N - полное число узлов на цепочке. Суммирование

вдоль цепочки членов вида (Sz
i )

2 может быть приведено к спиновой концен-

трации (число частиц) P :

N∑
i=1

(Sz
i )

2 = P − P0, , (1.10)
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где P0 - количество узлов с Sz
i = 0, в то время, как P есть количество узлов

с Sz
i ̸= 0. Можно заметить, что в этом отношении одноосная анизотропия

эквивалентна химическому потенциалу D = −µ. Уже в классическом при-

деле рассматриваемого гамильтониана станвиться важным влияние членов

K и D на термодинамические свойства [31,33–38,106–111] Так, в рамках мо-

дели Блюма-Эмери-Грифитса [31](БЭГ), описывающей λ-переход и фазовую

сепарацию в смеси 3He −4 He и, по сути, являющейся классическим анало-

гом описанной в этом параграфе модели, P0 есть количество атомов 3He, в

то время, как P соответствует количеству атомов 4He. Именно возможность

введения нового параметра порядка только для одного типа частиц (наряду

с ≪намагниченностью≫, следует учитывать, что два знака последней играют

роль параметра порядка сверхтекучести, которая в рамках БЭГ модели при-

нимает два значения), но не для другого, позволяет получать трикритические

эффекты.

1.2.2 Запутанность и магнитные свойства спин-1 изо-

тропной модели Гейзенберга на малочастичных кла-

стерах

В этом разделе рассматривается гамильтониан (1.8) при N = 2. Диаго-

нализация гамильтониана приводит к системе собственных значений пары

спинов:

E1 = −2(B − J −K −D), E2 = −2(J −K −D),

E3 = 2(B + J +K +D), E4 = −B − 2J + 2K +D,

E5 = B − 2J + 2K +D, E6 = −B + 2J + 2K +D, (1.11)

E7 = B + 2J + 2K +D, E8 = −J + 5K +D − λ0,

E9 = −J + 5K +D + λ0
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с соответсвующими собственными функциями:

|ψ1⟩ = | − 1,−1⟩, |ψ2⟩ =
1√
2
(| − 1, 1⟩ − |1,−1⟩),

|ψ3⟩ = |1, 1⟩, |ψ4⟩ =
1√
2
(| − 1, 0⟩ − |0,−1⟩),

|ψ5⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩ − |1, 0⟩),

|ψ6⟩ =
1√
2
(| − 1, 0⟩+ |0,−1⟩),

|ψ7⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩+ |1, 0⟩), (1.12)

|ψ8⟩ =
1√

2 + λ21
(|1,−1⟩+ λ1|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩),

|ψ9⟩
1√

2 + λ22
(|1,−1⟩+ λ2|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩),

где λ0 =
√
9(J −K)2 − 2(J −K)D +D2, λ1 = J−K−D−λ0

2(J−K) , λ2 = J−K−D+λ0

2(J−K) , а

|i, j⟩ (i = −1, 0, 1 и j = −1, 0, 1) являются собственными векторами оператора

Sz
i S

z
i+1. По теореме Шмидта чистые состояния |ψ5⟩ and |ψ7⟩ не запутанны, а

максимально запутанными могут оказаться лишь |ψ8⟩ или |ψ9⟩.
Предполагая, что система находиться в состоянии теплового равновесия

и используя собственные энергии и состояния, после некоторых упрощений

можно представить частично транспонированную по отношению к первой

подсистеме матрицу плотности ρT1 тепловым образом смешанного состояния

представлении в виде:

ρT1 =
1

Z



ω− 0 0 0 χ− 0 0 0 Ξ−

0 χ+ 0 0 0 Ω 0 0 0

0 0 Ξ+ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 χ+ 0 0 0 Ω 0

χ− 0 0 0 Λ 0 0 0 ζ−

0 Ω 0 0 0 ζ+ 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Ξ+ 0 0

0 0 0 Ω 0 0 0 ζ+ 0

Ξ− 0 0 0 ζ− 0 0 0 ω+



, (1.13)
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где

ω± = e
2(±B−D−J−K)

T , χ± =
1

2
e−

B+2(J+K)+D
T

(
1± e

4J
T

)
,

ζ± =
1

2
e

B−2(J+K)−D
T

(
1± e

4J
T

)
,

Ξ± = ±1

2
e

2(J−D−K)
T +

e
J−5K−D

T (λ0 cosh
λ0

T + (J −K −D) sinh λ0

T )

2λ0
,

Ω =
2e

J−5K−D
T (K − J) sinh λ0

T

λ0
,

Λ =
e

J−5K−D
T (λ0 cosh

λ0

T − (J −K −D) sinh λ0

T )

λ0

со статистической суммой

Z = e−
2(D+J)+5K

T (2e
D+3K

T (1 + e
4J
T ) cosh(

B

T
) +

e
4J+3K

T + 2e
3K
T cosh(

2B

T
) + 2e

D+3J
T cosh(

λ0
T
)).

Система в отсутствие магнитного поля

Рассмотрим сначала влияние кристаллического поля на запутанность основ-

ного состояния в отсутствие магнитного поля. Спиновая концентрация P и

отрицательность на рис. 1.1 (a) и (b) соответственно являются асимметрич-

ными функциями от D как при ферромагнитном (J < 0), так и антиферро-

магнитом знаках (J < 0) билинейного взаимодействия. Монотонное поведе-

ние P в зависимости отD в рис. 1.1 (a) сигнализирует о гладком характере за-

рождающегося перехода. Здесь уместно заметить отличие гладкого бозонно-

го поведения спиновой концентрации от резких ступенчатых переходов числа

электронов как функции от химического потенциала в [112]. При T → 0 зави-

симость отрицательности от D при антиферромагнитном знаке билинейного

взаимодействия на рис. 1.1 (b) не монотонна. Так, при D = 0 запутанность

максимальна и система находится в состоянии ψ8. Для J < 0 система прояв-

ляет две отличные друг от друга фазы: запутанную и сепарабельную. В об-

ласти с неотрицательными D отрицательность в случае J > 0 всегда больше,
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Рис. 1.1: Зависимость (a) числа частиц P и (b) запутанности Ne от D для антиферро-

магнитного, J = 1 (пунктирная кривая) и ферромагнитного J = −1 (сплошная кривая)

знаков билинейного взаимодействия

чем для J < 0. При этом в случае J < 0 и D = 0 основное состояние системы

есть незапутанная смесь состояний ψ1, ψ3, ψ6, ψ7, ψ8 , несмотря на присутствие

в смеси как полностью, так и частично запутанных состояний. При D → +0

система запутанна и находится в основном состоянии ψ8 ( lim
D→+0

= 5/6 вне

зависимости от значения J , если только оно отрицательное). Для D < 0 со-

стояние системы - это смесь состояний ψ1 and ψ3. Очевидно, что эти состояния

могут быть факторизованы и по определению не запутанны. Таким образом,

запутанность в области с D < 0 в атиферромагнитном случае может быть

использована для обнаружения квантовых корреляций, которые отсутству-

ют для "классического"ферромагнетика. Отрицательность - немонотонная

функция от D с одним максимумом в точке D = 0 при J > 0 и в непо-

средственной близости от той же самой точки справа для J < 0. Магнитная

и квадрупольная восприимчивости χB χD позволяют различать упорядочен-

ные и неупорядоченные фазы в случае нарушенной симметрии в квантовых

критических точках. Рис. 1.2 показывает чистые и смешанные квантовые

состояния. Незапутанная, раскрашенная тёмным на рис. 1.3 (a) при J < 0

область в ферромагнитном случае соответствует платообразному поведению

магнитной восприимчивости χ0 = ∂⟨sz⟩
∂h |B→0 на нулевом уровне в плоскости

J −D. Большие значения магнитной восприимчивости в окрашенной белым
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Рис. 1.2: Плотностной график отрицательности в зависимости от J иD. Кристаллическое

поле увеличивает запутанность при J < 0.

(a) (b)

Рис. 1.3: Плотностная зависимость (a) магнитной восприимчивости и (b) вос-

приимчивости концентрации P в зависимости от J и D.
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на рис. 1.2 области соответствуют малым значениям отрицательности, в то

время, как резкому увеличению отрицательности вдоль линии D = 0 соот-

ветствует наблюдаемый на рис. 1.3 (a) пик χD =
∂⟨(Sz)2⟩

∂D . Различные области

запутанности на рис. 1.2 также выражены в графике зависимости восприим-

чивости концентрации частиц на рис. 1.3(b). Тем же самым образом фазовая

диаграмма в плоскости K − J в отсутствие полей B и D показывает степень

запутанности и, соответственно, качественно различающиеся фазы, вызван-

ные нелинейностью собственных значений и собственных векторов в (1.12). К

примеру, линия J = K разделяет максимально запутанную и факторизуемую

фазы.

Необходимо заметить, что при такой параметризации в системе проис-

ходят качественные изменения, в гамильтониане (1.8) слагаемое (SiSi+1) +

(SiSi+1)
2 выражается через пермутационный оператор P12. С другой сто-

роны, на этой линии [H, (Sz
1)

2 + (Sz
2)

2] = 0, что означает сохранение квад-

рупольного момента, что, в свою очередь, подразумевает включение нового

параметра порядка.

Линия J = 3K в свою очередь является граничной между двумя запу-

танными фазами с различной отрицательностью при антиферромагнитных

знаках билинейного взаимодействия. Также было получено, что при K > 0

линия J = 0, как и прежде, разделяет незапутанную и максимально запу-

танную фазы. Наибольшая запутанность, которая присутствует при J < 0 и

K < J либо J > 0 и J > 3K, соответствует наблюдаемому условию Бозе-

конденсации неполяризованных атомов Na в оптической решётке [113].

Влияние магнитного поля

Очивидно, что магнитное поле B частично убирает вырожденность основ-

ного состояния, вследствие чего на рис. 1.4 можно заметить появление но-

вых фазовых границ. Свойства же запутанности возбуждённых состояний не

зависят от запутанности основного состояния. Было также установлено, что

парная запутанность уменьшается от основного к возбуждённым состояниям,
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(a) (b)

Рис. 1.4: Плотностной график отрицательности в плоскости D−B в нулевой температуре

для (a) J = −1 и (b) J = 1. Как в первом, так и во втором случае существует возможность

сосуществования трёх фаз, что в термодинамическом пределе может означать присутствие

тройной или же трикритической точки.

то есть чем выше энергия возбуждения состояния, тем меньше запутанность.

При ферромагнитном знаке обменного взаимодействия в точкеD = B = 0 за-

путанность имеет максимум (рис. 1.4 (a)). Когда D < |B|, система находится

в состоянии ψ1 или ψ3. Для фиксированного магнитного поля наблюдаются

два последовательных квантовых перехода: первый при значении кристал-

лического поля D = |B| и второй при D =
√
1 + 6|B|+B2 − 1 в ψ6 и ψ8

соответственно. При антиферромагнитном J фазовая диаграмма более со-

держательна: отрицательность имеет тройную точку при |B| = 8
3 и D = −4

3 ,

что подразумевает присутствие разных фаз, возможное сосуществование или

фазовую сепарацию в спин-1 системе. Когда D < −4
3 , линия |D| = − 2

−2+|B|−1

разделяет основные состояния ψ8 и ψ1,4, а именно максимально запутанную

фазу от сепарабельной. Для D > −4
3 существуют три фазы основного со-

стояния: сепарабельная при D < |B| − 4, максимально запутанная между

1+
√
B2 + 2|B| − 7 и 1−

√
B2 + 2|B| − 7 и частично запутанная фаза с соб-

ственным вектором ψ4,5. С другой стороны, в 1.4 для каждого фиксирован-

ного значения кристаллического поля существует некое критическое значе-

ние магнитного поля, при котором система становится незапутанной. Следует

также заметить, что с ростом кристаллического поля в положительной об-
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ласти Bc быстро возрастет. В отрицательной же области D ≤ 0 критическое

значение магнитного поля при возрастании абсолютного значения |D| схо-

дится к одной точке, ниже которой система не запутанна. Диаграммы основ-

ных состояний на рис. 1.2 и 1.4 проявляют квантовое критическое поведение

на границах между разными состояниями с непрерывной линией квантовых

критических точек, разделяющих антиферромагнитно упорядоченные фазы

от незапутанных состояний. Эти критические линии, аналогично квантовым

критическим точкам, могут быть использованы для классификации основных

состояний системы взаимодействующих спинов в многомерном пространстве

параметров. Динамические взаимодействия сильно преобразуют различные

параметры в эффективном гамильтониане, вследствие чего намагниченность

(и квадрупольный момент в случае его сохранения) имеют свойства, отлича-

ющиеся от квазичастичного описания. Как и в [16], здесь также различные

состояния вдоль квантовых критических линий разделены переходами, кото-

рые в термодинамическом пределе стали бы фазовыми переходами второго

рода. Квантовые критические линии (границы) оказываются полезными для

понимания формирования различных фаз основного состояния. Эти непре-

рывные критические линии в ≪термодинамических≫ фазовых диаграммах

при достаточно малых температурах совпадают с соответствующими кванто-

выми критическими точками, полученными из пиков восприимчивостей на-

магниченности (и спиновой концентрации) [22,23]. Разграничительные линии

также оказываются полезными для понимания поведения отрицательности

при конечных температурах.

Расстояния между различными фазами вдоль магнитного поля на рис. 1.4

определяют стабильные магнитные фазы с выделенными конфигурациями со

спиновыми щелями, характеризуемыми различными спиновым концентраци-

ями и с расходящимися в термодинамическом пределе восприимчивостями

вдоль разграничительных линий. Такие плотностные графики могут быть

использованы для определения квантовых критических точек и границ для

различного рода квантовых фазовых переходов. Такого рода результаты для

конечных кластеров могут иметь значительные следствия в физике кванто-

26



(a) (b)
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Рис. 1.5: Плотностные графики (a) числа частиц P (b) квадрупольной восприимчивости

(c) магнитной восприимчивости и (d) отрицательности в плоскости B и D, когда K = 2 в

антиферромагитном случае J = 1.
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Рис. 1.6: (a) число частиц P и (b) отрицательность Ne в зависимости от D для K = 0

(сплошная кривая) и K = 2 (пунктирная кривая) в антиферромагнитном случае (J = 1),

когда B = 0.
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вых фазовых переходов [16], где до настоящего времени обычным способом

обнаружения фазового перехода является рассмотрение скейлинга в термо-

динамических системах. Смешивание различных состояний может привести

к сложному поведению с двумя тройными точками. И здесь отрицательность

становится эффективным индикатором квантовых фазовых переходов. На

рис. 1.5(a) обнаруживаются новые ≪фазовые≫ границы с прыжком отрица-

тельности из чёрной области в серую с шагом 1
2 и из серой в белую с тем

же самым шагом. Белая средняя линия B = 0 на рис. 1.5(c) соответствует
≪классическому≫ эффекту при J < 0 (классическому в смысле отсутствия

изменений в запутанности). С другой стороны, непрерывные линии, замет-

ные на том же самом графике, соответствующие случаю J > 0, соответству-

ют ≪истинному≫ квантовому переходу (переход сопровождается изменением

квантовых корреляций в терминах запутанности).

Влияние биквадратного взаимодействия

Зависимость P от D при двух различных значениях биквадратного взаимо-

действия в антиферромагнитном случае показана на рис. 1.6. В случае K = 2

видно появления щели на P = 1/2, связанное со спариванием противона-

правленных спинов. Это плато напоминает поведение плато Мотта-Хаббарда

в зависимости числа частиц от химического потенциала. Это является инди-

катором возможной нестабильности спаривания противонаправленных спи-

нов [112]. Вследствие этого, кластер при больших значениях K ведет себя

как диэлектрик Мотта, в отличие от поведения спиновой жидкости с нуле-

вой щелью при K = 0 на рис. 1.6(а) (пунктирная кривая). Как это понятно

из упомянутого рисунка, биквадратное взаимодействие обогащает фазовую

структуру. Также было установлено, что отрицательность в плоскости D−K
в ферромагнитном случае всегда меньше того же в антикоррозионном случае.

Трехчастичный кластер
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Рассмотрим запутанность той же самой модели, но уже для трехчастично-

го случая. Поскольку величина, которую мы рассматриваем, является двух-

частичной, то есть вовлечены должны быть эффективно две степени свободы,

и если мы в качестве степеней свобод рассматриваем отдельно взятые спины,

то это приводит к необходимости редукции полной матрицы плотности по-

средством взятия следа вдоль ≪лишнего≫ спина. Если эти спины эквивалент-

ны, то результат не будет зависеть от выбора редуцируемого спина. Решение

модели (1.8) в случае N = 3 позволяет получить полную систему состояний с

соответствующими энергиями, которые для справки мы представляем ниже:

E1 = −3(B −D −K), |ψ1⟩ = | − 1,−1,−1⟩,

E2 = 2D − 2J + 3K,

|ψ2⟩ =
1√
6
(|1,−1, 0⟩+ |0, 1,−1⟩+ | − 1, 0, 1⟩

−|1, 0,−1⟩ − |0,−1, 1⟩ − | − 1, 1, 0⟩),

E3 = 2D + J + 3K, |ψ3⟩ =
1

2
(|0,−1, 1⟩+ | − 1, 0, 1⟩ − |1, 0,−1⟩ − |0, 1,−1⟩) ,

E4 = 2D + J + 3K, |ψ4⟩ =
1

2
(|0, 1,−1⟩+ | − 1, 1, 0⟩ − |1,−1, 0⟩ − |0,−1, 1⟩) ,

E5 = 2D − J + 5K, |ψ5⟩ =
1

2
(|1, 0,−1⟩+ | − 1, 0, 1⟩ − |0, 1,−1⟩ − |0,−1, 1⟩) ,

E6 = 2D − J + 5K, |ψ6⟩ =
1

2
(|1,−1, 0⟩+ | − 1, 1, 0⟩ − |0, 1,−1⟩ − |0,−1, 1⟩) ,

E7 = 3(B +D +K), |ψ7⟩ = |1, 1, 1⟩,

E8 = −2B + 2D − J + 3K, |ψ8⟩ =
1√
2
(|−1,−1, 0⟩ − |0,−1,−1⟩) ,

E9 = −2B + 2D − J + 3K, |ψ9⟩ =
1√
2
(|−1, 0,−1⟩ − |0,−1,−1⟩) ,

E10 = 2B + 2D − J + 3K, |ψ10⟩ =
1√
2
(|0, 1, 1⟩ − |1, 1, 0⟩) ,

E11 = 2B + 2D − J + 3K, |ψ11⟩ =
1√
2
(|1, 0, 1⟩ − |1, 1, 0⟩) ,
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E12 = −2B + 2D + 2J + 3K, |ψ12⟩ =
1√
3
(|0,−1,−1⟩+ | − 1, 0,−1⟩

+| − 1,−1, 0⟩),

E13 = 2B + 2D + 2J + 3K, |ψ13⟩ =
1√
3
(|1, 1, 0⟩+ |1, 0, 1⟩+ |0, 1, 1⟩) ,

E14 =
1

2
(−2B + 4D − J + 8K − µ0),

|ψ14⟩ =
µ1√

2(4 + µ21)

(
|0, 0,−1⟩ − |0,−1, 0⟩+ 2

µ1
| − 1,−1, 1⟩ − 2

µ1
| − 1, 1,−1⟩

)
,

E15 =
1

2
(−2B + 4D − J + 8K − µ0),

|ψ15⟩ =
µ2√

2(4 + µ22)

(
| − 1, 1,−1⟩ − |1,−1,−1⟩+ 2

µ2
| − 1, 0, 0⟩ − 2

µ2
|0,−1, 0⟩

)
,

E16 =
1

2
(2B + 4D − J + 8K − µ0),

|ψ16⟩ =
µ1√

2(4 + µ21)

(
|1, 0, 0⟩ − |0, 1, 0⟩+ 2

µ1
| − 1, 1, 1⟩ − 2

µ1
|1,−1, 1⟩

)
,

E17 =
1

2
(2B + 4D − J + 8K − µ0),

|ψ17⟩ =
µ2√

2(4 + µ22)

(
|1,−1, 1⟩ − |1, 1,−1⟩+ 2

µ2
|0, 0, 1⟩ − 2

µ2
|0, 1, 0⟩

)
,

E18 =
1

2
(−2B + 4D − J + 8K + µ0),

|ψ18⟩ =
µ2√

2(4 + µ22)

(
|0, 0,−1⟩ − |0,−1, 0⟩+ 2

µ2
| − 1,−1, 1⟩ − 2

µ2
| − 1, 1,−1⟩

)
,

E19 =
1

2
(−2B + 4D − J + 8K + µ0),

|ψ19⟩ =
µ1√

2(4 + µ21)

(
| − 1, 1,−1⟩ − |1,−1,−1⟩+ 2

µ1
| − 1, 0, 0⟩ − 2

µ1
|0,−1, 0⟩

)
,

E20 =
1

2
(2B + 4D − J + 8K + µ0),

|ψ20⟩ =
µ2√

2(4 + µ22)

(
|1, 0, 0⟩ − |0, 1, 0⟩+ 2

µ2
| − 1, 1, 1⟩ − 2

µ2
|1,−1, 1⟩

)
,
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E21 =
1

2
(2B + 4D − J + 8K + µ0),

|ψ21⟩ =
µ1√

2(4 + µ21)

(
|1,−1, 1⟩ − |1, 1,−1⟩+ 2

µ1
|0, 0, 1⟩ − 2

µ1
|0, 1, 0⟩

)
,

E22 =
1

2
(−2B + 4D + 2J + 11K − ν0),

|ψ22⟩ =
ν1√

3(16 + ν21)
(
4

ν1
|1,−1,−1⟩+ 4

ν1
| − 1,−1, 1⟩+ 4

ν1
| − 1, 1,−1⟩

−|0, 0,−1⟩ − |0,−1,−1⟩ − | − 1, 0, 0⟩),

E23 =
1

2
(2B + 4D + 2J + 11K − ν0),

|ψ23⟩ =
ν1√

3(16 + ν1)
(
4

ν1
|1, 1,−1⟩+ 4

ν1
|1,−1, 1⟩+ 4

ν1
| − 1, 1, 1⟩

−|1, 0, 0⟩ − |0, 1, 0⟩ − |0, 0, 1⟩),

E24 =
1

2
(−2B + 4D + 2J + 11K + ν0),

|ψ24⟩ =
ν2√

3(16 + ν22)
(
4

ν2
|1,−1,−1⟩+ 4

ν2
| − 1,−1, 1⟩+ 4

ν2
| − 1, 1,−1⟩

−|0, 0,−1⟩ − |0,−1, 0⟩ − | − 1, 0, 0⟩)

E25 =
1

2
(2B + 4D + 2J + 11K + ν0) ,

|ψ25⟩ =
4√

3(16 + ν2)
(
4

ν2
|1, 1,−1⟩+ 4

ν2
|1,−1, 1⟩+ 4

ν2
| − 1, 1, 1⟩ (1.14)

−|1, 0, 0⟩ − |0, 1, 0⟩ − |0, 0, 1⟩)

E26 =
1

2
(2D + 2J + 11K − ξ0) ,

|ψ26⟩ =
2√

24 + ξ21
(|1, 0,−1⟩+ |1,−1, 0⟩+ |0, 1,−1⟩+ |0,−1, 1⟩

+| − 1, 1, 0⟩+ | − 1, 0, 1⟩ − ξ1
2
|0, 0, 0⟩),

E27 =
1

2
(2D + 2J + 11K + ξ0),

|ψ27⟩ =
2√

24 + ξ22
(|1, 0,−1⟩+ |1,−1, 0⟩+ |0, 1,−1⟩+ |0,−1, 1⟩

+| − 1, 1, 0⟩+ | − 1, 0, 1⟩ − ξ2
2
|0, 0, 0⟩).
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Рис. 1.7: Плотностная зависимость отрицательности от J и D при K = B = 0 для

трехчастичного кластера.

Где

µ0 =
√

4J2 − 8KJ + 4 (D2 +K2), µ1 =
2D + µ0
J −K

, µ2 =
2D − µ0
J −K

,

ν0 =
√

4D2 + 12(K − J)D + 25(J −K)2, ν1 =
2D − 3J + 3K + ν0

J −K
,

ν2 =
2D − 3J + 3K − ν0

J −K
, ξ0 =

√
4D2 + 4(J −K)D + 25(J −K)2,

ξ1 =
2D + J −K + ξ0

J −K
, ξ2 =

2D + J −K − ξ0
J −K

:

Транспонированная по одной подсистеме матрица плотности имеет ту же

структуру, что и (1.13), где отличаются только матричные элементы (во из-

бежание представления излишне громоздких выражений эти матричные эле-

менты не представлены). На рис. 1.7 представлена зависимость отрицатель-

ности от D и J для фрустрированного трёхчастичого кластера при экстре-

мально низких температур. Ситуация для ферромагнитного взаимодействия

напоминает аналогичную картину для двухчастичной системы (см. рис. 1.2).

Однако в антиферромагнитной области J > 0 появляются новые разграни-

чительные линии, соответствующие переходам между частично и полностью

запутанными состояниями.
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1.2.3 Запутанность и магнитные свойства спин-1 анизо-

тропной модели Гейзенберга

В данном разделе рассматривается модель с модифицированным гамиль-

тониана (1.8) с анизотропией билинейного взаимодействия в направлении z

(XXZ модель). Взаимодействие уже представляется в виде:

H =
N∑
i=1

[J(Sx
i S

x
i+1 + Sy

i S
y
i+1 + γSz

i S
z
i+1) (1.15)

+ K(SiSi+1)
2] +D

N∑
i=1

(Sz
i )

2 +B

N∑
i=1

Sz
i .

Безразмерная величина γ обеспечивает изученную анизотропию в направле-

нии Z. Рассмотрим сперва случай димера, для которого представлены резуль-

таты влияния параметра анизотропии на квантовые переходы и изменения

квантовой запутанности при них, а также тепловое поведение самой запутан-

ности. Точное решение позволяет найти собственные значения и собственные

функции, которые в случае N = 2 представлены ниже:

E1 = −B +D − 2J, |ψ1⟩ =
1√
2
(| − 1, 0⟩ − |0,−1⟩),

E2 = B +D − 2J, |ψ2⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩ − |1, 0⟩),

E3 = −B +D + 2J, |ψ3⟩ =
1√
2
(| − 1, 0⟩+ |0,−1⟩), (1.16)

E4 = B +D + 2J, |ψ4⟩ =
1√
2
(|0, 1⟩+ |1, 0⟩)

E5 = −2(B −D − Jγ), ψ5⟩ = | − 1,−1⟩,

E6 = 2(D − Jγ), |ψ6⟩ =
1√
2
(| − 1, 1⟩ − |1,−1⟩),

E7 = 2(B +D + Jγ), |ψ7⟩ = |1, 1⟩

E8 = D + 3K − Jγ − λ0, |ψ8⟩ =
1√

2 + λ21
(|1,−1⟩+ λ1|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩),

E9 = D + 3K − Jγ + λ0, |ψ9⟩ =
1√

2 + λ22
(|1,−1⟩+ λ2|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩),
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где

λ0 =
√
D2 + 2(K − Jγ)D + 9K2 − 2JK(γ + 8) + J2 (γ2 + 8),

λ1 =
(J −K)(−D + 3K + Jγ − λ0))

2J2 −K(γ + 4)J +K(D + 3K − λ0)
,

λ2 =
(J −K) (−D + 3K + Jγ + λ0)

2J2 − 4KJ −KγJ + 3K2 +DK +Kλ0
.

А статистическая сумма системы имеет вид:

Z =

e−
2D
T (e

−B+D−2J
T + e

B+D−2J
T + e

−B+D+2J
T + e

B+D+2J
T +

e
2Jγ
T +e

2(B−Jγ)
T + e−

2(B+Jγ)
T + e

D−3K+Jγ−λ0
T + e

D−3K+Jγ+λ0
T ). (1.17)

Сначала представим влияние параметра анизотропии на структуру основного

состояния и эволюцию запутанности при квантовых (T → 0) переходах.

1. Когда J > 0, K = 0 и −2 D+J
D+2J ≥ γ > −D+

√
D2+4J2

2J , при фиксиро-

ванном знаке поля B существуют две принципиально отличающиеся

"фазы": при B = 0 основным является состояние ψ8, которое макси-

мально запутанно, что следует как из теоремы Шмидта, так и из на-

ших прямых расчётов. С ростом абсолютного значения поля основное

состояние остаётся прежним до момента достижения критическое зна-

чение |B| = 1
2(D + 3Jγ + λ0). При критическом значении магнитного

поля система находится в смеси состояний ψ1, ψ5, ψ8 для B > 0, либо

ψ2, ψ7, ψ8 для B < 0. Если продолжить увеличивать поле, то система

осуществит квантовый переход в состояние ψ5 либо ψ7 соответственно

при положительных и отрицательных значениях поля. Эти состояния

уже факторизуемы.

2. Когда J > 0, K = 0, но уже γ > −2 D+J
D+2J , для фиксированного зна-

чения поля появляется ещё одно основное состояние. При B = 0 ос-

новным вновь является полностью запутанное состояние ψ8. С увели-

чением величины поля после достижения критического значения |B| =
−2J + Jγ + λ0 осуществляется переход к состоянию ψ1 (B > 0) или
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ψ2 (B < 0). Эти состояния запутаны, но не полностью (само значение

запутанности зависит от фиксированных значений параметров). Если

продолжить увеличивать абсолютное значение поля, то при значении

|B| = D + 2J(1 + γ) система осуществит переход от состояния ψ1 к

незапутанному состоянию ψ5, а от состояния ψ2 к ψ7.

3. Если J > 0, K = 0 и γ < 2(D−J)
D−2J , то в отсутствие магнитного поля

основным является суперпозиция незапутанных состояний ψ5 и ψ7. С

появлением поля основным становится состояние ψ5 (при B > 0) либо

ψ7 (при B < 0).

4. При значениях параметров J < 0, K = 0 и −D−
√
D2+4J2

2J > γ > 2(D−J)
D−2J

происходит то же самое, что было описано в пункте 1, но лишь с тем

отличием, что основными состояниями, соответствующие критическим

значениям поля, являются смеси ψ3, ψ5, ψ8 при B > 0 и ψ4, ψ7, ψ8 при

B < 0.

5. Когда J < 0, K = 0 и γ < 2(D−J)
D−2J , ситуация аналогична описанному

в случае 2, однако в этом случае при первом квантовом переходе кри-

тическое значение поля |B| = γJ + 2J +
√

(D − Jγ)2 + 8J2 и переход

происходит к ψ3, если B > 0, и к ψ4, если B < 0. Пересечение второго

критическое значение поля |B| = D − 2J + 2Jγ приведет к переходам

от ψ3 к ψ5 и от ψ4 к ψ7.

6. При J < 0, K = 0, γ < −D−
√
D2+4J2

2J полностью повторяется происходя-

щее в пункте 3.

7. Если γ = −D−
√
D2+4J2

2J , то вне зависимости от знака связи J имеет место

следующее. Когда B = 0, основным является суперпозиция состояний

ψ6, ψ7, ψ8. С увеличением поля происходит переход к незапутанному со-

стоянию к ψ5 при B > 0, а при B < 0 к ψ7.

На рис. 1.8(a) изображен плотностной график квантовой запутанности в

плоскости γ−D при (T → 0), когда квадрупольный момент является сохраня-
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(a) (b)

Рис. 1.8: (a) Плотностной график отрицательности в зависимости от параметра анизо-

тропии и кристаллического поля, когда сохраняется квадрупольный момент (J = K = 1)

в отсутствие магнитного поля при близких к нулю температурах. (b) Квадрупольный мо-

мент в зависимости от тех же величин при тех же условиях.

ющейся величиной (J = K = 1), а внешнее магнитное поле отсутствует (чем

светлее график в данной области, тем выше квантовая запутанность). Как

видно из графика, существуют принципиально отличающиеся области сов-

мещения параметров γ и D. С другой стороны, если при тех же условиях и в

той же плоскости посмотреть на квадрупольный момент(P =< (Sz)2 >= ∂F
∂D ,

где F свободная энергия)- рис. 1.8(b), то будет очевидно, что между двумя

графиками в определённых областях существует довольно строгое совпаде-

ние, между тем в других областях разграничительные линии областей не

повторены для запутанности. По сути тут происходит следующее. При пере-

сечении каждой разграничительной линии на рис. 1.8(b) происходит некий

аналог квантового фазового перехода для конечных систем. Однако не каж-

дый переход влечёт за собой изменение квантовой запутанности. Посколь-

ку запутанность в свою очередь является характеристикой чисто квантовых

корреляций, то такое соответствие между квантовыми переходами и пере-

ходами в "фазовой"диаграмме запутанности наталкивает на предположение

о возможности классификации квантовых фазовых переходов по квантовой

запутанности. С другой стороны, поскольку квантовая запутанность есть в

сущности энтропия, то её обнаружение на экспериментах может происходить

36



лишь косвенным образом через другие проявления. Фактически получает-

ся, что в определённых областях квадрупольный момент становится именно

таким свидетельством запутанности системы.

Перейдем к описанию теплового поведения квантовой запутанности. На

рис. 1.9(a) представлен частный случай зависимости квантовой запутанности

от параметра изотропии и температуры. В основном поведение отрицатель-

ности в зависимости от температуры монотонно убывающее, однако можно

заметить, что для не очень больших по величине отрицательных значений

параметра анизотропии (приблизительно −2.8 < γ < −1) существует об-

ласть увеличения запутанности. Сказанное объясняется следующими сооб-

ражениями. При γ < −1 основным является незапутанная смесь состояний

ψ5 и ψ7, которые в отдельности, по существу, эквивалентны классическим

состояниям. Первые возбуждённые состояния, сразу следующие за основ-

ным состоянием, в отсутствие магнитного и кристаллического полей есть

смесь уже запутанных состояний ψ1 и ψ2. Если параметр анизотропии отри-

цателен и достаточно большой по величине, то теплового возбуждения при

совместимых с термальной запутанностью температурах не хватает для то-

го, чтобы система заняла этот уровень. Однако существует промежуточная

область значений γ, при которых из-за постепенного сближения основного

уровня с первым возбуждённым, с одной стороны, система успевает занять

первый возбуждённый уровень, а с другой - запутанность не разрушается.

При последующем повышении температуры запутанность монотонно и по-

степенно исчезает. То есть включение температурного режима усиливает в

определённой области квантовые эффекты (см. также [50]) из-за досягаемо-

сти чисто квантовых состояний. Если посмотреть на тот же самый график,

но уже в плоскости T = 0, то видно, что на нём присутствуют две точки

(γ = −1 и γ = 1) резкого скачкообразного изменения отрицательности. Это

следствие того, что основное состояние - смесь незапутанных состояний ψ5

и ψ7 при γ < −1 в точке γ = −1 - превратилось в смесь ψ1, ψ2,ψ5, ψ7, ко-

торая уже запутана (первый скачок). В интервале значений −1 < γ < 1

основное состояние есть смесь запутанных состояний ψ1 и ψ2, на которую
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Рис. 1.9: (a) Зависимость отрицательности от параметра анизотропии и температуры

(в энергетических единицах) при сохраняющемся квадрупольном моменте (J = K = 1)

в отсутствие магнитного и продольного кристаллического полей. (b) Критические линии

исчезновения запутанности в плоскости γ − T , сплошная линия соответствует антифер-

ромагнитному случаю,(J = K = 1) пунктирная - ферромагнитному (J = K = −1), поля

отсутствуют.

в точке γ = 1 налагается ещё одно состояние ψ6 (второй скачок). После

этого значения параметра анизотропии основным является состояние ψ6. С

увеличением температуры, как и следовало ожидать, такое скачкообразное

поведение сглаживается. Более того, на какой-то критической линии в плос-

кости γ−T запутанность полностью разрушается, на рис. 1.9(b) изображена

именно эта критическая линия для случаев J = K = 1 (сплошная линия)

и J = K = −1 (пунктирная линия). Эти кривые можно найти из условия

обнуления последнего отрицательного собственного значения транспониро-

ванной по отношению к одной подсистеме матрицы плотности. Они задаются

условием
(
x2 − 1

) (
x3 − x+ 2y

)
− x
√
(x4 − 1) (x4 − 4x2 + 7) = 0, где x = e

2
T

и y = e
2Jγ
T . В областях под этими линиями запутанность отлична от нуля,

а по пересечении линий она исчезает. Можно заметить, что она отсутству-

ет и при значениях параметра анизотропии γ < −2.8 и γ > 2.8 для любых

температур, объяснение чего уже давалось.

Рассмотрим теперь трехчастичный случай. После решения проблемы на
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Рис. 1.10: Запутанность в зависимости от параметра анизотропии и темпе-

ратуры при сохраняющемся квадрупольным моменте (J=K=1) в отсутствие

магнитного и кристаллического полей для трехчастичного кластера.

собственную систему гамильтониана и редукции матрицы плотности были

выполнены расчёты квантовой запутанности для выше указанной модели.

На рис. 1.10 представлена зависимость квантовой запутанности от парамет-

ра анизотропии и температуры при J = K = 1 в отсутствие магнитного и

кристаллического полей. Как видно из рисунка, как и в предыдущем слу-

чае, существуют области значений параметра анизотропии, где наблюдают-

ся усиления квантовых эффектов при повышении температуры. В конечном

итоге было установлено, что в трехчастичном случае (хотя задача в резуль-

тате эффективно редуцируется к двухчастичной) при одинаковых значениях

внешних параметров запутанность падает по сравнению с запутанностью в

двухчастичном случае. С другой стороны, также было установлено, что кри-

тические температуры исчезновения понижаются в трехчастичном случае.

Эти эффекты являются следствием фрустрированности системы.

1.3 Выводы

В этой главе, опираясь на концепцию запутанности как характеристики чи-

сто квантовых корреляций, мы изучили поведение спин-1 малоразмерных

кластеров Гейзенберга. Привлекая отрицательность как мерило квантовой
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запутанности, были представлены расчёты запутанности с одной стороны и

функций отклика (восприимчивостей) с другой. В особо интересных случаях

были представлены также критические значения встроенных параметров и

полей, запутанность для которых исчезает, и критические температуры уга-

сания. Были найдены области, где запутанность может быть резко увеличе-

на посредством взаимосвязанного увеличения билинейного взаимодействия и

внутрикристаллического поля, несмотря на то, что максимально запутанное

состояние при отсутствии биквадратного взаимодействия досягаема в отсут-

ствие кристаллического поля. Проведённые расчёты запутанности при ко-

нечных температурах указали на существование режимов анизотропии би-

линейного взаимодействия, при которых с ростом температуры происходит

увеличение квантовых корреляций.

Отрицательность может определять границы между упорядоченными (силь-

но коррелированными в смысле запутанности) и, по существу, классическими

(сепарабельными) состояниями. Наблюдаемые плато намагниченности (квад-

рупольного момента) и пики восприимчивостей могут быть использованы од-

новременно для выявления как классических (в выше указанном смысле), так

и квантовых фазовых переходов. Плотностные (цвето-градиентные) графики

проявляют себя в этом отношении как удобный топографический инструмент

для выявления квантовых фаз и переходов между ними. Состояния с угаса-

ющими классическими (тепловыми), но возрастающими квантовыми корре-

ляциями открывают возможности для изучения фазовых переходов, обна-

руживаемых лишь одновременным рассмотрением квантовой запутанности

и термодинамических свойств. С другой стороны, функции отклика (ино-

гда необходимо одновременное рассмотрение откликов по всем параметрам

порядка), учитывая связь между ними и запутанностью, могут быть исполь-

зованы как экспериментально проверяемые свидетельства запутанности. На-

ши изучения квантовых критических точек кажутся распространяемыми и

на большие термодинамические системы. Несмотря на то, что точные изу-

чения для достаточно общего полиномиального вида гамильтониана имеют

практические ограничения (расчётные времена растут экспоненциально с ро-
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стом числа частиц в кластере), мы не нашли минимальной критической дли-

ны цепочки, для которой запутанность исчезает. Модель Бозе-Хаббарда со

спином-1 при некоторой параметризации может быть отображена на модель

Гейзенберга со спином-1. В этом случае изучения такого рода моделей могут

быть полезными для понимания спонтанных фазовых сепараций (spontaneous

phase separation) и переходов между диэлектриком Мотта и сверхтекучестью

в спин-1 Бозе-Хаббардовых моделях на оптических решетках.

Рассмотренные в этой главе результаты опубликованы в работах [27,28].
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Глава 2

Cпин-1/2-1 модель

Изинга-Гейзенберга на

даймонд- цепочке

В данной главе представляется результаты [62] для точно решаемой смешан-

ной спин-12-1 модели Изинга-Гейзенберга на даймонд-решётке. После крат-

кого описания модели представлено его точное решение, которое позволяет

получить термодинамические функции отклика (намагниченность и квадру-

польный момент). Далее изучаются возможности формирования промежу-

точных плато намагниченности при постепенном увеличении магнитного по-

ля при различных значениях параметров, входящих в гамильтониан. Запу-

танность модели здесь изучается в кластерном подходе [62, 93, 94, 114]. Изу-

чение отрицательности указывает на возможность существования промежу-

точного плато отрицательности в отсутствие внутри-кристаллического поля

и квадрупольного взаимодействия. Сравниваются поведения квадрупольно-

го момента и квантовой запутанности. Устанавливается, что при сохранении

квадрупольного момента модель не может быть максимально запутанной.
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2.1 Определение смешанной модели на даймонд-

цепочке

Здесь мы рассматриваем модель Изинга-Гейзенберга на даймонд-цепочке со

спинами 1
2 и 1 с квадрупольной связью и одноионной анизотропией в присут-

ствии магнитного поля .

Даймонд-цепочка (рис. 2.1) является квазиодномерной системой, которая

состоит из узловых и попеременно за ними следующих вертикальных диме-

ров. Гамильтониан системы может быть записан в следующей форме:

σ
i

σ
i+1

Sa, i

Sb, i

Рис. 2.1: Схематическое представление даймонд-решётки со смешанными

спинами. Пунктирные (сплошные) линии соответствуют изинговским (гей-

зенберговским) взаимодействиям.

H =
N∑
i=1

Hi,

Hi = J0 (Sa,iSb,i) + J1 (σ
z
i + σzi+1)

(
Sz
a,i + Sz

b,i

)
+K (Sa,iSb,i)

2

+D
((
Sz
a,i

)2
+
(
Sz
b,i

)2)− h

(
σzi
2

+ Sz
a,i +

σzi+1

2
+ Sz

b,i

)
. (2.1)

В гамильтониане σzi есть z-компонента оператора спин-12 (иными словами,

одна-вторая z матрицы Паули), а Sα
a,i и Sα

b,i (α = x, y, z) - компоненты спин-1

операторов (1.9) соответственно на a-ом и b-ом узле i-ого димера. Цикли-

ческие граничные условия применены таким образом, что последний изин-

говский спин совпадает первым: σN+1 = σ1. J0 и K, как и прежде, - коэф-

фициенты билинейного и биквадратного взаимодействий в каждом отдельно
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взятом димере, в то время как J1 есть интенсивность спаривания узловых

изинговских спинов с гейзенберговскими вершинами. Здесь h есть однород-

ное и одинаково действующее на изинговские и гейзенберговские подрешетки

магнитное поле в направлении z. D, как и прежде, есть одноионная анизотро-

пия (внутри-кристаллическое поле) в направлении z. Как уже указывалось

выше, в специальной точке J0 = K в системе происходят качественные изме-

нения, приводящие к коммутации оператора
∑N

i=1((S
z
a,i)

2+(Sz
b,i)

2) с гамильто-

нианом, в таком случае для полного описания состояний системы становится

необходимым рассмотрение ещё и квадрупольного момента (или иначе спи-

новой концентрации (1.10)).

2.1.1 Точное решение смешанной модели

Перейдем к представлению точного решения модели. Важнейшим наблюде-

нием на этом пути является соотношение коммутации [Hi,Hj] = 0 между

отдельными блок-гамильтонианами. В итоге это приводит к возможности, на

данном этапе, сведения задачи к рассмотрению одного блочного гамильтони-

ана. Очевидно, что в рамках каждого отдельно взятого блока изинговская

часть коммутирует с гейзенберговской частью. Последнее позволяет взять

след по изинговским степеням свободы отдельного блока, что формально

означает, что операторы σzi могут быть заменены на числа σi = ±1/2. Следо-

вательно, девять собственных значений (λn(σi, σi+1), n = 1, .., 9) могут быть

найдены аналитически:

λ1,2 = J0 + 2D +K −
(
h

2
± 2J1

)
(σi + σi+1)± 2h,

λ3,4 = J0 +D +K −
(
h

2
± J1

)
(σi + σi+1)± h,

λ5,6 = −J0 +D +K −
(
h

2
± J1

)
(σi + σi+1)± h, (2.2)

λ7 = −J0 + 2D +K − 1

2
h (σi + σi+1) ,

λ8,9 =
1

2
(−J0 + 2D + 5K − h (σi + σi+1)± v),
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где посредством v мы обозначили

v =
√

(−2D + J0 −K) 2 + 8 (J0 −K) 2. (2.3)

С другой стороны, полный набор волновых векторов представлен в (1.13).

Мы собираемся решать модель прямым трансфер-матричным методом.

Для этого запишем статистическую сумму модели в следующем виде:

Z =
∑
σi

N∏
i=1

Trie−βHi, (2.4)

Где β = (kBT )
−1, kB постоянная Больцмана, T - абсолютная температура (все

последующие расчёты данной главы проводятся в энергетических единицах

температуры). Суммирование проводится по всем возможным конфигураци-

ям изинговских спинов. После взятия следа вдоль спин-1 гейзенберговских

спинов, с учётом циклических граничных условий, статистическую сумму

можно переписать в следующем виде:

Z =
∑
σi

N∏
i=1

Tσi,σi+1
= TrTN , (2.5)

Здесь, Tσi,σi+1
стандартная 2× 2 трансфер-матрица:

Tσi,σi+1
=

(
T+,+ T+,−

T−,+ T−,−

)
, (2.6)

индексы ± обозначают два состояния изинговских спинов σi = ±1
2 . Элементы

трансфер-матрицы определяются через собственные значения (2.2) следую-

щим образом:

Tσi,σi+1
= Trie−βHi =

9∑
n=1

e−βλn(σi,σi+1). (2.7)

После чего полная статистическая сумма принимает вид, схожий с видом

статистической суммы одномерной цепочки с двузначными переменными на

каждом узле:
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Z = ΛN
1 + ΛN

2 , (2.8)

где Λ1,2 - собственные значения трансфер-матрицы (2.6). Учитывая, что в

термодинамическом пределе достаточно рассмотрение лишь наибольшего из

собственных значений, можно рассчитать свободную энергию, приходящую

на один блок.

f = −1

β
ln
1

2

(
T+,+ + T−,− +

√
(T+,+ − T−,−) 2 + 4T 2

+,−

)
. (2.9)

Основным параметром порядка рассматриваемой модели является намаг-

ниченность на один блок, определённая как

m =
1

N

⟨
N∑
i=1

(
σzi
2

+ Sz
a,i +

σzi+1

2
+ Sz

b,i

)⟩
= −

(
∂f

∂h

)
T,D

. (2.10)

В уже указанной точке J0 = K мы также прибегаем к использованию квад-

рупольного момента

q =
1

N

⟨
N∑
i=1

((
Sz
a,i

)2
+
(
Sz
b,i

)2)⟩
=

(
∂f

∂D

)
J0=K,T,h

. (2.11)

2.2 Магнитные свойства смешанной модели

Общие свойства намагниченности и квадрупольного момента (при его со-

хранении) представлены на рис. 2.2. Рассмотрим сначала намагниченность.

Рис. 2.2 (a) показывает зависимость намагниченности от магнитного поля

при низких температурах при различных значениях параметров спаривания

J0 и J1 (J0 = 1, J1 = 1 сплошная линия, J0 = 1, J1 = −1 пунктирно-точечная

кривая, J0 = −1, J1 = 1 пунктирная линия). Все расчёты здесь проведены

в случае отсутствия как биквадратного взаимодействия, так и кристалличе-

ского поля. Фазовая диаграмма оказалась здесь достаточно богатой и пред-

ставляющей большое разнообразие основных состояний [82].

Наиболее богатый сценарий намагничивания имеет место при антифер-

ромагнитных знаках как изинговского, так и гейзенберговскго билинейного
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спаривания (сплошная кривая). В этом случае до насыщения проявляются

два промежуточных плато при 1/5-ой и 3/5-ой значения насыщения. Плато

при 1/5-ой при ненулевом магнитном поле соответствует состоянию с ди-

мерной намагниченностью ⟨Sz⟩ = 0 (соответствующие собственные значения

блочного гамильтониана λ8 с сонаправленными с полем изинговскими спина-

ми) либо состоянию с димерной намагниченностью ⟨Sz⟩ = 1 (соответствует

собственному значению блочного гамильтониана λ6 с противонаправленны-

ми к магнитному полю изинговскими спинами) в зависимости от направ-

ления изинговского спина. Таким образом, в присутствии магнитного поля

0 < h ≤ 1 при нулевых температурах, вся цепочка находится в суперпозиции

состояний 
N∏
i=1

1√
2+κ2

1

| − 1
2⟩i ⊗ (|1,−1⟩ − κ1|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩)ai,bi

N∏
i=1

1√
2
|12⟩i ⊗ (|1, 0⟩ − |0, 1⟩)ai,bi

(2.12)

c

κ1 =
(J0 −K)(J0 + 3K − 2D − ν)

−2J2
0 + 5J0K + (ν − 2D − 3K)K

. (2.13)

Здесь посредством первого ≪кэт≫-вектора в прямом произведении мы обо-

значили состояние изинговского спина в i-ой элементарной ячейки, а посред-

ством второго - состояние димера в той же ячейке. Следует отметить, что в

отсутствие магнитного поля, несмотря на то, что эти состояния имеют вклад,

тем не менее, в суперпозицию добавляются еще и другие состояния, в част-

ности, ко второму из указанных состояний добавляется похожее на неё состо-

яние, но с перевернутым изинговским спином (происходит фрустрация).

Плато намагниченности на 3/5 соответствует димерной намагниченности

⟨Sz⟩ = 2 (с собственным значением блок-гамильтониана λ1) и противонаправ-

ленным к гейзенберговским спинам изинговскими спинами. Система насыща-

ется после h > 4, когда изинговские спины ориентируются в направлении уже

давно упорядоченных по магнитному полю гейзенберговских спинов. Если

билинейные взаимодействия имеют различные знаки (пунктирно-точечная и

пунктирная кривые на рис. 2.2(a)), то наблюдается лишь одно промежуточное
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Рис. 2.2: Зависимость полной намагниченности (в единицах значения насы-

щения) от магнитного поля при низких температурах (T = 0.02) для разных

значений параметров спаривания (a) K = D = 0, (b) J0 = K и D = 5.5.

Зависимость квадрупольного момента для различных значений параметров

спаривания и магнитного поля (c) h = 0, (d) h = 2.

плато на 3/5 значения насыщения с различными значениями намагниченно-

сти димера. В случае, когда билинейное взаимодействие внутри димера имеет

ферромагнитный знак (пунктирно-точечная кривая), димерная намагничен-

ность достигает своего максимального значения и остаётся такой для всех

положительных значений магнитного поля. Появление в этом случае плато

на 3/5 является следствием перехода от одного набора классических пере-

менных к другому (под классическими здесь подразумеваются изинговские

степени свободы). И, наконец, когда гейзенбергово взаимодействие имеет ан-

тиферромагнитный знак (пунктирная кривая) переход от плато к насыщению
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происходит между состояниями димера (из состояния с намагниченностью

димера ⟨Sz⟩ = 1 к состоянию с ⟨Sz⟩ = 2). Очевидно, что переходы между со-

стояниями с различными наборами классических степеней свободы не будут

приводить к изменению квантовой запутанности.

Когда K = J0, существует два параметра порядка (магнитный и квад-

рупольный моменты). Рис. 2.2(b) показывает полевую зависимость намагни-

ченности при сохраняющемся квадрупольном моменте в присутствии внутри-

кристаллического поля. Во всех случаях можно заметить присутствие плато

при 1/5-ой при низких значениях магнитного поля. В случаях, когда гейзен-

бергово взаимодействие имеет антиферромагнитный знак, появляется ещё и

плато на 3/5 значения насыщения с димерной намагниченностью ⟨Sz⟩ = 1.

2.3 Запутанность смешанной спин-12-1 даймонд-

цепочки

Рассматривая квантовую запутанность двух гейзенберговских спинов одно-

го димера в цепочке, мы прибегаем к так называемому кластерному под-

ходу [62, 93, 94, 114], в рамках которого задача запутанности димера в це-

почке сводится к рассмотрению отдельно взятого даймонд-блока. Такой под-

ход, вследствие коммутации отдельных блок-гамильтонианов и сепарабель-

ности основных состояний по отношению к димерам, совпадает с трансфер-

матричным подходом, изложенным в [88, 93] (а также в следующей главе),

при рассмотрении критического поведения в основном состоянии, однако ко-

личественно отличается от предсказаний запутанности трансфер-матричного

подхода при конечных температурах из-за разности усредняющих ансамблей.

При таком рассмотрении надо учесть трансляционную симметрию, наложен-

ную на всю цепочку, которая здесь сводится к (анти-)симметрии по отноше-

нию к пермутации σr � σr+1 изинговских спинов в рассматриваемом r-ом

блоке.
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После точного решения блочной задачи можно построить

ρ(T ) =
1

Zblock

36∑
j=1

e
− Ej

kBT |ψj⟩⟨ψj| (2.14)

с блочной статистической суммой

Zblock =
∑

σr,r+1=±1/2

9∑
i=1

e
−Ej(σr,σr+1)

kBT . (2.15)

Взятие следа по изинговским степеням свободы приводит к транспониро-

ванной по отношению к одному из гейзенберговских спинов матрице плотно-

сти димера.

ρT1 =
1

Zblock



a− 0 0 0 b1 0 0 0 c−

0 b2 0 0 0 f 0 0 0

0 0 c+ 0 0 0 0 0 0

0 0 0 b2 0 0 0 f 0

b1 0 0 0 e 0 0 0 m1

0 f 0 0 0 m2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 c+ 0 0

0 0 0 f 0 0 0 m2 0

c− 0 0 0 m1 0 0 0 a+



. (2.16)

Где,

a± = 4 cosh2
(
h± 4J1
4T

)
e−

(2D±2h)+J0+K
T ,

b1 = −4 sinh

(
J0
T

)
e−

D−h+K
T cosh2

(
h− 2J1
4T

)
,

b2 = 4 cosh

(
J0
T

)
e−

D−h+K
T cosh2

(
h− 2J1
4T

)
,

c± = cosh2
(
h

4T

)(
4
(
κ21 +

(
κ22 + 2

)
e

ν
T + 2

)
e−

2D−J0+5K+ν
2T

(κ21 + 2) (κ22 + 2)
± 2e

−2D+J0−K
T

)

f = −

(
e

h
2T + 1

)2 ((
−κ21 − 2

)
κ2 + κ1

(
κ22 + 2

)
e

ν
T

)
e−

2D+h−J0+5K+ν
2T

(κ21 + 2) (κ22 + 2)
, (2.17)
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e =

(
e

h
2T + 1

)2 ((
κ21 + 2

)
κ22 + κ21

(
κ22 + 2

)
e

ν
T

)
e−

2D+h−J0+5K+ν
2T

(κ21 + 2) (κ22 + 2)
,

m1 = −4 sinh

(
J0
T

)
e−

D+h+K
T cosh2

(
h+ 2J1
4T

)
,

m2 = 4 cosh

(
J0
T

)
e−

D+h+K
T cosh2

(
h+ 2J1
4T

)

κ2 =
(J0 −K) (−2D + J0 + 3K + ν)

2J2
0 − 5J0K +K (ν + 2D + 3K)

.

Двух-кутритное состояние редуцированного даймонд-блока, описываемое мат-

рицей (2.16), совпадает с видом транспонированной матрицы плотности от-

дельно взятой пары частиц со спином 1, описанной в первой главе (форму-

ла (1.13)). Характеристическое уравнение на собственные значения µ транс-

понированной матрицы плотности (2.16) после некоторых упрощений можно

представить в виде:(
f2 + (b2 − µ) (µ−m2)

)2 (
c+ − µ

)2 ×
×(µ3 − µ2

(
a+ + a− + e

)
+ µ

(
a+a− + e

(
a+ + a−

)
− b21 −m2

1 −
(
c−
)2)

+a+b21 + a−m2
1 + e

(
c−
)2 − 2b1c

−m1) = 0. (2.18)

Как видно, первые два множителя в уравнении предполагают три пары до-

статочно простых вырожденных решений

µ1,2 = c+

µ3,4 =
1

2

(√
−2b2m2 + b22 + 4f2 +m2

2 + b2 +m2

)
µ5,6 =

1

2

(
−
√

−2b2m2 + b22 + 4f2 +m2
2 + b2 +m2

)
Остальные же три корня можно найти, решив кубическое уравнение, соот-

ветствующее последнему множителю в (2.18). Приводя последнее к канони-

ческому виду и решая подстановкой Виета (см., к примеру, [115]), получаем:

µi = wi −
p1
3wi

− 1

3
A2, i = 7 · · · 9
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где

w7 =
(
R +

√
R2 +Q3

) 1
3

,

w8 = e
2iπ
3

(
R +

√
R2 +Q3

) 1
3

,

w9 = e
4iπ
3

(
R +

√
R2 +Q3

) 1
3

,

R =
p0
2
, Q =

p1
3
,

p1 =
1

3

(
3A1 − A2

2

)
, p0 =

1

27

(
9A1A2 − 27A0 − 2A3

2

)
,

A0 = a−m2
1 + a+

(
b21 − a−e

)
− 2b1c

−m1 +
(
c−
)2

e

A1 = a−e+ a+e+ a−a+ − b21 −
(
c−
)2 −m2

1

A2 = −a− − a+ − e.

Теперь же нахождение запутанных состояний сводится к параметрическому

поиску отрицательных решений уравнения (2.18).

Перейдем к изложению основных результатов для квантовой запутанно-

сти модели.

Запутанность при K = 0 в отсутствие кристаллического поля

Для понимания особенностей запутанности и квантовых фазовых переходов

на рис. 2.3 построено типичное поведение отрицательности, где квадруполь-

ное спаривание и кристаллическое поле D отсутствуют. Рис. 2.3 (a) показы-

вает зависимость запутанности от однородного магнитного поля и параметра

спаривания при антиферромагнитном изинговском взаимодействии (J1 = 1).

Как можно увидеть при 0.5 < J0 < 1, возможен лишь переход между незапу-

танным состоянием с ⟨Sz⟩ = 2 и частично-запутанным состоянием с ⟨Sz⟩ = 1

при пересечении линии |h| = 2J0 − 1. Этот переход соответствует скачку на-

магниченности с плато на 3/5 значения насыщения к плато на 1/5-ой. Увели-

чивая гейзенберговское взаимодействие (1 < J0 < 1.5), происходит переход

между незапутанным и полностью запутанным состояниями (⟨Sz⟩ = 0) при

пересечении значения поля |h| = 3J0 − 2. Что касается теплового поведения

52



(a) (b)

Рис. 2.3: Отрицательость в зависимости от параметра билинейно-

го взаимодействия гейзеберговских спинов J0 и магнитного поля для

(a)антиферромагнитного изинговского взаимодействия J1 = 1 и (b) ферро-

магнитного изинговского взаимодействия J1 = −1 при низких температурах,

когда K = 0, D = 0.

запутанности, необходимо заметить, что, вследствие эффектов декогеренции,

отрицательность с ростом температуры есть монотонно спадающая функция.

В частности, для J0 = ±J1 и h = 0 критическая температура исчезновения

запутанности Tc = J0
ln 2.98 ≈ 0.915J0, в то время, как для J0 ̸= ±J1 и h = 0,

Tc =
J0−J1
ln 2.96 ≈ 0.921(J0 − J1).

Отрицательность в специальном случае K = J0

Обратим теперь наше внимание на свойства отрицательности в случае при-

сутствия квадрупольного взаимодействия и кристаллического поля. Типич-

ная зависимость отрицательности от магнитного поля и параметра квадру-

польного взаимодействия для двух качественно отличающихся случаев значе-

ния одноионной анизотропии представлен на рисунке 2.4. Можно заметить,

что условие K = J0 приводит к исчезновению полностью запутанных со-

стояний, здесь максимально возможное значение отрицательности Ne = 1
2 .

Действительно, как видно из формулы (2.12), в этой точке κ1 = 0, более

того, аналогично этому, во всех волновых функциях, вследствие сохранения

квадрупольного момента, вклад членов вида |0, 0⟩ в запутанность исчезает.
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(a) (b)

Рис. 2.4: Зависимость отрицательности от параметра J0 = K и магнитного

поля при фиксированном значении параметра изинговского взаимодействия

J1 = 1 и температуре T = 0.1 и при различных значениях одноионной ани-

зотропии (a) D = 1, (b) D = 3.

(a) (b)

Рис. 2.5: (a) Отрицательность в зависимости от магнитного поля h и одноион-

ной анизотропии D и (b) Квадрупольный момент (число частиц) в единицах

значения насыщения для тех же значений параметров.

Сравним, наконец, свойства запутанности и квадрупольного момента си-

стемы. Рисунок 2.5 (a) показывает зависимость отрицательности от магнит-

ного поля и параметра анизотропии D при фиксированных значениях пара-

54



метров обменного взаимодействия J0 = J1 = K = 1 и температуре T = 0.1.

Как можно увидеть, существуют лишь два различающихся режимов запутан-

ности. Плато на нуле соответствует незапутанному режиму, в то время, как

плато на Ne = 1
2 соответствует частично запутанному. График на рис. 2.5 (b)

показывает зависимость квадрупольного момента от магнитного поля и ани-

зотропии D при тех же значениях параметров взаимодействия. Здесь мож-

но различать три области отличающихся значений квадрупольного момента.

Первая область с нулевым квадрупольным моментом - это область с нуле-

вой запутанностью и димерной намагниченностью ⟨Sz⟩ = 0. Далее область

с промежуточным плато квадрупольного момента на 1
2-ой значения насыще-

ния. Здесь система частично запутана с отрицательностью Ne = 1
2 . После

этого идет область с максимальным (насыщенным) значением квадруполь-

ного момента, где система сепарабельна, и следовательно, незапутанна (за

исключением линии h = 0).

2.4 Выводы

В этой главе было представлено точное решение смешанной спин-1/2 и спин-1

модели Изинга-Гейзенберга на даймонд-цепочке трансфер-матричным мето-

дом. Мы изучили свойства магнитного и квадрупольного моментов систе-

мы в присутствии и отсутствие квадрупольного взаимодействия и внутри-

кристаллического поля. Изучения магнитных свойств модели указали на воз-

можность проявления промежуточных плато намагниченности на 1
5-ой и 3

5-ой

значения насыщения при определённых значениях входящих в гамильтониан

внешних параметров. Можно также подчеркнуть существование промежу-

точного плато квадрупольного момента на одной-второй значения насыще-

ния в случае антиферромагнитного знака взаимодействия гейзенберговских

спинов.

Как и в предыдущей главе, используя отрицательность как количествен-

ную меру запутанности, была изучена тепловая запутанность гейзенбергов-

ских спинов в произвольном блоке цепочки. В данном подходе изучение запу-
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танности сводится к изучению корней достаточно простого полинома. Было

установлено, что запутанность сильно зависит от параметров обменного вза-

имодействия. В частности, было установлено существование нескольких ре-

жимов запутанности, которые завязаны на присутствие квадрупольного вза-

имодействия и одноионной анизотропии. Было также установлено, что в слу-

чае отсутствия квадрупольного взаимодействия и внутри-кристаллического

и магнитного полей температура исчезновения запутанности есть линейная

функция либо от значения билинейного взаимодействия, либо от разницы

изинговских и гейзенберговских билинейных взаимодействий.

Рассмотренные в этой главе результаты опубликованы в работае [62].
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Глава 3

Модель Изинга-Гейзенберга

со спином-1 на даймонд-

цепочке

В настоящей главе представляется спин-1 модель Изинга-Гейзенберга на даймонд-

решётке в присутствии магнитного поля и одноионной анизотропии как изин-

говских, так и гейзенберговских спинов [88]. Точное решение модели трансфер-

матричным методом позволяет построить полную диаграмму основного со-

стояния. Изучаются возможности формирования магнитных плато при на-

магничивании. Найдено, что модель может проявлять плато на нуле, одной- и

двух-третях значения намагниченности. Представлено качественное описание

процесса намагничивания в отдельно взятой NiII цепочке в гомометалличе-

ской ферримагнитной структуре [Ni3(fum)2− (µ3−OH)2(H2O)4]n · (2H2O)n.

В противопоставление предыдущей главе, где запутанность изучалась в кла-

стерном подходе, здесь изучение производится в рамках изложенного в этой

главе трансфер-матричного метода. Представлены аналитические результа-

ты для запутанности в терминах отрицательности для основного состояния.

Показано, что одноионная анизотропия понижает запутанность основного со-

стояния. С другой стороны, при тепловом смешении состояний повышение

данной анизотропии повышает критическую температуру исчезновения за-
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путанности. Излагается тепловое поведение запутанности.

3.1 Определение модели со спином-1 на даймонд-

цепочке

Рассмотрим теперь уже спин-1 частицы на узлах даймонд-цепочки (рис. 3.1).

Взаимодействия между частицами и внешними полями здесь задаются га-

мильтонианом.

σ
i

σ
i+1

Sa, i

Sb, i

Рис. 3.1: Даймонд-цепочка с изинговскими спин-1 частицами (σi) и кванто-

вым блоком (Sz
a/b,i) sites.

H =
N∑
i=1

Hi, (3.1)

Hi = JSa,iSb,i + J1(S
z
a,i + Sz

b,i)(σ
z
i + σzi+1)

− hHgµB(S
z
a,i + Sz

b,i)−
hIgµB

2
(σzi + σzi+1)

+ DH((S
z
a,i)

2 + (Sz
b,i)

2) +
DI

2

(
(σzi )

2 + (σzi+1)
2
)
.

Как и прежде, Sα
a/b,i (α = x, y, z) - компоненты спин-1 операторов на узлах

с координатами (a/b, i), в то время, как σzi - z-компонента спин-1 оператора,

соответствующая изинговской частице на i-ом узле. J здесь соответствует

XXX взаимодействию в рамках гейзенберговского блока, J1 - коэффици-

ент взаимодействия узловых изинговских спинов с вершинами квантового

димера. Продольные внутри-кристаллические поля по-разному действуют на
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изинговскую и гейзенберговскую подрешетки с соответствующими членами

DI и DH . Магнитным полям, действующим на изинговскую и гейзенбергов-

скую подрешетки, соответствуют hI и hH . В далее представленных рисунках

гиромагнитное отношение взято g = 2.2. Это значение является характерным

для никель содержащих структур [116–118]. Наложенные граничные условия

σzN+1 = σz1 являются циклическими.

3.2 Точное решение модели со спином-1 на даймонд-

цепочке

Не сложно проверить, что здесь также выполняется коммутационное соотно-

шение [Hi,Hj] = 0, которое позволяет выполнить частичную факторизацию

статистической суммы, представляя её в следующем виде

ZN =
∑
σi

N∏
i=1

Triϱσi,σi+1
, (3.2)

где ϱσi,σi+1
= e−βHi, β = (kBT )

−1 (в этой главе, в отличие от предыдущих, тем-

пература представляется не в энергетических единицах, а в единицах абсо-

лютной температуры). Суммирование идет по всем конфигурациям изингов-

ских спинов, рассматривая σi как числа σi = ±1, 0. Tri обозначает операцию

взятия следа по гейзенберговским степеням свободы i-ого блока. Диагонали-

зируя блочный гамильтониан Hi, можно получить зависящий от изинговских

спинов спектр энергии отдельного даймонд-блока

E1 = −J − hIgµB
2

(σi + σi+1) +
DI

2

(
σ2i + σ2i+1

)
+ 2DH ,

E2,3 = ±J −
(
J1 +

hIgµB
2

)
(σi + σi+1) + hHgµB +DH +

DI

2

(
σ2i + σ2i+1

)
,

E4,5 = ±J + (J1 −
hIgµB

2
) (σi + σi+1)− hHgµB +DH +

DI

2

(
σ2i + σ2i+1

)
, (3.3)

E6,7 = J +

(
±2J1 −

hIgµB
2

)
(σi + σi+1)∓ 2hHgµB +

DI

2

(
σ2i + σ2i+1

)
+ 2DH ,

E8,9 =
−J ± Λ

2
− hIgµB

2
(σi + σi+1) +

DI

2

(
σ2i + σ2i+1

)
+DH ,
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где Λ =
√
(2DH − J)2 + 8J2. Знание спектра позволяет провести операции

взятия частичных следов вдоль гейзенберговских степеней свободы, что де-

лает ZN =
∑

σi

∏N
i=1 Vσi,σi+1

представление возможным, с Vσi,σi+1
= Trie

−βHi =∑9
i=1 e

−βEi(σi,σi+1). Vσi,σi+1
могут быть рассмотрены как компоненты 3× 3 мат-

рицы плотности:

Vσi,σi+1
=


V−1,−1 V−1,0 V−1,1

V0,−1 V0,0 V0,1

V1,−1 V1,0 V1,1

 , (3.4)

где матричные индексы по сути есть три возможные проекции изинговских

спинов. Учитывая циклические граничные условия, можно записать ZN =

Tr(V N) в трансфер-матричных обозначениях. Следовательно, статистиче-

ская сумма может быть представлена через собственные значения трансфер-

матрицы Vσi,σi+1
:

ZN = λN1 + λN2 + λN3 . (3.5)

Как и прежде, в термодинамическом пределе N → ∞ необходимо учитывать

лишь вклад наибольшего из собственных значений. Обозначая через λ мак-

симальное собственное значение, свободная энергия на один блок бесконечно

длинной цепочки представится в виде:

f = −1

β
lim
N→∞

lnZN = −1

β
lnλ. (3.6)

В качестве параметров порядка (функций отклика) здесь можно рассмат-

ривать намагниченность для изинговской и гейзенберговской подрешеток, а

также квадрупольный момент на одну изинговскую частицу изинговской же

подрешетки (вообще говоря, как и в предыдущей главе, можно было бы рас-

сматривать квадрупольный момент гейзенберговской подрешетки, при усло-

вии, что было бы внедрено биквадратное взаимодействие между гейзенбер-

говскими спинами, по интенсивности равное билинейному взаимодействию

J .)

mI = − ∂f

∂hI
, mH = −1

2

∂f

∂hH
, qI =

∂f

∂DI
, (3.7)
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(В последующем магнитное поле будет считаться однородным (hI = hH);

отличие между магнитными полями, действующими на разные подрешетки,

было лишь формальным и было введено для удобства расчёта намагничен-

ностей по подрешеткам). Учитывая, что в цепочке из N блоков существует

3N частиц, мы приходим к выражению для полной намагниченности на одну

частицу:

m =
1

3
mI +

2

3
mH . (3.8)

3.3 Квантовая запутанность в трансфер- мат-

ричном подходе

В противопоставление кластерному подходу, рассмотренному в предыдущей

главе, здесь применяется метод расчёта квантовой запутанности, который

можно назвать трансфер-матричным. Кратко изложим его содержание. Если

мы заинтересованы в квантовой запутанности гейзенберговских спинов r-ого

блока в терминах отрицательности, необходимо построить редуцированную

матрицу плотности ρi,j, зависящую лишь от гейзенберговских степеней сво-

боды. Следовательно, по всем степеням свобод, кроме указанных, необходимо

провести операцию взятия следа

ρi,j =
1

ZN
Tr(V r−1Ri,j V

N−r) =
1

ZN
Tr(V N−1 Ri,j) (3.9)

c

Ri,j =


ϱi,j(−1,−1) ϱi,j(−1, 0) ϱi,j(−1, 1)

ϱi,j(0,−1) ϱi,j(0, 0) ϱi,j(0, 1)

ϱi,j(1,−1) ϱi,j(1, 0) ϱi,j(1, 1)

 , (3.10)

а индексы i, j = 1 · · · 9 соответствуют гейзенберговским спинам. Предполо-

жим теперь, что {w1, w2, w3} - полный набор векторов, диагонализирующих

трансфер-матрицу (3.4) в порядке убывания соответствующих собственных

значений трансфер-матрицы. Обозначим через U унитарную матрицу, состав-
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ленную из этих векторов (матрица, у которой i-ый столбец совпадает с wi)

U =


(V0,0−λ1)(V1,1−λ1)−V 2

0,1

n1(V−1,1(λ1−V0,0)+V−1,0V0,1)

(V0,0−λ2)(V1,1−λ2)−V 2
0,1

n2(V−1,1(λ2−V0,0)+V−1,0V0,1)

(V0,0−λ3)(V1,1−λ3)−V 2
0,1

n3(V−1,1(λ3−V0,0)+V−1,0V0,1)
V−1,0(λ1−V1,1)+V−1,1V0,1

n1(V−1,1(λ1−V0,0)+V−1,0V0,1)
V−1,0(λ2−V1,1)+V−1,1V0,1

n2(V−1,1(λ2−V0,0)+V−1,0V0,1)
V−1,0(λ3−V1,1)+V−1,1V0,1

n3(V−1,1(λ3−V0,0)+V−1,0V0,1)

1
n1

1
n2

1
n3


c

n1 =

√
(V−1,0 (λ1 − V1,1) + V−1,1V0,1) 2

(V−1,1 (λ1 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+

(
(V0,0 − λ1) (λ1 − V1,1) + V 2

0,1

)
2

(V−1,1 (λ1 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+ 1,

n2 =

√
(V−1,0 (λ2 − V1,1) + V−1,1V0,1) 2

(V−1,1 (λ2 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+

(
(V0,0 − λ2) (λ2 − V1,1) + V 2

0,1

)
2

(V−1,1 (λ2 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+ 1,

n3 =

√
(V−1,0 (λ3 − V1,1) + V−1,1V0,1) 2

(V−1,1 (λ3 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+

(
(V0,0 − λ3) (λ3 − V1,1) + V 2

0,1

)
2

(V−1,1 (λ3 − V0,0) + V−1,0V0,1) 2
+ 1.

Можно теперь выразить редуцированную матрицу плотности через трансфер-

матрицу и матрицу R в виде

ρi,j =
1

ZN
Tr

U †Ri,j U


λN−1
1 0 0

0 λN−1
2 0

0 0 λN−1
3


 . (3.11)

Выше мы предположили, что λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Опять в термодинамическом

пределе (λ2,3/λ1)
N → 0 (если наибольшее из собственных значений решений

характеристического уравнения первого порядка не имеет себе равных реше-

ний). Используя выше указанное в нашем случае, мы получаем, что

ϱ =



A 0 0 0 0 0 0 0 0

0 B+ 0 B− 0 0 0 0 0

0 0 C+ 0 D 0 C− 0 0

0 B− 0 B+ 0 0 0 0 0

0 0 D 0 F 0 D 0 0

0 0 0 0 0 G+ 0 G− 0

0 0 C− 0 D 0 C+ 0 0

0 0 0 0 0 G− 0 G+ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 K



, (3.12)
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с,

A = e−βE6,

B± =
1

2

(
e−βE4 ± e−βE5

)
C± =

e−βE8

2 + θ2
+
e−βE9

2 + ν2
± 1

2
e−βE1 сθ =

2DH − J − Λ

2J

D = − 1

2J

(
e−βE8(2DH − J − Λ)

2 + θ2
+
e−βE9(2DH − J + Λ)

2 + ν2

)
F =

1

4J2

(
e−βE8(2DH − J − Λ)2

2 + θ2
+
e−βE9(2DH − J + Λ)2

2 + ν2

)
G± =

1

2

(
e−βE2 ± e−βE3

)
K = e−βE7.

Знание редуцированной матрицы плотности даёт возможность провести её

частичную транспонацию и расчёт запутанности. Необходимо подчеркнуть,

что при низких температурах применённый метод дает тот же результат, что

и кластерный подход.

3.4 Основные состояния модели Изинга- Гей-

зенберга со спином-1

Для полного понимания образования тепловой запутанности, а также пла-

то намагниченности, опишем основное состояние модели в зависимости от

входящих в гамильтониан параметров.

Когда магнитное поле выключено, возможно проявление шести отличаю-

щихся фаз: две ферримагнитные (FRI1 и FRI2), три антиферромагнитые

(две квантово-антиферромагнитные, симметричная по отношению к переста-

новке гейзенберговских спинов SQAF и антисимметричная по отношению

к той же перестановке AQAF , а так же AFM), и фрустрированное FRU

(рис.3.2). Эти состояния могут быть описаны следующими волновыми функ-

циями, параметрами порядков, а также отрицательностью (ниже в прямых

произведениях первый кет-вектор |�⟩i соответствует изинговскому i-ой эле-

63



ментарной ячейки, в то время как второй |�, �⟩ai,bi - гейзеберговским спинам

той же ячейки).

|FRI1⟩ =
N∏
i=1

|1⟩ ⊗ | − 1,−1⟩, E = J − 4J1 + hgµB + 2DH +DI

mI = gµB, mH = −gµB, m = −1

3
gµB, qD = 1, Ne = 0.

|FRI2⟩ =
N∏
i=1

| − 1⟩ ⊗ |+ 1,+1⟩, E = J − 4J1 − hgµB + 2DH +DI

mI = −gµB, mH = gµB, m =
1

3
gµB, qD = 1, Ne = 0.

(a) (b)
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Рис. 3.2: Основное состояние в плоскости J −DH в отсутствие магнитного поля при (a)

J1 = DI = 1cm−1, (b) J1 = 1cm−1, DI = −1cm−1.

|SQAF ⟩ =


∏N

i=1
1√
2
|1⟩ ⊗ (|0,−1⟩+ | − 1, 0⟩)

∏N
i=1

1√
2
| − 1⟩ ⊗ (|0, 1⟩+ |1, 0⟩)

,

E = J − 2J1 +DH +DI

mI = ±gµB, mH = ∓1

2
gµB, m = 0, qD = 1,

Ne(|SQAF1⟩) = 1/2, Ne(|SQAF2⟩) = 1/2, Ne(|SQAF ⟩) =
√
2/4.
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|AQAF ⟩ =


∏N

i=1
1√
2
|1⟩ ⊗ (| − 1, 0⟩ − |0,−1⟩)

∏N
i=1

1√
2
| − 1⟩ ⊗ (|1, 0⟩ − |0, 1⟩)

,

E = −J − 2J1 +DH +DI

mI = ±gµB, mH = ∓1

2
gµB, m = 0, qD = 1,

Ne(|AQAF1⟩) = 1/2, Ne(|AQAF2⟩) = 1/2, Ne(|AQAF ⟩) =
√
2/4.

|AFM⟩ =
N∏
i=1

1√
2 + ν2

|0⟩ ⊗ (|1,−1⟩ − ν|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩),

E =
1

2
(−J − Λ + 2D),

mI = 0, mH = 0, m = 0, qD = 0, Ne =
1 + 2

√
Λν
J − 2

2 + ν2
,

где ν = 2DH−J+Λ
2J Не сложно показать, что запутанность для этого состоя-

ния максимальна при DH = 0 для J > 0, и J = DH когда J < 0. В точке

ν = 0 вклад члена |0, 0⟩ в конфигурации гейзенберговских спинов нулевой

и запутанность равняется одной-второй. С другой стороны, в пределе, когда

DH велико, вклад всех членов, кроме |0, 0⟩, становится пренебрежимо малым,

следовательно, система становится сепарабельной и незапутанной. Естествен-

но, что не при всех выше указанных значениях параметров это состояние

будет основным. Следовательно, одноионная анизотропия гейзенберговских
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спинов, вообще говоря, уменьшает запутанность основного состояния.

|FRU⟩ =

|ϕ1⟩

|ϕ2⟩
;

|ϕ1,2⟩ =
N∏
i=1

1√
2 + ν2

| ± 1⟩i ⊗ (|1,−1⟩ − ν|0, 0⟩+ | − 1, 1⟩)ai,bi, (3.13)

E(ϕ1,2) =
1

2
(−J − Λ± 2hgµB + 2DH + 2DI)

mI = 0, mH = 0, m = 0, qI = 1, Ne(|ϕ1,2⟩) =
1 + 2

√
Λν
J − 2

2 + ν2
.
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Рис. 3.3: Основное состояние в плоскости h − DH для (a) J = −6cm−1 (b) J = 0.9cm−1

(c) J = 2cm−1, когда J1 = DI = 1cm−1.

Когда магнитное поле включено, появляются новые фазы (см. рис. 3.3). А

именно две симметричные по отношению к гейзенберговским спинам ферро-

магнитные состояния (квантовое SQFO и SFO1; последнее было расщепле-
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но из смеси SFO1/SFO2 магнитным полем), антисимметричное квантовое

ферромагнитное состояние, а также насыщенно-парамагнитное SPP . Ниже

следует их однозначное представление:

|SQFO⟩ =
N∏
i=1

1√
2
|1⟩i ⊗ (|1, 0⟩+ |0, 1⟩)ai,bi ,

E = J + 2J1 − 2hgµB +DI +DH ,

mI = gµB, mH =
1

2
gµB, m =

2

3
gµB, qI = 1, Ne = 1/2.

|SFO1⟩ =
N∏
i=1

|0⟩i ⊗ |1, 1⟩ai,bi, E = J − 2hgµB + 2DH ,

mI = 0, mH = gµB, m =
2

3
gµB, qI = 0.

|SFO2⟩ =
N∏
i=1

|0⟩i ⊗ | − 1,−1⟩ai,bi, E = J + 2hgµB + 2DH ,

mI = 0, mH = −gµB, m = −2

3
gµB, qI = 0, Ne = 0.

|AQFO⟩ =
N∏
i=1

1√
2
|1⟩i ⊗ (|1, 0⟩ − |0, 1⟩)ai,bi ,

E = −J + 2J1 − 2hgµB +DI +DH ,

mI = gµB, mH =
1

2
gµB, m =

2

3
gµB, qI = 1, Ne = 1/2.

|SPP ⟩ =
N∏
1

|1⟩i ⊗ |1, 1⟩ai,bi, E = J + 4J1 − 3hgµB +DI +DH ,

mI = gµB, mH = gµB, m = gµB, qI = 1, Ne = 0.

Очевидно, что положительное магнитное поле сделало состояние FRI2 пред-

почтительнее смеси FRI1/FRI2. В конце на рис. 3.4 представлены фазовые

диаграммы в плоскости DI − DH при разных значениях гейзенберговского

взаимодействия.

67



(a) (b)

0 2 4 6

0

2

4

6
FRU

FRI1/FRI2

AFM

SQAF

SFO  /SFO1 2

D
H
/c

m
-1

D
I

/cm-1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1

0

1

2

3

4

FRU

FRU

AQAF

AFM

D
/c

m
-1

D
I

/cm-1

Рис. 3.4: Основное состояние в плоскости DI−DH , когда магнитное поле выключено для

(a) J = −4cm−1, J1 = 1cm−1, (b) J = 1.7cm−1, J1 = 1cm−1.

3.5 Магнитные плато модели Изинга-Гейзенберга

со спином-1

Включение одноионной анизотропии широко обогащает образование магнит-

ных плато на нуле, одной- и двух-третях значения насыщения. К примеру,

если

DI > 0 и J <
DI(4J1 −DI)

3DI − 4J1
(3.14)

(когда DI = J1 = 1cm−1 J < −3), переходы вдоль применения магнитного

поля идут по одной из ниже изложенных последовательностей (см. 3.3 (a)):

• при 2J1 < DH < 1
2

(√
4D2

I + 4DI(3J − 4J1) + J2 − 24JJ1 + 16J2
1 + J

)
по пути SQAF − FRI2− SFO1− SPP ,

• при DH > 1
2

(√
4D2

I + 4DI(3J − 4J1) + J2 − 24JJ1 + 16J2
1 + J

)
в по-

рядке AFM − FRU1 − SQFO − SPP ,

• в то время, как переходы FRI1− SFO1− SPP происходят при DI <

2J1.

Необходимо также подчеркнуть, что последние два перехода при не очень

больших магнитных полях образуют плато при нулевой намагниченности.
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Более того, эти сценарии намагничивания подразумевают ещё образования

плато квадрупольного момента изинговской подрешетки по следующим по-

следовательностям qI = 1, 0, 1, qI = 1, 1, 1 and qI = 0, 1, 1 при низких темпе-

ратурах. Когда

DI > 0 и
DI(4J1 −DI)

3DI − 4J1
< J <

1

16
(12J1−DI−

√
(11DI − 36J1)(3DI − 4J1)),

(3.15)

намагничивание происходит по похожим, но немного отличающимся сцена-

риям (рис. 3.3(b)):

• AQAF − FRI2− SQFO − SPP , когда DH < 2J1 − 2J ,

• FRI2−SQFO−SPP , когда 2J1−2J < DH < 1
7 (|J1 −DI |+ 4J1 − 2DI),

• при DH > 1
7 (|J1 −DI |+ 4J1 − 2DI) система намагничивается по после-

довательности AFM − FRU1 − AQFO2− SPP .

Для того чтобы проиллюстрировать процесс намагничивания в нескольких

выше указанных случаях, мы построили намагниченность при низких темпе-

ратурах как функцию магнитного поля на рис. 3.5.
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Рис. 3.5: Намагниченность в единицах боровского магнетона, когда J = −6cm−1, J1 =

DI = 1cm−1 и (a) DH = 4cm−1 (сплошная линия), DH = −1cm−1 (пунктирная кривая),

DH = 2.25cm−1 (пунктирно-точечная кривая), (b) J = 0.9cm−1 и DH = 2cm−1 (сплошная

кривая),DH = 0.7cm−1 (пунктирная кривая)DH = −1cm−1 (пунктирно-точечная кривая),

все при T = 0.01K.
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3.6 Качественное описание процесса намагни-

чивания

[Ni3(fum)2 − (µ3 −OH)2(H2O)4]n · (2H2O)n

Одной из интересных задач материаловедения является синтезирование но-

вых молекулярных магнитных структур. В работе [116] Конаром и соавто-

рами было представлено трёхмерное гомометаллическое соединение, облада-

ющее спонтанной намагниченностью при температурах ниже 6 K. Гидротер-

мальная обработка Ni2(NO3)2 · 6 H2O двунатриевым фумаратом Na2(fum)

(где fum := CO2CH = CHCO2) при температуре 443 K приводит к образо-

ванию [Ni3(fum)2 − (µ3 −OH)2(H2O)4]n · (2H2O)n:=A [116].

Рассмотрим теперь специальный случай взаимодействий, который, как

нам кажется, качественно описывает процесс намагничивания отдельно взя-

той цепочки в A. Анализ A рентгеновским излучением показал образование

трёхмерной структуры, составленной из восьмигранных элементов с NiII в

вершинах. Эти цепочки включают два кристаллографически независимых

иона никеля: поочередно следующие друг за другом пары Ni(1) и Ni(1′),

симметричные по перестановке последних, и Ni(2).

Исследования магнитной восприимчивости χ соединения A [116] ука-

зывают на ферромагнитное поведение системы. Объяснение магнитного по-

ведения системы кроется в следующем. Как уже указывалось, вся струк-

тура состоит из цепочек с гидроксо- и кароксилато- мостов (рис. 3.6). В

гидроксо-мостах углы в Ni − O(H) − Ni лежат в пределах, для которых

наблюдается ферромагнитное спаривание между NiII центрами [117, 118].

Численные стимуляции показывают в [117] для того же моста в похожей

структуре наилучшее схождение с экспериментальными данными получают-

ся при J = −18, 6cm−1). Следовательно, для данного сегмента ожидается

основное состояние с S = 2. Между тем, взаимодействие между этим фер-

ромагнитным сегментом и отдельно взятым центром Ni(2) осуществляется

одним гидроксо- и карбоксилато-мостами, приводя к атиферромагитому вза-
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имодействию сегментов с S = 1 и S = 2 и, следовательно, к ферримагнит-

ному поведению всей цепочки. Мы будем предполагать, что ферромагнитное

взаимодействие в рамках сегмента пары Ni(1) выполняется гейзенбергов-

ским образом, в то время, как антиферромагнитное взаимодействие между

Ni(1) и Ni(2) - изинговским. Следует отметить, что между соседними уже
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OH OH

Ni(1)

Ni(2)

O

O
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O O

O O

O
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OH
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Рис. 3.6: Молекулярная структура цепочки NiII с налаженными эффек-

тивными магнитными взаимодействиями (штриховой пунктир соответствует

ферромагнитному взаимодействию, штрих-пунктир - антиферромагитному)

.

описанными цепочками существует ферромагнитное взаимодействие, кото-

рое приводит к ферромагнитности всей структуры при температурах ниже

T = 6 K. Измерения в [116] указывают на скачок намагниченности при

h = 0, существование магнитного плато на 2/3 значения насыщения при

малых магнитных полях (0.2 − 0.5kG). Как можно увидеть из рис. 3.3(a),

единственная возможность осуществления перехода из ферримагнитного ос-

новного состояния к состоянию с плато на двух-третях при намагничива-

нии предоставляется при переходах FRI2-SFO1 (при этом скачок при нуле

происходит вследствие того, что при включении магнитного поля состояние

FRI2 становится предпочтительнее смеси FRI1/FRI2). Существование та-

кого перехода в рамках модели Изинга-Гейзенберга на даймонд-решетке яв-

ляется следствием включения внутри-кристаллического поля и одноионной

анизотропии DI , в то время, как существование и место перехода не зави-
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сят от DH (для сравнения, в [98], где изучалось поведение похожей модели

без одноионной анизотропии, такой переход отсутствует). Как можно уви-

деть, переход FRI-SFO1 происходит при намного более высоких полях, чем

в описанном соединении, это объясняется тем, что в реальном соединении

существуют ферромагнитные взаимодействия между соседними цепочками,

которые можно усредненно считать эквивалентными добавочному самосогла-

сованному полю. Последнее приведёт необходимое для перехода критическое

внешнее поле к более низким температурам, а длина плато станет короче

(эффективное самосогласованное поле растёт с внешним полем нелинейным

образом). На рис. 3.5(a) пунктирная линия соответствует именно описанному

выше случаю (хотя, как уже отмечалось, DH не играет существенной роли).

3.7 Квантовая запутанность в зависимости от

температуры и магнитного поля

В этом разделе мы концентрируем наше внимание на запутанности двух гей-

зенберговских спинов в даймонд-цепочке в нескольких интересных случаях.

Рассмотрим сперва модуляцию максимально запутанных основных состоя-

ний. Как было видно из описания основных состояний, единственными кан-

дидатами на эту роль являются состояния AFM и FRU . С другой стороны,

меняя значение одноионной анизотропии гейзенберговских спинов, можно из-

менять саму запутанность. Для иллюстрации сказанного, а также резких

переходов и плато запутанности, мы построили график зависимости запу-

танности от магнитного поля для разных значений параметра анизотропии

DH на рис. 3.7(a). Как можно увидеть, переход AFM−FRU1 на данной диа-

грамме не отражается (ср. рис. 3.3(c)), поскольку переход происходит между

различными упорядочениями, по сути, классических степеней свободы (изин-

говсих спинов). Следовательно, рассмотрение лишь магнитной восприимчи-

вости как свидетельства запутанности (entanglement witnesses) не достаточно

- необходимо ещё добавочное рассмотрение восприимчивости квадрупольного
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момента в случае сохранения последнего (как и эквивалентно магнитной вос-

приимчивости гейзенберговской подрешетки). Рост одноионной анизотропии

с нулевого значения приводит к уменьшению запутанности. При значении

анизотропии DH = 1
4

(
1 + 2J +

√
1 + 32J2

)
Ne = 1/2 (три плато отрицатель-

ности для состояний AFM ,FRU1 и AQFO находятся на одном и том же

уровне). Резюмируя, можно утверждать, что для рассматриваемой модели

запутанность основного состояния, вообще говоря, понижается одноионной

анизотропией DH . Несмотря на то, что введение DH в представленном выше
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Рис. 3.7: (a) Отрицательность в зависимости от магнитного поля для различных зна-

чений одноионной анизотропии DH = 0, 3, 5, 10cm−1 (сплошная, пунктирная, точечно-

пунктирная и точечная кривые соответственно) когда J = 2cm−1 при T = 10−4 K, (b)

Плотностной график отрицательности с линиями постоянной запутанности при Ne =

0.99, 0.5, 0.3, 0.1, 0.05, 0 в зависимости от температуры и DH , когда h = 0. (c) Ne как

функция от температуры, когда h = 100kG и DH = 0, 1, 2, 3cm−1 (сплошная, пунктир-

ная, точечно-пунктирная и точечная кривые соответственно). Везде J1 = DI = 1cm−1.
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(a) (b)

Рис. 3.8: (a) Плотностной график отрицательности, когда J = 2cm−1, DH =

0 и J1 = DI = 1cm−1 с линиями постоянной запутанности при Ne =

0, 0.005, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.8. (b) J = −6cm−1, DH = 4cm−1

и J1 = DI = 1cm−1 с линиями постоянной запутанности при Ne =

0, 0.005, 0.01, 0.02, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6.

случае понижает запутанность основного состояния, оно также делает неко-

торые возбуждённые запутанные состояния более досягаемыми, вследствие

чего критическая температура исчезновения запутанности повышается (см.

рис.3.7(b)). Более того, как можно увидеть из рис.3.7(c), при высоких маг-

нитных полях, когда основным состоянием модели является незапутанное со-

стояние SPP , тепловые эффекты могут повышать квантовую запутанность.

Наконец, на рис. 3.8 представлен плотностной (градиентный) график от-

рицательности Ne(h, T ) для двух случаев: первый - когда существует воз-

можность достижения максимальной запутанности для основного состояния

(J > 0, DH = 0), и второй - когда введение одноионной запутанности пре-

вращает основное состояние лишь в частично запутанное (рис. 3.8(b)). Как

можно увидеть на этих графиках, до тех пор, пока основное состояние моде-

ли не является SPP , критическая температура исчезновения запутанности

слабо зависит от значения магнитного поля. После критического для основ-
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ного состояния значения магнитного поля (когда в основном состоянии про-

исходит переход к SPP ) при близких к нулю температурах система незапу-

танная. При повышении температуры досягаемость возбуждённых запутан-

ных состояний превращает состояние в тепловое запутанное. В этой области

(h ≈ 60− 80kG для представленных на рис. 3.8 графиков) критическая тем-

пература исчезновения сильно зависит от значения магнитного поля. Более

высокие магнитные поля делают систему незапутанной.

3.8 Выводы

В этой главе трансфер-матричным методом была решена модель Изинга-

Гейзенберга со спином-1 с одноионной анизотропией изинговсих и гейзен-

берговских спинов. Была построена полная диаграмма основного состояния.

Было установлено, что модель, в зависимости от параметров, включенных в

гамильтониан, может проявлять различные ферромагнитные, ферримагнит-

ное, антиферромагнитные, а также фрустрированные состояния. Анализ низ-

котемпературного намагничивания показывает возможность появления про-

межуточных магнитных плато на нуле одной-трети и двух-третях значения

насыщения, которые составляют весь набор промежуточных плато, предска-

зываемых условием необходимости Ошикавы-Яманаки-Афлека [95], с перио-

дом основного состояния, равным единице.

Было показано, что изученная в настоящей главе модель качественно опи-

сывает процесс намагничивания соединения A с последующими переходами

от ферримагнитного к ферромагнитному, а в последующем и к парамагнит-

ному состояниям.

Трансфер-матричным методом была посчитана отрицательность пары гей-

зенберговски спинов внутри цепочки. Были получены аналитические выра-

жения для отрицательности во всех основных состояниях. Было установ-

лено, что существуют всего две возможности максимального запутывания

гейзенберговских спинов: во-первых, в антиферромагнитном и, во-вторых,

во фрустрированном состояниях. Как в первом, так и во втором случаях
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максимальное запутывание не возможно при отличной от нуля одноионной

анизотропии гейзенберговских спинов. Однако при тепловом запутывании,

несмотря на уменьшение запутанности в основном состоянии, одноионная

анизотропия повышает запутанность при конечных температурах. Было так-

же установлено, что до значения полей, при которых происходит переход к

парамагнитному состоянию, магнитное поле слабо влияет на температуру ис-

чезновения запутанности.

Рассмотренные в этой главе результаты опубликованы в работе [88].
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Заключение

Основные результаты диссертации:

• В первой главе диссертации были представлены результаты для двух-

частичной квантовой запутанности в терминах отрицательности в си-

стеме двух и трех частиц со спином 1, взаимодействующих по обще-

му виду гамильтониана, включающего биквадратное взаимодействие,

одно-ионную анизотропию, а также магнитное поле. Изучены влияния

на запутанность всех параметров, входящих в гамильтониан. В част-

ности, установлено, что одно-ионная анизотропия понижает квантовую

запутанность. Было установлено, что происходящие при нулевой темпе-

ратуре переходы между состояниями с различными намагниченностью

и квадрупольным моментом в спин-1 модели Гейзенберга на двух- и

трехчастичных кластерах сопровождаются характерными изменения-

ми квантовой запутанности. Более того, запутанность как мера чисто

квантовых корреляций может быть использована для понимания при-

роды того или иного перехода. И наоборот, однозначная связь между

фазовыми диаграммами основного состояния и квантовой запутанно-

сти может позволить делать предсказания о запутанности состояния,

исходя из измеримых параметров.

• Для анизотропной спин-1 модели Гейзенберга на малочисленных кла-

стерах было установлено существование режимов анизотропии, позво-

ляющих тепловым образом запутать систему, которая при тех же пара-

метрах незапутанна в основном состоянии.
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• Во второй главе для спин-1/2−1 смешанной модели Изинга-Гейзенберга

посчитана квантовая запутанность в кластерном подходе. Установлено,

что при намагничивании переходы, обусловленные изменениями состоя-

ний изинговских степеней свободы, не приводят к изменению квантовой

запутанности.

• В третьей главе для модели Изинга-Гейзенберга со спином-1 на даймонд-

цепочке в трансфер-матричном подходе была точно построена двухча-

стичная редуцированная матрица плотности, что позволяет точно пред-

сказывать квантовые корреляции внутри даймонд-блока как при нуле-

вой, так и при конечных температурах.

• Было установлено, что одно-ионная анизотропия гейзенберговских спи-

нов убирает возможность максимального запутывания гейзенбергов-

ских спинов в основном состоянии для модели на даймонд-цепочке со

спином единица, в то же время повышая температуру исчезновения за-

путанности. Расчёты показали, что в довольно широком интервале маг-

нитных полей температура исчезновения запутанности слабо зависит от

значения магнитного поля.

• Точное решение и построение намагниченности позволили установить,

что для спин-1/2−1 смешанной и спин-1 Изинг-Гейзенберговской моде-

лей все промежуточные магнитные плато, предсказываемые правилом

Ошикавы-Яманаки-Афлека [95], с периодом единица проявляются в мо-

делях.

• Показано, что в изученных моделях при квантовых фазовых перехо-

дах, обусловленных переориентацией гейзенберговских спинов, кванто-

вая запутанность претерпевает скачкообразные изменения.

• Показано, что спин-1 модель Изинга-Гейзенберга на даймонд-цепочке

может грубо описывать фазовую диаграмму основного состояния от-

дельного гомометаллического соединения [116] при учёте одно-ионной

анизотропии изинговских спинов.
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