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Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííîå ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ îñíîâ ìàòåðèè è ðàçâèòèå ôèçèêè

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåâîçìîæíû áåç îïåðåæàþùåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ôóí�

äàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâóåò èíòåðåñ ê íîâûì,

äàæå â ÷åì-òî ïðèíöèïèàëüíûì, ïîäõîäàì â êâàíòîâîé òåîðèè è ôèçèêå ÷à�

ñòèö, êîòîðûå â ñèíòåçå ñ óæå èìåþùèìèñÿ äîñòèæåíèÿìè ïîçâîëèëè áû

ñôîðìóëèðîâàòü åäèíóþ óíèôèöèðîâàííóþ òåîðèþ âñåõ âçàèìîäåéñòâèé. Â

òî æå âðåìÿ, ðåøåíèå ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé çàäà÷è îçíà÷àëî áû ïðåîäîëå�

íèå ïðîáëåì â ñòàíäàðòíûõ íà ñîâðåìåííûé ìîìåíò êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåâûõ

òåîðèÿõ, â êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè è êîñìîëîãèè, à òàêæå â îïèñàíèè ïðè ïðî�

èçâîëüíûõ ýíåðãèÿõ êâàíòîâûõ ïðîöåññîâ â ýêñïåðèìåíòàõ, ÷òî ïðîâîäÿòñÿ

ñåé÷àñ èëè ïëàíèðóþòñÿ â áóäóùåì.

Âàæíûì àòðèáóòîì áîëüøèíñòâà ñîâðåìåííûõ åäèíûõ òåîðèé åñòü íàëè�

÷èå ñóïåðñèììåòðèè, îòêðûòîé íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ [1, 2, 3] ïðè îáîáùåíèè

÷åòûðåõìåðíûõ ïîëåâûõ òåîðèé è â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7] ïðè îïèñàíèè äóàëüíî�

ðåçîíàíñíûõ ìîäåëåé (ñïèíîâîé ñòðóíû). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñèòóàöèÿ ñ

ïîèñêàìè ïðîÿâëåíèé ñóïåðñèììåòðèè â ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé ÿâëÿåòñÿ â

íàñòîÿùèé ìîìåíò íåîïðåäåëåííîé, àïïàðàò ñóïåðñèììåòðèè íàñòîëüêî ìîù�

íûé è áîãàòûé, ÷òî èíòåðåñ ê ñóïåðñèììåòðèè òîëüêî óñèëèâàåòñÿ ñ ãîäàìè

äàæå ïðè îòñóòñòâèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïîäòâåðæäåíèé â ôèçèêå ýëåìåí�

òàðíûõ ÷àñòèö. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ïðèíöèïèàëüíî íîâûì òèïîì ñèììåòðèè,

ïðèâíîñèìûì ñóïåðñèììåòðèåé, òàê è ñ íîâûìè èäåÿìè è ìåòîäàìè, âîçíè�

êàþùèìè ïðè èçó÷åíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé è ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ

ñóïåðñèììåòðèåé (ñìîòðèòå, íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [8, 9, 10, 11, 12]).

Ïîìèìî ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé ïîëåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåî�

ðèé, âàæíûì ýëåìåíòîì ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿåòñÿ ïðè�

ìåíåíèå ñóïåðñèììåòðèè ïðè îïèñàíèè îäíîìåðíûõ è ïðîòÿæåííûõ îáúåê�

òîì � ñóïåð÷àñòèö è ñóïåðñòðóí [10, 13]. Áîëåå òîãî, ñóïåðñèììåòðèÿ â çà�

äà÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äàåò, ôàêòè÷åñêè, ïåðâûå ïîäòâåðæäåíèÿ ðåàëè�

çàöèè ñóïåðñèììåòðèè â ïðèðîäå. Ïðè îïèñàíèè îäíîìåðíûõ (êàê è ïðîòÿ�

æåííûõ) îáúåêòîâ ñóïåðñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê íà ìèðîâîé

ëèíèè, òàê è â òàðãåòíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ïåðâîì ñëó÷àå òàêèå ñóïåðñèì�
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ìåòðè÷íûå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ìîäåëÿìè ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè [14], êîòîðûå ïðè íàëè÷èè ðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèè â òàðãåòíîì

ïðîñòðàíñòâå è ëîêàëüíîé îäíîìåðíîé ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèè îïðåäå�

ëÿþò ìîäåëè ñïèíîâûõ ÷àñòèö [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. Â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ

òàðãåòíîé ñóïåðñèììåòðèè ïîëó÷àþòñÿ ìîäåëè ñóïåð÷àñòèö [22, 23].

Ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îïèñûâàþùèå äâèæå�

íèå ÷àñòèö ñ (èçî)ñïèíîì íà èñêðèâëåííîì ìíîãîîáðàçèè, ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç

ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè êîíôèãóðàöèîííîãî èëè ôà�

çîâîãî ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ñ âîçìîæíîñòüþ

ïîëó÷åíèÿ íîâûõ, íå èçó÷åííûõ ðàíåå, ñòðóêòóð äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò�

ðèè. Óæå â ïåðâîé ðàáîòå ïî ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå [14]

áûëà ïîëó÷åíà äåôîðìàöèÿ êîìïëåêñà äåÐàìà çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîãî ïî�

òåíöèàëà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîçæå áûëè ïîëó÷åíû äðóãèå äåôîðìàöèè

êëàññè÷åñêèõ ãåîìåòðèé äåÐàìà è Äîëüáî ñ êðó÷åíèÿìè [24, 25, 26]. Êðîìå

òîãî, ñòðóêòóðû ñ ãèïåðêåëåðîâîé ãåîìåòðèåé ñ êðó÷åíèåì âïåðâûå áûëè ââå�

äåíû èìåííî ôèçèêàìè ïðè èçó÷åíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ñèãìà-ìîäåëåé [27]

(ñìîòðèòå òàêæå áîëåå ðàííèå ðàáîòû [28, 29]). Ìåíåå èçâåñòíûå ñåé÷àñ ìîäå�

ëè ñ Êëèôôîðä-êåëåðîâîé (áè-ãèïåðêåëåðîâîé) è îêòîíèîííî-êåëåðîâîé ãåî�

ìåòðèÿìè ñ êðó÷åíèÿìè [30, 31], êàê è íåäàâíî îáíàðóæåííûå êâàçèêîìïëåêñ�

íûå ìîäåëè [32], â íàñòîÿùåå âðåìÿ òðåáóþò äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíûé ôîðìàëèçì ñóïåðñèììåòðèè ïîçâîëÿåò âîñïðî�

èçâåñòè èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â ïðîñòîé ôîðìå. Â ñâÿçè ñ

ýòèì ìîæíî óïîìÿíóòü çíàìåíèòóþ òåîðåìó Àòüè-Çèíãåðà [33], äëÿ êîòîðîé

÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ñóïåðñèììåòðè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôîðìàëèçìà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà [34, 35] (ñì. òàêæå [36, 37]) ÿâëÿåòñÿ

ïðîçðà÷íûì è êðàñèâûì.

Îäíèì èç âàæíûì ïðåäìåòîâ èññëåäîâàíèé â ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàí�

òîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Îíè õàðàê�

òåðèçóþòñÿ ïðèñóòñòâèåì äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñó�

ïåðñèììåòðè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ïðîñòîé íåêîìïàêòíîé íåàáåëåâîé ãðóïïû

SL(2,R). Èçó÷åíèå îäíîìåðíûõ êîíôîðìíûõ ñèñòåì, íà÷àòîå åùå â ðàáîòàõ

Áàðãìàííà [38], ñâÿçàíî ñ åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé èõ â êà÷åñòâå íèç�



6

êîðàçìåðíîãî àíàëîãà êîíôîðìíûõ ïîëåâûõ ñèñòåì, èãðàþùèõ â ïîñëåäíåå

âðåìÿ âàæíóþ ðîëü â AdS/CFT ñîîòâåòñòâèè [39, 40, 41]. Íà÷àëî êîíêðåòíûõ

èññëåäîâàíèé è ïðèëîæåíèé ìîäåëåé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè êàê ïðèìåð îäíî�

ìåðíîé (d=1) êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, êàê íà êëàññè÷åñêîì, òàê è íà êâàíòî�

âîì óðîâíå, áûëî ïîëîæåíî â ðàáîòå [42]. Êðîìå òîãî, êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ

õàðàêòåðèçóåò âàæíûé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì, îáíà�

ðóæåííûõ Êàëîäæåðî â åãî ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ [43, 44]. Óñòðàíåíèå êîîðäè�

íàòû öåíòðà ìàññ â äâóõ÷àñòè÷íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî [43, 44] âîñïðîèçâîäèò

ìîäåëü äå Àëüâàðî, Ôóáèíè è Ôóðëàíà [42], óñòàíàâëèâàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó

ýòèìè äâóìÿ ðàííèìè ïîïûòêàìè ïðèëîæåíèÿ d=1 êîíôîðìíîé ñèììåòðèè.

Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè [14] ñòàëî

ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè. N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íûå

îáîáùåíèÿ ìîäåëè äå Àëüâàðî, Ôóáèíè è Ôóðëàíà áûëè íàéäåíû â ðàáîòàõ

[45, 46]. Äâå ðàçíûå (íî òåñíî ñâÿçàííûå) ìîäåëè N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèêè, îñíîâàííûå íà ñóïåðãðóïïå SU(1, 1|2) áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ

[46, 47]. N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû Êà�

ëîäæåðî áûëî ïîñòðîåíî â [48].

Äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ê ìîäåëÿì êîíôîðìíîé è ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèê ñâÿçàí ñ îïèñàíèåì äâèæåíèÿ (ñóïåð)÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâàõ ñ AdS�

ãåîìåòðèÿìè âáëèçè ãîðèçîíòà ÷åðíûõ äûð, âîçíèêàþùèõ â ñóïåðãðàâèòàöè�

ÿõ â ðàçëè÷íûõ èçìåðåíèÿõ. Èìåííî, â [49] áûëî ïðåäëîæåíî, ÷òî ðàäèàëüíîå

äâèæåíèå ìàññèâíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âáëèçè ãîðèçîíòà ýêñòðåìàëüíîé

÷åðíîé äûðû Ðåéññíåðà-Íîðäñòð¼ìà îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûìè �ðåëÿòèâèñò�

ñêèìè� òèïàìè êîíôîðìíîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê êîíôîðìíîé ìåõà�

íèêå äå Àëüâàðî, Ôóáèíè è Ôóðëàíà [42] â �íåðåëÿòèâèñòñêîì� ïðåäåëå. Äèíà�

ìè÷åñêîé ïåðåìåííîé ýòîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíàÿ AdS�

êîîðäèíàòà AdS2 × S2 ôîíà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîñòàâëÿåò áîçîííóþ ÷àñòü

ìàêñèìàëüíî ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ â N=2, D=4 ñóïåðãðàâèòàöèè

[49] âáëèçè ãîðèçîíòà ýêñòðåìàëüíîé ÷åðíîé äûðû Ðåéññíåðà-Íîðäñòð¼ìà,

êîãäà ñóïåðãðóïïîé èçîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ SU(1, 1|2). Ýòî íàáëþäåíèå ïðèâåëî
â [49] ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ïîëíàÿ äèíàìèêà ñóïåð÷àñòèö âáëèçè ãîðèçîíòà

ýêñòðåìàëüíîé ÷åðíîé äûðû Ðåéññíåðà-Íîðäñòð¼ìà îïèñûâàåòñÿN=4 ñóïåð�

êîíôîðìíîé ìåõàíèêîé, ÷òî ñòèìóëèðîâàëî â êîíöå 90-õ äàëüíåéøåå èçó÷å�
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íèþ ìîäåëåé N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè ñ SU(1, 1|2)-ñèììåòðèåé. Òà�
êèå ìîäåëè áûëè ïîñòðîåíû â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé â ïðèìåíåíèè

ê ôèçèêå ÷åðíûõ äûð â [50], ÷àñòè÷íî âîññîçäàâàÿ ïðè ýòîì áîëåå ðàííèå

ðåçóëüòàòû ðàáîòû [47]. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [51] ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñà�

íèå ìíîãîöåíòðîâîé ãåîìåòðèè âáëèçè ãîðèçîíòà ýêñòðåìàëüíûõ ÷åðíûõ äûð

Ðåéññíåðà-Íîðäñòð¼ìà îïðåäåëÿëîñü êàê ïðåäåë áîëüøèõ n â n-÷àñòè÷íîì

îáîáùåíèè SU(1, 1|2) ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Åùå îäíî ñâèäåòåëüñòâî â
ïîëüçó ïðåäëîæåíèÿ, ñäåëàííîãî â [49], áûëî íàéäåíî â ðàáîòàõ [52, 53] ïîñðåä�

ñòâîì êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçûâàþùèõ ðàäèàëüíîå äâèæåíèå (ñó�

ïåð)÷àñòèöû íà AdS2 × S2 â N=0 , N=2 [52] è N=4 [53] ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèêå. Îáîáùåíèå ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñëó÷àé ýêñòðåìàëüíîé ÷åðíîé

äûðû, îáëàäàþùåé êàê ýëåêòðè÷åñêèì, òàê è ìàãíèòíûì çàðÿäàìè, áûëî âû�

ïîëíåíî â [54].

Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõN=4 ñóïåðêîíôîðìíûõ ñèñòåì, ñóïåðãðóï�

ïîé èíâàðèàíòíîñòè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå èñêëþ÷èòåëüíàÿ îäíî�

ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñóïåðãðóïïà D(2, 1;α), îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé äàæå

â òàê íàçûâàåìîì ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå. Ïðÿìîå ðåøåíèå [55, 56, 57] ñâÿçàí�

íîé ñèñòåìû êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïîòåíöè�

àëû ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû [58, 59] ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé äëÿ áîëåå

÷åì òðåõ ÷àñòèö [60, 61, 62, 63], ÷òî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâíûõ

ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.

Äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â èçó÷åíèè êîíôîðìíîé ìåõàíèêè è åå

ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ñòàëî îòêðûòèå êîíôîðìíîé àëãåáðû Ãà�

ëèëåÿ, âîçíèêøåé âïåðâûå êàê ïðåäåë c→∞ â êîíòðàêöèè ðåëÿòèâèñòñêîé

êîíôîðìíîé àëãåáðå [64, 65, 66]. Êîíôîðìíûå ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ îïèñûâàþò

íåðåëÿòèâèñòñêèå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ñèììåòðèåé SL(2,R), äîïîëíåííîé
âåêòîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Ïîçäíåå áûëè íàéäåíû ñåìåéñòâà êîí�

ôîðìíûõ àëãåáð Ãàëèëåÿ, õàðàêòåðèçóåìûõ ïîëóöåëûì ïàðàìåòðîì ℓ. ßâëÿ�

åòñÿ âàæíûì ïîëó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé êîíôîðìíûõ ñèììåòðèé

Ãàëèëåÿ, à òàêæå èõ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé.

Ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ âíåìàññîâîãî îïèñàíèÿ ñóïåð�

ñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé è äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíûõ îáîáùåíèé ÿâëÿþòñÿ

èõ ñóïåðïîëåâûå ôîðìóëèðîâêè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðûõ çà÷àñòóþ òðåáóåòñÿ
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èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå èíñòðóìåíòû, ñðåäè êîòîðûõ îñîáåííóþ ðîëü

èãðàåò ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà [67, 12], êîòîðûé áûë âïåð�

âûå ðàçðàáîòàí ïðè èçó÷åíèè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñâîéñòâ òåîðèé ïî�

ëÿ ñ N=2, D=4 ñóïåðñèììåòðèåé, à òàêæå ïðè ôîðìóëèðîâêå N=3, D=4

ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèè ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà [68]. Â ìîäåëÿõ ñóïåðñèììåò�

ðè÷íîé ìåõàíèêè ïîäõîä ãàðìîíè÷åñêîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà äëÿ N=4, d=1

ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé áûë ðàçðàáîòàí â ðàáîòå [69] è ÿâëÿåòñÿ ÷ðåç�

âû÷àéíî ýôôåêòèâíûì è ïðè èçó÷åíèè ïîëó÷åííûõ ñèñòåì è äëÿ ïîñòðîåíèÿ

íîâûõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ÷ëåíû Âåññà-Çóìèíî äëÿ N=4, d=1 ñóïåðìóëü�

òèïëåòîâ èìåþò ïîñëåäîâàòåëüíóþ ôîðìóëèðîâêó â N=4, d=1 ãàðìîíè÷å�

ñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Êîíå÷íî, ïåðåõîä îò ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè

ê ôîðóëèðîâêå áåç ãàðìîíèê äàåò, â îáùåì äîâîëüíî ñëîæíóþ ìîäåëü ñ áåñêî�

íå÷íûì ÷èñëîì âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, êîòîðûå ïðèñóùèå ãàðìîíè÷åñêîìó

ïîäõîäó.

Äðóãèì ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ìîäåëåé ñóïåðêîí�

ôîðìíîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîëóäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Ýòè ïîëóäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îïèñûâàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèì äåéñòâèåì

×åðíà-Ñàéìîíñà (èëè Âåññà-Çóìèíî) [70, 71] è ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ðåàëèçó�

þò (èçî)ñïèíîâûå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Èñïîëüçîâàíèå ïîëóäèíàìè÷åñêèõ ïå�

ðåìåííûõ â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì êàëèáðîâàíèÿ [72, 73] ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëü�

íî ðàñøèðèòü êëàññ âîçìîæíûõ ñóïåðïîëåâûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ D(2, 1;α)

ñèììåòðèåé, ÿâëÿþùåéñÿ ñàìîé îáùåé N=4, d=1 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåò�

ðèåé. ßâëÿåòñÿ âàæíûì ïðèìåíèòü ýòó ñõåìó ïðè ïîëó÷åíèè íîâûõ ìíîãî÷à�

ñòè÷íûõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ N=4, d=1 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé äëÿ

ëþáîãî çíà÷åíèÿ α.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ òðåáóåòñÿ òàêæå ïðè èçó�

÷åíèè ìîäåëåé ñ òàðãåòíîé ñóïåðñèììåòðèåé, ñóïåð÷àñòèö [22, 23] èëè ñóïåð�

ñòðóí [74, 10], îáëàäàþùèõ ëîêàëüíîé κ-èíâàðèàíòíîñòüþ [75, 76], íåîáõîäè�

ìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàäëåæàùåãî ÷èñëà è òðåáóåìûõ ñâîéñòâ ôèçè÷åñêèõ ñòå�

ïåíåé ñâîáîäû ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì. Òðåáîâàíèå êîâàðèàíòíîãî êâàíòî�

âàíèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ â ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíûõ êîììó�

òèðóþùèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñïèíîðàìè äëÿ êîâàðèàíòíîé

íåïðèâîäèìîñòè ñïèíîðíûõ çàðÿäîâ κ-ñèììåòðèè.
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Îäíèì èç âàæíûõ ïðèìåðîâ áîçîííûõ ñïèíîðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ôè�

çèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ÿâëÿþòñÿ òâèñòîðû

[77, 78, 79]. Âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ òâèñòîðîâ êàê ñïèíîðîâ êîíôîðìíîé

ãðóïïû, òâèñòîðíûé ïîäõîä èìååò åñòåñòâåííîå ïðèìåíåíèå äëÿ áåçìàññîâûõ

ìîäåëåé, â êîòîðûõ òâèñòîðíûå ñïèíîðû ðàçðåøàþò ìàññîâóþ ñâÿçü. Îïè�

ñàíèå ñïèðàëüíîñòè â òâèñòîðíîé òåîðèè ïðîâîäèòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííî è ñó�

ùåñòâóåò åñòåñòâåííûé ïåðåõîä ê ñóïåðòâèñòîðàì [80]. Ïðè ýòîì, â òåîðèè ñ

áîçîííûìè òâèñòîðîïîäîáíûìè ñïèíîðàìè åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå íà êëàññè�

÷åñêîì óðîâíå, î÷åíü ïðîñòîå ðåøåíèå ïðîáëåìû áåñêîíå÷íîé ïðèâîäèìîñòè

ôåðìèîííîé κ-ñèììåòðèè áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðîåêòîðîâ ñ

òàêèìè ñïèíîðàìè. Íî ñâÿçü òâèñòîðíîãî îïèñàíèÿ è ñòàíäàðòíîé ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêè íå óñòàíàâëèâàåòñÿ äàæå äëÿ áåçìàññîâîé

÷àñòèöû íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè. Òðàäèöèîííûé òâèñòîðíûé ïîäõîä ïðåäïî�

ëàãàåò îáÿçàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà�

âðåìåíè â óñòàíîâëåíèè òàêîãî òèïà ñâÿçè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå íàãëÿäíîé

ñâÿçè òâèñòîðíîãî è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïîäõîäà. Îñíîâíàÿ ïðè÷è�

íà ýòîãî � èñïîëüçîâàíèå òâèñòîðíîãî ïåðåõîäà äëÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé íåíóëåâîãî ñïèíà (ñïèðàëü�

íîñòè). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò äàëüíåéøèé àíàëèç áîçå-ñïèíîðíûõ

ìîäåëåé ñïèíîâûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåò

âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ áîëåå òîíêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-ãðóï�

ïîâûõ àñïåêòîâ, à òàêæå äàåò àëüòåðíàòèâíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ñïèíà.

Ñðåäè äðóãèõ ïîäõîäîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò êîììóòèðóþùèå ñïèíîðû

â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ñïèí, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ïîäõîä,

èñïîëüçóþùèé âåêòîðíûå èëè ñïèíîðíûå ëîðåíöåâû ãàðìîíèêè [81, 82, 83,

84, 85, 86, 87, 88]. Â îòëè÷èå îò êîìïàêòíûõ ãàðìîíèê [67], ëîðåíöåâû ãàð�

ìîíèêè, îáðàçóþùèå ìàòðèöó ãðóïïû Ëîðåíöà èëè åå ñïèíîðíîé íàêðûâàþ�

ùåé ãðóïïû, ïàðàìåòðèçóþò ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà ïî îòíîøåíèþ

ê âûáðàííîé êàíîíè÷åñêîé è ðàññìîòðèâàþòñÿ â âèäå ìîñòà, ñâÿçûâàþùåãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëîðåíöà ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè åå ïîäãðóïïû.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ ëîðåíöåâûõ ãàðìîíèê ÿâëÿåòñÿ ââå�

äåíèå èõ â äåéñòâèå (ñóïåð)÷àñòèöû èëè (ñóïåð)ñòðóíû êàê ÷èñòî êàëèáðî�

âî÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû [81, 88]. Ïîñëå çàêðåïëåíèÿ êàëèáðîâêè îíè ïðè�
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îáðåòàþò äèíàìè÷åñêèé ñòàòóñ, êîãäà ÷àñòü îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ ïåðåäàþò

èì ÷àñòü ñâîèõ ôóíêöèé. Òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî âîñïðîèçâîäèòñÿ êâàçèãàð�

ìîíè÷åñêèé ïîäõîä ñ äèíàìè÷åñêèìè �ãàðìîíèêàìè� [84]. Â áåçìàññîâîì ñëó�

÷àå, ïðèñïîñàáëèâàÿ ãàðìîíè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà ê ïîëîæèòåëüíó âåêòî�

ðó ýíåðãèè-èìïóëüñà è ðàçðåøàÿ ìàññîâóþ ñâÿçü â òåðìèíàõ ãàðìîíèê, ïî�

ëó÷àåì òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè ÷àñòèö è ñóïåð÷àñòèö [80, 89, 82, 83, 90]

Êîíå÷íî, ââåäåíèå òâèñòîðîâ ìîæåò è íå ñëåäîâàòü îïèñàííîé ñõåìå, òî åñòü

ìîæíî ââåñòè òâèñòîðû áåçîòíîñèòåëüíî ê ãàðìîíèêàì. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî äàæå èñïîëüçîâàíèå ÿâíî êàëèáðîâî÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñó�

ùåñòâåííî ìåíÿåò ôèçè÷åñêèå ìîäåëè, òàê êàê ýòî ïðèâîäèò ê òîïîëîãè÷åñêè

íåòðèâèàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì â ñèñòåìå. Èìåííî ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïî�

ëó÷àòü ðàçëè÷íûå ñïèíû â áåçìàññîâîì ñëó÷àå áåç ââåäåíèÿ íåêàëèáðîâî÷�

íûõ ïåðåìåííûõ [88].

Äðóãèì òèïîì áîçîííûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ ëîðåíöåâû ñïèíîðû, êî�

òîðûå ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó ïîêîÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû âîñïðîèçâîäÿò êëàñ�

ñè÷åñêîå îïèñàíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà. Â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ðåëÿòèâèñòñêîãî äåéñòâèÿ èìååò âèä áîçîííîãî àíàëîãà

êèíåòè÷åñêîãî äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèöû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èç-çà âà�

ðèàòèâíîñòè îïèñàíèÿ ñïèíà èëè áîçîííûìè èëè ôåðìèîííûìè ïåðåìåííû�

ìè. Òàêîé êîììóòèðóþùèé ñïèíîð, îïèñûâàþùèé äîïîëíèòåëüíûå ñïèíîâûå

ïåðåìåííûå, åñòåñòâåííî íàçâàòü èíäåêñíûì ñïèíîðîì èç-çà åãî ðîëè â ïî�

ëåâîé òåîðèè (íà óðîâíå âîëíîâîé ôóíêöèè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå): ñîîòâåò�

ñòâóþùåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâûì ñêàëÿðîì è ïîëèíîìîì ïî èíäåêñíîìó

ñïèíîðó, èíäåêñû êîòîðîãî ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ èíäåêñàìè îáû÷íîãî ñïèí-òåí�

çîðíîãî ïîëÿ. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïåðåíîñèòñÿ íà áåçìàññîâûé ñëó÷àé, à

òàêæå íà âûñøèå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîë�

íèòåëüíûì àðãóìåíòîì â èññëåäîâàíèè ìîäåëåé ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì (ñ áî�

çîííûì àíàëîãîì ñóïåðñèììåòðèè), â äîïîëíåíèè ê ãàðìîíèêàì è òâèñòîðàì,

âñëåäñòâèå íåêëàññè÷åñêîé ïðèðîäû ñïèíîðíîé ãðóïïû â âûñøèõ èçìåðåíèÿõ

[82, 83, 85, 86, 87]. Êðîìå òîãî, ìîæíî ââåñòè òâèñòîðû èëè ãàðìîíè÷åñêèå

ïåðåìåííûå ïàðàëëåëüíî ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì, êîòîðûé çàòåì ìîæíî ïðè

íåîáõîäèìîñòè îòêàëèáðîâàòü.

Àëüòåðíàòèâíûì òèïîì îáîáùåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé ñ òðàäè�
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öèîííîé ñóïåðñèììåòðèåé Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå ñóïåðïðñòðàíñòâà

òåíçîðíûìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóïåðñèììåòðè÷íûì òåîðèÿì, â

êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò, ïîìèìî ñêàëÿðíûõ, íåñêàëÿðíûå òåíçîðíûå öåíòðàëü�

íûå çàðÿäû [91], êîììóòèðóþùèå ñ ãåíåðàòîðàìè ñóïåðòðàíñëÿöèé, íî ÿâëÿ�

þùèåñÿ, íàïðèìåð, òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëîðåíöà.

Èíòåðåñ ê òàêèì ìîäåëÿì ñâÿçàí, â ÷àñòíîñòè, ñ èõ ïðÿìûì îòíîøåíèåì ê ïî�

ñòðîåíèþ M -òåîðèè [92, 93, 94, 95, 91], ãäå òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû â

àëãåáðå ñóïåðñèììåòðèè ñâÿçàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèìè âêëàäàìè ñóïåðáðàííûõ

êîíôèãóðàöèé. Îäíîìåðíûå ñèñòåìû ñ äîïîëíèòåëüíûìè òåíçîðíûìè êîîð�

äèíàòàìè îáëàäàþò ïðèâëåêàòåëüíûì ñâîéñòâîì, çàêëþ÷àþùèìñÿ â òîì, ÷òî

÷èñëî ëîêàëüíûõ κ-ñèììåòðèé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, à íå òîëüêî ïîëî�

âèíîé îò ÷èñëà ãëîáàëüíûõ ñóïåðñèììåòðèé, êàê â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå áåç�

ìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû Áðèíêà-Øâàðöà. Âïåðâûå òàêèå ñóïåðñèììåòðè÷íûå

ìîäåëè ÷àñòèö áûëè ïîëó÷åíû â [96, 97] â ñëó÷àå D=4 áåçìàññîâîé ñóïåð�

÷àñòèöû ñ äâóìÿ èëè òðåìÿ ëîêàëüíûìè κ-ñèììåòðèÿìè. Âàæíî ïîëó÷èòü

àíàëèç âñåõ âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëü�

íûìè çàðÿäàìè, êàê â ìàññèâíîì, òàê è â áåçìàññîâîì ñëó÷àÿõ â çàâèñèìîñòè

îò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (ñâÿçåé) íà êîîðäèíàòû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Êðîìå òîãî, òàêîé àíàëèç ïîçâîëèò óñòàíîâèòü íîâûå ýêâèâàëåíòíîñòè äèíà�

ìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðîäîëæåíèå çàìå÷àòåëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäåëè ñïè�

íîâîé ÷àñòèöû â ïñåâäîêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [16, 22] ñ ãðàññìàíîâûìè âåê�

òîðíûìè ïåðåìåííûìè è ñóïåð÷àñòèöû Êàñàëáóîíè-Áðèíêà-Øâàðöà [22, 23],

óñòàíîâëåííîé â [98, 99]: â áåçìàññîâîì ñëó÷àå ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà ýêâèâàëåíò�

íà, ïî êðàéíåé ìåðå íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå, îáû÷íîé N=1 ñóïåð÷àñòèöå,

áåç êàêèõ-ëèáî öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè ýòîì èäåíòèôèêàöèÿ

ëîêàëüíîé ôåðìèîííîé èíâàðèàíòíîñòè â ìîäåëè ñïèíîâîé ÷àñòèöû ñ ôåðìè�

îííîé κ-ñèììåòðèåé â ìîäåëè ñóïåð÷àñòèöû èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ñó�

ïåðïîëåâîé ôîðìóëèðîâêå áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû [98, 99] è ïîñëåäóþùèõ

îáîáùåíèé íà ñóïåðáðàíû [100, 101]. Â [102, 103] áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü ìàñ�

ñèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ äîïîëíèòåëüíûìè òåíçîðíûìè êîîðäèíàòàìè (ïðàâäà,

áåç ÿâíîé ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè), ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû êîòîðîé ñîâïàäà�

åò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñïèíà 1/2, îáëàäàþùåé

îäíîé κ-ñèììåòðèåé. Àïïàðàò èíäåêñíîãî ñïèíîðà ïîçâîëÿåò áîëåå äåòàëüíî
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ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòîò ñëó÷àé ñ ñîáëþäåíèåì ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíî�

ñòè íà ïðåäìåò âîçìîæíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîïîëíèòåëüíûå òåíçîðíûå êîîðäèíàòû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè îáîáùåíèè

ñèììåòðèè Ïóàíêàðå äî ñèììåòðèè Ìàêñâåëëà [104, 105] ïîñðåäñòâîì ðàñøè�

ðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî äî ìàêñâåëëîâñêîãî òåíçîðíîãî ïðîñòðàí�

ñòâà. Â [105, 106] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ýòè äîïîëíèòåëüíûå òåíçîð�

íûå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðè îïèñàíèè ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ôîíîâîãî

ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâñêîãî, õîòÿ èõ ðîëü è ôèçè÷åñêàÿ èí�

òåðïðåòàöèÿ îñòàåòñÿ äî êîíöà íåÿñíîé. Ðàññìîòðåíèå òàêîãî òèïà ìîäåëåé

íåîáõîäèìî äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö ôèêñèðîâàííîãî ñïèíà â îáîá�

ùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ãåîìåòðèÿ êîòîðîãî ãåíåðèðóåòñÿ ïîñòîÿííûì

ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, à òàêæå ÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, ó÷èòûâàÿ âàæíóþ

ðîëü òåíçîðíûõ êîîðäèíàò â îïèñàíèè ïîñëåäíèõ. Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå

âðåìÿ åñòü ìíîãî îòêðûòûõ âîïðîñîâ ïî ïîâîäó âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé âûñ�

øèõ ñïèíîâ ñ âíåøíèìè êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ôîíîâîãî

ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñì., íàïðèìåð, [107, 108]).

Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé òåîðèè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó âçàèìîäåé�

ñòâóþùèõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé äàâíåé è èíòðèãó�

þùåé ïðîáëåìîé, êîòîðàÿ íà òåêóùèé ìîìåíò îñòàåòñÿ äàëåêîé îò ñâîåãî

ïîëíîãî çàâåðøåíèÿ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ äîñòèã�

íóò â òåîðèè áåçìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ, êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ êàê

êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íîìåðíîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé ñèììåò�

ðèè è, êàê ñëåäñòâèå, áåñêîíå÷íîìåðíûì ñïåêòðîì ïîëåé âñåâîçìîæíûõ ñïè�

íîâ [109, 110, 111]. Ðÿä íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ôîðìóëèðîâîê òåîðèé âûñøèõ

ñïèíîâ èñïîëüçóþò (ñóïåð)ïðîñòðàíñòâà ñ äîïîëíèòåëüíûìè áîçîííûìè êî�

îðäèíàòàìè (ñì., íàïðèìåð, [112, 113, 114, 115]). Ïðîñòûì è, â òî æå âðå�

ìÿ, ìîùíûì èíñòðóìåíòîì â àíàëèçå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû òàêèõ (ñó�

ïåð)ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñîñòîÿíèé (ñóïåð)÷àñòèö, ðàñïðîñòðàíÿ�

þùèõñÿ â íèõ. Ïî îïðåäåëåíèþ, êâàíòîâûé ñïåêòð ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé

(ñóïåð)÷àñòèöó âûñøèõ ñïèíîâ, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, îá�

ëàäàþùèõùèõ âñåìè (èëè ïî÷òè âñåìè) ñïèíàìè. Êàê îòìå÷àëîñü â ðàáî�

òå Ê.Ôðîíñäàëà [116], ñèñòåìà áåçìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ îáëàäà�

åò îáîáùåííîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Sp(8) è èìååò ýëåãàíòíîå îïèñàíèå
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â äåñÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ðàñøèðåííîì òåíçîðíûìè êîîðäèíà�

òàìè. Äèíàìè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ýòîé êîíñòðóêöèè áûëè íàéäåíû â [96, 97]

ïîñòðîåíèåì ìîäåëè òåíçîðíîé (ñóïåð)÷àñòèöû, îáëàäàþùåé îáîáùåííîé ñó�

ïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé OSp(1|8) è âîñïðîèçâîäÿùåé ïîñëå êâàíòîâàíèÿ
òàê íàçûâàåìóþ ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëèðîâêó Ì.À.Âàñèëüåâà òåîðèè ïîëåé

âûñøåãî ñïèíà [115]. Èñïîëüçîâàíèå èíäåêñíîãî ñïèíîðà è òâèñòîðíûõ ïåðå�

ìåííûõ â ìîäåëè ÷àñòèö âûñøåãî ñïèíà ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü àëüòåðíàòèâ�

íûå (ñóïåð)ìóëüòèïëåòû âûñøåãî ñïèíà, ñîõðàíÿþùèå êèðàëüíîñòü â ñëó÷àå

íåðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ïîìèìî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà ê ïðîáëåìå ïîëåé âûñøåãî ñïèíà,

êàê òî ðàçíûå ôîðìóëèðîâêè ëàãðàíæåâîãî îïèñàíèÿ ñ âêëþ÷åíèåì êàëèá�

ðîâî÷íîãî è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òåîðèÿ âûñøèõ ñïèíîâ òåñíî

ñâÿçàíà ñî ñòðóííîé òåîðèåé, îïåðèðóþùåé òàêæå ñ áåñêîíå÷íûìè áàøíÿìè

ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé â ôèçè÷åñêîì ñïåêòðå. Ïðè ýòîì, ñóïåðñèììåòðèÿ ÿâëÿ�

åòñÿ âàæíûì èíãðåäèåíòîì â òåîðèè ñóïåðñòðóí [10, 13], êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ

â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç îñíîâíûõ êàíäèäàòîâ íà ðîëü åäèíîé òåîðèè

âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Âîçìîæíûì âàðèàíòîì ñâÿçè ýòèõ

òåîðèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñòðóííàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôàçîé

ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ áîëåå îáùåé òåîðèè âûñøèõ ñïèíîâ, îáëàäàþùåé áî�

ëåå øèðîêîé ñèììåòðèåé. Ñ ýòîé ïîçèöèè òåîðèþ áåçìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ

ñïèíîâ ìîæíî ñ÷èòàòü äàæå êàê áîëåå ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðèþ.

Ñèììåòðèÿ ñèñòåìû ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â ïîëíîé ìå�

ðå ïðè èñïîëüçîâàíèè òâèñòîðíîãî ôîðìàëèçìà [78], èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî

ïðè îïèñàíèè ñóïåð÷àñòèö [80, 117, 118, 99, 90] è ñóïåðñòðóí [119, 120, 121, 122,

123, 124, 125] ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü κ-èíâàðèàíòíîñòü ñóïåð÷àñòèöû è ñó�

ïåðñòðóíû â âèäå ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðñèììåòðèè ýêâèâàëåíòíîé

òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè (ñì., íàïðèìåð, [99, 120]), â êîòîðîé òâèñòîðíûå

ïåðåìåííûå ïðèîáðåòàþò äèíàìè÷åñêóþ ðîëü. Â ñëó÷àå ïðîòÿæåííûõ îáúåê�

òîâ ñâÿçü òâèñòîðíîãî è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïîäõîäîâ ìàëî èçó÷åíà,

÷òî òðåáóåò íàõîæäåíèå òàêîé ôîðìóëèðîâêè òâèñòîðíîé (ñóïåð)ñòðóíû ñî

ñòàíäàðòíûìè òâèñòîðíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè, âîñïðîèçâî�

äÿùåé ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå (ñóïåð)ñòðóííîå äåéñòâèå ïî�

ñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåé íåëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïîñëåäóþùåé ôèê�
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ñàöèè êàëèáðîâîê. Èçó÷åíèå òâèñòîðíûõ ñòðóííûõ ôîðìóëèðîâîê ñòàëî îñî�

áåííî àêòóàëüíûì ïîñëå íàõîæäåíèÿ íîâûõ ìîäåëåé îòêðûòûõ òâèñòîðíûõ

ñòðóí áåç íàòÿæåíèé â ðàáîòàõ Âèòòåíà [122] è Áåðêîâèöà [123], èíèöèèðîâàâ�

øèõ ïðèìåíåíèå òâèñòîðíûõ ìåòîäîâ â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ ñóïåð-ßíãà�

Ìèëëñà, â ÷àñòíîñòè, ê íîâîìó òâèñòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äåðåâåñíûõ è

ïåòëåâûõ àìïëèòóä (ñì., íàïðèìåð, [126, 127]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñâÿçü

òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà ñ òâèñòîðíîé ñòðóíîé èìååò äàëüíåéøåå ïðîäîëæåíèå â

ïîñòðîåíèè äåéñòâèÿ ßíãà-Ìèëëñà (â D=4) â òåðìèíàõ ïîëåé íà òâèñòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå [128, 129].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òâèñòîðíûå ñòðóííûå ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå â

[122, 123, 130, 124, 125], îïèñûâàëèñü ñòðóíîé áåç íàòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿ�

åòñÿ îäíîìåðíûì àíàëîãîì áåçìàññîâûõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Îïèñàíèå ìàññèâ�

íûõ (ñóïåð)÷àñòèö, à ïîýòîìó è (ñóïåð)ñòðóí ñ íàòÿæåíèåì, òðåáóåò ââåäåíèå

áè-(ñóïåð)òâèñòîðíîé ãåîìåòðèè (ñì., íàïðèìåð, [78, 131, 79]). Èçó÷åíèå äàí�

íîé ïðîáëåìû îñîáåííî âàæíî èç-çà èìåþùèõñÿ ìíîãèõ îòêðûòûõ âîïðîñîâ,

ñâÿçàííûõ ñ îïèñàíèåì ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ, îáëàäàþùèõ ìàññîé (ñì., íà�

ïðèìåð, [132, 133, 134, 135]). Ïðèìåíåíèå òâèñòîðîâ ïðè îïèñàíèè ìàññèâíûõ

ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ ïîçâîëÿåò áîëåå ÷åòêî ïðîñëåäèòü â ýòîì ñëó÷àå çà

íåòðèâèàëüíîé ñèììåòðèåé èç-çà îñöèëëÿòîðíîãî âèäà ãåíåðàòîðîâ ñèììåò�

ðèè â òâèñòîðíîì ïîäõîäå.

Ïåðå÷èñëèì öåëè è çàäà÷è íàñòîÿùåãî äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâà�

íèÿ:

1. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé N -ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè ñî

âçàèìîäåéñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ, ïîëóäèíàìè÷åñêèõ è íåäèíàìè÷åñêèõ

êàëèáðîâî÷íûõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, âêëþ÷àÿ ñóïåððàñøèðåíèÿ ìíîãî�

÷àñòè÷íûõ êîíôîðìíûõ ñèñòåì è äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ñóïåðêîí�

ôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãàëèëåÿ.

2. Èññëåäîâàíèå êîìïëåêñîâ äå Ðàìà è Äîëüáî ñ êðó÷åíèÿìè, à òàêæå ãè�

ïåðêåëåðîâîé, áè-ãèïåðêåëåðîâîé è îêòîíèîííî-êåëåðîâîé ãåîìåòðèé ñ

êðó÷åíèÿìè, ñ ïîìîùüþN -ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè.

3. Ðàçâèòèå òâèñòîðíûõ è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ôîðìóëèðîâîê áåç�

ìàññîâûõ è ìàññèâíûõ ñïèíîâûõ ÷àñòèö ñ óñòàíîâëåíèåì êîîðäèíàòíûõ
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è ïîëåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà, à òàêæå ìîäåëåé ñ òåíçîðíûìè

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû ñ ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà.

4. Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ÷àñòèö è ñóïåð÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, â òîì ÷èñëå

áåçìàññîâûõ ñèñòåì ñ áîçîííûì àíàëîãîì ñóïåðñèììåòðèè è áèòâèñòîð�

íûõ ìîäåëåé ìàññèâíûõ ÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, ñ íàõîæäåíèåì êâàíòî�

âîãî ñïåêòðà è ïîëåâûõ òâèñòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

5. Ðàçâèòèå òâèñòîðíûõ ìåòîäîâ â îïèñàíèè äèíàìèêè ðàñøèðåííûõ îáú�

åêòîâ, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè ñòðóíû ñ íàòÿ�

æåíèåì, ïðîèçâîäÿùåé êàíîíè÷åñêèå ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ òâèñòîðíîãî

ñòðóííîãî ïîëÿ.

Â äèññåðòàöèè ðàçâèòû íîâûå íàïðàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñîçäàíèåì íî�

âûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ âàæíîé çàäà÷è ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé è ìà�

òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � ïîñòðîåíèþ ñàìîñîãëàñîâàííûõ ìîäåëåé ôèçè÷åñêèõ

îáúåêòîâ, à èìåííî, ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ñòðóí, êàê íåîòúåìëåìûõ ÷àñòåé

áóäóùåé åäèíîé ôèçè÷åñêîé òåîðèè. Â ÷àñòíîñòè,

• ïðåäëîæåí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ñîñòàâíûå ñèñòåìû ñ ïîëó-äèíàìè÷å�

ñêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìîäåëåé ñóïåðñèììåò�

ðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé ñóïåð�

êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé;

• ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû îïèñàíèÿ áåçìàññîâûõ è ìàññèâíûõ ÷àñòèö

è ñóïåð÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ íà îñíîâå îáîáùåííîãî òâèñòîðíîãî ïîä�

õîäà è ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ñèììåòðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñèãìà-ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàí�

òîâîé ìåõàíèêè ñ ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèåé, ÿâëÿþùèåñÿ êà÷åñòâåííû�

ìè ïðèìåðàìè âûñîêîðàçìåðíûõ òåîðèé è äàþùèå äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæ�

íîñòè â èçó÷åíèè èçâåñòíûõ ãåîìåòðèé è ïîëó÷åíèè íîâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ñòðóêòóð [136, 137, 138, 27]. Öåëüþ ïåðâîé ãëàâû íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñóïåðïîëåâûõ ðåàëèçàöèé ñèãìà-ìîäåëåé ñN=1,
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N=2 è N=4 ñóïåðñèììåòðèåé ñ ðàçëè÷íûì ìóëüòèïëåòíûì ñîñòàâîì, êâàí�

òîâàíèå èõ ñ íàõîæäåíèåì êâàíòîâîé àëãåáðû ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèè

è óñòàíîâëåíèå ñâîéñòâ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, îïèñûâàåìûõ ðàññìàò�

ðèâàåìûìè ñèñòåìàìè. Â ïîñëåäóþùåé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå

èç ýòèõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûìè ïðè ïîñòðîåíèè è

èçó÷åíèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé.

Â ðàçäåëå 1.1 èçó÷àþòñÿ ñèãìà-ìîäåëè N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòî�

âîé ìåõàíèêè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ (1,2,1) è (2,2,0)

è ñîäåðæàùèå â äåéñòâèè äîïîëíèòåëüíûå ñóïåðïîëåâûå ÷ëåíû, ãåíåðèðó�

þùèå âíåøíèå êðó÷åíèÿ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ñòðîèòñÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùàÿ êâàíòîâàÿN=2 ñóïåðàëãåáðà ñ èñïîëüçîâàíèåì óïîðÿäî÷åíèÿ Âåé�

ëÿ. Àíàëèç ñóïåðçàðÿäîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè îïèñûâà�

þò êîìïëåêñû äå Ðàìà (â (1,2,1) ñëó÷àå) è Äîëüáî (â (2,2,0) ñëó÷àå) ñ

êðó÷åíèåì è áûëè íàéäåíû â ÿâíîì âèäå âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ â ðàìêàõ òåî�

ðèè âîçìóùåíèé ïî êðó÷åíèþ. Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî âàêóóìíûõ ñîñòîÿíèé

íå èçìåíÿåòñÿ ïîñëå âêëþ÷åíèÿ êðó÷åíèÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû îá èíäåêñå â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ.

Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàíòîâàíèå N=4 ñèñòåìû, îáðàçîâàí�

íîé äâóìÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè (4,4,0) ñóïåðìóëüòèïëåòàìè è äîêàçûâàåò�

ñÿ, ÷òî êîãäà îáà ñóïåðìóëüòèïëåòû èìåþò òó æå ïðèðîäó, ñèñòåìà îïèñûâàåò

êîìïëåêñ Äîëüáî ñ ãèïåðêåëåðîâîé ãåîìåòðèåé ñ êðó÷åíèåì (HKT ãåîìåòðè�

åé), òîãäà êàê ñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè âçàèìíî�

çåðêàëüíûìè ìóëüòèïëåòàìè, îïèñûâàåò áè-êåëåðîâóþ (èëè Êëèôôîðä-êåëå�

ðîâóþ) ãåîìåòðèþ (áè-HKT ãåîìåòðèþ) ñ êðó÷åíèåì. Ïîêàçàíî ñ èñïîëüçîâà�

íèåìN=2 ñóïåðïîëåâîãî îïèñàíèÿ, ÷òî áè-HKT ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè

N=2 ñóïåðïîëåâûõ ñèñòåì ñ âíåøíèìè (àíòè)ãîëîìîðôíûìè êðó÷åíèÿìè.

Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé ñ îêòîíèîííî-êåëåðîâîé ãåîìåòðèåé ñ

êðó÷åíèåì (OKT ãåîìåòðèåé) è íàéäåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ

è êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ, ÷òî ïîçâîëèëî äàòü íîâîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäå�

ëåíèå áè-HKT è OKT ìíîãîîáðàçèé.

Â ðàçäåëå 1.3 ïðîâîäèòñÿ äåòàëüíûé àíàëèç îáùèõ áè-HKT ìîäåëåé ñ

òðåìÿ êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè Ip, p = 1, 2, 3, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò
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êâàòåðíèîííîé àëãåáðå, à ïîä÷èíÿþòñÿ àëãåáðå Êëèôôîðäà

{Ip, Iq} = −2δpq . (1)

Òàêèå ìîäåëè ñîäåðæàò êàê ìèíèìóì äâà ñåêòîðà, êàæäûé èç êîòîðûõ õà�

ðàêòåðèçóåòñÿ HKT ãåîìåòðèåé. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ ïàð

ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûõ ñóïåðçàðÿäîâ: ïåðâàÿ ïàðà ïðåäñòàâëÿåò ñóïåðçàðÿ�

äû Äîëüáî, äåôîðìèðîâàííûå ãîëîìîðôíûìè êðó÷åíèÿìè, òîãäà êàê âòîðàÿ

ïàðà ñâÿçàíà ñ ïåðâîé äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ àâòî�

ìîðôèçìàìè àëãåáðû N=4 ñóïåðñèììåòðèè. Ïîêàçàíî, ÷òî áè-HKT ìîäåëè

ñîäåðæàò äâå ðàçëè÷íûå ãèïåðêîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû. Ïðîâåäåíà ãàìèëü�

òîíîâà ðåäóêöèÿ áè-HKT ìîäåëåé, êîãäà ìåòðèêà è êðó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò

ïîëîâèíû êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ìîäåëè, îïè�

ñàííûå â òåðìèíàõ îáû÷íûõ è çåðêàëüíûõ êèðàëüíûõ N=4 (2,4,2) ìóëüòè�

ïëåòîâ, ÿâëÿþòñÿ òâèñòîâàííûìè áè-êåëåðîâûìè ñèñòåìàìè [139], îáîáùåí�

íûìè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ãîëîìîðôíûõ ÷ëåíîâ â ñóïåðïîëåâîì ëàãðàíæèàíå.

Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ â òåðìèíàõ âåùåñòâåííûõ N=2 (1, 2, 1)

ñóïåðïîëåé ïðèíàäëåæèò êëàññó êâàçèêîìïëåêñíûõ ìîäåëåé äåÐàìà ñ ýðìè�

òîâîé (íå ïðîñòî âåùåñòâåííîé) ñóïåðïîëåâîé ìåòðèêîé è ñ ãîëîìîðôíûìè

êðó÷åíèÿìè.

Â ðàçäåëå 1.4 ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ âåðñèÿ N=4 ìåõàíèêè, êîòîðàÿ èñ�

ïîëüçóåò âçàèìîäåéñòâèå (1,4,3) è (3,4,1) ìóëüòèïëåòîâ, â êîòîðîì (1,4,3)

ìóëüòèïëåò ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì, òîãäà êàê (3,4,1) ìóëüòèïëåò � ïîëóäè�

íàìè÷åñêèé è îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî (ÂÇ) â ïîëíîì ñóïåðïîëåâîì

äåéñòâèè. ×ëåí ÂÇ, èñïîëüçóåìûé â îïèñàíèè (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëåòà ðàñ�

ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè, èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîå ñóïåðïîëåâîå îïèñàíèå òîëüêî

â ãàðìîíè÷åñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïðèâåäåíî ãàðìîíè÷å�

ñêîå ñóïåðïîëåâîå îïèñàíèåN=4 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçî�

âàòüñÿ òàêæå â ñëåäóþùåé ãëàâå. Ïðåäñòàâëåí ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí âçà�

èìîäåéñòâèÿ äèíàìè÷åñêîãî (1,4,3) è ïîëóäèíàìè÷åñêîãî (3,4,1) ñóïåðìóëü�

òèïëåòîâ è ïîëó÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå. Îñòàþùèåñÿ

ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé áîçîííûå âåêòîðíûå ïåðåìåííûå

vr, r = 1, 2, 3 ìóëüòèïëåòà (3,4,1) îáðàçóþò SU(2)-òðèïëåò è îïèñûâàþòñÿ

äåéñòâèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåõàíèêè ×åðíà-Ñàéìîíñà, êîòîðûé îïðåäåëÿåò�
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ñÿ ñêàëÿðíûì U(v) è âåêòîðíûì Ar(v) ïîòåíöèàëàìè, ñâÿçàííûì óðàâíåíè�

ÿìè rot A⃗ = gradU äëÿ ñàìîäóàëüíîãî ïîëÿ â ÷åòûðåõ èçìåðåíèÿõ. Ñêàëÿð�

íûé ïîòåíöèàë U , ÿâëÿþùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â òðåõìåðíîì ïëîñ�

êîì ïðîñòðàíñòâå R3={vr}, ñâÿçàí ñ äèíàìè÷åñêîé áîçîííàÿ ïåðåìåííîé x èç
(1,4,3) ñóïåðìóëüòèïëåòà ñâÿçüþ U = x, âîçíèêàþùåé áëàãîäàðÿ ñóïåðïîëå�

âîìó âçàèìîäåéñòâèþ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, îäíà ñòåïåíü

ñâîáîäû â òðèïëåòíîì áîçîííîì ïîëå (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëåòà ñîâïàäàåò

ñ åäèíñòâåííîé äèíàìè÷åñêîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (1,4,3) ñóïåðìóëüòèïëåòà.

Äâå äðóãèõ áîçîííûõ ñòåïåíè ñâîáîäû â (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëåòå ÿâëÿþòñÿ

ïîëóäèíàìè÷åñêèìè, îïèñûâàþò ñïèíîâûå ïåðåìåííûå è çàêëþ÷åíû â òðè�

âåêòîðå ℓr, r = 1, 2, 3, êîòîðûé â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå äëÿ U îïèñûâà�

þò ðàçìûòóþ ñôåðó S 2. Òàêîå ðàçäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â

òðè-âåêòîðå vr=vr(x, ℓp) ïðèâîäèò ê î÷åíü ñèëüíîìó è îäíîâðåìåííî êðàñèâî�

ìó óòâåðæäåíèþ: ìíîæåñòâî ñâÿçåé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé

âçàèìîäåéñòâèå äèíàìè÷åñêîãî (1,4,3) è ñïèíîâîãî (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëå�

òîâ, òðåáóåò âûïîëíåíèÿ èçâåñòíûõ óðàâíåíèé Íàìà äëÿ âåêòîðà vr

v′r = −1
2 ϵrst [vs, vt]D , (2)

â êîòîðîì ðîëü ïàðàìåòðà ýâîëþöèè èãðàåò äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü (1,4,3) ìóëü�

òèïëåòà è v′r =
∂
∂xvr. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå óðàâíåíèé Íàìà îáåñïå÷èâàåò ñó�

ïåðñèììåòðèþ Ïóàíêàðå â ìîäåëè. Òàêîé æå âûâîä ñïðàâåäëèâ è â êâàíòî�

âîé òåîðèè: îïåðàòîðû ñóïåðòðàíñëÿöèé è îïåðàòîð ãàìèëüòîíèàíà îáðàçóþò

àëãåáðû N=4 ñóïåðñèììåòðèè, êîãäà îïåðàòîðû v̂r óäîâëåòâîðÿþò îïåðàòîð�

íûì óðàâíåíèÿì Íàìà. Íàéäåí ÿâíûé âèä ñóïåðçàðÿäîâ è ïðîâåðåíà çàìêíó�

òîñòü ñóïåðàëãåáðû ïðè âåéëåâñêîì óïîðÿäî÷åíèè îïåðàòîðîâ è èñïîëüçîâà�

íèè ôîðìàëèçìà ñêîáîê Ìîéàëà.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå ðåçþìèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû,

îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [140, 141, 142, 143, 144, 145].

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ìî�

äåëè, îáëàäàþùèå êîíôîðìíîé è ðàñøèðåííîé ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðè�

åé. Ðàññìîòðåíû êàê îäíî÷àñòè÷íûå, òàê è ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû, îáëà�

äàþùèå (ñóïåð)êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, à òàêæå ñèñòåìû ñ êîíôîðìíîé è

ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãàëèëåÿ, ÿâëÿþùèõñÿ îïðåäåëåííûì îáîáùå�
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íèåì ïåðâûõ. Ïðè ïîëó÷åíèè íîâûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå,

òàê è ïîëóäèíàìè÷åñêèå ñóïåðìóëüòèïëåòû, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ ãåíåðè�

ðóåò äîïîëíèòåëüíûå êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Â êà÷åñòâå

äîïîëíèòåëüíîãî èíñòðóìåíòà â ïîñòðîåíèè ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êà�

ëèáðîâàíèÿ èçîìåòðèé.

Â ðàçäåëå 2.1 ðàññìîòðåíû ñèñòåìû, îáëàäàþùèå äèíàìè÷åñêîé îäíîìåð�

íîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé SL(2,R), ñðåäè êîòîðûõ îäíî÷àñòè÷íàÿ êâàí�

òîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé è

êàëèáðîâàíèåì ôàçîâûõ ñèììåòðèé è îïèñûâàåìàÿ äèëàòîííûì ïîëåì. Äî�

ïîëíèòåëüíûå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå äàííîé îäíîìåðíîé êâàíòîâî-ìåõàíè�

÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè äâóõìåðíîé ðàçìûòîé ñôåðû.

Òàêæå ïîëó÷åíà n-÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü Êàëîäæåðî ïîñðåäñòâîì êàëèáðîâàíèÿ

íåäèíàìè÷åñêèìè d=1 êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè ñïåöèàëüíîé ìàòðè÷íîé ìî�

äåëè, îïèñûâàåìîé äåéñòâèåì

SC =

∫
dt

[
tr (∇X∇X) + i

2 (Z̄∇Z −∇Z̄Z) + c trA

]
, (3)

ãäå Xa
b(t) � ýðìèòîâîå (n×n)-ìàòðè÷íîå ïîëå, Za(t) � êîìïëåêñíîå

U(n)-ñïèíîðíîå ïîëå, Aa
b(t) � n2 êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé è êîâàðèàíòíûå ïðî�

èçâîäíûå ñóòü ∇X = Ẋ + i[A,X], ∇Z = Ż + iAZ. Äàííîå âçàèìîäåéñòâèå

îáåñïå÷èâàåò íåòðèâèàëüíûé ìåõàíèçì ãåíåðàöèè êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà

äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Â ðàçäåëå 2.2 ïîäðîáíî èçó÷åíû N=1 and N=2 ñóïåððàñøèðåíèÿ êîí�

ôîðìíîé ãðóïïû è îïèñàíû ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõà�

íèêè, êàê íà ñóïåðïîëåâîì, òàê è íà êîìïîíåíòíîì óðîâíå. Îïèñàí êâàíòîâûé

ñïåêòð ñèñòåì. Ñ ïîìîùüþ ñóïåðñèììåòðè÷íîé âåðñèè ïðîöåäóðû êàëèáðîâà�

íèÿ ïîñòðîåíû íîâûå N=1 and N=2 ñóïåðêîíôîðìíûå ðàñøèðåíèÿ áîçîí�

íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî, îòëè÷íûå îò ðàíåå èçâåñòíûõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè,

ïîñòðîåííàÿ N=2 ñóïåðêîíôîðìíàÿ ìîäåëü ñîâïàäàåò â áîçîííîì ñåêòîðå ñ

ñèñòåìîé Êàëîäæåðî, íî îòëè÷àåòñÿ îò ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû Ôðèäìàíà�

Ìåíäå ðàñøèðåííûì ôåðìèîííûì ñåêòîðîì.

Â ðàçäåëå 2.3 ïðåäñòàâëåíû íîâûå ìîäåëè N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõà�

íèêè â ãàðìîíè÷åñêîì N=4, d=1 ñóïåðïðîñòðàíñòâå, êàê â îäíî÷àñòè÷íîì,



20

òàê è â ìíîãî÷àñòè÷íîì ñëó÷àÿõ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñóïåðãðóïïû

D(2, 1;α). Äàííûå ìîäåëè, êàê îäíî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû, òàê èN=4 ñóïåðñèì�

ìåòðèçàöèè ìîäåëè Êàëîäæåðî, ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè N=4 êâàíòîâî-ìåõà�

íè÷åñêèìè ìîäåëÿìè, â êîòîðûõ âíåìàññîâîå âçàèìîäåéñòâèå äèíàìè÷åñêîãî

(1,4,3) è ñïèíîâîãî (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ÷èñòî

êàëèáðîâî÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ (0,4,4) ìóëüòèïëåòîâ. Â îäíî÷àñòè÷íîì ñëó�

÷àå áîçîííûå ïåðåìåííûå ñïèíîâîãî (4,4,0) ìóëüòèïëåòà îáðàçóþò SU(2) äóá�

ëåò è ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ïî Äèðàêó îïèñûâàþò ðàçìûòóþ ñôåðó êàê ðåçóëü�

òàò èìåþùåé ìåñòî êâàíòîâîé âåðñèè ðàññëîåíèÿ Õîïôà S 3 → S 2. Ïîñòðîåíà

íîâàÿ D(2, 1;α)-èíâàðèàíòíàÿ n-÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü ñóïåð-Êàëîäæåðî â áîçîí�

íîì ïðåäåëå îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì U(n)-ñïèíîâîé ìîäåëè Êàëîäæåðî

Lb =
∑
a

ẋaẋa +
i
2

∑
a

(Z̄a
k Ż

k
a − ˙̄Za

kZ
k
a ) +

∑
a ̸=b

tr(SaSb)

4(xa − xb)2
− nTr(ŜŜ)

2(X0)2
, (4)

ãäå ïîëÿ Zk
a ïîä÷èíÿþòñÿ ñâÿçÿì Z̄a

i Z
i
a = c.

Â ðàçäåëå 2.4 èññëåäîâàíû íîâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå îáëà�

äàþò ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ãðóïïû Ãàëèëåÿ â ïðîèçâîëü�

íîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ðàçìåðíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì îäíî�

ìåðíîé êîíôîðìíîé ãðóïïû. C èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçà�

öèé è íàëîæåíèåì ïîäõîäÿùèõ óñëîâèé îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà è äèíàìè�

÷åñêèõ êîâàðèàíòíûõ ñâÿçåé íàéäåíî ìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé,

êîâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ãðóïïû Ãàëèëåÿ è îïèñûâàþùèõ,

ïîìèìî äèëàòîííîé ñòåïåíè ñâîáîäû, äîïîëíèòåëüíûå íåðåëÿòèâèñòñêèå âåê�

òîðíûå ïåðåìåííûå. Ïîñòðîåíû äâà òèïà äåéñòâèé, âîñïðîèçâîäÿùèõ äàííûå

óðàâíåíèÿ. Â äàííîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåì, êîòîðûå îáëàäà�

þò ñèììåòðèÿìè îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ãðóïïû Ãàëèëåÿ â ïðîèçâîëüíîé

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ðàçìåðíîñòè D=d+1.

Â ðàçäåëå 2.5 ïîëó÷åíû N -ðàñøèðåííûå ñóïåðêîíôîðìíûå àëãåáðû Ãà�

ëèëåÿ â 1≤ d≤ 5 ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèè Èíîíþ�

Âèãíåðà ðåëÿòèâèñòñêèõ ñóïåðêîíôîðìíûõ àëãåáð è èçó÷åíà èõ ñòðóêòóðà.

Ïîêàçàíî, ÷òî N -ðàñøèðåííûå ñóïåðêîíôîðìíûå àëãåáðû Ãàëèëåÿ ÿâëÿþò�

ñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëóïðîñòûõ ñóïåðàëãåáð, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò

N -ðàñøèðåííûå ñóïåðñèììåòðèè ìîäåëåé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè.
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Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû ðåçþìèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà�

òû, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [146, 147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154] è

òðóäàõ êîíôåðåíöèé [155, 156, 157].

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè ìàññèâíîé è

áåçìàññîâîé ÷àñòèö ôèêñèðîâàííîãî ñïèíà. Â òàêèõ ôîðìóëèðîâêàõ ïðè îïè�

ñàíèè ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ âìåñòî âåêòîðíîãî ôàçîâîãî ïðî�

ñòðàíñòâà ñïèíîðíûå âåëè÷èíû

Za =
(
λα, µ

α̇
)
, (5)

êîòîðûå â áåçìàññîâîì ñëó÷àå îáðàçóþò ñïèíîð êîíôîðìíîé ãðóïïû SU(2,2).

Îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì òâèñòîðíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåíèå èì�

ïóëüñà ÷àñòèöû ÷åðåç òâèñòîðû, íàïðèìåð â áåçìàññîâîì ñëó÷àå

pαα̇ = λαλ̄α̇ . (6)

Öåëüþ òðåòüåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà áåçìàññîâîé ÷àñòè�

öû íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè è åå ñâÿçü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêîé, à òàêæå òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíîé ÷à�

ñòèöû íåíóëåâîãî ñïèíà.

Â ðàçäåëå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà íåíóëåâîé ñïèðàëü�

íîñòè j. Èñõîäÿ èç ñòàíäàðòíîé òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè Ïåíðîóçà, ìû

ñòðîèì îáîáùåííóþ òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, ýêâè�

âàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé, íî ñ äîïîëíèòåëüíîé ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé. Äàí�

íàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïåíðî�

óçà, ñâÿçûâàþùèå òâèñòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âåêòîðíûì ïðè âåùåñòâåííîé

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòå. Ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà, èìåþùàÿ ïðÿìîå îáîáùåíèå íà ìàñ�

ñèâíûé ñëó÷àé, îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

S =

∫
dτ
[
p ω − e(p2 −m2)− ℓ(ζp̂ζ̄ − j)

]
, (7)

ãäå êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ áîçîííîé �ñóïåðôîðìîé� ω = ẋ− iζ̇σζ̄+
iζσ ˙̄ζ, òîãäà êàê êîììóòèðóþùèé âåéëåâñêèé ñïèíîð ζα (èíäåêñíûé ñïèíîð)

îïèñûâàåò ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Óñòàíîâëåíû èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçî�

âàíèÿ, ñâÿçûâàþùèå òâèñòîðíûå ïîëÿ ñ òåíçîðíûìè ïîëÿìè, îïèñûâàþùèìè

áåçìàññîâóþ ñïèíîâóþ ÷àñòèöó â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
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Â ðàçäåëå 3.2 ïîëó÷åíà òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíîé ÷àñòèöû

ñ ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ñïèíîì èç ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â

ôîðìóëèðîâêå ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ÷èñòî êàëèáðî�

âî÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è ïîñëåäóþùåé ÷àñòè÷íîé ôèêñàöèè êà�

ëèáðîâîê. Ïîëó÷åííàÿ òâèñòîðíàÿ ìîäåëü ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû îïè�

ñûâàåòñÿ äâóìÿ òâèñòîðàìè (áèòâèñòîðîì) è äâóìÿ êîìïëåêñíûìè ñêàëÿðà�

ìè. Â ðåçóëüòàòå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ òâè�

ñòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå òâèñòîðíîé ñïèíîâîé ÷àñòè�

öû è ïîêàçàíî, ÷òî íà ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû

Ïóàíêàðå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññèâíîé ÷àñòèöå ôèêñè�

ðîâàííîãî íåíóëåâîãî ñïèíà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òâèñòîðíîé ìàññèâíîé ÷à�

ñòèöû îïðåäåëåíà íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå SL(2,C)/SU(2) è èìååò ãàð�

ìîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïðåäñòàâëåíèÿõ îñíîâíîé ñåðèè ñ îäíèì ôèêñè�

ðîâàííûì âåñîì. Ïîñòðîåííûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùèå

òâèñòîðíûå ïîëÿ ñ îáû÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ïîëÿìè, èìåþò

âèä èíòåãðàëà

Φα1... α2J
(x) =

∫
d3λ eix

µλkσµλ̄k λi1α1
. . . λi2Jα2J

Ψi1... i2J (λ, λ̄) (8)

ñ èíâàðèàíòíîé ìåðîé d3λ íà SL(2, C)/SU(2).

Â ðàçäåëå 3.3 ïîñòðîåíà ìîäåëü Øèðàôóäæè [117] äëÿ ìàññèâíûõ ÷à�

ñòèö ñî ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì. Îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè â ìî�

äåëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ÷åòûðå-âåêòîð, ÷åòûðå ñêàëÿðû,

îïèñûâàþùèå ñïèíîâûå è çàðÿäîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû, à òàêæå ïàðà âåéëåâ�

ñêèõ ñïèíîðîâ. Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðåäëîæåííîå â ýòîì ðàçäåëå, ïðåä�

ñòàâëÿåò ïðîìåæóòî÷íûé øàã ìåæäó ñâîáîäíîé ÷èñòî òâèñòîðíîé ìîäåëüþ

â áèòâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå âåêòî�

ðû êîîðäèíàòû è ÷åòûðå-èìïóëüñà ñîñòàâíûå, è ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ÷à�

ñòèöû, ãäå ýòè âåêòîðà ýëåìåíòàðíûå. Ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå ìîäåëè è íàé�

äåíû ïåðâè÷íî-êâàíòîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ðåëÿòèâèñò�

ñêèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé, ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì. Â îòëè÷èè îò áèòâè�

ñòîðíîãî îïèñàíèÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû ðàçäåëà 3.2, çäåñü âñå ñòåïåíè ñâîáîäû,

îïèñûâàþùèå ìàññèâíóþ ÷àñòèöó ñî ñïèíîì è âíóòðåííèì çàðÿäîì, ïîëíî�

ñòüþ ïðîèñòåêàþò èç áèòâèñòîðíîé ãåîìåòðèè è ñâÿçàíû ñ ìíèìîé ÷àñòüþ
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êîîðäèíàòû êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.

Â ðàçäåëå 3.4 îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûå â òðåòüåé ãëàâå ðåçóëüòàòû. Ìà�

òåðèàë ýòîé ãëàâû îïóáëèêîâàí â ðàáîòàõ [158, 159, 160, 161, 162, 163, 164] è

òðóäàõ êîíôåðåíöèé [165, 166, 167].

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùàåòñÿ èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé ÷àñòèöû è ñó�

ïåð÷àñòèöû, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò, ïîìèìî ÷å�

òûðå-âåêòîðà êîîðäèíàòû xα̇β, òåíçîðíûå êîîðäèíàòû zαβ, z̄α̇β̇, ñîîòâåòñòâóþ�

ùèå èçîìåòðèÿì, ãåíåðèðóåìûì äîïîëíèòåëüíûìè òåíçîðíûìè öåíòðàëüíû�

ìè çàðÿäàìè îáîáùåííîé ðåëÿòèâèñòñêîé àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðè�

âàþòñÿ ìîäåëè ìàññèâíîé è áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû, â êîòîðûõ òåíçîðíûå

èìïóëüñû îïèñûâàþòñÿ åäèíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ òâèñòîðíûõ è ãàðìîíè�

÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ìîäåëü N=1, D=4 ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ

òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, êîòîðàÿ, â ñëó÷àå îäíîé κ-ñèììåòðèè,

ýêâèâàëåíòíà ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöå â ïñåâäîêëàññè÷åñêîì ïîäõîäå.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòîò ðåçóëüòàò ïðîäîëæàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýêâè�

âàëåíòíîñòåé ñèñòåì ñ òàðãåòíîé ñóïåðñèììåòðèåé è ñèñòåì ñ ëîêàëüíîé ñó�

ïåðñèììåòðèåé íà ìèðîâîé ëèíèè, èíèöèèðîâàííóþ èññëåäîâàíèÿìè [99, 168],

â êîòîðûõ áûëà ïðåäëîæåíà îäíà èç ïåðâûõ òâèñòîðíûõ ìîäåëåé áåçìàññîâîé

ñóïåð÷àñòèöû è óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ìåæäó

áåçìàññîâûìè ñïèíîâîé ÷àñòèöåé è ñóïåð÷àñòèöåé áåç öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Èäåÿ îòîæåñòâëåíèÿ κ-ñèììåòðèè ñóïåð÷àñòèöû ñ ëîêàëüíîé ñóïåðñèììåòðè�

åé íà ìèðîâîé ëèíèè ñïèíîâîé ÷àñòèöû áûëà òàêæå îñíîâîïîëàãàþùåé ïðè

îïèñàíèè ñóïåðáðàí ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñóïåðâëîæåíèé [100, 101].

Â ðàçäåëå 4.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü N=1, D=4 ìàññèâíîé ñóïåð÷à�

ñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ïîëó÷àåìîé èç ïñåâäîêëàñè÷å�

ñêîé ìîäåëè ÷àñòèöû ñïèíà 1/2. Ïîñëåäíÿÿ ìîäåëü ïîñëå ââåäåíèÿ âñïîìî�

ãàòåëüíûõ êîììóòèðóþùèõ ñïèíîðíûõ ïåðåìåííûõ, êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðà�

çîâàíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ÷àñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïðîèçâîäèò ìàñ�

ñèâíóþ ñóïåð÷àñòèöó, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî îáîáùåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèè ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè è îáëàäàþùóþ îäíîé èëè äâóìÿ

κ-ñèììåòðèÿìè. Íà ÿçûêå ñóïåðáðàííûõ òåîðèé ýòè ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò

ÁÏÑ áðàííûì êîíôèãóðàöèÿì, ñîõðàíÿþùèì 1/4 èëè 1/2 ÷àñòü ñóïåðñèì�

ìåòðèè [95]. Ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ ìîäåëüþ ìàññèâíîé
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ñóïåð÷àñòèöû [102], â êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ 1/4 òàðãåòíûõ ñóïåðñèììåòðèé.

Â ðàçäåëå 4.2 ïðåäëîæåíà òâèñòîðîïîäîáíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñóïåð÷àñòè�

öû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, â êîòîðîé ìàññèâíûé è áåçìàñ�

ñîâûé ñëó÷àè îïèñàíû åäèíîîáðàçíî. Ìîäåëü èñïîëüçóåò îäíîâðåìåííî êàê

êîîðäèíàòû öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ, òàê è âñïîìîãàòåëüíûå áîçîííûå ñïèíîð�

íûå ïåðåìåííûå. Èñïîëüçîâàíèå ñïèíîðîâ, èãðàþùèõ ðîëü ñïèíîðíûõ ëîðåí�

öåâûõ ãàðìîíèê, ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü àíàëèç ïðè ñîõðàíåíèè

åãî êîâàðèàíòíîñòè. Ïðè íóëåâîé ìàññå íàøà ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê òâèñòîðíîé

ôîðìóëèðîâêå áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿ�

äàìè [96, 97], â êîòîðîé îäíà èëè äâå òàðãåòíûå ñóïåðñèììåòðèè íàðóøåíû.

Â ìàññèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà áè-òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíîé ñóïåð�

÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ñîõðàíÿþùåé 1/4 èëè 1/2

òàðãåòíûõ ñóïåðñèììåòðèé.

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ãåíåðàòîðû òåíçîðíûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ

ïðèñóòñòâîâàëè â àíòèêîììóòàòîðå ñóïåðçàðÿäîâ. Â ðàçäåëå 4.3 ðàññìîòðå�

íû ñèñòåìû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ìàêñâåëëà, â êîòîðîé ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå òðàíñëÿöèè Pµ íå êîììóòèðóþò, à êîììóòàòîð èõ

[Pµ, Pν] = i e Zµν (9)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû Zµν, [Zµν, Zλρ] =

[Zµν, Pλ] = 0. Äàííàÿ àëãåáðà èìååò åñòåñòâåííîå ïðèëîæåíèå äëÿ îïèñàíèÿ

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì e, âçà�

èìîäåéñòâóþùåé ñ ïîñòîÿííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, â ÷àñòíîñòè, ïðè

ðàññìîòðåíèè ïðîáëåìû Ëàíäàó. Â äàííîì ðàçäåëå íàéäåíû êîâàðèàíòíûå

ôîðìû Êàðòàíà è ïîñòðîåíî äåéñòâèå ÷àñòèöû, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî

ñèììåòðèè Ìàêñâåëëà, à òàêæå ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå è èçó÷åí êâàíòîâî�

ìåõàíè÷åñêèé ñïåêòð ìîäåëè.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ÷åòâåðòîé ãëàâû ðåçþìèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå ðå�

çóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [169, 170, 171] è òðóäàõ êîíôåðåíöèé

[172, 173, 174].

Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ôîðìóëèðîâêè ñóïåð÷àñòèö

âûñøèõ ñïèíîâ (ÂÑ) è ðàñøèðåííûõ îáúåêòîâ, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâà�

íèåì òâèñòîðíûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíû íîâûå ìîäåëè ÷àñòèöû è
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ñóïåð÷àñòèöû ÂÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèè, ìîäåëè, ãåíå�

ðèðóþùèå ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëèðîâêó ïîëåé ÂÑ, à òàêæå òâèñòîðíûå ôîð�

ìóëèðîâêè ñòðóíû Íàìáó-Ãîòî.

Â ðàçäåëå 5.1 ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ñèììåòðèé ÂÑ, îñíîâàííûå íà

áåñêîíå÷íîìåðíûõ ðàñøèðåíèÿõ îáîáùåííîé êîíôîðìíîé ãðóïïû Sp(8,R) è
SU(3,2)-îáîáùåíèè êîíôîðìíîé ñèììåòðèè.

Â ðàçäåëå 5.2 ïðîâåäåíî èçó÷åíèå ìîäåëè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, èí�

âàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî áîçîííîãî àíàëîãà ñóïåðñèììåòðèè. Ãåíåðàòîðû áî�

çîííîé ñóïåðñèììåòðèèRa îáðàçóþò ÷åòûðåõ-êîìïîíåíòíûé ñïèíîð è óäîâëå�

òâîðÿþò àëãåáðå êîììóòàòîðîâ

[Ra, Rb] = 2(γµγ5C)abPµ + 2CabZ
(1) + 2(γ5C)abZ

(2) , (10)

ñîäåðæàùåé óæå â N=1 ñëó÷àå ñêàëÿðíûé Z(1) è ïñåâäîñêàëÿðíûé Z(2) öåí�

òðàëüíûå çàðÿäû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìàññîâûì ïàðàìåòðîì. Âûïîëíåíî êâàí�

òîâàíèÿ ìîäåëè è íàéäåí ôèçè÷åñêèé ñïåêòð â ñëó÷àå N=2 áîçîííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè. Ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

ñïåêòð ñîñòîèò èç D=4 ìàññèâíûõ ñïèíîâûõ ïîëåé, ïîä÷èíåííûõ óðàâíåíè�

ÿì Áàðãìàíà-Âèãíåðà.

Â ðàçäåëå 5.3 ïîñòðîåíà íîâàÿ ìàñòåð-ìîäåëü ÷àñòèö ÂÑ, îáúåäèíÿþ�

ùàÿ â ñåáå ÷àñòèöû ÂÑ ðàçâåðíóòîé ôîðìóëèðîâêè è ÷àñòèöû ÂÑ ñ ÷åòíîé

ñóïåðñèììåòðèåé è âîñïðîèçâîäÿùàÿ îáå ýòè ìîäåëè ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

âûáîðàõ êàëèáðîâêè. Ìàñòåð-÷àñòèöà ÂÑ ýâîëþöèîíèðóåò â ïðîñòðàíñòâå,

ïàðàìåòðèçîâàííîì ñïèíîðíûìè ïåðåìåííûìè îáîèõ ñèñòåì è äîïîëíèòåëü�

íûì êîìïëåêñíûì ñêàëÿðîì, è îïèñûâàåòñÿ òîëüêî ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà.

Îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ ðàçâåðíóòûå ñâÿçè, îáîáùåííûå ñïèíîðíûå ñâÿçè è

ñêàëÿðíóþ ñâÿçü, ãåíåðèðóþùóþ ëîêàëüíûå U(1) ïðåîáðàçîâàíèÿ òâèñòîðî�

ïîäîáíûõ ïåðåìåííûõ è êîìïëåêñíîé ñêàëÿðíîé êîîðäèíàòû. Ïðîâåäåíî êà�

íîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ìàñòåð-ñèñòåìû è ïîëó÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð

óðàâíåíèé ÂÑ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì, ðàçâåðíóòûå óðàâíåíèÿ

îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì êâàíòîâûõ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé. Âñëåäñòâèå ñêàëÿðíîé

U(1) ñâÿçè ïîëÿ ÂÑ õàðàêòåðèçóþòñÿ âíåøíèì U(1)-çàðÿäîì q, êîòîðûé ïîë�

íîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé áåñêîíå÷íîìåðíûé ìóëüòèïëåò ñïèíîâ.

Ìóëüòèïëåò ÂÑ ñî âñåìè ñïèðàëüíîñòÿìè ðàçâåðíóòîé ôîðìóëèðîâêè ïîëó�
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÷àåòñÿ êàê q=0 ìóëüòèïëåò è åãî ñîïðÿæåííûé. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþò íîâûå

ìóëüòèïëåòû ÂÑ ñ q ̸=0. Ïðè q>0 îíè íàòÿíóòû íà ñàìîäóàëüíûå ïîëåâûå íà�

ïðÿæåííîñòè ñ ðàñòóùèìè ïîëîæèòåëüíûìè ñïèðàëüíîñòÿìè, íà÷èíàÿ ñ q
2 .

Ìóëüòèïëåòû ñ q<0 ïðîÿâëÿþò èíòåðåñíîå ñâîéñòâî �ïåðåâîðîòà ñïèíà�: îíè

âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñàìîäóàëüíûå ïîëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñïèðàëüíîñòåé, à

òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî àíòè-ñàìîäóàëüíûõ ïîëåé ñ îòðèöàòåëüíûìè ñïèðàëü�

íîñòÿìè. Äàíî ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå ýòèõ ìóëüòèïëåòîâ ÂÑ â òåðìèíàõ

êèðàëüíûõ è àíòèêèðàëüíûõ ïîëåé áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèè ñ âíåøíèìè

èíäåêñàìè. Â ýòîì ðàçäåëå ïîñòðîåíà òàêæå òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìà�

ñòåð-ñèñòåìû è ïîëåâîå òâèñòîðíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðå�

êîíñòðóèðîâàòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíííîå ïîëå ÂÑ ïî òâèñòîðíîìó �ïðå�

ïîòåíöèàëó�, ðàçðåøàþùåãî óðàâíåíèÿ ÂÑ.

Â ðàçäåëå 5.4 ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòè�

öû âûñøèõ ñïèíîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â N=1, D=4 ñóïåðïðîñòðàí�

ñòâå, ðàñøèðåííîì êîììóòèðóþùèì âåéëåâñêèì ñïèíîðîì, è îáëàäàþùàÿ

SU(3, 2|1)-ñèììåòðèåé. Ðàññìîòðåíèå ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè âûñøèõ

ñïèíîâ SU(3, 2|1) ïîçâîëèëî ñîõðàíèòü óñëîâèå N=1 êèðàëüíîñòè, ëåæàùåé

â îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà â îáû÷íîé N=1 ñóïåðãðàâèòàöèè [175] �

ñóùåñòâîâàíèå êèðàëüíîãî ïðåäåëà èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ ëþáîé óäî�

âëåòâîðèòåëüíîé ñóïåðïîëåâîé òåîðèè ÂÑ, âêëþ÷àþùåé ÂÑ îáîáùåíèÿ N=1

ñóïåðãðàâèòàöèè [176]. Ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå ìåòîäîì Ãóïòà-Áëåéëåðà ñ äå�

òàëüíûì àíàëèçîì ñóïåðêîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå�

íèé. Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ ïîëó÷åíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïèñû�

âàåò áåñêîíå÷íóþ áàøíþ êèðàëüíûõ N=1 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ ñ ðàñòóùèì

÷èñëîì âíåøíèõ ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ.

Â ðàçäåëå 5.5 ðàçâèòû òâèñòîðíûå ìåòîäû â ïðèìåíåíèè ê îïèñàíèþ

äèíàìèêè ðàñøèðåííûõ îáúåêòîâ. Ïîëó÷åíî òâèñòîðíîå äåéñòâèå áîçîííîé

ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì, ãåíåðèðóåìîå êàíîíè÷åñêîé 2-ôîðìîé â áèòâèñòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå è äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü òâèñòîðíîé ìîäåëè è äâóõ èìïóëüñ�

íûõ ôîðìóëèðîâîê D=4 áîçîííîé ñòðóíû: ñ âåêòîðíûìè è ñ òåíçîðíûìè

ñòðóííûìè èìïóëüñàìè.

Â ðàçäåëå 5.6 ïîñòðîåíî àëüòåðíàòèâíîå áèòâèñòîðíîå äåéñòâèå áîçîí�

íîé D=4 ñòðóíû Íàìáó-Ãîòî. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà ñ ïîìîùüþ
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ñîîòâåòñòâóþùåé ôèêñàöèè êàëèáðîâêè ëîêàëüíîãî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçî�

âàíèÿ ïðèâîäèò ê áèëèíåéíîìó òâèñòîðíîìó äåéñòâèþ è êàíîíè÷åñêèì ïðà�

âèëàì êâàíòîâàíèÿ äëÿ äâóõìåðíîãî òâèñòîðíîãî ñòðóííîãî ïîëÿ. Ïîëó÷åíî

ìíîæåñòâî ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà, îïèñûâàþùåå òâèñòîðíóþ ñòðóííóþ ìîäåëü

è ñîäåðæàùåå äâå ñâÿçè Âèðàñîðî è äâå U(1)
⊗

U(1) ñâÿçè Êàöà - Ìóäè äëÿ

ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðóííûõ òâèñòîðîâ.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïÿòîé ãëàâû ðåçþìèðóþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà�

òû, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [162, 177, 178, 179, 180, 181, 182, 171, 183] è

òðóäàõ êîíôåðåíöèé [184, 185, 186].
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Ãëàâà 1

Ìîäåëè ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ìåõàíèêè è èõ ãåîìåòðèè

Ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñîñòàâëÿþò âàæíûé

ýëåìåíò â ñîâðåìåííîé ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé.

Âî-ïåðâûõ, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ìîäåëåé ñ íèçêîðàçìåðíîé ñóïåð�

ñèììåòðèåé, ÷òî ïîçâîëÿåò äåòàëüíî èññëåäîâàòü ðÿä ñâîéñòâ âûñîêîðàçìåð�

íûõ òåîðèé � ñóïåðñòðóí è ñóïåðïîëåâûõ òåîðèé � íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå.

Êðîìå òîãî, ñóïåðñèììåòðè÷íûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ñèãìà-ìîäåëè, îïè�

ñûâàþùèå äâèæåíèå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèö íà èñêðèâëåííîì ìíîãîîá�

ðàçèè [14], ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû îïðåäåëåííûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñòðóê�

òóðàì. Ýòà ïðèâëåêàòåëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ â ñî÷åòàíèè ñ

èõ èñïîëüçîâàíèåì â áîëåå ôèçè÷åñêîì êîíòåêñòå, íàïðèìåð, â ýôôåêòèâíûõ

òåîðèÿõ ÷åðíûõ äûð (ñì., íàïðèìåð, [187, 188]), äåëàåò èõ ïðåäìåòîì èíòåí�

ñèâíûõ èññëåäîâàíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Â ýòîé ãëàâå ìû îñòàíîâèìñÿ íà èçó÷åíèè ìîäåëåé ðàñøèðåííîé ñóïåð�

ñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îïèñûâàþùèé HKT (ãèïåðêåëåðîâûå ñ

êðó÷åíèåì), áè-HKT, êîòîðûå èíîãäà íàçûâàþò CKT (Êëèôôîðä-êåëåðîâûå

ñ êðó÷åíèåì), è OKT (îêòîíèîííî-êåëåðîâûå ñ êðó÷åíèåì) ìíîãîáðàçèÿ. Äëÿ

ýôôåêòèâíîñòè èññëåäîâàíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñóïåðïîëåâîé ôîðìà�

ëèçì. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ãàðìîíè÷åñêîãî N=4, d=1 ñóïåðïðîñòðàí�

ñòâåííîãî ïîäõîäà [69] äàñò íàì äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè â ôîðìóëèðîâ�

êàõ íîâûõ ñèãìà-ìîäåëåé ñ N=4 ñóïåðñèììåòðèåé.

1.1. Âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå

d = 1 ñèãìà-ìîäåëè ñ êðó÷åíèåì

Ñèãìà-ìîäåëè îïèñûâàåþò â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû, â êîòîðûõ êîíôèãó�

ðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ îïðåäåëåíû äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå,

ÿâëÿþòñÿ íå ïëîñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè RD, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëü�

íûå òàðãåòíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè D. ×èñëî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�
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íûõ êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, íî â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

âñå ïîëåâûå ïåðåìåííûå çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ

ïîëåé áîçîííûé ëàãðàíæèàí òàêîé d = 1 ñèãìà-ìîäåëè äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Lbos = 1
2 gMN(x) ẋ

M ẋN (1.1)

è îïèñûâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå íà ìíîãîîáðàçèè ñ êîîðäèíàòàìè xM , M =

1, . . . , D è ìåòðèêîé gMN(x).

Ëàãðàíæèàí (1.1) ìîæåò áûòü ñóïåðñèììåòðèçîâàí ðàçëè÷íûìè ñïîñî�

áàìè, ïðîèçâîäÿ ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ðàçëè÷íûå âåðñèè ñóïåðñèììåòðè÷íîé

êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ÑÊÌ). Íàïðèìåð, ââîäÿ D âåùåñòâåííûõ N=1 ñóïåð�

ïîëåé 1, XM = xM + iθψM , ãäå θ � ãðàññìàíîâà êîîðäèíàòà ñóïåðïðîñòðàí�

ñòâà, è ðàññìàòðèâàÿ äåéñòâèå [33, 189]

S = − i
2

∫
dθdt gMN(X )DXM ẊN = 1

2

∫
dtgMN(x)(ẋ

M ẋN − iψM∇ψN) , (1.2)

ãäå D = ∂θ + iθ∂t, gMN = gNM è ∇ψN = ψ̇N + ΓNPQẋ
PψQ, ïîëó÷àåì, ÷òî

êâàíòîâàÿ âåðñèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóïåðçàðÿäà ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíà

ñ îïåðàòîðîì Äèðàêà.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò âî ââåäåíèè âåùåñòâåííûõ N=2 ñóïåðïî�

ëåé ñ óäâîåííûì ÷èñëîì ôåðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû,

XM = xM + θψM + ψ̄M θ̄ + FMθθ̄ . (1.3)

Ýòîò N=2, d=1 ìóëüòèïëåò îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì (1,2,1) , ãäå öèôðû

îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ôèçè÷åñêèõ áîçîííûõ, ôèçè÷åñêèõ

ôåðìèîííûõ è âñïîìîãàòåëüíûõ áîçîííûõ ïîëåé [190]. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ðàíåå ðàññìîòðåííûé N=1 ìóëüòèïëåò ÿâëÿåòñÿ (1,1,0), à N=2 ìóëüòè�

ïëåò (1,2,1) ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó N=1 ìóëüòèïëåòîâ: (1,2,1) =

(1,1,0)⊕ (0,1,1) . Ñèãìà-ìîäåëüíîå äåéñòâèå äëÿ ìóëüòèïëåòà (1,2,1) [191]

S = −1
2

∫
dtdθ̄dθ gMN(X)DXMD̄XN (1.4)

= 1
2

∫
dt
[
gMN

(
ẋM ẋN + i[ψ̄M∇ψN −∇ψ̄MψN ]

)
+RMNPQψ̄

MψN ψ̄PψQ
]

1 Â ñëó÷àå ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè N ñ÷èòàåò ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ñóïåðñèììåòðèé.
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ãäå θ̄ = (θ) è

D =
∂

∂θ
− iθ̄ ∂

dt
, D̄ = − ∂

∂θ̄
+ iθ

∂

dt
, (1.5)

ñîäåðæèò â ñåáå ÷åòûðåõôåðìèîííûé ÷ëåí, ïîñòðîåííûé ñ ïîìîùüþ òåíçî�

ðà Ðèìàíà. Ïðè ïåðåõîäå â (1.4) ê êîìïîíåíòíîìó äåéñòâèþ ìû èñêëþ÷èëè

âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ FM ñ ïîìîùüþ èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ñèñòåìà (1.4)

èìååò êðàñèâóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ [192]: êâàíòîâûå ñóïåðçàðÿ�

äû èãðàþò ðîëü îïåðàòîðà âíåøíåé ïðîèçâîäíîé d è åìó ñîïðÿæåííîãî d†

êîìïëåêñà äå Ðàìà.

Â ðàáîòå [36] áûëà ïîñòðîåíà è èçó÷åíà ñïåöèàëüíàÿ N=2 ñóïåðñèì�

ìåòðè÷íàÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî

ìíîãîîáðàçèÿ âåùåñòâåííîé ðàçìåðíîñòè D=2n, ïîñòðîåííàÿ â òåðìèíàõ êè�

ðàëüíûõ ñóïåðïîëåé

Z j = z j +
√
2 θψ j − iθθ̄ ż j , Z̄ j̄ = z̄ j̄ −

√
2 θ̄ψ̄ j̄ + iθθ̄ ˙̄z j̄ , (1.6)

j, j̄ = 1, . . . , n; D̄Z = DZ̄ = 0 , êîòîðûå îïèñûâàþòN = 2, d = 1 ìóëüòèïëåòû

(2,2,0) . Äåéñòâèå áûëî âûáðàíî â âèäå [31]

S =

∫
dtd2θ (Lσ + Lgauge) , (1.7)

Lσ = −1
4 hjk̄(Z, Z̄)DZ

jD̄Z̄ k̄ , Lgauge = W (Z, Z̄)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ñóïåðôóíêöèÿìè hij̄, îïðåäåëÿþùèìè ìåòðèêó, ds2 =

2hjk̄dz
jdz̄k̄, è ïðåïîòåíöèàëîì W , ãåíåðèðóþùèì âçàèìîäåéñòâèå ñ ôîíî�

âûì êàëèáðîâî÷íûì ïîòåíöèàëîì AM = (−i∂jW, i∂j̄W ). Êîìïîíåíòíîå äåé�

ñòâèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (1.7), ñîäåðæèò ÷ëåí ñ êðó÷åíèåì, êîòîðûé çàíóëÿåò�

ñÿ òîëüêî äëÿ êýëëåðîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîãäà ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿåò ñâÿ�

çè ∂[jhi]k̄ = 0 . Ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîâûå N=2 ñóïåðçàðÿäû ìîãóò áûòü

ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû êàê ãîëîìîðôíûå âíåøíèå ïðîèçâîäíûå ∂ è èõ ñîïðÿ�

æåííûå ∂†, îáðàçóþùèå ñêðó÷åííûå èëè íåñêðó÷åííûå êîìïëåêñû Äîëüáî.

Êàæäîå èç äåéñòâèé (1.2), (1.4) è (1.7) ìîæåò áûòü äåôîðìèðóåìî âêëþ�

÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ êðó÷åíèé. Ìîäåëü (1.2) îáîáùàåòñÿ âêëþ÷åíèåì â

äåéñòâèå ÷ëåíà [30]

S = − 1
12

∫
dθdtCKLMDXKDX LDXM , (1.8)
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÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó êîìïîíåíòíîìó ëàãðàíæèàíó

L = 1
2 gMN(x)

(
ẋM ẋN + iψM∇̂ψN

)
− 1

12 ∂PCKLMψ
PψKψLψM , (1.9)

â êîòîðîì êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇̂ ñîäåðæàò íîâóþ àôôèííóþ ñâÿç�

íîñòü

Γ̂K,LM = ΓK,LM + 1
2 CKLM (1.10)

ñ äîïîëíèòåëüíûì êðó÷åíèåì, ãäå ΓK,LM ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñèìâîëîì

Êðèñòîôôåëÿ. Êâàíòîâûé ñóïåðçàðÿä, ïîëó÷åííûé èç äåéñòâèÿ (1.9), èìååò

âèä [136]

Q = ψM
[
ΠM − i

2 ΩM,BCψ
BψC

]
+ i

12 CKLMψ
KψLψM , (1.11)

ãäå ΩM,BC ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñïèíîâîé ñâÿçíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé

óðàâíåíèþ Ìàóðåðà-Êàðòàíà

deA + ΩAB ∧ eB = 0 ⇒ ΩM,AB = eAK(∂Me
K
B + ΓKMLe

L
B) . (1.12)

Ñóïåðçàðÿä (1.11) ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàí êàê êðó÷åíèå-ñîäåðæà�

ùèé îïåðàòîð Äèðàêà, â êîòîðîì êðó÷åíèå ïðèñóòñòâóåò ñ äîïîëíèòåëüíûì

ôàêòîðîì 1/3 [136, 137]: ïîñëåäíèé ÷ëåí â (1.11) ìîæåò áûòü ïîãëîùåí ñëå�

äóþùèì ïåðåîïðåäåëåíèåì ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè (ñðàâíèòå ñ (1.10))

ΩM,BC → Ω̃M,BC = eBK(∂Me
K
B + Γ̃KMLe

L
C), Γ̃K,LM = ΓK,ML +

1
6 CKML .

Äåéñòâèå (1.4) äëÿ (1,2,1) ìóëüòèïëåòà, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñó äå

Ðàìà, òàêæå ìîæåò áûòü ïðîäåôîðìèðîâàíî. Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå ïðî�

ñòåéøàÿ äåôîðìàöèÿ òàêîãî òèïà [192] îïèñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì

dWO = dO − dW ∧ O , d†WO = d†O + ⟨dW,O⟩ , (1.13)

ãäå W ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé è ⟨dW,O⟩ ÿâ�

ëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì: äëÿ p-ôîðìû O, ⟨dW,O⟩ =

p (∂M1
W )OM1

M2...Mp
dxM2 ∧ · · · ∧ dxMp . Äåôîðìàöèÿ (1.13) ñîîòâåòñòâóåò äî�

áàâëåíèþ ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà∫
d2θdtW (XM) (1.14)
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â äåéñòâèå. Ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå äåôîðìàöèþ äðóãîãî òèïà [24, 25]

dBO = dO − dB ∧ O , d†BO = d†O − ⟨dB̄,O⟩ , (1.15)

ãäå ðåãóëÿðíàÿ 2-ôîðìà B îïðåäåëÿåò êðó÷åíèþ C è âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå
⟨dB̄,O⟩ âêëþ÷àåò êîíòðàêöèþ ïî âñåì èíäåêñàì â dB̄ . Òî÷íîå îïðåäåëåíèå
⟨dB̄,O⟩ áóäåò äàíî â (1.40) íèæå. Îïåðàòîðû dB, d

†
B (êàê è îïåðàòîðû dW , d

†
W )

ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòíûìè è îáðàçóþò àëãåáðó ñóïåðñèììåòðèè, êàê è îïåðà�

òîðû d, d†. Äàííàÿ ñèñòåìà ñ äåôîðìèðîâàííîé ñóïåðñèììåòðèåé ðåàëèçóåòñÿ

â ñóïåðïîëåâîì ôîðìàëèçìå äîáàâëåíèåì ÷ëåíà

S2 =
1

2

∫
d2θdtBMN(X

P )DXMDXN + c.c. (1.16)

ê äåéñòâèþ (1.4) [30]. Âûðàæåíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ è ãàìèëüòî�

íèàí äëÿ ýòîé ìîäåëè (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî BMN) ìîæíî íàéòè â [26].

Äîáàâëåíèå â dB âíåøíåé ïðîèçâîäíîé dB4 ïðîèçâîëüíîé 4-ôîðìû B4
ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîé äåôîðìàöèè ñèñòåìû (1.4). Äåôîðìèðîâàííûé

îïåðàòîð dW,B2,B4 ïî ïðåæíåìó íèëüïîòåíòåí. Íà ñóïåðïîëåâîì ÿçûêå ýòî ñî�

îòâåòñòâóåò äîáàâëåíèþ â äåéñòâèå ÷ëåíà

S4 =
1

2

∫
d2θdtBMNPQ(X

S)DXMDXNDXPDXQ + c.c. (1.17)

Ìîæíî òàêæå äîáàâèòü âíåøíþþ ïðîèçâîäíóþ 6-ôîðìû è ò.ä. Ýòè áîëåå âû�

ñîêèå ÷åòíîìåðíûå ôîðìû ìîãóò áûòü íàçâàíû îáîáùåííûìè êðó÷åíèÿìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñóïåðïîëåâûå ÷ëåíû íå ãåíåðè�

ðóþò â êîìïîíåíòíîì ëàãðàíæèàíå êàêèõ-ëèáî ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè ïî

âðåìåíè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ëàãðàíæèàí êîìïëåêñíîé ñèãìà-ìîäåëè (1.7) ìîæíî äåôîðìèðîâàòü

àíàëîãè÷íî. Îáîáùåííûé ëàãðàíæèàí ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ÷ëåíîâ

∼ Bjk(Z, Z̄)DZ jDZ k + c.c. (1.18)

ê Lσ [31] èëè ÷ëåíîâ ∝ Bjklp è ò.ä. ×ëåíû, ñâÿçàííûå ñ äîïîëíèòåëüíûìè

êðó÷åíèÿìè, íå áûëè ðàññìîòðåíû â [36].

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, îñíîâàííîì íà ðàáîòå [140], äàåòñÿ ÿâíûé âèä êëàñ�

ñè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ N=2 ñóïåðçàðÿäîâ ñèãìà-ìîäåëåé ñ êðó÷åíèåì íà îñ�

íîâå ìóëüòèïëåòîâ (1,2,1) è (2,2,0), ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèé (1.16), (1.17)
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è ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà (1.14) äëÿ âåùåñòâåííîé ñèãìà-ìîäåëè è ñ ó÷àñòèåì

÷ëåíîâ (1.18) äëÿ êîìïëåêñíîé ñèãìà-ìîäåëè. Ìû òàêæå íàõîäèì âàêóóìíûå

ñîñòîÿíèÿ â ýòèõ ñèãìà-ìîäåëÿõ è ïîêàçûâàåì, ÷òî âêëþ÷åíèå ÷ëåíîâ ñ êðó�

÷åíèåì íå âëèÿåò íà èõ êîëè÷åñòâî.

1.1.1. Êðó÷åíèÿ è îáîáùåííûå êðó÷åíèÿ äëÿ (1,2,1) ñèãìà-ìîäåëè

Ïðåîáðàçîâàíèÿ N = 2 ñóïåðñèììåòðèè ìóëüòèïëåòà (1.3)

δXM = −(ϵQ+ ϵ̄Q̄)XM , Q =
∂

∂θ
+ iθ̄∂t , Q̄ =

∂

∂θ̄
+ iθ∂t (1.19)

ãåíåðèðóþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíòíûõ ïîëåé

δxM = −(ϵ ψM − ϵ̄ψ̄M) , δFM = i(ϵ ψ̇M + ϵ̄ ˙̄ψM) ,

δψM = ϵ̄ (iẋM − FM) , δψ̄M = −ϵ (iẋM + FM) .
(1.20)

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå S = Sg+S2+S4, ãäå Sg åñòü ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå,

ïðåäñòàâëåííîå ñóììîé (1.4) è (1.14), òîãäà êàê S2 è S4 ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíàìè

(1.16) è (1.17), îïèñûâàþùèå êðó÷åíèå è îáîáùåííîå êðó÷åíèå. Ñîîòâåòñòâó�

þùèå êîìïîíåíòíûå äåéñòâèÿ èìåþò âèä

Sg =

∫
dt
[1
2
gMN

(
ẋM ẋN + FMFN

)
+
i

2
gMN

(
ψ̄M∇ψN −∇ψ̄MψN

)
+ΓM,NPψ

N ψ̄PFM − 1

2
∂[MΓN,P ]Qψ

M ψ̄QψP ψ̄N

+FM∂MW + ∂M∂NWψM ψ̄N
]
, (1.21)

S2 =
1

2

∫
dt
[ (
∂MCNPQψ

NψPψQψ̄M + ∂M C̄NPQψ̄
N ψ̄P ψ̄QψM

)
+ 3CMNP (F

M − iẋM)ψNψP − 3 C̄MNP (F
M + iẋM)ψ̄N ψ̄P

]
, (1.22)

S4 =
1

2

∫
dt
[ (
∂MCNPQSTψ

NψPψQψSψT ψ̄M + c.c.
)

+ 5CMNPQS(F
M − iẋM)ψNψPψQψS + c.c.

]
. (1.23)

Çäåñü
∇ψM = ψ̇M + ΓMNP ẋ

NψP ,

ΓM,NP = 1
2 [∂NgMP + ∂PgMN − ∂MgNP ] ,

CMNP = 1
3 {∂MBNP + cycle(M,N,P )} ,

CMNPQS = 1
5 {∂MBNPQS + cycle(M,N,P,Q, S)} .

(1.24)
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ FM (ìû ðàññìàòðèâàåì äëÿ ïðîñòîòû ñëó÷àé

ñ W = 0) äàþò

FM = −ΓMNP ψN ψ̄P −
1

2
CM , (1.25)

ãäå

CM = 3
[
C(2)M(ψ)2 − C̄(2)M(ψ̄)2

]
+ 5

[
C(4)M(ψ)4 + C̄(4)M(ψ̄)4

]
, (1.26)

C(2)M(ψ)2 := CM
NP ψ

NψP , C(4)M(ψ)4 := CM
NPQS ψ

NψPψQψS , etc. (1.27)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â ñóììó äåéñòâèé (1.21) - (1.23) ïîëó÷àåì

ïîëíîå äåéñòâèå íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

Son−sh =
1

2

∫
dt
[
gMN ẋ

M ẋN + igMN(ψ̄
M∇ψN −∇ψ̄MψN)

+ (∇MCNPQψ
NψPψQψ̄M +∇M C̄NPQψ̄

N ψ̄P ψ̄QψM)

− 3i ẋM(CMNPψ
NψP + C̄MNP ψ̄

N ψ̄P )

+ (∇MCNPQSTψ
NψPψQψSψT ψ̄M −∇M C̄NPQST ψ̄

N ψ̄P ψ̄Qψ̄Sψ̄TψM)

− 5i ẋM(CMNPQSψ
NψPψQψS − C̄MNPQSψ̄

N ψ̄P ψ̄Qψ̄S)

+RMNPQψ̄
MψN ψ̄PψQ − 1

4
CMCM

]
, (1.28)

ãäå

RMNPQ = gMT

(
∂PΓ

T
QN − ∂QΓTPN + ΓTPSΓ

S
QN − ΓTQSΓ

S
PN

)
(1.29)

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì Ðèìàíà.

Êëàññè÷åñêèå ñîõðàíÿþùèåñÿ íåòåðîâñêèå ñóïåðçàðÿäû, âû÷èñëåííûå ñ

ïîìîùüþ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.20), èìåþò ñëåäóþùèé âèä

Q = ψM(Π̃M + i∂MW )− i
2 ∂MgNPψ

MψN ψ̄P

+ i CMNPψ
MψNψP + iCMNPQSψ

MψNψPψQψS ,
(1.30)

Q̄ = ψ̄M(Π̃M − i∂MW )− i
2 ∂MhNP ψ̄

M ψ̄NψP

+ i C̄MNP ψ̄
M ψ̄N ψ̄P − i C̄MNPQSψ̄

M ψ̄N ψ̄P ψ̄Qψ̄S .
(1.31)

Çäåñü Π̃M ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì,

Π̃M =
∂L

∂ẋM
= gMN ẋ

N − i

2
ΓN,MP

(
ψP ψ̄N − ψN ψ̄P

)
− i

2
SM , (1.32)
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ãäå

SM := 3
[
C(2)M(ψ)2 + C̄(2)M(ψ̄)2

]
+ 5

[
C(4)M(ψ)4 − C̄(4)M(ψ̄)4

]
.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ FM ñîäåðæàëèñü â ëàãðàíæèàíå,

îíè ÿâíî íå ïðèñóòñòâóþò â ñóïåðçàðÿäàõ.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå (1.32) ðàññ÷èòûâàëèñü â ïðåäïîëîæåíèè ôèêñè�

ðîâàííûõ ψM , ψ̄M . Îäíàêî ïîñëåäíèå ïåðåìåííûå íå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè

ñîïðÿæåííûìè: èõ ñêîáêà Ïóàññîíà ðàâíà {ψ̄M , ψN} = gMN . Â êà÷åñòâå ïðåä�

âàðèòåëüíîãî øàãà ïðè êâàíòîâàíèè ñëåäóåò îïðåäåëèòü êàñàòåëüíîå ïðî�

ñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ ôåðìèîííûõ ïåðåìåííûõ ψA = eAMψ
M ,

ψ̄A = eAM ψ̄
M è âûðàçèòü êëàññè÷åñêèå ñóïåðçàðÿäàìè ÷åðåç ýòè ïåðåìåííûå

è íîâûé áîçîííûé êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ

ΠM =
∂L

∂ẋM

∣∣∣∣
fixed ψA

= Π̃M −
∂ψ̇A

∂ẋM
∂L

∂ψ̇A
− ∂ ˙̄ψA

∂ẋM
∂L

∂ ˙̄ψA
. (1.33)

Êàê ðåçóëüòàò, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ Q (è,

àíàëîãè÷íî, äëÿ Q̄):

Q = ψA eAM(ΠM + i∂MW )− iΩC,AB ψCψAψ̄B

+ i CABCψAψBψC + i CABCDEψAψBψCψDψE .
(1.34)

Çäåñü

ΩC,AB = eMC ΩAB
M , ΩAB

M = eAN(∂Me
NB + ΓNMTe

TB) , (1.35)

ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñïèíîâîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïðè ïîëó÷åíèè êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ íóæíî çàìåíèòü ΠM è ψ̄A äèô�

ôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ΠM → −i∂/∂xM , ψ̄A → ∂/∂ψA è ðåøèòü ïðî�

áëåìó óïîðÿäî÷åíèÿ. ×òîáû ñäåëàòü âûáîð ìåæäó ðàçëè÷íûìè êâàíòîâûìè

òåîðèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííîé êëàññè÷åñêîé, ìû òðåáóåì, ÷òîáû àë�

ãåáðà ñóïåðñèììåòðèè îñòàâàëàñü íåèçìåííîé íà êâàíòîâîì óðîâíå è ÷òîáû

Qqu è Q̄qu áûëè ýðìèòîâî ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó. Ýòî ôèêñèðóåò êâàíòîâûå

ñóïåðçàðÿäû è ãàìèëüòîíèàí.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â [193], îáùèé ðåöåïò òàêîãî êâàíòîâàíèÿ, ñîõðàíÿ�

þùåãî ñóïåðñèììåòðèè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.



36

• Äåëàåì âåéëåâñêîå óïîðÿäî÷åíèå â ñóïåðçàðÿäàõ.

• Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ñóïåðçàðÿäû íèëüïîòåíòíû è èõ àíòèêîì�

ìóòàòîð äàåò êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí. Â îáùåì ñëó÷àå, îí íå ñîâïàäà�

åò ñ îïåðàòîðîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç êëàññè÷åñêîãî ãàìèëüòîíèàíà

âåéëåâñêèì óïîðÿäî÷åíèåì.

• Ýòà ïðîöåäóðà äàåò êâàíòîâûå ñóïåðçàðÿäû è ãàìèëüòîíèàí, äåé�

ñòâóþùèå â �ïëîñêîì� ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé ∼(∏
M dxM

)
d(fermions) â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âû�

ðàæåíèé êîâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ãèëüáåðòîâîì ïðî�

ñòðàíñòâå ñ ìåðîé, èñïîëüçóþùåé ôàêòîð
√
det g, íåîáõîäèìî âûïîë�

íèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ

(Qcov, Q̄cov ) = (det g)−1/4 (Qflat, Q̄flat )(det g)1/4 (1.36)

Âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå äåéñòâèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå êâàíòî�

âûå ñóïåðçàðÿäû

Qcov = −iψAeMA(∂M − ∂MW )− iΩC,AB ψCψ̄AψB

+ i CABCψAψBψC + i CABCDEψAψBψCψDψE ,

Q̄cov = −iψ̄AeMA(∂M + ∂MW )− iΩC,AB ψ̄CψAψ̄B

+ i C̄ABCψ̄Aψ̄Bψ̄C − i C̄ABCDEψ̄Aψ̄Bψ̄Cψ̄Dψ̄E .

(1.37)

Ïîëó÷åííûå ñóïåðçàðÿäû ñîñòàâëÿþò N=2, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå

(Qcov)2 = (Q̄cov)2 = 0 , {Qcov, Q̄cov} = 2H , [Qcov, H] = [Q̄cov, H] = 0 (1.38)

è èçîìîðôíû òâèñòîâàííûì îïåðàòîðàì äå Ðàìà (1.15) ñ B = B2 + B4. Äëÿ
íàøèõ äàëüíåéøèõ öåëåé, ìû íå áóäåì íóæäàòüñÿ â ÿâíîì âèäå êâàíòîâîãî

ãàìèëüòîíèàíà H . Äëÿ âåùåñòâåííûõ CABC è íóëåâûõ CABCDE îí áûë ïðè�

âåäåí â [26]. Èçîìîðôèçì ìåæäó ñóïåðçàðÿäàìè (1.37) è îïåðàòîðàìè, âõî�

äÿùèìè â ãåîìåòðè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ (1.15), ïîäðàçóìåâàåò, â ÷àñòíîñòè,

ñîîòâåòñòâèå

⟨dB̄,O⟩ ⇔ C̄ABC ∂

∂ψA
∂

∂ψB
∂

∂ψC
ψD1 . . . ψDnOD1...Dn , (1.39)
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êîòîðîå äàåò ñëåäóþùåå ÿâíîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âî âòî�

ðîé ñòðî÷êå â (1.15):

⟨dB̄,O⟩ = − p!

(p− 3)!
C̄MNPOMNPR4...Rn

dxR4 ∧ · · · ∧ dxRp (1.40)

äëÿ p-ôîðìû O (p ≥ 3). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî â äàëüíåéøåì.

Ñóïåðçàðÿäû (1.37) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Qcov = eW+ψKψLBKL+ψ
KψLψMψNBKLMN Qcov

0 e−W−ψ
KψLBKL−ψKψLψMψNBKLMN ,

Q̄cov = e−W+ψ̄K ψ̄LB̄KL−ψ̄K ψ̄Lψ̄M ψ̄N B̄KLMN Q̄cov
0 eW−ψ̄

K ψ̄LB̄KL+ψ̄
K ψ̄Lψ̄M ψ̄N B̄KLMN ,

(1.41)

ãäå Qcov
0 , Q̄cov

0 � ñóïåðçàðÿäû ñ ïîäàâëåííûìè êðó÷åíèåì è ïîòåíöèàëüíûìè

÷ëåíàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå â Qcov
0 , Q̄cov

0 äåéñòâóþò çäåñü íå òîëüêî

íà W è B, íî òàêæå íà ψK = eKAψA è èì ïîäîáíûå. Ýòè ÷ëåíû â òî÷íîñòè

êîìïåíñèðóþòñÿ ÷ëåíàìè, âîçíèêàþùèìè èç êîììóòàòîðîâ ÷ëåíîâ ∼ Ωψψ̄ψ

è ∼ Ωψ̄ψψ̄ â Qcov
0 è Q̄cov

0 ñî ñëàãàåìûìè ñ êðó÷åíèåì.

Íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ýòî çàìå÷àòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ ñóïåðçàðÿäîâ èìååò äîâîëüíî ïðîçðà÷íûé ñìûñë. Ïåðâàÿ ñòðîêà (1.41)

îçíà÷àåò

dW,B = eW+Bde−W−B , (1.42)

÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèé (1.13), (1.15). Âòîðàÿ ñòðîêà

ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì ñîïðÿæåííèåì ïåðâîé. Ïðåäñòàâëåíèå (1.41), (1.42) áó�

äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè íàõîæäåíèè ÿâíîãî âèäà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âîëíî�

âûõ ôóíêöèé â ïîñëåäóþùåì.

1.1.2. Êîìïëåêñíàÿ ìîäåëü ñ êðó÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñóììó äåéñòâèÿ (1.7) è äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà

Sextra torsion =
1

4

∫
dtd2θ

(
Bjk(Z, Z̄)DZ jDZ k − B̄j̄k̄(Z, Z̄) D̄Z̄ j̄D̄Z̄ k̄

)
(1.43)
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ñ ïðîèçâîëüíîé àíòèñèììåòðè÷íîé êîìïëåêñíîé ñóïåðôóíêöèåé Bjk è ñîïðÿ�
æåííîé åé B̄j̄k̄ . Êîìïîíåíòíàÿ ôîðìà ïîëíîãî äåéñòâèÿ èìååò âèä

S =
∫
dt
{
hjk̄

[
ż j ˙̄z k̄ + i

2

(
ψ j ˙̄ψ k̄ − ψ̇ jψ̄ k̄

)]
+
(
∂t∂l̄hjk̄

)
ψ tψ jψ̄ l̄ψ̄ k̄

− i
2

[(
2∂jhtk̄ − ∂thjk̄

)
ż t −

(
2∂k̄hjt̄ − ∂t̄hjk̄

)
˙̄z t̄
]
ψ jψ̄ k̄

+2∂j∂k̄W ψ jψ̄ k̄ − i
(
∂jWż j − ∂j̄W ˙̄z j̄

)
− 3i ∂[mBik] ż mψ iψ k − 3i ∂[m̄B̄īk̄] ˙̄z m̄ψ̄ īψ̄ k̄

− ∂n̄∂mBik ψ̄ n̄ψ mψ iψ k − ∂n∂m̄B̄īk̄ ψ nψ̄ m̄ψ̄ īψ̄ k̄
}
.

(1.44)

Ýòî äåéñòâèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â N = 1 ñóïåðïîëåâîì ôîðìàëèçìå

êàê ñóììó ÷ëåíîâ (1.2), (1.8) è ÷ëåíà

Sgauge = −i
∫
dtdθ AM(X P )DXM , (1.45)

ñ M = {j, j̄}, AM = {−i∂jW, i∂j̄W} , êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê êîìïîíåíòîìó

ëàãðàíæèàíó

L = Lσ + Lextra torsion + Lgauge

= 1
2

[
gMN ż

M ż N + igMN ψ
M∇̂ψN − 1

6 ∂PCKLM ψPψKψLψM
]

+AM ż
M − i

2 FMNψ
MψN ,

(1.46)

ãäå FMN = ∂MAN − ∂NAM è zM ≡ xM = (zj, z̄ j̄), ψM = (ψj, ψ̄j̄) . Îòìå÷àåì,

÷òî òàðãåòíîå ïðîñòðàíñòâî â ýòîì ñëó÷àå ÷åòíîìåðíîå.

Íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà êðó�

÷åíèÿ CKLM ÿâëÿþòñÿ

Cklm̄ = − (∂khlm̄ − ∂lhkm̄) , Ck̄l̄m = (Cklm̄)
∗ = − (∂k̄hml̄ − ∂l̄hmk̄) ,

Cklm = 12 ∂[kBlm] , Ck̄l̄m̄ = 12 ∂[k̄B̄l̄m̄] .
(1.47)

Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåíû ∝ Bjk, B̄j̄k̄ ãåíåðèðóþò ãîëîìîðôíûå êîìïîíåíòû êðó�

÷åíèÿ Cklm, Ck̄l̄l̄. (3,0)-ôîðìà Cklmdz
k ∧ dzl ∧ dzm ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîèçâîëü�

íîé (2,0)-ôîðìû Bjkdzj ∧ dzk ïîñðåäñòâîì âíåøíåé ãîëîìîðôíîé ïðîèçâîä�

íîé ∂. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ñìåøàííûå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ

Cklm̄, Ck̄l̄m, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè, à æåñòêî ñâÿçàíû ñ ìåòðè�

êîé hjk̄. Äëÿ êåëåðîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîãäà hjk̄ = ∂j∂k̄K , ýòè êîìïîíåíòû
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çàíóëÿþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå è êîãäà Bjk = 0 ëàãðàíæèàí (1.46) ñîâïàäàåò ñ

(1.2).

Â îáùåì ñëó÷àå, ëàãðàíæèàí â óðàâíåíèÿõ (1.44), (1.46) âêëþ÷àåò â ñå�

áÿ 4-ôåðìèîííûé ÷ëåí, êîòîðûé çàíóëÿåòñÿ [137] â ñëó÷àå çàìêíóòîé ôîðìû

CMNKdz
M ∧ dzN ∧ dzK . Îòìåòèì, ÷òî �íîâûå� ÷ëåíû, âûçâàííûå äîïîëíè�

òåëüíûìè êðó÷åíèÿìè ∝ B, B̄, ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî íà÷èíàÿ ñ êîìïëåêñíîé

òàðãåòíîé ðàçìåðíîñòè n = 3. Ïðè n ≤ 2 îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.

Ñóïåðçàðÿäû, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Í¼òåð, èìåþò âèä

Q =
√
2 ekcψ

c
[
Πk − iΩk,āb ψ̄

āψ b + iψ aψ bejae
l
b∂kBjl

]
,

Q̄ =
√
2 ek̄c̄ ψ̄

c̄
[
Π̄k̄ − i Ω̄k̄,ab̄ ψ

aψ̄ b̄ + iψ̄ āψ̄ b̄ej̄āe
l̄
b̄
∂k̄B̄j̄ l̄

]
,

(1.48)

ãäå

Πk = Pk + i ∂kW , Π̄k̄ = Pk̄ − i ∂k̄W , (1.49)

è Pk, Pk̄ ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè èìïóëüñàìè, ïîëó÷àåìûìè âàðüèðîâàíèåì

ëàãðàíæèàíà ïî żk, ˙̄zk̄ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ψa, ψ̄ā. Ñïèíîâûå ñâÿçíîñòè Ωk,āb,

Ω̄k̄,ab̄ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè ñòàíäàðòíîé âåùåñòâåííîé

ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè ΩM,AB, óäîâëåòâîðÿþùåé (1.12). ×ëåíû ∝ ∂B â Q, Q̄ ÿâ�

ëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè êîìïîíåíòàìè Ω̂k,ab è
ˆ̄Ωk̄,āb̄ ñâÿçíîñòè

Ω̂M,AB = eAN(∂Me
N
B + Γ̂NMKe

K
B ) = ΩM,AB +

1

2
eKA e

L
BCMLK , (1.50)

óäîâëåòâîðÿþùåé îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ (1.12):

deA + Ω̂AB ∧ eB = CA = CABC dz
B ∧ dzC . (1.51)

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ñïåöèàëüíîãî êðó÷åíèÿ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî

ïðåäñòàâëåíû â (1.47), ñóììà Q+ Q̄ ñóïåðçàðÿäîâ (1.48) ñîâïàäàåò ñ (1,2,1)

ñóïåðçàðÿäîì (1.11). Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè Ωk,āb̄ è

Ωk̄,ab ðàâíû íóëþ â êåëåðîâîì ñëó÷àå.

Êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí Hcl èìååò êîìïàêòíûé âèä

Hcl = hk̄jPjP̄k̄ − etaejcel̄b̄e
k̄
d̄ (∂t∂l̄ hjk̄)ψ

aψ cψ̄ b̄ψ̄ d̄ (1.52)

+ em̄d̄ e
i
ae
j
ce
k
c (∂m̄∂iBjk) ψ̄ d̄ψ aψ bψ c + emd e

ī
āe
j̄

b̄
ek̄c̄ (∂m∂īB̄j̄k̄)ψ dψ̄ āψ̄ b̄ψ̄ c̄

− 2 ejae
k̄
b̄ (∂j∂k̄W )ψ aψ̄ b̄ ,
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ãäå PM = ΠM − i
2Ω̂M,ABψ

AψB .

Ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè ìû èñïîëüçóåì âåéëåâñêîå óïîðÿäî÷å�

íèå â ñóïåðçàðÿäàõ, äîïîëíåííîå ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ (1.36) [193]. Êàê

ðåçóëüòàò ýòîãî, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîâàðèàíòíûõ êâàí�

òîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ

Qcov =
√
2 ekcψ

c
[
Πk − i

2∂k(ln det ē) + iΩk,āb ψ
bψ̄ ā + iψ aψ bejae

l
b∂kBjl

]
,

Q̄cov =
√
2 ek̄c̄ ψ̄

c̄
[
Π̄k̄ − i

2∂k̄(ln det e) + i Ω̄k̄,ab̄ ψ̄
b̄ψ a + iψ̄ āψ̄ b̄ej̄āe

l̄
b̄
∂k̄B̄j̄ l̄

]
,

(1.53)

ãäå ψ̄ā = ∂/∂ψa è ΠM = −i∂M − AM , AM = {−i∂jW, i∂j̄W} . Êâàíòîâûé
ãàìèëüòîíèàí ðàâåí

Hcov
qu = −1

2
△cov +

1

8

(
R− 1

2
hīihj̄jhk̄kCi j k̄ Cī j̄ k −

1

6
hīihj̄jhk̄kCi j k Cī j̄ k̄

)
− 2⟨ψaψ̄b̄⟩ eiae

j̄

b̄
(∂i∂j̄W )− ⟨ψaψbψ̄c̄ψ̄d̄⟩ eiae

j
be
k̄
c̄e
l̄
d̄ (∂i∂k̄ hjl̄) (1.54)

+ ⟨ψ̄ d̄ψ aψ bψ c⟩ em̄d̄ e
i
ae
j
ce
k
c (∂m̄∂iBjk) + emd e

ī
āe
j̄

b̄
ek̄c̄ ⟨ψ dψ̄ āψ̄ b̄ψ̄ c̄⟩ (∂m∂īB̄j̄k̄) .

Çäåñü, ⟨. . .⟩ îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèÿ ôåðìèîíîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî Âåéëþ,

R ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñêàëÿðíîé êðèâèçíîé ìåòðèêè hjk̄, à △cov � êîâà�

ðèàíòíûì ëàïëàñèàíîì, âû÷èñëåííûì ñ ïîìîùüþ �øëÿïî÷íûõ� àôôèíîé è

ñïèíîâîé ñâÿçíîñòåé, △cov = −hk̄j
(
PjP̄k̄ + iΓ̂q̄

jk̄
P̄q̄ + P̄k̄Pj + iΓ̂s

k̄j
Ps
)
.

Îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Ñóììó ñóïåðçàðÿäîâ (1.53)

Qcov = Qcov + Q̄cov ≡ iγM∇̃M , (1.55)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïåðàòîð Äèðàêà íà ìíîãîáðàçèè, îñíàùåí�

íîì êðó÷åíèåì 1
3CMNP , ãäå ∇̃M = ΠM − i

2 Ω̃M,BCγ
BγC è Ω̃M,BC = ΩM,BC +

1
6 e

L
Be

K
CCLKM . Ðàçíîñòü Q

cov−Q̄cov èçîìîðôíà îïåðàòîðó γMINM∇̃N , ãäå ∇̃M =

∂M + 1
2 Ω̃M,ABγ

AγB è IMN ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êîâàðèàíòíî-ïîñòîÿííîé êîì�

ïëåêñíîé ñòðóêòóðû (I2 = −1 , ∇T I
M
N = 0).

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [36], ïðè íóëåâûõ äîïîëíèòåëüíûõ êðó÷åíèÿõ

∝ B, B̄ è ïðè W = 1
4 ln deth, ñóïåðçàðÿäû (1.53) ðåàëèçóþò êîìïëåêñ Äîëü�

áî. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïåðàòîðû âíåøíåé ãîëîìîðôíîé ïðîèçâîäíîé ∂ è

åé ñîïðÿæåííîé ∂†. Êîãäà W = −1
4 ln deth, ñóïåðçàðÿäû èçîìîðôíû îïåðà�

òîðàì ∂̄, ∂̄† êîìïëåêñà àíòè-Äîëüáî. Ïðè äðóãèõ âûáîðàõ W îíè ðåàëèçóþò
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òâèñòîâàííûé êîìïëåêñ Äîëüáî ñ ∂A = ∂ −A, ãäå A = ∂W ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

(1, 0)-ôîðìîé è ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà êàê êàëèáðîâî÷íîå ïîëå.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü, ìû èìååì äåëî ñ òâèñòî�

âàííûûì êîìïëåêñîì Äîëüáî, äåôîðìèðîâàííûì êðó÷åíèåì è îïðåäåëÿìûì

îïåðàòîðàìè (ñðàâíèòå ñ óðàâíåíèåì (1.15))

∂W,BO = ∂O − ∂W ∧ O − ∂B ∧ O ,

∂†W,BO = ∂†O + ⟨∂̄W,O⟩ − ⟨∂̄B̄,O⟩ .
(1.56)

Îáîçíà÷åíèÿ ⟨X, Y ⟩ ïðèìåíÿþòñÿ çäåñü äëÿ êîìïëåêñíîãî âíóòðåííåãî ïðî�

èçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè X ÿâëÿåòñÿ (0, 1)-ôîðìîé è Y � (1, 0)-ôîðìîé, òî

⟨X,Y ⟩ = hj̄kXj̄Yk.

Îòìåòèì, ÷òî êâàíòîâûå ñóïåðçàðÿäû (1.53) è ãàìèëüòîíèàí (1.54) çà�

âèñÿò îò B òîëüêî â âèäå âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà ∂B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé B → B + ∂A.

1.1.3. Âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ

Íàéäåì âîëíîâûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé íóëåâîé ýíåðãèè ΦB â (1,2,1) è

(2,2,0) ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñèãìà-ìîäåëÿõ ñ íåíó�

ëåâûì êðó÷åíèåì, ãåíåðèðóåìûõ ÷ëåíàìè (1.16)-(1.18) ñ òåíçîðàìè B. Ýòè
âîëíîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

QcovΦB = 0 , Q̄covΦB = 0 . (1.57)

Ïðè ïîëó÷åíèè îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ âàêóóìíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ΦB ìû

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (1.41) äëÿ êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ, à òàê�

æå ãåîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ñ êîìïëåêñîì äå Ðàìà â (1,2,1) ñëó÷àå è ñ

êîìïëåêñîì Äîëüáî â (2,2,0) ñëó÷àå. Ïðè ýòîì, ìû îãðàíè÷èìñÿ àíàëèçîì

ñôåðû Sn è ìíîãîîáðàçèÿ CPn â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Êîìïëåêñ äå Ðàìà ñ êðó÷åíèåì

Äëÿ êîìïëåêñà äå Ðàìà èíäåêñ Âèòòåíà Tr{(−1)F} ñîâïàäàåò ñ ýéëåðî�
âîé õàðàêòåðèñòèêîé χ ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñëó÷àå Sn è ïðè ÷åòíîì n, ýéëåðîâàÿ

õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà χ = 2, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè äâóõ áîçîííûõ
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íóëåâûõ ìîä. Êîãäà êðó÷åíèå îòñóòñòâóþò, ýòè íóëåâûå ìîäû îïèñûâàþòñÿ

ïîñòîÿííîé 0-ôîðìîé è n-ôîðìîé îáúåìà. Èíäåêñ Âèòòåíà íå ìîæåò èçìå�

íèòüñÿ ïðè ãëàäêîé äåôîðìàöèè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå äâóõ áîçîííûõ

íóëåâûõ ìîä â ñïåêòðå òàêæå è äëÿ äåôîðìèðîâàííîãî êîìïëåêñà.

Ïðè íå÷åòíîì n ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâíà íóëþ. Åñëè ìíîãîîá�

ðàçèå îáëàäàåò èçîìåòðèÿìè, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü åùå îäèí èíäåêñ � òàê

íàçûâàåìîå ÷èñëî Ëåôøåöà Tr{(−1)FK}, ãäå K åñòü èçîìåòðèÿ, êîììóòè�

ðóþùàÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì, íàïðèìåð, îòðàæåíèå îäíîé èç êîîðäèíàò. Äëÿ

íå÷åòíîìåðíîé ñôåðû, ÷èñëî Ëåôøåöà ðàâíî 2, ÷òî îçíà÷àåò îïÿòü æå íà�

ëè÷èå äâóõ íóëåâûõ ìîä â äåôîðìèðîâàííîì êîìïëåêñå ïðè óñëîâèè, ÷òî

äåôîðìàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ ýòîé èçîìåòðèåé [192]. Äëÿ �äåôîðìèðîâàííîé�

ñôåðû áåç êàêîé-ëèáî èçîìåòðèè (èëè êîãäà èçîìåòðèÿ íå ñîáëþäàåòñÿ ïðè

äåôîðìàöèè), ýòîò àðãóìåíò íå ðàáîòàåò. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

êîëè÷åñòâî ñóïåðñèììåòðè÷íûõ âàêóóìîâ îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.

Ïðè äåôîðìàöèè (1.13) äåôîðìèðîâàííûé âàêóóì ìîæíî íàéòè â ÿâíîì

âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð dW = eWde−W àííèãèëèðóåò 0-ôîðìó eW , êî�

òîðàÿ àâòîìàòè÷åñêè àíèãèëèðóåòñÿ òàêæå îïåðàòîðîì d†W = e−Wd†eW . Êðî�

ìå òîãî, îïåðàòîð d†W = e−Wd†eW àííèãèëèðóåò ôîðìó e−WVn = e−W
√
g dx1∧

· · · ∧ dxn , êîòîðàÿ òàêæå àííèãèëèðóåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè îïåðàòîðîì dW .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äåôîðìàöèè (1.15) óðàâíåíèÿ (1.57), èìåþùèå íà ÿçû�

êå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì âèä

dBΦB = d†BΦB = 0 , (1.58)

èìåþò äâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ôîðìó Φ = eB. Èç (1.42)

ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî îíà çàìêíóòà â äåôîðìèðîâàííîì ñìûñëå, dBΦ = 0.

Òåì íå ìåíåå, îíà íå ìîæåò áûòü òî÷íîé, Φ ̸= dBΨ: òîæäåñòâî e
B = dBΨ =

eBde−BΨ ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ 1 = d
(
e−BΨ

)
. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî

ðàçëîæåíèþ Õîäæà ëþáàÿ ôîðìà ÷åòíîãî ïîðÿäêà è, â ÷àñòíîñòè, Φ ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Φ = dBX + d†BY + ΦB , (1.59)

ãäå X è Y íåêîòîðûå ôîðìû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, â òî âðåìÿ ôîðìà ΦB óäî�

âëåòâîðÿåò (1.58) è, òàêèì îáðàçîì, dB � ãàðìîíè÷åñêàÿ. Ðàçëîæåíèå (1.59)
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ãîâîðèò, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ëþáîé êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå�

ìû ïîðîæäàåòñÿ (i) íóëåâûìè ìîäàìè ãàìèëüòîíèàíà (ò.å. ΦB), (ii) ñîñòîÿ�

íèÿìè, êîòîðûå àííèãèëèðóþòñÿ ñóïåðçàðÿäîì Q, íî íå ñóïåðçàðÿäîì Q̄ (òî

åñòü dBX ) è (iii) ñîñòîÿíèÿìè, êîòîðûå àííèãèëèðóþòñÿ ñóïåðçàðÿäîì Q̄, íî

íå Q (òî åñòü d†BY). Äëÿ íàøåé ôîðìû Φ, êîòîðàÿ óíè÷òîæàåòñÿ ïîä äåé�

ñòâèåì Q ≡ dB, âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè (1.59) äîëæíî îòñóòñòâîâàòü.

Ïîñêîëüêó ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, äîëæíû áûòü íåêîòîðûå íåòðèâèàëü�

íûå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ΦB = eB − dBX , ïðèíàäëåæàùèå ê òîìó æå êëàññó

êîãîìîëîãèé, ÷òî è eB. Ýòî åñòü ïåðâîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (1.58).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì ôîðìó îáúåìà Vn, êîòî�
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ d-çàìêíóòîé, à òàêæå dB-çàìêíóòîé. Ýòî � íóëåâàÿ ìîäà òâèñòî�

âàííîãî êîìïëåêñà è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ìîæåò áûòü d-òî÷íîé. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî îíà íå dB-òî÷íàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, Vn = eBde−BX áóäåò îçíà÷àòü,

÷òî e−BVn = Vn = d
(
e−BX

)
. Èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è âûøå,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìà Vn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Vn = dBZ + Φ̃B , (1.60)

ãäå Φ̃B ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé dB - ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìîé òîãî æå ïîðÿäêà,

÷òî Vn. Íà ôèçè÷åñêîì ÿçûêå, ýòî åñòü âòîðàÿ áîçîííàÿ íóëåâàÿ ìîäà äëÿ

÷åòíîìåðíûõ ñôåð è ôåðìèîííàÿ íóëåâàÿ ìîäà äëÿ íå÷åòíîìåðíûõ ñôåð.

Äàííîå ôåðìèîííîå âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå íåîáõîäèìî äëÿ êîìïåíñàöèè áî�

çîííîé íóëåâîé ìîäû, ÷òî ïðèâîäèò ê íóëåâîìó èíäåêñó Âèòòåíà â ñëó÷àå

ñôåð íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè.

ßâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.58) íàõîäÿòñÿ ïåðòóðáàòèâíî â ëþáîì ïî�

ðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî B.
Ïðîñòåéøèì íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ S3. Áóäåì èñêàòü ðåøå�

íèå óðàâíåíèé (1.58) â âèäå

Φ = 1 + Y2 , (1.61)

ãäå Y2 ÿâëÿåòñÿ 2-ôîðìîé (ýòî àíçàö óòâåðæäàåò, ÷òî íåäåôîðìèðîâàííîé

ôóíêöèåé áóäåò Φ0 = 1). Ïðè S3 óðàâíåíèå (1.58) ïîäðàçóìåâàåò

S3 : dY2 = dB , d†Y2 = 0 . (1.62)
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Ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (1.62) ÿâëÿåòñÿ

Y2 = B + dA1 , (1.63)

ñ ïðîèçâîëüíîé 1-ôîðìîé A1, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå A1 =

dω0+d
†ω2, ãäå ω0 è ω2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåêîòîðûìè 0- è 2-ôîðìàìè.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé ðàçëîæåíèÿ Õîäæà ïî îòíîøå�

íèþ ê îáû÷íîìó êîìïëåêñó äå Ðàìà d, d†, èìåÿ â âèäó, ÷òî íåò íóëåâûõ ìîä

1-ôîðìû - ÷èñëî Áåòòè β1 ïðè S
3 ðàâíî íóëþ. ×ëåí dω0 , ÿâëÿþùèéñÿ êàëèá�

ðîâî÷íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, íå äàåò âêëàä â ðåøåíèå (1.63) è ìû ìîæåì åãî

ïðîèãíîðèðîâàòü, âûáðàâ êàëèáðîâêó A1 = d†ω2, òàê ÷òî d†A1 = 0. Òîãäà

âòîðîå óðàâíåíèå â (1.63) äàåò △A1 = −d†B , ãäå △ ≡ dd† + d†d ÿâëÿåòñÿ

êîâàðèàíòíûì ëàïëàñèàíîì. Ïîñëåäíèé ìîæåò áûòü îáðàùåí, ÷òî äàåò ðåøå�

íèå

A1 = −△−1d†B (1.64)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé B.
Äëÿ S4, ìû ìîæåì èñêàòü ðåøåíèå â òîé æå ôîðìå (1.61), êàê äëÿ S3.

Ìû ïîëó÷àåì òå æå óðàâíåíèÿ (1.62) è òî æå ðåøåíèå (1.63), (1.64). Îòìåòèì,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû òàêæå äîáàâèòü íåêîòîðóþ 4-ôîðìó Y4 â àíçàö

(1.61), íî óðàâíåíèÿ (1.58) ïðèâîäÿò ê Y4 = 0 .

Äëÿ S5 è äëÿ S6 àíçàö (1.61) íå ñîâìåñòèì ñ óðàâíåíèÿìè (1.58) è ìû

âûíóæäåíû ðàñøèðèòü åãî, äîáàâèâ 4-ôîðìó Y4

Φ = 1 + Y2 + Y4 . (1.65)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.65) â (1.58), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ Y2,4:

S5,6 :
dY2 = dB ,
dY4 = dB ∧ Y2 ,

d†Y2 − ⟨dB̄, Y4⟩ = 0 ,

d†Y4 = 0 .
(1.66)

Îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì d (ëåâûé ñòîëáåö â (1.66)) ÿâëÿåòñÿ

Y2 = B + dA1 , 4 =
1
2 B ∧ B + B ∧ dA1 + dA3 , (1.67)

ãäå A3 � ïðîèçâîëüíàÿ 3-form, îïðåäåëåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèé A3 → A3 + dω2, ïîçâîëÿþùèõ âçÿòü A3 = d†ω4 , òî åñòü
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d†A3 = 0. Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì êàëèáðîâêó d†A1 = 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ

â ïðàâîé êîëîíêå (1.66) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

△A1 = −d†B + ⟨dB̄, 12 B ∧ B⟩+ ⟨dB̄,B ∧ dA1⟩+ ⟨dB̄, dA3⟩ , (1.68)

△A3 = −1
2
d†(B ∧ B)− d† (B ∧ dA1) , (1.69)

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü A1 è A3 â âèäå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî

ïîëþ êðó÷åíèÿ B:

A1 = A(1)
1 +A(3)

1 +A(5)
1 +A(7)

1 + · · · , (1.70)

A3 = A(2)
3 +A(4)

3 +A(6)
3 +A(8)

3 + · · · . (1.71)

ßâíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èòåðàöèÿìè. Íàïðèìåð, èç

(1.68) ìû íàõîäèì A(1)
1 = −△−1 d†B. Òîãäà (1.69) äàåò A(2)

3 =

−△−1
(
d†B ∧ B − d†(B ∧△−1 d†B)

)
. Ïîñëå ýòîãî ìû íàõîäèì A(3)

1 èç (1.68) è

çàòåì A(4)
3 èç (1.69) è òàê äàëåå, øàã çà øàãîì. Êîíå÷íî, íàì íóæíî ïðåäïî�

ëîæèòü, ÷òî ýòîò ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ñõîäèòñÿ è ðåçóëüòèðóþùàÿ ïîëíàÿ

âàêóóìíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íà âñåì ìíîãîîáðàçèè,

êàê è ñàìà B.
Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé êîìïàêòíîé ôîð�

ìå

ΦB = eB (1 + dA1 + dA3 + . . .+ dAn−2) (1.72)

äëÿ íå÷åòíîìåðíûõ ñôåð è

ΦB =
[
eB − 1

(n/2)! B
n/2
]
(1 + dA1 + dA3 + . . .+ dAn−3) (1.73)

äëÿ ÷åòíîìåðíûõ ñôåð.

Ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå âîçìóùåíèåì íåíóëåâîé 0-ôîðìû

B. Íî, èñïîëüçóÿ äóàëüíîñòü, òîò æå àíàëèç ìîæåò áûòü ñäåëàí äëÿ ôîðìû

îáúåìà Vn.
Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (1.72) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ΦB = eB +

dB
[
eB(A1 + . . .+An−2)

]
, òî åñòü, îíî ïðèíàäëåæèò êîãîìîëîãè÷åñêîìó êëàñ�

ñó

ΦB = eB + dBX . (1.74)
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Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèå (1.73) èìååò âèä eB − 1
(n/2)! B

n/2 +

dB
[
eB(A1 + . . .+An−2)

]
è ïðèíàäëåæèò êîìáèíàöèè êîãîìîëîãè÷åñêîãî

êëàññà (1.74) è êëàññà

Φ̂B = Vn + dBX̂ . (1.75)

Ðåçóëüòàòû (1.72) è (1.73) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â �ôèçè÷åñêèõ� îáî�

çíà÷åíèÿõ. Íàïðèìåð, (1.72) îïèñûâàåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ âèäà

ΦB = eψ
MψNBMN

(
1 + ψMψN∂MAN + . . .+ ψM1 . . . ψMn∂M1

AM2...Mn

)
. (1.76)

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

ïðåäñòàâëåíèþ (1.41) äëÿ ñóïåðçàðÿäîâ.

Êîìïëåêñ Äîëüáî ñ êðó÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ëàãðàíæèàí (1.7) áåç ÷ëåíîâ ñ äîïîëíèòåëüíûì êðó�

÷åíèåì. ×èñëî âàêóóìíûõ ñîñòîÿíèé äàåòñÿ òåîðåìîé Àòüè-Çèíãåðà. Ýòà òåî�

ðåìà øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êåëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé, êîãäà èíäåêñ îïåðà�

òîðà Äîëüáî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì èíäåêñîì Äèðàêà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

CPn è ïðè êàíîíè÷åñêîì âûáîðå

W =
q

2(n+ 1)
ln deth = −q

2
ln(1 + z̄z) (1.77)

èíäåêñ ðàâåí

ICPn =

(
q + (n− 1)/2

n

)
, (1.78)

ãäå q äîëæåí áûòü öåëûì ïðè íå÷åòíîì n è ïîëóöåëûì äëÿ ÷åòíîãî n .

Ïðè |q| < n+1
2 âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ ñ íóëåâîé ýíåðãèåé îòñóòñòâóþò,

÷òî óêàçûâàåò íà ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñóïåðñèììåòðèè â ýòîì ñëó÷àå. Êî�

ãäà q = ±n+1
2 ìû ïîëó÷àåì êîìïëåêñ Äîëüáî (ñîîòâåòñòâåííî, àíòè-Äîëüáî) ñ

åäèíñòâåííûì âàêóóìíûì ñîñòîÿíèåì â ñåêòîðå (p, q) = (0, 0) (ñîîòâåòñòâåí�

íî, â ñåêòîðå (p, q) = (n, n)). Ïðè |q| > n+1
2 èìååò ìåñòî òâèñòîâàííûé êîì�

ïëåêñ Äîëüáî (ñ äîïîëíèòåëüíûì êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì), èìåþùèé íåñêîëü�

êî âàêóóìíûõ ñîñòîÿíèé.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñòûé êîìïëåêñ Äîëüáî ñ q = (n + 1)/2. Ñóïåð�

çàðÿäû Q, Q̄ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â ýòîì ñëó÷àå êàê îïåðàòîð âíåøíåé
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ãîëîìîðôíîé ïðîèçâîäíîé è åãî ýðìèòîâî-ñîïðÿæåííûé. ×ëåí ñ êðó÷åíèåì

(1.43) ìîæåò áûòü ââåäåí â âèäå ãëàäêîé äåôîðìàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé

èíäåêñ íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñèñòåìà

(1.53) èìååò òî÷íî òàêîå æå ÷èñëî âàêóóìíûõ ñîñòîÿíèé (1.78), êàê â ñëó÷àå

ñ B = 0, è îíè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ êîìïëåêñà

äå Ðàìà.

Â ïðîñòåéøèõ íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ CP3, q = 2 è CP4, q = 5
2 äåôîðìè�

ðîâàííàÿ âàêóóìíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà òî÷íî. Äåéñòâè�

òåëüíî, ìû ìîæåì ïðèíÿòü àíçàö Φ = 1+ Y(2,0), ãäå Y(2,0) ÿâëÿåòñÿ (2,0)-ôîð�

ìîé. Ïî àíàëîãèè ñ (1.63), (1.64), ðåøåíèåì óðàâíåíèé ∂BΦ = ∂†BΦ = 0 åñòü

Y(2,0) = B − ∂△−1∂†B, ãäå △ � ëàïëàñèàí. Àíàëèç äëÿ CPn ñ n > 4 áåç èçìå�

íåíèé ïîâòîðÿåò ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç äëÿ Sn, n > 4: âî âñåõ ôîðìóëàõ

íóæíî çàìåíèòü ⟨dB̄, ·⟩ íà ⟨∂̄B̄, ·⟩, à òàêæå çàìåíèòü âåçäå d, d† íà ∂, ∂†. Ðå�
øåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ

ΦB = eB
(
1 + ∂A(1,0) + ∂A(3,0) + . . .+ ∂A(n−2,0)

)
(1.79)

ïðè íå÷åòíîì n è

ΦB =
[
eB − 1

(n/2)! B
n/2
] (

1 + ∂A(1,0) + ∂A(3,0) + . . .+ ∂A(n−3,0)
)

(1.80)

äëÿ ÷åòíûõ n. Âñå (n, 0)-ôîðìû A(n,0) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðÿäû ïî B
ïîñëå ôèêñàöèè êàëèáðîâîê ∂†W ′A(n,0) = 0. Êàê è äëÿ êîìïëåêñà äå Ðàìà,

ïðèñóòñòâèå ìíîæèòåëÿ eB â ðåøåíèè (1.79) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ââèäó

∂B = eB∂e−B. Â ôèçè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ (ñðàâíèòå ñ (1.41))

Qcov = eψ
iψkBik Qcov

B=0 e
−ψiψkBik , (1.81)

ãäå Qcov
B=0 ÿâëÿåòñÿ ñóïåðçàðÿäîì (1.53), íå ñîäåðæàùèì ÷ëåíîâ êðó÷åíèÿ.

Ïðè q > n+1
2 ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ òâèñòîâàííûì êîìïëåêñîì Äîëüáî. Ïðè

ýòîì, óðàâíåíèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Êîãäà B = 0, âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ Φ0

äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèåì

∂W ′Φ0 = eW
′
∂
(
e−W

′
Φ0

)
= 0 , (1.82)

ãäå W ′ � ñóïåðïîòåíöèàë, ïåðåíîðìèðîâàííûé ñäâèãîì q → 2s := q− n+1
2

(ñìîòðèòå [36] äëÿ äåòàëåé),

W ′ = −s ln(1 + z̄z) . (1.83)
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Ðåøåíèå òîãäà èìååò âèä

Φ0 = eW
′
R(z̄) , (1.84)

ãäå R(z̄) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ïî z̄j ñòåïåíè íå âûøå ÷åì 2s (÷òîáû ñîõðàíèòü

íîðìèðîâàííîñòü (1.84)) [194]. Èíäåêñ (1.78) ðàâåí ÷èñëó êîýôôèöèåíòîâ â

ýòîì ìíîãî÷ëåíå.

Ïðè B ̸= 0 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé CP3,

äëÿ êîòîðîãî äåôîðìèðîâàííàÿ âîëíîâóþ ôóíêöèÿ âàêóóìà èùåòñÿ â âèäå

ΦB = (1 + Y(2,0))Φ0 .

Òîãäà, óðàâíåíèÿ äëÿ Y(2,0) èìåþò âèä

∂W ′(Y(2,0)Φ0) = ∂W ′(BΦ0) , ∂†W ′

(
Y(2,0)Φ0

)
= 0, (1.85)

ãäå ∂†W ′ = eW
′
∂†e−W

′
. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (1.85) åñòü

Y(2,0) = B + Φ−10 ∂W ′A(1,0) . (1.86)

Ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ Õîäæà â îòíîøåíèè îïåðàòîðîâ ∂W ′, ∂†W ′ (îíè ïðè�

ãîäíû äëÿ ýòîãî, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû ∂W ′, ∂†W ′ óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíîé

N = 2 àëãåáðå ñóïåðñèììåòðèè) è èç òîãî, ÷òî íåò íóëåâûõ ìîä ãàìèëüòîíè�

àíà HW ′ = ∂†W ′∂W ′ + ∂W ′∂†W ′ â (1,0) ñåêòîðå, ôîðìà A(1,0) ìîæåò áûòü ïðåä�

ñòàâëåíà â âèäå A(1,0) = ∂W ′ω(0,0) + ∂†W ′ω(2,0). Âûáåðåì êàëèáðîâêó, â êîòîðîé

ïåðâîå ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî ∂†W ′A(1,0) = 0. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå

â (1.85) ïðèîáðåòàåò âèä

HW ′A(1,0) = −∂†W ′B .

ÃàìèëüòîíèàíHW ′ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí â ñåêòîðå (1,0)-ôîðì è åãî ìîæíî

îáðàòèòü, ÷òî äàåò íàì âûðàæåíèå äëÿ A(1,0) è ðåøåíèå (1.86). Ðåøåíèÿ ïðè

B ≠ 0 äëÿ ìíîãîîáðàçèé CPn ñ áîëåå âûñîêèì n èùóòñÿ àíàëîãè÷íî è èìåþò

âèä (1.79), (1.80), ãäå ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó ∂O → Φ−10 ∂W ′O = ∂(Φ−10 O).

1.2. Êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû â ìîäåëÿõ ñ ðàñøèðåííîé

ñóïåðñèììåòðèåé

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû îáùèå N = 2 ìîäåëè, ïðåä�

ñòàâëåííûå äåéñòâèÿìè (1.4), (1.14), (1.16), (1.17), (1.7), (1.43) è ñîîòâåòñòâó�
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þùèå êîìïëåêñàì äå Ðàìà è Äîëüáî ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîòåíöèàëàìè [14]

è/èëè êðó÷åíèÿìè [24, 136, 25, 26, 140]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, ýòè ìîäåëè

è èõ îáîáùåíèÿ îáëàäàþò ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèåé. Õîðîøî èçâåñòíî,

íàïðèìåð, ÷òî N = 2 ñóïåðñèììåòðèÿ âåùåñòâåííîé ñèãìà-ìîäåëè ìîæåò

áûòü ðàñøèðåíà äî N = 4 â ñëó÷àå, åñëè ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâûì

[195] è äî N = 8, åñëè ìíîãîîáðàçèå ãèïåðêýëåðîâî [138]. Êðîìå òîãî, êîãäà

ìåòðèêà ãèïåðêýëåðîâàÿ èëè ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîé ãèïåð-êýëå�

ðîâîé ñ êðó÷åíèåì (HKT) [27, 30, 31], ñóïåðñèììåòðèÿ êîìïëåêñíîé ìîäåëè

ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî N = 4. Áûëî òàêæå îòìå÷åíî â [27, 30, 31], ÷òî

êîìïëåêñíûå ñèãìà-ìîäåëè äîïóñêàþò ðàñøèðåííóþ N=4 ñóïåðñèììåòðèþ

è äëÿ ãåîìåòðèè, áîëåå îáùåé, ÷åì HKT. Ýòà ãåîìåòðèÿ ñ îñëàáëåííûìè (ïî

ñðàâíåíèþ ñ HKT) óñëîâèÿìè äëÿ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð áûëà íàçâàíà â

[31] êëèôôîðäîâîé êýëåðîâîé ñ êðó÷åíèåì (áè-HKT) ãåîìåòðèåé. Äëÿ íåêî�

òîðûõ ñïåöèàëüíûõ ìåòðèê áè-HKT (òàê íàçûâàåìûå îêòîíèîííî-êýëåðîâû

ñ êðó÷åíèåì (OKT) ìåòðèêè) ìîäåëè îáëàäàþò ðàñøèðåííîé N = 8 ñóïåð�

ñèììåòðèåé. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ HKT ãåîìåòðèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå

òðåõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå îáðàçóþò àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ è êîâà�

ðèàíòíî ïîñòîÿííû ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçíîñòè ñ êðó÷åíè�

åì. áè-HKT ãåîìåòðèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè,

êîòîðûå îáðàçóþò àëãåáðó Êëèôôîðäà, íî íå êâàòåðíèîííóþ àëãåáðó. Íàêî�

íåö, OKT ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ðàçìåðíîñòè, êðàòíîé 8, è

âêëþ÷àþò ñåìü ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, îáðàçóþùèõ 7D àëãåáðó

Êëèôôîðäà. Îäíîé èç öåëåé ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîäðîáíîå ðàññìîòðå�

íèå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ áè-HKT è OKT ìíîãîîáðàçèé äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî

ïîíèìàíèÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

1.2.1. Ñòðóêòóðà ñóïåðçàðÿäîâ â HKT, áè-HKT è OKT N = 4

ìîäåëÿõ

HKT ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè D=4n ñ òðåìÿ

ðàçëè÷íûìè èíòåãðèðóåìûìè 2 àíòèñèììåòðè÷íûìè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòó�

2 Òåðìèí èíòåãðèðóåìûå îçíà÷àåò, ÷òî êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû ìîæíî ââåñòè òàê, ÷òî ìåòðèêà

èìååò âèä ds2 = 2hjk̄dz
jdz̄k̄. Ýòî âîçìîæíî, êîãäà ýòî òåíçîð Íèéåíõóèçà ðàâåí íóëþ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå
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ðàìè (Ip)MN = −(Ip)NM , óäîâëåòâîðÿþùèìè êâàòåðíèîííîé àëãåáðå

(Ip) L
M (Iq) N

L = −δpqδNM + ϵpqr(Ir) N
M . (1.88)

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Ëåâè-×èâèòà êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð ∇MI
p íå

îáÿçàòåëüíî ðàâíû íóëþ (íóëåâûå � äëÿ ãèïåðêýëåðîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Îä�

íàêî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû I âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü àôôèí�

íóþ ñâÿçíîñòü ñ êðó÷åíèåì, â îòíîøåíèè êîòîðûõ è ìåòðèêà è ýòà êîìïëåêñ�

íàÿ ñòðóêòóðà êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííû, ∇̃LgMN = ∇̃L(I)MN = 0. Åñëè ìû

ïîòðåáóåì àíòèñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà êðó÷åíèÿ CMNL, òî òàêàÿ ñâÿçíîñòü

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé è íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Áèñìóòà CMNL = BMNL

[137]. 3 Äëÿ HKT ìíîãîîáðàçèé ñâÿçíîñòè Áèñìóòà äëÿ âñåõ òðåõ ñòðóêòóð

Ip ñîâïàäàþò.

Áè-HKT ìíîãîîáðàçèå îáëàäàåò òðåìÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè èíòåãðèðó�

åìûìè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò

àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ (1.88), íî äîëæíû îáðàçîâûâàòü àëãåáðó Êëèôôîðäà

IpIq + IqIp = −2δpq . (1.92)

Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé àôôèííîé ñâÿçíîñòè ñ ïîëíî�

ñòüþ àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì êðó÷åíèÿ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå êîâàðè�

àíòíûå ïðîèçâîäíûå ìåòðèêè è êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð óäîâëåòâîðÿþò óñëî�

âèÿì ∇̃LgMN = 0 è

∇̃(LI
p
M)

N = 0 . (1.93)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂[M (Ip) L
N ] = (Ip) K

M (Ip) R
N ∂[K(Ip) L

R] , (1.87)

ãäå ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Ëåâè-×èâèòà âìåñòî îáû÷íûõ. Êîãäà (1.87

âûïîëíÿåòñÿ, âíåøíèå ãîëîìîðôíûå ïðîèçâîäíûå, àññîöèèðîâàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè Ip,

íèëüïîòåíòíû è ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ñóïåðçàðÿäû.
3 ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðó÷åíèÿ Áèñìóòà

BMNL = I A
M I B

N I C
L (∇AIBC +∇BICA +∇CIAB) , (1.89)

ãäå ∇A ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé Ëåâè-×èâèòà. (Fíòè)ãîëîìîðôíûå ïðîåêöèè òåíçîðà (1.89)

ðàâíû íóëþ, (P±) A
M (P±) B

N (P±) C
L BABC = 0, ãäå (P±) A

M = (δMA
α ± iI A

M )/2. Ýêâèâàëåíòíî,

HMNL(B, I) = 0 , (1.90)

ãäå

HMNL(C, I) =
1

4

(
CMNL − I R

M I S
N CRSL − I R

L I S
M CRSN − I R

N I S
L CRSM

)
. (1.91)
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Åñòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ àë�

ãåáðû ñóïåðñèììåòðèè äëÿ ñóïåðçàðÿäîâ, ñâÿçàííûå ñ êîìïëåêñíûìè ñòðóê�

òóðàìè Ip. Âî-ïåðâûõ, âñå êîíêîìèíàíòû Íèéåíõóèçà

1
2 N(p, q)LMN =

{
(Ip) S

[M∂S(I
q) L
N ] − ∂[M(Iq) S

N ](I
p) L
S

}
+ (p↔ q) (1.94)

äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ,

1
2 N(p, q)LMN = 0 . (1.95)

Âî-âòîðûõ, òåíçîð êðó÷åíèÿ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

(Ip)S [M∂|S|CNLR] = (Ip)S [M∂NCLR]S + 2CS[MN∂L(I
p)SR], (1.96)

êîòîðîå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå [30, 31]

ιpdC = 2
3 d(ιpC) . (1.97)

Îïåðàòîð ιp äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíîé n-ôîðìå ω ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

ω = 1
n! ωM1...Mn

dxM1 ∧ · · · ∧ dxMn, òîãäà ιpω = 1
(n−1)! ωN [M2...Mn−1

(Ia)NM1]
dxM1 ∧

· · · ∧dxMn. Äëÿ ôîðìû ωn1,n2
ñ n1 ãîëîìîðôíûìè (ïî îòíîøåíèþ ê êîìïëåêñ�

íîé ñòðóêòóðå Ip) è n2 àíòèãîëîìîðôíûìè èíäåêñàìè, äåéñòâèå ιp ñâîäèòñÿ

ê óìíîæåíèþ íà i(n1 − n2).
OKT ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ ñåìüþ èíòåãðèðóåìûìè

ñòðóêòóðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè àëãåáðå Êëèôôîðäà è âñåì äîïîëíèòåëü�

íûì óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì âûøå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåÿ òðè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû Ip, óäîâëåòâî�

ðÿþùèå àëãåáðå Êëèôôîðäà (1.92), ìû ìîæåì íàéòè â îáåðòûâàþùåé àëãåá�

ðå äðóãèå òðèïëåòû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, îáðàçóþùèõ àëãåáðó êâàòåðíèî�

íîâ (1.88) [30, 31]. Íàïðèìåð, Jp = 1
2ϵ
pqrIqIr îáðàçóþò àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ

(1.88), îäíàêî ñâÿçíîñòåé, â îòíîøåíèè êîòîðûõ Jp ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòíî

ïîñòîÿííûìè, íå ñóùåñòâóåò.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [196], íàèáîëåå îáùàÿ òàðãåòíàÿ HKT ãåî�

ìåòðèÿ âîñïðîèçâîäèòñÿ â ðàìêàõ ñóïåðïîëåâîãî ïîäõîäà. Â îáùåì ñëó÷àå

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîäõîä ãàðìîíè÷åñêîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà [12, 69]. Êàê

áûëî òàêæå ïîêàçàíî â [196],N = 4 ñèãìà-ìîäåëè ñ òàðãåòíîé áè-HKT ãåîìåò�

ðèåé âîçíèêàþò, êîãäà îäíîâðåìåííî èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå (4,4,0) ìóëüòè�

ïëåòû è òàê íàçûâàåìûå �çåðêàëüíûå� (4,4,0) ìóëüòèïëåòû, êîòîðûå èìåþò
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äðóãèå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè N = 4 ñóïåðñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì,

ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü áîçîííîãî òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà áè-HKT ìîäå�

ëè ðàâíà âîñüìè. Ñîîòâåòñòâóþùèé îáùèé ëàãðàíæèàí, èñïîëüçóþùèé îáà

òèïà êîðíåâûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ, áûë ïîñòðîåí â [196] ñ ïîìîùüþ N = 2

ñóïåðïîëåé. Îäíàêî, íè ÿâíûõ êîìïîíåíòíûõ ïðèìåðîâ áè-HKT ñèñòåì, íè

ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ í¼òåðîâñêèõ ñóïåðçàðÿäîâ, òàì

íå ïîëó÷åíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóïåðïîëåâîé è êîìïîíåíòíûé ëàãðàíæèàíû

äëÿ êîíêðåòíîãî ïîäêëàññà N = 4, d = 1 ñèãìà-ìîäåëåé ñ íàáîðîì èç äâóõ

âçàèìíî çåðêàëüíûõ ëèíåéíûõ (4,4,0)-ìóëüòèïëåòîâ áûëè ïîñòðîåíû ðàíåå

â [197]. Êðîìå òîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí, ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò ðàñøèðåííîé N = 8 ñóïåð�

ñèììåòðèåé [198, 199], îáåñïå÷èâàÿ ïðèìåð OKT ãåîìåòðèè. ×òîáû ëó÷øå

ïîíÿòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó HKT, áè-HKT è OKT ãåîìåòðèÿìè, íåîáõîäèìî

èçó÷èòü ñòðóêòóðó ñîîòâåòñòâóþùèõ í¼òåðîâñêèõ ñóïåðçàðÿäîâ. Äëÿ ïîíè�

ìàíèÿ ðàçëè÷èé ãåîìåòðèé, ìû ðàññìàòðèâàåì, ïàðàëëåëüíî ñ ñèñòåìîé äâóõ

âçàèìíî-çåðêàëüíûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ, òàêæå ñèñòåìó èç äâóõ ìóëüòè�

ïëåòîâ îäíîãî ñîðòà.

Ïðåäñòàâèì êà÷åñòâåííî ïðîèñõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ ñóïåðñèììåòðè÷�

íûõ ñòðóêòóð.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòèõ (4, 4, 0) ìóëüòèïëåòîâ îòäåëüíî åñòü äâà íàáîðà

ãåíåðàòîðîâ ñóïåðñèììåòðèè: íàáîð ãåíåðàòîðîâ Q(1) è Q
p
(1) äëÿ îäíîãî ìóëü�

òèïëåòà è íàáîð Q(2) è Q
p
(2) äëÿ äðóãîãî ìóëüòèïëåòà (çäåñü p = 1, 2, 3). Ïî

îòäåëüíîñòè, îáà íàáîðà Q(1), Q
p
(1) è Q(2), Q

p
(2) îáðàçóþò N = 4 ñóïåðàëãåáð,

ñîîòâåòñòâóþùèå HKT ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ ó÷àñòèåì îáîèõ ìóëüòèïëåòîâ, âçÿâ ñíà�

÷àëà ñâîáîäíûé ñëó÷àé � ïðîèñõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãåîìåòðèè ìîæíî

ïîíÿòü óæå íà ýòîì ïðèìåðå, òàê êàê êîðíåâûå ìóëüòèïëåòû íå ñîäåðæàò

âñïîìîãàòåëüíûõ êîìïîíåíò è ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðñèììåòðèè îäèíàêîâûå

è äëÿ ñâîáîäíîãî ñëó÷àÿ, è â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû ìîæåì âûäåëèòü

ñëåäóþùèå ñóïåðñèììåòðèè:

1) Ñóïåðñèììåòðèÿ, ãåíåðèðóåìàÿ îïåðàòîðàìè Q = Q(1) +Q(2);

2) Ñóïåðñèììåòðèÿ ñ ãåíåðàòîðàìè Sa = Qp
(1) +Qp

(2);
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3) Ñóïåðñèììåòðèÿ, ãåíåðèðóåìàÿ îïåðàòîðàìè Qa = Qp
(1) −Q

p
(2);

4) Ñêðûòàÿ N=4 ñóïåðñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ñóïåðçàðÿäàìè Q̃ ,

Q̃p. Ýòà ñóïåðñèììåòðèÿ ñìåøèâàåò êîìïîíåíòíûå ïîëÿ èç äâóõ ðàçëè÷�

íûõ ìóëüòèïëåòîâ.

Êàæäûé ñóïåðçàðÿä â 2), 3) è 4) ñîîòâåòñòâóåò òîé èëè èíîé êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðå. Ìû óâèäèì, ÷òî ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå 2), îáðàçóþò êâà�

òåðíèîííóþ àëãåáðó (1.88), òîãäà êàê ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå 3), íå óäî�

âëåòâîðÿþò (1.88), à òîëüêî (1.92). Òàêèì îáðàçîì, ñóïåðçàðÿäû 2) ñâÿçàíû ñ

HKT ãåîìåòðèåé, â òî âðåìÿ êàê ñóïåðçàðÿäû 3) - áè-HKT ãåîìåòðèåé. Ýòè

ñâÿçè àëãåáð ñóïåðñèììåòðèè ñ ðàçëè÷íûìè òàðãåòíûìè ãåîìåòðèÿìè ìîæíî

ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâèòü â âèäå

N=4 (HKT)︷ ︸︸ ︷
Sp Q Qp︸ ︷︷ ︸

N=4 (KKK)

Q̃ Q̃p

︸ ︷︷ ︸
N=8 (OKK)

. (1.98)

Ïðè âêëþ÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ òîëüêî ÷àñòü ñóïåðñèììåòðèé èç (1.98)

âûæèâàåò â çàâèñèìîñòè îò òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàê óâèäèì íèæå, â ñëó÷àå

äâóõ N=4 ìóëüòèïëåòîâ îäíîãî òèïà îñòàåòñÿ òîëüêî N=4 ñóïåðñèììåòðèÿ

ñ ãåíåðàòîðàìè Q, Sp, ïðîÿâëÿþùàÿ òàðãåòíóþ HKT ãåîìåòðèþ. Â ñëó÷àå,

êîãäà îäèí èç òàêèõ N=4 ìóëüòèïëåòîâ âçàèìîäåéñòâóåò ñ åìó çåðêàëüíûì

ìóëüòèïëåòîì, ìû îñòàåìñÿ ñ N=4 ñóïåðñèììåòðèåé ñ ãåíåðàòîðàìè Q, Qp,

ñîîòâåòñòâóþùåé áè-HKT ãåîìåòðèè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñîõðàíÿåòñÿ ñó�

ïåðñèììåòðèÿ ñ 3) è 4), êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò OKT ãåîìåòðèè.

1.2.2. (4,4,0) ìóëüòèïëåòû

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü N=4 ñóïåðïðîñòðàíñòâî, ïàðàìåòðèçîâàííîå

êîîðäèíàòàìè (t, θik
′
), (θik′) = −ϵijϵk′l′θjl

′ ≡ −θk′j. Èíäåêñû i = 1, 2 è k′ = 1, 2

ÿâëÿþòñÿ äóáëåòíûìè èíäåêñàìè ãðóïï SUL(2) è SUR(2), êîòîðûå îáðàçóþò

ïîëíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ SO(4) = SUL(2)×SUR(2) ðàñøèðåííîé N=4

ñóïåðàëãåáðû. Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñóòü

Dik′ =
∂

∂θk′i
+ iθik

′
∂t . (1.99)
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Îáû÷íûé (4,4,0) ìóëüòèïëåò

Ëèíåéíûé (4,4,0) ìóëüòèïëåò îïèñûâàåòñÿ (ïñåâäî)âåùåñòâåííûì ñóïåð�

ïîëåì V iα(t, θ), (V iα) = −ϵijϵαβVjβ ≡ Vαi, ïîä÷èíåííûì ñâÿçÿì

D(ij′Vk)α = 0 , (1.100)

ãäå èíäåêñ α = 1, 2 ïðåîáðàçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïîé Ïàóëè-Ãþðñè

SU(2), êîììóòèðóþùåé ñ N=4 ñóïåðñèììåòðèåé. Ðåøåíèå âíåìàññîâûõ ñâÿ�

çåé (1.100) èìååò âèä

V iα = viα− θik′ψαk′ + iθik
′
θk′kv̇

kα− i
3 θ

ii′θi′kθ
kk′ψ̇αk′ − 1

12 θ
kk′θk′jθ

ji′θi′k v̈
iα, (1.101)

òî åñòü, äàííûé ìóëüòèïëåò âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ áîçîííûõ

êîìïîíåíòíûõ ïîëåé (viα) = −ϵijϵαβvjβ è ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ ôåðìèîííûõ
êîìïîíåíòíûõ ïîëåé (ψi′α) = −ϵi′j′ϵαβψj

′β.

Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå S1=

∫
dtd4θL1(V) , ãäå d4θ≡− 1

24 D
ii′Di′kD

kk′Dk′i,

äàåò ñëåäóþùåå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå

S1 =

∫
dt
[
− 1

2 G1v̇
iαv̇αi +

i
4 G1ψ̇

i′αψαi′ + i v̇iαR
αβ(∂βiG1) +

1
6 (△vG1)R

αβRαβ

]
,

ãäå G1 = △vL1(v), R
αβ = Rβα = 1

4 ψ
α
k′ψ

k′β . Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî�

çíà÷åíèÿ: ∂αi = ∂/∂viα, △v = ∂2/∂viα∂vαi.

Í¼òåðîâñêèå çàðÿäû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðñèììåòðèè

δviα = εik
′
ψαk′ , δψi

′α = −2iεki′v̇αk (1.102)

èìåþò âèä

Qj′

i = ψj
′αpαi +

i
12 ψj

′βψβk′ψ
k′α(∂αiG1) , (1.103)

ãäå pαi = −G1v̇αi− i(∂βiG1)R
β
α ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì èìïóëüñîì äëÿ viα. Èñ�

ïîëüçóÿ íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà {viα, pβj} = δijδ
α
β , {ψi

′α, ψβj′} = 2i
G1
δi

′

j′δ
α
β ,

{ψi′α, pβj} = − 1
2G1

(∂βjG1)ψ
i′α , ïîëó÷àåì, ÷òî ñóïåðçàðÿäû (1.103) îáðàçóþò

N = 4 àëãåáðó ñóïåðñèììåòðèè

{Qj′

i , Q
l′

k} = 2i ϵj
′l′ϵikH1 , (1.104)

ãäå

H1 = − 1
2G1

piαpαi− i
G1
pkαRβ

α(∂βkG1)− 1
6

[
∆xG1 − 3

2G1
(∂kγG1)(∂γkG1)

]
RαβRαβ
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ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì ñèñòåìû.

Ââîäÿ âåùåñòâåííûå ÷åòûðå-âåêòîðà vA = (xA), pA = (pA), ψ
A = (ψA),

A = 1, 2, 3, 4, îïðåäåëåííûå ïîñðåäñòâîì 4

vαi =
1√
2
vA(σA)αi , pαi = − 1√

2
pA(σ

A)αi , ψαi′ = ψA(σA)αi′ , (1.108)

è âûäåëÿÿ â ñóïåðçàðÿäàõ (1.103) ñèíãëåòíóþ Q = 1√
2
Qj′

k δ
k
j′ è òðèïëåòíûå

Qa = i√
2
Qj′

k (σ
a)kj′ ÷àñòè, ìû ïîëó÷àåì

Q = ψA
[
pA + i

12 ϵABCD(∂DG1)ψ
BψC

]
, (1.109)

Qp = −ψE ηaEA
[
pA + i

4 ϵABCD(∂DG1)ψ
BψC

]
, (1.110)

ãäå ηaAB ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè `ò Õîîôòà. Â ÷åòûðå-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

S1 =

∫
dt
[
1
2 gAB

(
v̇Av̇B + iψA∇̂ψB

)
− 1

12 ∂ACBCDψ
AψBψCψD

]
, (1.111)

ãäå

gAB = G1δAB , CABC = ϵABCD(∂DG1) (1.112)

åñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è êðó÷åíèå. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôåðìèîí�

íûõ ïîëåé

∇̂ψA = ψ̇A + Γ̂ABC v̇
BψC (1.113)

âêëþ÷àåò àôôèííóþ ñâÿçíîñòü ñ êðó÷åíèåì,

Γ̂A,BC = gADΓ̂
D
BC = ΓA,BC + 1

2 CABC (1.114)

4 SO(4) ñèãìà-ìàòðèöû σA, A = 1, 2, 3, 4 ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

σA = (σ1, σ2, σ3;σ4) = (σ⃗; i) , σ†
A = (σ⃗;−i) , (1.105)

ãäå σ⃗ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ìàòðèöàìè Ïàóëè. Ìàòðèöû (1.105) óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

σ†
AσB = δAB + i ηaAB σa , σAσ

†
B = δAB + i η̄pAB σp , (1.106)

ãäå σp, p = 1, 2, 3 � ìàòðèöû Ïàóëè è

ηpBC = −ηaCB =

{
ϵpBC B,C = 1, 2, 3 ,

δpB C = 4 ,
η̄pBC = −η̄pCB =

{
ϵpBC B,C = 1, 2, 3 ,

−δpB C = 4 ,
(1.107)

ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè `ò Õîîôòà.
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ãäå ΓA,BC = 1
2 (∂BgAC + ∂CgAB − ∂AgBC) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà.

Ñóïåðçàðÿäû (1.109, (1.110 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â áîëåå ãåîìåòðè�

÷åñêîé ôîðìå ïîñëå ââåäåíèÿ ëîðåíöåâîé ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè

ΩA,BC = eDB e
E
C ΩA,DE ΩA,BC = eBD

(
∂Ae

D
C + ΓDAEe

E
C

)
(1.115)

(èíäåêñû êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîä÷åðêíóòûìè). Â íàøåì

ñëó÷àå òåòðàäà ðàâíà eBA =
√
G1 δ

B
A è

ΩA,BC = 1
2

[
δAB(∂CG1)− δAC(∂BG1)

]
. (1.116)

Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî ìû ïîëó÷àåì

Q = ψA
(
pA − i

2 ΩA,BCψ
BψC + i

12 CABC ψ
BψC

)
, (1.117)

Qp = ψD(Ip)D
A
(
pA − i

2 ΩA,BCψ
BψC − i

4 CABC ψ
BψC

)
, (1.118)

ãäå ìû ââåëè ñëåäóþùèå òåíçîðû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð

(Ip)A
B = −ηpAB . (1.119)

Òåíçîðû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð (1.119) îáðàçóþò êâàòåðíèîííóþ àëãåáðó

(1.88) è êîâàðèàíòíî-ïîñòîÿííûå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè (1.114)

∇̂A(I
p)B

C = ∂A(I
p)B

C − Γ̂DAB(I
p)D

C + Γ̂CAD(I
p)B

D = 0 . (1.120)

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ìîäåëü âîñïðîèçâîäèò HKT ãåîìåòðèþ è (1.114) åñòü íè

÷òî èíîå, êàê ñâÿçíîñòü Áèñìóòà ñ êðó÷åíèåì (1.89), êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

CABC = (IABICD + IADIBC + IACIDB)
∂DG1

G2
1

. (1.121)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóïåðçàðÿäû ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â

íåñêîëüêî èíîì âèäå, åñëè îòìåòèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøå�

íèÿ χD(Ip)D
AΩA,BCχ

BχC = −χD(Ip)DACABC χBχC . Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
(1.118) â âèäå

Qp = ψD(Ia)D
A
(
pA − i

6 ΩA,BCψ
BχC + i

12 CABC ψ
BψC

)
. (1.122)

Íèæå óâèäèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (1.122) îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áè-HKT.
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Çåðêàëüíûé (4,4,0) ìóëüòèïëåò

Çåðêàëüíûé (4,4,0) ìóëüòèïëåò îïèñûâàåòñÿ ñóïåðïîëåìW i′α′
(t, θ), ïîä�

÷èíåííûì ñâÿçÿì

Dk(i′Wj′)α′
= 0 , (1.123)

ãäå èíäåêñ α′ = 1, 2 îòíîñèòñÿ ê äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïå Ïàóëè-Ãþðñè SU′(2).

Ñâÿçè (1.123) ðåøàþòñÿ â âèäå

W i′α′
= wi′α′ − χα′

k θ
ki′ − iẇj′α′

θj′kθ
ki′ + i

3 χ̇
α′

j θ
jk′θk′kθ

ki′ + 1
12 ẅ

i′α′
θkk

′
θk′jθ

jj′θj′k ,

(1.124)

ò.å. îíè äàþò òàêîé æå ïîëåâîé ñîñòàâ, õîòÿ è ñ äðóãèì ðàñïðåäåëåíèåì ðîëåé

ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ SU(2)L è SU(2)R.

Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå S2 =
∫
dtd4θL2(W) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó êîì�

ïîíåíòíîìó äåéñòâèþ

S2 =

∫
dt
[
−1

2 G2ẇ
i′α′
ẇα′i′+

i
4 G2χ̇

iα′
χα′i+iẇ

i′

α′ Rα′β′
(∂β′i′G2)+

1
6 (△yG2)R

α′β′
Rα′β′

]
,

(1.125)

ãäå G2 = −△wL2(w), Rα′β′
= 1

4 χ
α′

k χ
kβ′

è ∂α′i′ = ∂/∂wi′α′
, △w =

∂2/∂wi′α′
∂wα′i′ .

Í¼òåðîâñêèå çàðÿäû ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðñèììåòðèè

δwi′α′
= χα

′

k ε
ki′ , δχiα

′
= 2iεik

′
ẇα′

k′ (1.126)

èìåþò âèä

Qj′

i = pj
′α′
χα′i − i

12 (∂j
′α′
G2)χα′kχ

kβ′
χβ′i , (1.127)

ãäå pα′i′ = −G2ẇα′i′ − i Rβ′

α′(∂β′i′G2) ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè èìïóëüñàìè äëÿ

wi′α′
. Íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà {wi′α′

, pβ′j′} = δi
′

j′δ
α′

β′ , {χiα
′
, χβ′j} = 2i

G2
δijδ

α′

β′ ,

{χiα′
, pβ′j′} = − 1

2G2
(∂β′j′G2)χ

iα′
ïðèâîäÿò ê àëãåáðå N = 4 ñóïåðñèììåòðèè

ñóïåðçàðÿäîâ (1.127)

{Qj′

i , Q
l′

k} = 2i ϵj
′l′ϵikH2 , (1.128)

ãäå êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (1.125) ðàâåí

H2 = − 1
2G2

pi
′α′
pα′i′ − i

G2
Rβ′

α′(∂β′k′G2)p
k′α′

(1.129)

−1
6

[
∆wG2 +

3
2G2

(∂k
′γ′G2)(∂γ′k′G2)

]
Rα′β′

Rα′β′ .
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Â òåðìèíàõ âåùåñòâåííûõ ÷åòûðå-âåêòîðíûõ âåëè÷èí wA′
= (wA′), pA′ =

(pA′), χA
′
= (χA′), M = 1, 2, 3, 4, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè

wα′i′ =
1√
2
wA′

(σA′)α′i′ , pα′i′ = − 1√
2
pA′(σA

′
)α′i′ , χα′i = χA

′
(σA′)α′i , (1.130)

ñèíãëåòíàÿ Q = 1√
2
Qj′

k δ
k
j′ è òðèïëåòíàÿ Q

p = i√
2
Qj′

k (σ
p)kj′ ÷àñòè ñóïåðçàðÿäîâ

(1.127) ïðèíèìàþò âèä

Q = χA
′
(
pA′ + i

12 ϵA′B′C ′D′(∂B′G2)χ
C ′
χD

′
)
, (1.131)

Qp = χE
′
ηpE′A′

(
pA′ + i

4 ϵA′B′C ′D′(∂B′G2)χ
C ′
χD

′
)
. (1.132)

Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà â Qp ýòè âûðàæåíèÿ èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è (1.110).

Â ÷åòûðå-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ äåéñòâèå (1.125) ïðèíèìàåò âèä

S1 =

∫
dt
[
1
2 gA′B′

(
ẇA′

ẇB′
+ iχA

′∇̂χB′
)
− 1

12 ∂A′CB′C ′D′χA
′
χB

′
χA

′
CχA

′
D
]
,

(1.133)

ãäå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êðó÷åíèå è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ôåðìèîííîãî

ïîëÿ

gA′B′ = G2 δA′B′ , CA′B′C ′ = ϵA′B′C ′D′(∂D′G2) , ∇̂χA
′
= χ̇A

′
+ Γ̂A

′

B′C ′ẇB′
χC

′
.

(1.134)

Ñóïåðçàðÿäû (1.131), (1.132) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

Q = χA
′
[ (
pA′ − i

2 ΩA′,B′C ′χB
′
χC

′
)
+ i

12 CA′B′C ′ χB
′
χC

′
]
, (1.135)

Qp = χD
′
(Ip)D′

A′
[ (
pA′ − i

2 ΩA′,B′C ′χB
′
χC

′
)
− i

4 CA′B′C ′ χB
′
χC

′
]
, (1.136)

ãäå òåíçîðû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð òåïåðü ðàâíû

(Ip)A′
B′

= ηpA′B′ . (1.137)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà â (1.137) òå æå ñòðóêòó�

ðû, ÷òî è â ñëó÷àå ñ îäíèì îáû÷íûì ìóëüòèïëåòîì. Ýòîò çíàê, îäíàêî, áóäåò

èãðàòü âàæíóþ ðîëü â âîçíèêíîâåíèè íåòðèâèàëüíîé áè-HKT ãåîìåòðèè ïðè

ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îáû÷íûì è çåðêàëüíûì ìóëüòèïëåòà�

ìè.
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1.2.3. Ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ (4,4,0) ìóëüòèïëåòàìè

Äî èçó÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì, ðàññìîòðèì

ñâîáîäíóþ ìîäåëü ñ 8-ìåðíûì ïëîñêèì òàðãåòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ýòî ïîçâî�

ëèò áîëåå òî÷íî ïðîèëëþñòðîâàòü ñõåìó (1.98) è ïîìîæåò íàì ëó÷øå ïîíÿòü,

÷òî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåòðèâèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ëàãðàíæèàí â êîìïîíåíòíîì äåéñòâèèè

Sfree =
1
2

∫
dt
[
v̇Av̇A + ẇA′

ẇA′
+ iψAψ̇A + iχA

′
χ̇A

′
]

(1.138)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ëàãðàíæèàíîâ, îïèñûâàþùèõ ïëîñêèé îáû÷�

íûé è ïëîñêèé çåðêàëüíûé ìóëüòèïëåòû (1.111), (1.133) ñ G1 = G2 = 1.

Í¼òåðîâñêèå ñóïåðçàðÿäû, àññîöèèðîâàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè N = 4 ñó�

ïåðñèììåòðèè (1.102), (1.126), èìåþò âèä

Q = ψAp
(v)
A + χA

′
p
(w)
A′ , Qp = −ψAηaABp

(v)
B + χA

′
ηaA′B′p

(w)
B′ . (1.139)

Çíàêè â Qa ïîäðàçóìåâàþò ñëåäóþùèé áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä àññîöèèðî�

âàííûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð

Ip =

(
−ηpAB 0

0 ηpA′B′

)
. (1.140)

Òî æå êîìïîíåíòîå äåéñòâèå (1.138) ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ñè�

ñòåìû èç äâóõ ñâîáîäíûõ îáû÷íûõ èëè äâóõ ñâîáîäíûõ çåðêàëüíûõ ìóëüòè�

ïëåòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå í¼òåðîâñêèå ñóïåðçàðÿäû èìåþò âèä

Sp = −ψAηpABp
(v)
B − χ

A′
ηpA′B′p

(w)
B′ . (1.141)

Ñóïåðçàðÿäû (1.141) è Q èç (1.139) îáðàçóþò N = 4 ñóïåðàëãåáðó, ñâÿçàííóþ

ñ HKT êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

Jp =

(
−ηpAB 0

0 −ηpA′B′

)
. (1.142)

Êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû (1.142) óäîâëåòâîðÿþò êâàòåðíèîííîé àëãåáðå

(1.88), òîãäà êàê ñòðóêòóðû (1.140) � òîëüêî àëãåáðå Êëèôôîðäà (1.92).
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ñâîáîäíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òàêæå ñêðûòàÿN = 4

ñóïåðñèììåòðèÿ, ðåàëèçîâàííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè

δviα = ηαβ
′
χiβ′ , δψi

′α = −2iηαβ′
ẇi′

β′ , δwi′α′
= −ψi′βηβα

′
, δχiα

′
= −2iv̇iβηβα

′
.

(1.143)

Ñîîòâåòñòâóþùèå í¼òåðîâñêèå çàðÿäû

Q̃ = −ψAδANp(w)N + χMδM
Bp

(v)
B , Q̃p = ψAη̄pANp

(w)
N + χM η̄pMBp

(v)
B (1.144)

ïðîèçâîäÿò ìàòðèöû ÷åòûðåõ äîïîëíèòåëüíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð

Ĩ =

(
0 −δAB

′

δA′B 0

)
, Ĩ p̃ =

(
0 η̄p̃AB′

η̄p̃A′B 0

)
. (1.145)

Àíòèñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû Ia, Ĩ è Ĩ p̃ îáðàçóþò ñåìèìåðíóþ àëãåáðó Êëèô�

ôîðäà.

1.2.4. Âçàèìîäåéñòâèå (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ äâóìÿ êîðíåâûìè ìóëüòèïëåòàìè ïðè íà�

ëè÷èè íåòðèâèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè.

Ìóëüòèïëåòû îäíîé çåðêàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìóëüòèïëåòîâ (4, 4, 0)

îäíîãî òèïà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñóïåðïîëåì V iα(t, θ) (1.101) è ñóïåðïîëåì
U iα(t, θ), èìåþùèì êîìïîíåíòíîå ðàçëîæåíèå

U iα = uiα−θik′φ α
k′ + iθ

ik′θk′ku̇
kα− i

3 θ
ii′θi′kθ

kk′φ̇ α
k′ − 1

12 θ
kk′θk′jθ

ji′θi′k ü
iα, (1.146)

ñîäåðæàùåå ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ áîçîííûõ ïîëÿ uiα è ÷åòûðå âåùåñòâåííûõ

ôåðìèîííûõ ïîëÿ φi
′α.

Îáùåå ñèãìà-ìîäåëüíîå ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå S =

∫
dtd4θL(V ,U) èìå�

åò ñëåäóþùèé êîìïîíåíòíûé âèä [69]

S =

∫
dt
(
Lb + L2f + L4f

)
, (1.147)

Lb = −1
2 (△vL) v̇iαv̇αi − 1

2 (△uL) u̇iαu̇αi + 2ϵij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj L

)
v̇kαu̇βk , (1.148)
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L2f = − i
4 (△vL)ψi

′αψ̇αi′ − i
4 (△uL)φi

′αφ̇αi′ (1.149)

+ i
2 ϵ

ij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj L

)(
φβk′ψ̇

k′α − φ̇βk′ψ
k′α
)

+i
(
∂
(v)
αk△vL

)
v̇kβR

αβ
(ψ) + 2i ϵij

(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj ∂

(u)
γk L

)
v̇kαRβγ

(φ)

+ i
4

(
∂
(u)
αk△vL

)
v̇kβφ

α
j′ψ

j′β − i
2 ϵ

ij
(
∂
(u)
αi ∂

(v)
βj ∂

(v)
γk L

)
v̇kβφαj′ψ

j′γ

+i
(
∂
(u)
αk△uL

)
u̇kβR

αβ
(φ) + 2i ϵij

(
∂
(u)
αi ∂

(v)
βj ∂

(v)
γk L

)
u̇kαRβγ

(ψ)

+ i
4

(
∂
(v)
αk△uL

)
u̇kβψ

α
j′φ

j′β − i
2 ϵ

ij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj ∂

(u)
γk L

)
u̇kβψαj′φ

j′γ

L4f = 1
6 (△

2
vL)R

αβ
(ψ)R(ψ)αβ +

1
6 (△

2
uL)R

αβ
(φ)R(φ)αβ (1.150)

−1
3 ϵ

ij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj △vL

)
Rαγ

(ψ)ψk′γφ
βk′ + 1

3 ϵ
ij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj △uL

)
Rβγ

(φ)φγk′ψ
k′α

−1
2 (△v△uL)Ri′j′

(ψ)R(φ)i′j′ + 2ϵikϵjl
(
∂
(v)
αi ∂

(v)
βj ∂

(u)
γk ∂

(u)
δl L

)
Rαβ

(ψ)R
γδ
(φ) ,

ãäå Ri′j′

(ψ) =
1
4ψ

i′γψj
′

γ , R(φ) i′j′ =
1
4φ

γ
i′φγj′.

Äåéñòâèå (1.147) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé N = 4 ñó�

ïåðñèììåòðèè (1.102) ïîëåé viα, ψi
′α è àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïî�

íåíòíûõ ïîëåé ñóïåðïîëÿ U iα:

δuiα = εik
′
φαk′, δφi

′α = −2iu̇αkεki
′
. (1.151)

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò N = 4 HKT ñóïåðñèììåòðèþ ñ êîìïëåêñíûìè

ñòðóêòóðàìè Jp, îïðåäåëåííûìè â (1.142).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî áîçîííàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ âêëþ÷àåò â îáùåì ñìå�

øàííûé êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ∝ v̇u̇. Îí îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè âûïîë�

íåíèè óñëîâèÿ

ϵij
(
∂
(v)
αi ∂

(u)
βj L

)
= 0 , (1.152)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî, åñëè ëàãðàíæèàí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñëà�

ãàåìûõ, çàâèñÿùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, òîëüêî îò v, ψ è òîëüêî îò u, φ, ò.å. åñ�

ëè äâà ìóëüòèïëåòà íå âçàèìîäåéñòâóþò. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàìåòèì

âî-ïåðâûõ, ÷òî áîëüøèíñòâî ÷ëåíîâ â (1.149) è (1.150) ñîäåðæàò (1.152) è

åãî ïðîèçâîäíûå. Åñòü òàêæå ÷ëåíû ñ △vL ≡ G1, △uL ≡ G2 è èõ ïðî�

èçâîäíûìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ñòðóêòóðû ïîäåéñòâóåì íà (1.152) îïåðàòî�

ðîì ∂
α(v)
k = ϵαγ∂

(v)
γk . Îïåðàòîð ϵ

αγ∂
(v)
γk ∂

(v)
αi àíòèñèììåòðè÷íûé ïî îòíîøåíèþ ê
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k ↔ i è äàåò (1/2)ϵki△v. Ìû ïîëó÷àåì ∂
(u)
βj G1 = 0, òî åñòü G1 íå çàâèñèò îò

u. Ïî òîé æå ïðè÷èíå G2 íå çàâèñèò îò v.

Äâà âçàèìíî-çåðêàëüíûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå S =

∫
dtd4θL(V ,W) , ãäå V

ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûé ìóëüòèïëåò, òîãäà êàê W � çåðêàëüíûé ìóëüòèïëåò. Îíî

èìååò ñëåäóþùèé êîìïîíåíòíûé âèä [197]

S =

∫
dt L =

∫
dt
(
Lb + L2f + L4f

)
(1.153)

Lb = −1
2 G1 v̇

iαv̇αi − 1
2 G2 ẇ

i′α′
ẇα′i′ , (1.154)

L2f = − i
4 G1 ψ

i′αψ̇αi′ − i
4 G2 χ

iα′
χ̇α′i (1.155)

+i
(
∂
(v)
αk G1

)
v̇kβR

αβ − i
(
∂
(v)
αi G2

)
Rikv̇αk − i

2

(
∂
(w)
α′i′ G1

)
ψi

′αẋαiχ
iα′

+i
(
∂
(w)
α′k′ G2

)
ẇk′

β′Rα′β′ − i
(
∂
(w)
α′i′ G1

)
Ri′k′ẇα′

k′ − i
2

(
∂
(v)
αi G2

)
χiα

′
ẇα′i′ψ

i′α

L4f = 1
6 (△vG1)R

αβRβα +
1
6 (△wG2)R

α′β′
Rβ′α′ (1.156)

−1
3

(
∂
(v)
αi ∂

(w)
α′i′ G1

)
Rαβψi

′

βχ
iα′ − 1

3

(
∂
(v)
αi ∂

(w)
α′i′ G2

)
Rα′β′

χiβ′ψi
′α

+
(
∂
(v)
αi ∂

(v)
βj G2

)
RαβRij +

(
∂
(w)
α′i′∂

(w)
β′j′ G1

)
Rα′β′

Ri′j′ .

Çäåñü

G1(v, w) = △vL(v, w) , G2(v, w) = −△wL(v, w) , (1.157)

Rαβ, Rα′β′
, Ri′j′ áûëè îïðåäåëåíû âûøå è Rij = Rji = 1

4 χ
iγ′χjγ′. Îáðàòèì âíè�

ìàíèå, ÷òî, â îòëè÷èå îò ëàãðàíæèàíà (1.148), îïèñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå

äâóõ îáû÷íûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ, çäåñü îòñóòñòâóþò ñìåøàííûå êèíåòè�

÷åñêèå ÷ëåíû ∝ v̇ẇ.

Â îáùåì ñëó÷àå äåéñòâèå (1.153) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî�

âàíèé N=4 ñóïåðñèììåòðèè (1.102), (1.126), ãåíåðèðóåìûìè í¼òåðîâñêèìè

ñóïåðçàðÿäàìè

Qj′

i = ψj
′αp

(v)
αi + p(w)j

′α′
χα′i (1.158)

+ i
12ψ

j′βψβk′ψ
k′α
(
∂
(v)
αi G1

)
− i

12

(
∂(w)j

′α′
G2

)
χα′kχ

kβ′
χβ′i

+ i
4ψ

j′βψβk′
(
∂(w)k

′α′
G1

)
χα′i − i

4ψ
j′β
(
∂
(w)
βk G2

)
χkα

′
ψα′i .



63

Òî åñòü, íåòðèâèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå â äåéñòâèè (1.153) íàðóøàåò HKT

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ è îñòàâëÿåò òîëüêî áè-HKT ïðåîáðàçî�

âàíèÿ (1.102), (1.126).

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî ñâîáîäíîå äåéñòâèå (1.138) èìååò äîïîëíèòåëüíóþ

èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (1.143), ñìåøèâàþùèõ êîìïî�

íåíòû ðàçíûõ ìóëüòèïëåòîâ. Äåéñòâèå (1.153) òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîé�

ñòâîì ïðè óñëîâèè

G1(v, w) = G2(v, w) ≡ G(v, w) , (1.159)

êîãäà ìåòðèêà ñòàíîâèòñÿ êîíôîðìíî-ïëîñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå N=4 áè-HKT

ñóïåðñèììåòðèÿ ðàñøèðÿåòñÿ äî N=8 OKT ñóïåðñèììåòðèè. Í¼òåðîâñêèå

ñóïåðçàðÿäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿì (1.102), (1.126), ðàâíû

Q̃α′

β = −ψβk′p(w)k
′α′

+ p
(v)
βkχ

kα′
(1.160)

− i
12

(
∂
(v)
βi G

)
χiγ

′
χγ′kχ

kα′ − i
12ψβi′ψ

i′γψγk′
(
∂(w)k

′α′
G
)

+ i
4ψβk′

(
∂(w)k

′γ′ G
)
χγ′iχ

iα′
+ i

4ψβi′ψ
i′γ
(
∂
(v)
γk G

)
χkα

′
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (1.159) âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.157) ïðèâî�

äèò ê D=8 ãàðìîíè÷íîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà,

(△v +△w)L(v, w) = 0 , (1.161)

à òàêæå êD = 8 ãàðìîíè÷íîñòè êîíôîðìíîãî ôàêòîðà (△v+△w)G(v, w) = 0.

Âîñüìèìåðíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Ââîäÿ âåëè÷èíû xM =
(
vA, wA′)

, ψM =
(
ψA, χA

′)
,M = 1, . . . , 8, ïîëó÷èì

ñëåäóþùèé âèä ìåòðèêè

gMN =

(
G1 δAB 0

0 G2 δA′B′

)
(1.162)

è ëàãðàíæèàíà â (1.153)

L = 1
2 gMN

(
ẋM ẋN + iψM∇̂ψN

)
− 1

12 ∂MCNLRψ
MψNψLψR , (1.163)

ãäå ∇̂ψM = ψ̇M + Γ̂MNLẋ
NψL , Γ̂M,NL = g

MRΓ̂R
NL=ΓM,NL+

1
2 CMNL .(1.164)
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Ëàãðàíæèàí (1.163) äàåò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà {xM , pN} =
δMN , {ψM , ψN} = −igMN , {ψM , pN} = −1

2 g
ML(∂NgLR)ψ

R. Ñâÿçíîñòü Ëåâè�

×èâèòà ΓM,NL = 1
2 (∂NgML + ∂LgMN − ∂MgNL) èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû

ΓA,BC = 1
2

[
δAB(∂

(v)
C G1) + δAC(∂

(v)
B G1)− δBC(∂(v)A G1)

]
,

ΓA′,B′C ′ = 1
2

[
δA′B′(∂

(w)
C ′ G2) + δA′C ′(∂

(w)
B′ G2)− δB′C ′(∂

(w)
A′ G2)

]
,

ΓA′,B′A = −ΓA,A′B′ = 1
2 δA′B′(∂

(v)
A G2), ΓA,BA′ = −ΓA′,AB = 1

2 δAB(∂
(w)
A′ G1).

Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ ðàâíû

CABC = ϵABCD(∂
(v)
D G1) , CA′B′C ′ = ϵA′B′C ′D′(∂

(w)
A′ G2) , (1.165)

CA′AB = −CAA′B = CAA′M = −ηpABη
p
A′B′(∂

(w)
B′ G1) , (1.166)

CAA′B′ = −CA′AB′ = CA′B′A = −ηpACη
p
A′B′(∂

(v)
C G2) . (1.167)

Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû êðó÷åíèÿ (1.166), (1.167) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

4D ñàìîäóàëüíîñòè ϵABCDCMCD = 2CMAB, ϵA′B′C ′D′CAC ′D′ = 2CAA′B′.

Ñòàíäàðòíàÿ ñïèíîâàÿ ñâÿçíîñòü, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ΩM,NL = eRN e
S
LΩM,RS, ΩM,NL = eNR

(
∂Me

R
L + ΓRMSe

S
L

)
, ðåäóöèðóåòñÿ äëÿ

ìåòðèêè (1.162) ê âèäó ΩM,NL = ΓN,ML− 1
2 ∂MgNL = ∂[LgN ]M è ïîäðàçóìåâàåò

ΩM,NLψ
MψNψL = 0.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (1.163)

H = 1
2 g

MNPMPN + 1
12 ∂MCNLRψ

MψNψLψR (1.168)

èñïîëüçóåò âåëè÷èíû PM = pM − i
2 Ω̂M,NLψ

NψL, ãäå ñïèíîâàÿ ñâÿçíîñòü ñ

êðó÷åíèåì

Ω̂M,NL = ΩM,NL − 1
2 CMNL = eRNe

S
L Ω̂M,RS (1.169)

ñîîòâåòñòâóåò àôôèííîé ñâÿçíîñòè ñ êðó÷åíèåì (1.164): Ω̂M,NL =

eNR

(
∂Me

R
L + Γ̂RMSe

S
L

)
. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíÿåò�

ñÿ ðàâåíñòâî ΩM,NLψ
NψL = ΓN,MLψ

NψL .

Ñèíãëåòíàÿ è òðèïëåòíàÿ ÷àñòè ñóïåðçàðÿäîâ (1.158)

Q = ψM
(
pM − i

2 ΩM,NLψ
NψL + i

12 CMNL ψ
NψL

)
, (1.170)

Qp = ψS(Ip)S
M
(
pM − i

6 ΩM,NLψ
NψL + i

12 CMNL ψ
NψL

)
, (1.171)
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â êîòîðûõ ìàòðèöû êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð (Ip) M
S äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(1.140), óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå ñóïåðñèììåòðèè

{Q,Q} = −2iH , {Qp, Qq} = −2iHδpq , {Q,Qp} = 0 (1.172)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.168).

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì HKT ãåîìåòðèè, ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.102), (1.126)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δxM = i εψM + i εp(I
p)MNψ

N , δψM = −εẋM + εp(I
p)MN ẋ

N , (1.173)

ãäå (Ip)MN = gML(Ip)L
RgRN èìååò òå æå ìàòðè÷íûå êîìïîíåíòû, ÷òî è

(Ip)M
N . Íî, â îòëè÷èå îò HKT ãåîìåòðèè, êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû (1.140)

íå êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííû â îòíîøåíèè ñâÿçíîñòè (1.164). Ýòî îçíà÷àåò, â

÷àñòíîñòè, ÷òî êðó÷åíèÿ (1.165)-(1.167) íå äàþòñÿ âûðàæåíèåì (1.89) äëÿ

ëþáîé Ip. Êîíå÷íî, äëÿ êàæäîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Ip âñå åùå ìîæíî

îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü Áèñìóòà (1.89) òàê, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ip

ðàâíà íóëþ. Â îòëè÷èå îò HKT ñëó÷àÿ, òàêèå ñâÿçíîñòè Áèñìóòà ðàçëè÷íûå

äëÿ ðàçíûõ Ip . Êðîìå òîãî, êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû óäîâëåòâîðÿþò áîëåå

ñëàáûì óñëîâèÿì (1.93) ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé (1.164).

Îòìåòèì, ÷òî êîíêîìèòàíò Íèéåíõåéñà (1.94) îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïîñêîëüêó

(Ip) N
M ïîñòîÿííûå. Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî òåíçîð êðó÷åíèÿ óäîâëå�

òâîðÿåò óñëîâèÿì (1.96). Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò

áè-HKT ãåîìåòðèþ.

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ïðè G1 = G2, ò.å. êîãäà ∂µ∂µG(v, w) = 0, ìî�

äåëü îáëàäàåò ÷åòûðüìà äîïîëíèòåëüíûìè ñóïåðñèììåòðèÿìè (1.143), êîòî�

ðûå â âîñüìèìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

δxM = i ηĨMNψ
N+i ηp(Ĩ

p̃)Mνψ
N , δψM = ηĨMN ẋ

N+ηp(Ĩ
p̃)MN ẋ

N . (1.174)

Ñèíãëåòíàÿ è òðèïëåòíàÿ ÷àñòè í¼òåðîâñêèõ ñóïåðçàðÿäîâ (1.160) ýòîé N=4

ñóïåðñèììåòðèè ïðèíèìàþò âèä (p̃ = 1, 2, 3)

Q̃ = ψS ĨS
M
(
pM − i

6 ΩM,NLψ
NψL + i

12 CMNL ψ
NψL

)
, (1.175)

Q̃p̃ = ψS(Ĩ p̃)S
M
(
pM − i

6 ΩM,NLψ
NψL + i

12 CMNL ψ
NψL

)
, (1.176)



66

ãäå êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû Ĩ N
M , (Ĩ p̃) N

M îïðåäåëåíû â (1.145). Ýòè êîìïëåêñ�

íûå ñòðóêòóðû âìåñòå ñî ñòðóêòóðàìè (1.140) îáðàçóþò àëãåáðó Êëèôôîðäà

{Ia, Ib} = −2 δab18 , Ĩ2 = −18 , {Ĩ p̃, Ĩ q̃} = −2 δp̃q̃18 ,

{Ĩ , Ĩ p̃} = {Ĩ , Ia} = {Ia, Ĩ p̃} = 0 .
(1.177)

N = 2 ñóïåðïîëåâàÿ ôîðìóëèðîâêà

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû ñïèíîâîé ñâÿçíîñòè (1.169), âûðà�

çèì ëàãðàíæèàí (1.163) â òåðìèíàõ N = 2 ñóïåðïîëåé è ïîêàæåì ïðèñóò�

ñòâèå çäåñü íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ òâèñòîâàííûõ êîìïëåêñîâ Äîëü�

áî ñ ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèåé. Äëÿ ýòîãî ïðè ðàññìîòðåíèè ñóïåðïî�

ëÿ V iα, îïðåäåëÿåìîãî ñâÿçÿìè (1.100), ââåäåì äâà êîìïëåêñíûõ ñóïåðïî�

ëÿ Vm ïîñðåäñòâîì V iα =

(
V1 V2

V̄2 −V̄1

)
, à òàêæå θik

′
=

(
η θ

θ̄ −η̄

)
,

Dik′ =

(
D̄η D̄θ

−Dθ Dη

)
, ãäå

Dθ = ∂θ − iθ̄∂t , D̄θ = −∂θ̄ + iθ∂t ,

Dη = ∂η − iη̄∂t , D̄η = −∂η̄ + iη∂t .
(1.178)

Ñâÿçè (1.100) òåïåðü ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

D̄θVm = D̄ηVm = 0 , DθV̄m̄ = DηV̄m̄ = 0 ,

DθVm + ϵmnD̄ηV̄ n̄ = 0 , DηVm − ϵmnD̄θV̄ n̄ = 0
(1.179)

è ðàçðåøàþòñÿ ÷åðåç N = 2 êèðàëüíûå ñóïåðïîëÿ V m = vm+
√
2θψm−iθθ̄v̇m

ñëåäóþùèì îáðàçîì

Vm = V m + η ϵmnD̄V̄ n̄ − iηη̄ V̇ m , (1.180)

ãäå D ≡ Dθ, D̄ ≡ D̄θ.

Äëÿ çåðêàëüíîãî (4,4,0) ìóëüòèïëåòà, êîòîðûé îïèñûâàþòñÿ ñóïåðïî�

ëåì W i′α′
ñî ñâÿçÿìè (1.123), ââåäåì ñóïåðïîëÿ Wµ, îïðåäåëåííûå ïîñðåä�



67

ñòâîì W i′α′
=

(
W̄1 W̄2

W2 −W1

)
, äëÿ êîòîðûõ ñâÿçè (1.123) ïðèíèìàþò âèä

D̄θWµ = DηWµ = 0 , DθW̄ µ̄ = D̄ηW̄ µ̄ = 0 ,

DθWµ − ϵµνDηW̄ ν̄ = 0 , D̄ηWµ + ϵµνD̄θW̄ ν̄ = 0 .
(1.181)

Ðåøåíèÿ ýòèõ ñâÿçåé

Wµ = W µ + η̄ ϵµνD̄W̄ ν̄ + iηη̄ Ẇ µ . (1.182)

ãäåW µ = wµ+
√
2θχµ−iθθ̄ẇµ èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê Vm, íî ñ çàìåíîé

η ↔ η̄.

Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå (1.153) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåòíî ïåðåïèñàíî â

N = 2 ñóïåðïîëåâîé ôîðìå∫
dηdη̄L(Vm, V̄m̄,Wµ, W̄ µ̄) =

[
(∂m∂n̄L) + ϵmk ϵn̄l̄ (∂l∂k̄L)

]
DV mD̄V̄ n̄ (1.183)

−
[
(∂µ∂ν̄L) + ϵµκ ϵν̄λ̄ (∂λ∂κ̄L)

]
DW µD̄W̄ ν̄

+ ϵmn ϵµν (∂n̄∂ν̄L)DV mDW µ

− ϵm̄n̄ ϵµ̄ν̄ (∂n∂νL) D̄V̄ m̄D̄W̄ µ̄ .

Äåéñòâèå (1.183) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì N=2 ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ

äëÿ HKT ñèñòåì, ïðåäëîæåííîãî â [196].

Îòìåòèì âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó N = 2 ñóïåðïîëåâûìè ðàçëîæåíèÿìè

Vm èWµ â (1.180) è (1.182): âî âòîðîì ñëó÷àå ãðàññìàíîâàÿ ïåðåìåííàÿ η çà�

ìåíÿåòñÿ íà η̄. Ýòà ðàçíèöà íå âàæíà ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåì òîëüêî ñ V iα

èëè òîëüêî ñW i′α′
, òàê êàê âñåãäà ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü η ↔ η̄. Îäíàêî îíà

ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé ïðè ðàññìîòðåíèè ýòèõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ âìåñòå,

ïîòîìó ÷òî ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì çàêîíàì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâó�

þùèõ êèðàëüíûõ ñóïåðïîëåé îòíîñèòåëüíî ñêðûòîé N = 2 ñóïåðñèììåòðèè,

äåéñòâóþùåé â âèäå ñäâèãîâ η, η̄. Ñ òî÷êè N = 2 ñóïåðïîëåâîé òî÷êè çðå�

íèÿ, èìåííî ýòà ðàçíèöà îòâå÷àåò çà ïîÿâëåíèå áè-HKT ãåîìåòðèè â òàêîé

ñèñòåìå [196]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèñóòñòâèå η â (1.180) è η̄ â (1.182) ïðèâîäèò

ê ïîÿâëåíèþ ñòðóêòóð DV mDW µ, D̄V̄ m̄D̄W̄ µ̄ (ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà â (1.183),

ãåíåðèðóþùèõ äîïîëíèòåëüíûå ãîëîìîðôíûå êîìïîíåíòû â êðó÷åíèÿõ.
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1.2.5. Êâàíòîâûå ñóïåðçàðÿäû è ãåîìåòðèÿ

Â Ðàçäåëå 1.1 ìû îïèñàëè îáùèé ðåöåïò äëÿ êâàíòîâàíèÿ ñóïåðñèììåò�

ðè÷íûõ òåîðèé, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí â [193]. Âûðàæåíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ

ñóïåðçàðÿäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî

ðàçäåëà è ðàáîòû [140], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü, çàïèñàííàÿ â òåð�

ìèíàõN = 2 ñóïåðïîëåé, èìååò âèä òâèñòîâàííîãî êîìïëåêñà Äîëüáî ñ äîïîë�

íèòåëüíûìè ãîëîìîðôíûìè è àíòèãîëîìîðôíûìè êîìïîíåíòàìè êðó÷åíèÿ.

Îáñóäèì âèä êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ. Äëÿ ýòîãî, ðàññìîòðèì ïàðó

(Q,Qp) ïðè íåêîòîðîì ÷àñòíîì çíà÷åíèè p. (Àíòè)ãîëîìîðôíûå êîìïîíåí�

òû êðó÷åíèÿ ∼ Cjkl,∼ Cj̄k̄l̄ äàþòñÿ âûðàæåíèåì (1.91) ñ I ≡ Ip. Êðó÷åíèå C

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó (àíòè)ãîëîìîðôíîé ÷àñòè H è êðó÷åíèÿ Áèñìóòà

B, íå èìåþùåãî (àíòè)ãîëîìîðôíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Â âåùåñòâåííûõ îáîçíà�

÷åíèÿõ (àíòè)ãîëîìîðôíûå ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ i
12HMNLψ

MψNψL äëÿ Q è
i
12HMNL(I

p) M
S ψSψNψL äëÿ Qp , òî÷íî òàêæå, êàê è â êëàññè÷åñêèõ ñóïåðçà�

ðÿäàõ. Òâèñòîâàííàÿ ÷àñòü â Qp âêëþ÷àåò òåíçîð êðó÷åíèÿ Áèñìóòà Bp
MNL

äëÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Ip è äàåòñÿ òåì æå âûðàæåíèåì, ÷òî è â (1.118) ñ

óêàçàííûì òàì ïîðÿäêîì èíäåêñîâ [200]. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ

Q= ψM
(
pM − i

2 ΩM,NLψ
NψL + i

12 CMNL ψ
NψL

)
, (1.184)

Qp = ψS(Ip)S
M
(
pM − i

2 ΩM,NLψ
NψL − i

4 B
p
MNLψ

NψL + i
12 H

p
MNLψ

NψL
)
,(1.185)

ãäå

CMNL = Bp
MNL +Hp

MNL . (1.186)

Bp
MNL ÿâëÿåòñÿ êðó÷åíèåì Áèñìóòà äëÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Ip, òîãäà

êàê êðó÷åíèå Hp
MNL(C, I

p) îïðåäåëåíî â (1.91).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóïåðçàðÿäû (1.184), (1.185) îáðàçóþò êâàíòî�

âóþ N = 4 ñóïåðàëãåáðó. Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé Q2 = (Qp)2 = H,

{Q,Qp}+ = 0 äëÿ ñóïåðçàðÿäîâ (1.184), (1.185) áûëî ïîëó÷åíî â [140]. Òàê

êàê êâàíòîâûå ñóïåðçàðÿäû (1.185) ïîëó÷àþòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ ñóïåðçàðÿ�

äîâ (1.171) ñ ïîìîùüþ âåéëåâñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ, òî äîêàçàòåëüñòâî âûïîë�

íåíèÿ {Qp, Qq}+ = 0 ïðè p ̸= q ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Âåéëÿ

(àíòè)êîììóòàòîðà äâóõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñêîáêîé Ìîéàëà èõ
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âåéëåâñêèõ ñèìâîëîâ. Äëÿ ñèñòåìû ñ ó÷àñòèåì ôåðìèîííûõ ïåðåìåííûõ ïî�

ñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

i~{A,B}GM = 2 sinh

{
~
2

∑
a

(
∂2

∂ψ
(2)
a ∂ψ̄

(1)
a

− ∂2

∂ψ
(1)
a ∂ψ̄

(2)
a

)
(1.187)

+
i~
2

∑
i

(
∂2

∂q
(1)
i ∂p

(2)
i

− ∂2

∂q
(2)
i ∂p

(1)
i

)}
A
(
p
(1)
i , q

(1)
i ; ψ̄(1)

a , ψ(1)
a

)
B
(
p
(2)
i , q

(2)
i ; ψ̄(2)

a , ψ(2)
a

)∣∣∣
1=2

,

ãäå (pi, qi) ÿâëÿþòñÿ áîçîííûìè è (ψa, ψa) � ôåðìèîííûìè êàíîíè÷åñêèìè ïà�

ðàìè. Çäåñü ìû ââåëè ~ äëÿ áîëåå ÿâíîãî âèäà êëàññè÷åñêîãî ïðåäåëà ~→ 0,

êîãäà îãðàíè÷èâàåìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè sinh è ñêîáêà ÃÌ ñâî�

äèòñÿ ê ñêîáêå Ïóàññîíà. Ñêîáêè Ïóàññîíà {Qp, Qq} ðàâíà íóëþ ïðè p ̸= q.

Âîçìîæíûå êóáè÷íûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè sinh ñ øåñòüìè ÷àñòíûìè ïðîèç�

âîäíûìè òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ äèàãîíàëüíîé ìåòðèêè (1.162).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íîâîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå áè-HKT

ìíîãîîáðàçèé, êîòîðîå âûãëÿäèò êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ

HKT ìíîãîîáðàçèÿ. HKT ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ 3 êâàòåð�

íèîííûìè êîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè, äëÿ êîòîðûõ ñâÿçíîñòè Áèñìóòà ñîâ�

ïàäàþò. áè-HKT ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ 3 êîìïëåêñíûìè

ñòðóêòóðàìè, äëÿ êîòîðûõ ñâÿçíîñòè Áèñìóòà íå ñîâïàäàþò, íî ñîâïàäàþò

ïîëíûå ñâÿçíîñòè: îíè ñîäåðæàò â îáùåì òåíçîðå êðó÷åíèÿ (1.186) äîïîëíè�

òåëüíûå ÷ëåíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè è àíòèãîëîìîðôíûìè ïî

îòíîøåíèþ êî âñåì êîìïëåêñíûì ñòðóêòóðàì. Ðàçâåðíóòîå äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÊÊÒ ìíîãîîáðàçèé äàíî â íàøåé ðà�

áîòå [143], ãäå ïðèâåäåíû òàêæå êîíêðåòíûå ïðèìåðû ñèñòåì ñ HKT, áè-HKT

è ÎÊÒ ñòðóêòóðàìè.

1.3. Ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ â áè-HKT ñèãìà-ìîäåëÿõ è

áè-êåëåðîâû ñèñòåìû

Â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ñ îäíèì îáû÷íûì è

îäíèì çåðêàëüíûì ìóëüòèïëåòàìè. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îáðàçîâàí�
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íîé ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì îáû÷íûõ è çåðêàëüíûõ ìóëüòèïëåòîâ, è èññëåäóåì

ãàìèëüòîíîâóþ ðåäóêöèþ â íåé.

Ñèñòåìà, îáðàçîâàííàÿ n∗ îáû÷íûìè (4, 4, 0) ñóïåðìóëüòèïëåòàìè, îïè�

ñûâàåò HKT ãåîìåòðèþ. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êîîðäèíàò HKT êîìïëåêñ�

íûå ñòðóêòóðû îïðåäåëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè àíòèñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöà�

ìè ðàçìåðíîñòè 4n∗ (I1)M
N = diag(I, . . . , I), (I2)M

N = diag(J, . . . ,J),

(I3)M
N = diag(K, . . . ,K), ãäå

I =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1
0 0 1 0

 , J =


0 0 1 0

0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 1 0 0

 , K =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0

 ,

ÿâëÿþòñÿ ñàìîäóàëüíûìè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèìâîëû ò`Õîôòà.

Â [143] áûëî ðàññìîòðåíî àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå HKT ìíîãîîáðà�

çèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôîðìû Ωp, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûì ñòðóê�

òóðàì Ip. Â ñëó÷àå HKT ìíîãîîáðàçèÿ ôîðìà

I = Ω2 + iΩ3 (1.188)

èìååò òèï (2,0) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû I1: åå ãîëîìîðôíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ çàíóëÿåòñÿ, ∂1I = 0. Ñîïðÿæåííàÿ ôîðìà Ī = Ω2 − iΩ3 èìååò

òèï (0,2) îòíîñèòåëüíî I1. Àíàëîãè÷íî, ôîðìû Ω3 ± iΩ1 èìåþò òèïû (2,0) è

(0,2) îòíîñèòåëüíî I2, à ôîðìû Ω1 ± iΩ2 � (2,0) è (0,2) îòíîñèòåëüíî I3. Äî�

êàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äàíî â [201, 144]. Ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòîé

ãîëîìîðôíîé ôîðìû ìîæåò áûòü âçÿòî â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî îïðåäå�

ëåíèÿ HKT ãåîìåòðèè. Ìîæíî âûáðàòü êîìïëåêñíûé áàçèñ, â êîòîðîì

IMN̄ = hN̄PIMP = diag(ϵ, . . . , ϵ) , ϵ =

(
0 1

−1 0

)
(1.189)

è àíàëîãè÷íî äëÿ ĪM̄N . Ñóïåðçàðÿäû

S
HKT

=
√
2ψM

[
ΠM − i

2 (∂MhKL̄)ψ
Kψ̄L̄

]
,

S̄
HKT

=
√
2 ψ̄M̄

[
Π̄M̄ + i

2

(
∂̄M̄hKL̄

)
ψKψ̄L̄

]
,

R
HKT

=
√
2ψN INM̄

[
Π̄M̄ − i

2

(
∂̄M̄hKL̄

)
ψKψ̄L̄

]
,

R̄
HKT

=
√
2 ψ̄N̄ Ī N̄M

[
ΠM + i

2 (∂MhKL̄)ψ
Kψ̄L̄

]
(1.190)
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óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå N = 4 ñóïåðñèììåòðèè.

Îáùèå HKT ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ äèíàìèêîé (4, 4, 0) ìóëüòèïëåòîâ,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ N = 4 ñóïåðïîëÿìè V iαa (ñì. (1.180)), ãäå èíäåêñ a =

1, . . . , n∗ ÿâëÿåòñÿ �öâåòíîé�. Îáùåå HKT äåéñòâèå

S =
1

4

∫
dt dθdθ̄dηdη̄L(Vma , V̄m̄a ) (1.191)

ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dηdη̄ ïðèíèìàåò âèä

S =
1

4

∫
dt dθdθ̄∆ab

mn̄L(V, V̄ )DV m
a D̄V̄

n̄
b , (1.192)

ãäå

∆ab
mn̄L =

(
∂am∂̄

b
n̄ + ϵmkϵn̄l̄∂̄

a
k̄∂

b
l

)
L (1.193)

ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìåòðèêîé hmn̄. Ëàãðàíæèàí (1.192) ïðèíàäëåæèò ê êëàñ�

ñó N = 2 ñèãìà-ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ êîìïëåêñû Äîëüáî [36].

Åñëè ìåòðèêà êîìïëåêñà Äîëüáî hMN̄ íå çàâèñèò îò ïîëîâèíû êîìïëåêñ�

íûõ êîîðäèíàò zM (M≡ {m, a}) èëè îò ïîëîâèíû âåùåñòâåííûõ êîîðäèíàò

(íàïðèìåð, îò ìíèìûõ ÷àñòåé Im(zM)),5 ìîæíî âûïîëíèòü ãàìèëüòîíîâó ðå�

äóêöèþ, ïîñëå êîòîðîé ýðìèòîâà ìåòðèêà hMN̄ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

hMN̄ →
1

2

(
g(MN) + ib[MN ]

)
, (1.194)

ñîäåðæàùóþ ñèììåòðè÷íóþ âåùåñòâåííóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ìíèìóþ ÷à�

ñòè. Ïîëó÷àåìàÿ ïîñëå ðåäóêöèè ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ êâàçè�

êîìïëåêñíîé ìîäåëüþ äåÐàìà. Íàñòîÿùèé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ðåäóöèðîâàí�

íîé ìîäåëè ðàâåí

GMN → gMN + bMK(g
−1)KLbLN . (1.195)

Êàê ïîêàçàíî â [144], äàííàÿ êâàçèêîìïëåêñíàÿ ìîäåëü èìååò ñóïåðïîëåâîå

ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ n∗ (2, 4, 2) ñóïåðïîëåé Za(t; θ, η; θ̄, η̄), óäîâëåòâî�
ðÿþùèõ ëèíåéíûì êèðàëüíûì ñâÿçÿì D̄θZa = D̄ηZa = 0 . Ñóïåðïîëåâîé

5 Äëÿ èíòåãðèðóåìîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ìîæíî ââåñòè ãîëîìîðôíûå êîîðäèíàòû xM =

{zM, z̄M̄}, äëÿ êîòîðûõ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, ds2 = 2hMN̄dz
Mdz̄N̄ . Â ýòèõ êîðäèíàòàõ òåí�

çîð IM
N èìååò íåíóëåâûå êîìïîíåíòû IM

N = −INM = −iδNM, IM̄
N̄ = −IN̄M̄ = iδN̄M̄ è ïîýòîìó

IMN̄ = −IN̄M = −ihMN̄ .
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ëàãðàíæèàí êâàçèêîìïëåêñíîé êýëåðîâîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëàãðàí�

æèàíà êýëåðîâîé ìîäåëè è ãîëîìîðôíûõ F -÷ëåíîâ,

S =
1

4

∫
dt d2θ d2ηK(Z, Z̄)− 1

2

[∫
dt dθdηAa(Z)Ża + c.c.

]
. (1.196)

Áîëåå ïîäðîáíî ýòî îáñóäèì â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ïðè îáñóæäåíèè ðåäóê�

öèè áè-HKT ìîäåëåé.

1.3.1. Áè-HKT ìíîãîáðàçèÿ

Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ HKT, àëãåáðà ìàòðèö A + BpIp, îáðàçîâàííûõ èç

òðåõ áè-HKT êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð Ip, òåïåðü íå çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ. Çàìûêàíèå ýòîé àëãåáðû ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìóþ ñóììó êâàòåð�

íèîííûõ àëãåáð H+ + H−. Òàê, ïðîèçâåäåíèå ãåíåðàòîðîâ Ip ïðîèçâîäèò 4

äîïîëíèòåëüíûõ ãåíåðàòîðà,

Jp =
1

2
ϵpqrIqIr, ∆ = −I1J1 = −I2J2 = −I3J3 (1.197)

çàìûêàþùèõ àëãåáðó:

IpJ q = JpIq = −δpq∆+ ϵpqrIr, IpIq = JpJq = −δpq + ϵpqrJr,

∆Ip = Ip∆ = Jp, ∆Jp = Jp∆ = Ip, ∆2 = 1 .

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû Jp óäîâëåòâîðÿþò êâàòåðíèîííîé àëãåáðå (1.88). Ðàñ�

ñìîòðèì òåïåðü ìàòðèöû Ip± = 1
2(I

p ± Jp) è ∆± = 1
2(1 ± ∆). Ëåãêî óâè�

äåòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà {∆+, I
p
+} è {∆−, Ip−} îáðàçóþò ïîäàëãåáðû, êàæ�

äàÿ èç êîòîðûõ èçîìîðôíà êâàòåðíèîííîé àëãåáðå: Ip±I
q
± = −δpq∆± + ϵpqrIr±,

Ip±∆± = ∆±I
p
± = Ip±, ∆±I

p
∓ = Ip∓∆± = Ip±I

q
∓ = 0. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìû ìîæåì

âçÿòü ñòðóêòóðû â âèäå

I1bi−HKT = diag(I, . . . , I︸ ︷︷ ︸
n∗

, −I, . . . ,−I︸ ︷︷ ︸
m∗

), J1
bi−HKT = diag(I, . . . , I︸ ︷︷ ︸

n∗+m∗

),

I2bi−HKT = diag(J, . . . ,J︸ ︷︷ ︸
n∗

, −J, . . . ,−J︸ ︷︷ ︸
m∗

), J2
bi−HKT = diag(J, . . . ,J︸ ︷︷ ︸

n∗+m∗

),

I3bi−HKT = diag(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
n∗

,−K, . . . ,−K︸ ︷︷ ︸
m∗

), J3
bi−HKT = diag(K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸

n∗+m∗

) .
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Ýòè âûðàæåíèÿ ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî êîíêîìóòàíò Íèéåõóèçà 1
2 N

λ
µν(p, q) ={

(Ip)[µ
σ∂σ(I

q)ν]
λ − ∂[µ(I

q)ν]
σ(Ip)σ

λ
}
+ (p ↔ q) çàíóëÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû

(Ip, Iq), (Jp, J q), (Ip, J q).

Â [143] è ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ñ îäíèì îáû÷�

íûì è îäíèì çåðêàëüíûì ìóëüòèïëåòàìè. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îá�

ðàçîâàííîé n∗ îáû÷íûìè (1.180) è m∗ çåðêàëüíûì (1.182) ìóëüòèïëåòàìè è

îïèñûâàåìóþ ñóïåðïîëåâûì äåéñòâèåì

S =
1

4

∫
dt dθdθ̄ dηdη̄L(Vna , V̄ n̄a ,Wµ

α , W̄ µ̄
α) , (1.198)

a = 1, . . . , n∗; α = 1, . . . ,m∗; n, µ = 1, 2. Èíòåãðèðóÿ ïî dηdη̄, ìû ïðåäñòàâëÿ�

åì ýòî äåéñòâèå â N = 2 ñóïåðïðîñòðàíñòâå

S =
1

4

∫
dt dθdθ̄L′(V, V̄ ,W, W̄ ) , (1.199)

ãäå

L′ = (∆ab
mn̄L)DV m

a D̄V̄
n̄
b − (∆αβ

µν̄L)DW µ
α D̄W̄

ν̄
β

− ϵmnϵµν(∂̄an̄∂̄αν̄L)DV m
a DW

µ
α + ϵm̄n̄ϵµ̄ν̄(∂

a
n∂

α
νL) D̄V̄ m̄

a D̄W̄
µ̄
α .

(1.200)

Çäåñü ∂ am = ∂/∂V m
a , ∂̄ am̄ = ∂/∂V̄ m̄

a , ∂ αµ = ∂/∂W µ
α , ∂̄

α
µ̄ = ∂/∂W̄ µ̄

α ; D ≡ Dθ,

D̄ ≡ D̄θ � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå (1.178) è ñòðóêòóðû

∆ab
mn̄L = ∂am∂̄

b
n̄L+ ϵmkϵn̄l̄∂̄

a
k̄∂

b
lL , ∆αβ

µν̄L = ∂αµ∂
β
ν̄L+ ϵµλϵν̄ρ̄∂̄

α
λ̄∂

β
ρL (1.201)

çàâèñÿò îò 2n∗ + 2m∗ êèðàëüíûõ N = 2 ñóïåðïîëåé V m
a , V̄

m̄
a ,W

µ
α , W̄

µ̄
α .

Ëàãðàíæèàí (1.200) ñîäåðæèò, ïîìèìî ÷ëåíîâ ∼ DD̄, òàêæå ÷ëåíû

∼ DD è ∼ D̄D̄, è îïèñûâàåò ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó Äîëüáî, òâèñòî�

âàííóþ ãîëîìîðôíûìè êðó÷åíèÿìè [31, 140]. Ïîëîâèíà ñóïåðñèììåòðèé äåé�

ñòâèÿ (1.198) ðåàëèçîâàíû ÿâíî â (1.200), òîãäà êàê âòîðàÿ ïîëîâèíà �ñêðûòà�

è ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè N = 2 ñóïåðïîëåé

δηV
m
a = −εη ϵmnD̄V̄ n̄

a , δηV̄
m̄
a = ε̄η ϵ

m̄n̄DV n
a ,

δηW
µ
α = −ε̄η ϵµνD̄W̄ ν̄

α , δηW̄
µ̄
α = εη ϵ

µ̄ν̄DW ν
α .

(1.202)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãðàññìàíîâûì ïåðåìåííûì â (1.200) ïîëó÷à�

åì êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïðåïîòåíöèàëà (1.201) äàþò
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ìåòðèêó: áîçîííàÿ ÷àñòü êîìïîíåíòíîãî ëàãðàíæèàíà èìååò âèä

Lb = habmn̄ v̇
m
a
˙̄vn̄b + hαβµν̄ ẇ

µ
α
˙̄wν̄
β , (1.203)

ãäå â

habmn̄ = ∆ab
mn̄L , hαβµν̄ = −∆αβ

µν̄L , (1.204)

ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî êîìïîíåíòíûì ïîëÿì vma , w
µ
α. Çàìåòèì, ÷òî ϵnkh

ab
mk̄

=

−ϵmkhbank̄, ϵn̄k̄h
ab
km̄ = −ϵm̄k̄hbakn̄, ϵνλh

αβ

µλ̄
= −ϵµλhβανλ̄ , ϵν̄λ̄h

αβ
λµ̄ = −ϵµ̄λ̄h

βα
λν̄ . Êîìïî�

íåíòíûé ëàãðàíæèàí ñîäåðæèò òàêæå 2- è 4-ôåðìèîííûå ÷ëåíû, çàâèñÿùèå

îò ψna (ôåðìèîííûå ñóïåðïàðòåðû vna ) è χ
µ
α (ôåðìèîííûå ñóïåðïàðòåðû wµ

α).

Ïîëíûé êîìïîíåíòíûé ëàãðàíæèàí ïðèâåäåí â [151].

Ñóïåðçàðÿäû íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ í¼òåðîâñêîé ïðîöåäóðû. Ïàðà ñóïåð�

çàðÿäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿâíîé N = 2 ñóïåðñèììåòðèè, èìååò âèä [140]

S =
√
2ψma

(
Πa
m − i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c − i

2 ∂
a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ +

i
2 ϵmnϵνλ ∂̄

a
n̄h

αβ

µλ̄
χµαχ

ν
β

)
+
√
2χµα

(
Πα
µ − i

2 ∂
α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ − i

2 ∂
α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c +

i
2 ϵµνϵnk ∂̄

α
ν̄ h

ab
mk̄
ψma ψ

n
b

)
,

S̄ =
√
2 ψ̄m̄a

(
Π̄a
m̄ + i

2 ∂̄
a
m̄h

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c +

i
2 ∂̄

a
m̄h

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ − i

2 ϵm̄n̄ϵµ̄λ̄ ∂
a
nh

αβ
λν̄ χ̄

µ̄
αχ̄

ν̄
β

)
+
√
2 χ̄µ̄α

(
Π̄α
µ̄ +

i
2 ∂̄

α
µ̄h

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ +

i
2 ∂̄

α
µ̄h

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c − i

2 ϵµ̄ν̄ϵm̄k̄ ∂
α
ν h

ab
kn̄ ψ̄

m̄
a ψ̄

n̄
b

)
,

ãäå èìïóëüñû Πa
m, Π

α
µ íàõîäÿòñÿ âàðèàöèåé ëàãðàíæèàíà ïî v̇

n
a è ẇ

µ
α ïðè ôèê�

ñèðîâàííûõ ψna , χ
µ
α. Âûðàæåíèÿ ñóïåðçàðÿäîâ ìîæíî ñäåëàòü áîëåå êîìïàêò�

íûìè ïîñëå ââåäåíèÿ âåëè÷èí

ΨM = {ψma , χµα} , Ψ̄M̄ =
{
ψ̄m̄a , χ̄

µ̄
α

}
, ΠM =

{
Πa
m,Π

α
µ

}
, (1.205)

∂M =
{
∂am, ∂

α
µ

}
, ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

hMN̄ =

(
habmn̄ 0

0 hαβµν̄

)
, (1.206)

è ìàòðèö äâóõ ãèïåðêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì òðîéêàì

êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð,

IMN̄ = ĪM̄N =

(
ϵmnδ

a
b 0

0 −ϵµνδαβ

)
,

JMN̄ = J̄M̄N =

(
ϵmnδ

a
b 0

0 ϵµνδ
α
β

)
.

(1.207)
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Cóïåðçàðÿäû òîãäà ïðèîáðåòàþò âèä

S =
√
2ΨM

(
ΠM − i

2 ∂MhKL̄Ψ
KΨ̄L + i

2 ∂MCKLΨ
KΨL

)
,

S̄ =
√
2 Ψ̄M̄

(
Π̄M̄ + i

2 ∂̄M̄hKL̄Ψ
KΨ̄L − i

2 ∂̄M̄C̄K̄L̄ Ψ̄
K̄Ψ̄L̄

)
,

(1.208)

ãäå

CKL = −I[KP̄J R̄L] ∂P̄∂R̄L . (1.209)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîé ïàðû ñóïåðçàðÿäîâ, ãåíåðèðóþùèõ ïðåîáðàçî�

âàíèÿ (1.202), âîñïîëüçóåìñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ êîìïîíåíòíîãî ëàãðàíæèàíà

îòíîñèòåëüíî Z2 × Z2 ïðåîáðàçîâàíèé:

χµα → ϵµνχ̄ν̄α , χ̄µ̄α → ϵµ̄ν̄χνα ; vma → ϵmnv̄n̄a , v̄m̄a → ϵm̄n̄vna ; (1.210)

(ïîëÿ wµ
α, ψ

m
a íå ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ) èëè

ψma → ϵmnψ̄n̄a , ψ̄m̄a → ϵm̄n̄ψna ; wµ
α → ϵµνw̄ν̄

α , w̄µ̄
α → ϵµ̄ν̄wν

α ; (1.211)

(ïîëÿ vma and χµα íå ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ). Íàëè÷èå òàêèõ äèñêðåòíûõ ïðå�

îáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé. Îíè

ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ïîäãðóïïàìè íåïðåðûâíûõ ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ àë�

ãåáðû ñóïåðñèììåòðèè (R-ñèììåòðèé). Â íàøåì ñëó÷àå, ñèììåòðèÿ (1.210)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ SUL(2)-ñèììåòðèè, êîòîðàÿ âðàùàåò èíäåêñ i â θ
ik′ è ïðåîá�

ðàçóåò ïîëÿ vm, χµ, îñòàâëÿÿ èíâàðèàíòíûìè wµ, ψm. Ñèììåòðèÿ (1.211) �

ïîäãðóïïà SUR(2), äåéñòâóþùàÿ íà èíäåêñ k′ â θik
′
, ïðåîáðàçóþùàÿ wµ, ψm

è íå äåéñòâóþùàÿ íà vm, χµ.

Äåéñòâóÿ íà S, S̄ äèñêðåòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (1.210), äîïîëíåííû�

ìè Πa
m → −ϵmnΠ̄a

n̄, èëè (1.211), äîïîëíåííûìè Πα
µ → −ϵµνΠ̄α

ν̄ , ìû ïîëó÷àåì

R =
√
2ψna ϵnm

(
Π̄a
m̄ − i

2 ∂̄
a
m̄h

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c +

i
2 ∂̄

a
m̄h

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ − i

2 ϵm̄k̄ϵµ̄λ̄ ∂
a
kh

αβ
λν̄ χ̄

µ̄
αχ̄

ν̄
β

)
−
√
2 χ̄ν̄α ϵν̄µ̄

(
Πα
µ +

i
2 ∂

α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ − i

2 ∂
α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c +

i
2 ϵµλϵnk ∂̄

α
λ̄
hab
mk̄
ψma ψ

n
b

)
,

R̄ =
√
2 ψ̄n̄a ϵn̄m̄

(
Πa
m + i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c − i

2 ∂
a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ +

i
2 ϵmkϵνλ ∂̄

a
k̄
hαβ
µλ̄
χµαχ

ν
β

)
−
√
2χνα ϵνµ

(
Π̄α
µ̄ − i

2 ∂̄
α
µ̄h

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ̄
γ +

i
2 ∂̄

α
µ̄h

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l̄
c − i

2 ϵµ̄λ̄ϵm̄k̄ ∂
α
λh

ab
kn̄ ψ̄

m̄
a ψ̄

n̄
b

)
.
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Ïîäîáíî S è S̄, ìîæíî ââåñòè êîìïàêòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ R, R̄ ïîñðåäñòâîì

ââåäåíèÿ òâèñòîâàííûõ ôåðìèîíîâ è èìïóëüñîâ, ïîëó÷àåìûõ äåéñòâèåì Z2

ñèììåòðèè (1.210) íà ìóëüòèïëåò (1.205),

Ψ∗M =
{
ϵmnψ̄n̄a , χ

µ
α

}
, Π∗M =

{
Πa
m,−ϵµνΠ̄α

ν̄

}
, (1.212)

∂∗M =
{
∂am,−ϵµν ∂̄αν̄

}
. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî R, R̄ âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ

(1.212) òî÷íî òàêæå , êàê S, S̄ ÷åðåç (1.205). Òàêèì îáðàçîì, îáå ïàðû ñó�

ïåðçàðÿäîâ çàâèñÿò ñèììåòðè÷íî îò ãèïåðêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð I è J .
Â âåùåñòâåííûõ âåëè÷èíàõ ñóïåðçàðÿäû S, S̄ è R, R̄ ñóïåðïîëåâîãî

ëàãðàíæèàíà (1.198) ýêâèâàëåíòíû âåùåñòâåííûì ñóïåðçàðÿäàì (1.184),

(1.185) ïðè îòîæåñòâëåíèè ψM = {ΨM, Ψ̄M̄}. Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà

(1.184), (1.185) èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîé áè-HKT ñèñòåìû.

1.3.2. Êâàçèêîìïëåêñíûå áè-êåëåðîâûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ðàññìîòðèì n∗ ñóïåðïîëåé Za(t; θ, θ̄, η, η̄), a = 1, . . . , n∗, ïðåäñòàâëÿþ�

ùèõ êèðàëüíûå ëèíåéíûå (2, 4, 2) ìóëüòèïëåòû, è m∗ òâèñòîâàííûõ (çåð�

êàëüíûõ) êèðàëüíûõ (2, 4, 2) ñóïåðïîëåé Uα(t; θ, θ̄, η, η̄), α = 1, . . . ,m∗. Ýòè

ñóïåðïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò ñâÿçÿì

D̄θ Za = 0 , D̄η Za = 0 , (1.213)

D̄θ Uα = 0 , Dη Uα = 0 (1.214)

è ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ N = 2 ñóïåðïîëåé.

(2, 4, 2) = (2, 2, 0)⊕(0, 2, 2)

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü (2,4,2) ìóëüòèïëåò â âèäå ñóììû ìóëüòèïëåòîâ

(2,2,0) è (0,2,2) [36],

Za = Za +
√
2 ηΦa − iηη̄ Ża, Uα = Uα −

√
2 η̄Ψα + iηη̄ U̇α (1.215)

ãäå Za = za+
√
2θϕa− iθθ̄ża, D̄θZ

a = 0 è Uα = uα+
√
2 θ ρα− iθθ̄ u̇α, D̄θU

α = 0

ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè êèðàëüíûìè ñóïåðïîëÿìè, à Φa = φa+
√
2 θ Aa− iθθ̄ φ̇a,

D̄θ Φ
a = 0 è Ψα = ϱα +

√
2 θ Bα − iθθ̄ ϱ̇α, D̄θΨ

α = 0 � êèðàëüíûå ñóïåðïîëÿ
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òèïà (0, 2, 2). Áîçîííûå ïîëÿ za, uα ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè, òîãäà êàê Aa,

Bα � âñïîìîãàòåëüíûìè. Ïîëÿ ϕa, φa, ρα, ϱα ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîííûìè.

Òâèñòîâàííàÿ êåëåðîâà ñèãìà-ìîäåëü [139] îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

∼
∫
dt dθdθ̄ dηdη̄K(Z, Z̄,U , Ū), ê êîòîðîìó ìîæíî äîáàâèòü ãîëîìîðôíûå

F -÷ëåíû:

Sbi−K =
1

4

∫
dt dθdθ̄ dηdη̄K(Z, Z̄,U , Ū) (1.216)

−1
2

[∫
dt dθ dηAa(Z)Ża + c.c.

]
+

1

2

[∫
dt dθ dη̄ Bα(U) U̇α + c.c.

]
Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dη è dη̄ äåéñòâèå (1.216) çàïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ

N = 2 ñóïåðïîëåé:

Sbi−K =
1

4

∫
dt dθdθ̄

[
κab̄

(
DZaD̄Z̄ b̄ − 2ΦaΦ̄b̄

)
+ καβ̄

(
DUαD̄Ū β̄ − 2ΨαΨ̄β̄

)]
−1
2

∫
dt dθdθ̄

[
(∂a∂βK) ΦaΨβ − (∂̄ā∂̄β̄K) Φ̄āΨ̄β̄

]
+

1√
2

∫
dt dθ

(
Fab(Z)ŻaΦb + Gαβ(U)U̇αΨβ

)
+

1√
2

∫
dt dθ̄

(
F̄āb̄(Z̄) ˙̄Z āΦ̄b̄ + Ḡᾱβ̄(Ū) ˙̄U ᾱΨ̄β̄

)
, (1.217)

ãäå
κab̄ = ∂a∂̄b̄K , καβ̄ = −∂α∂̄β̄K

Fab = ∂aAb − ∂bAa, Gαβ = ∂αBβ − ∂βBα .
(1.218)

Îïóñêàÿ â áîçîííîì êîìïîíåíòíîì ëàãðàíæèàíå

Lbi−K
bos = κab̄

(
ża ˙̄z b̄ + AaĀb̄

)
+ καβ̄

(
u̇α ˙̄uβ̄ + BαB̄β̄

)
(1.219)

+Fab(z) żaAb + F̄āb̄(z̄) ˙̄zāĀb̄ + Gαβ(u) u̇αBβ + Ḡᾱβ̄(ū) ˙̄uᾱB̄β̄

÷ëåíû ∝ u,B, ìû ïîëó÷àåì áîçîííûé ëàãðàíæèàí êâàçèêîìïëåêñíîé êåëåðî�

âîé ìîäåëè [32]

Lbos = κab̄

(
ża ˙̄z b̄ + AaĀb̄

)
+ Fab(z) żaAb + F̄āb̄(z̄) ˙̄zāĀb̄ , (1.220)

êîòîðûé, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé Aa, Āb̄, ïðîèçâîäèò

Lbos → ża ˙̄z b̄
[
κab̄ − Faf(κ−1)c̄fFc̄b̄

]
, (1.221)
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â êîòîðîì ìåòðèêà íå èìååò âèä ∂a∂̄b̄Q è, òàêèì îáðàçîì, íå êåëåðîâà.

Äåéñòâèå (1.216) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì âûáîðîì è âîçìîæ�

íû áîëåå îáùèå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â áè-êåëåðîâîì ñëó÷àå. Òàê,

âìåñòî
∫
dt dθ dηAa(Z)Ża ìû ìîæåì âçÿòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ∫

dt dθdηdη̄A(1)
a (Z,U)DηZa è

∫
dt dθdθ̄dηA(2)

a (Z, Ū)DθZa ñ äâóìÿ ðàçëè÷�

íûìè �âåêòîðíûìè ïîòåíöèàëàìè�, çàâèñÿùèìè îò çåðêàëüíûõ ñóïåðïîëåé.

Òî æå ìîæíî ïðîäåëàòü ñî ñòðóêòóðîé Bα(U), çàìåíÿÿ åå íà êîìáèíàöèþ

B(1)
α (U,Z) è B(2)

α (U, Z̄). Êàê ðåçóëüòàò, äåéñòâèå

S̃bi−K =
1

4

∫
dt dθdθ̄ dηdη̄K(Z, Z̄,U , Ū) (1.222)

− i
4

[∫
dt dθ dηdη̄A(1)

a (Z,U)DηZa −
∫
dt dθdθ̄ dηA(2)

a (Z, Ū)DθZa + c.c.

]

+
i

4

[∫
dt dθ dηdη̄ B(1)

α (U ,Z) D̄ηUα −
∫
dt dθdθ̄ dη̄ B(2)

α (U , Z̄)DθUα + c.c.

]
ãåíåðèðóåò áîçîííûé ëàãðàíæèàí (1.219), â êîòîðîì íàïðÿæåííîñòè Fab, Gαβ
îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (1.218) ñ

Aa = A(1)
a (z, u) +A(2)

a (z, ū), Bα = B(1)
α (u, z) + B(2)

α (u, z̄) . (1.223)

Äåéñòâèå (1.222) îïðåäåëÿåò îáùóþ êâàçèêîìïëåêñíóþ áè-êåëåðîâóþ ìîäåëü.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ïîäðàçäåëà: áè�

êåëåðîâû ìîäåëè (1.216), (1.222) ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèåé áè-HKT

ìîäåëåé (1.198). Ïîêàæåì ñíà÷àëà ýòî äëÿ ÷èñòîé HKT ìîäåëè, áîçîííûé

ëàãðàíæèàí êîòîðîé

LHKT
bos = habmn̄ v̇

m
a
˙̄vn̄b , habmn̄ =

(
∂2

∂vma ∂v̄
n̄
b

+ ϵmkϵn̄l̄
∂2

∂v̄k̄a∂v
l
b

)
L(v, v̄) (1.224)

ïîñëå ââåäåíèÿ ïåðåìåííûõ za = v1a, ξ
a = v̄2a ïðèíèìàåò âèä

LHKT
bos = κab̄

(
ża ˙̄zb̄ + ξ̇a ˙̄ξ b̄

)
+ Fab żaξ̇b + F̄āb̄ ˙̄zā ˙̄ξ b̄ , (1.225)

ãäå

κab̄ = hab11̄ = hba22̄ =

(
∂2

∂za∂z̄b̄
+

∂2

∂ξa∂ξ̄ b̄

)
L ,
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Fab = hab12̄ =

(
∂2

∂za∂ξb
− ∂2

∂zb∂ξa

)
L , F̄āb̄ = hab21̄ =

(
∂2

∂z̄ā∂ξ̄ b̄
− ∂2

∂z̄b̄∂ξ̄ā

)
L .

Â ìîäåëÿõ, äîïóñêàþùèõ ðåäóêöèþ, âåëè÷èíû κab̄ è Fab íå äîëæíû èìåòü

çàâèñèìîñòü îò ïîëîâèíû êîîðäèíàò, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîãóò áûòü âçÿòû

ξa. Ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íà ïðåïîòåíöèàë L, îáùåå ðåøåíèå äëÿ

êîòîðîãî èìååò âèä

L = K(Z, Z̄) +Aa(Z) Ξa + Āā(Z̄) Ξ̄ā , (1.226)

ãäå K(Z, Z̄) (Za = V1
a , Ξ

a = V2
a). Òîãäà κab̄ = ∂a∂̄b̄K è Fab = ∂aAb − ∂bAa.

Îòìåòèì, ÷òî áîçîííûé êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí (1.225) ñîäåðæèò, ïîìèìî ÷ëåíà

κab̄ż
a ˙̄z b̄, òàêæå ÷ëåí κab̄ξ̇

a ˙̄ξ b̄ ñ âðåìåííûìè ïðîèçâîäíûìè ξa, äàæå â ñëó÷àå,

êîãäà ïðåïîòåíöèàë (1.191) çàâèñèò òîëüêî îò V1
a , òàê êàê êîìïîíåíòíîå ðàç�

ëîæåíèå V1
a ñîäåðæèò òàêæå V̄

2
a .

Êàê îòìå÷àëîñü â [202] è ïîäðîáíî îáñóæäàëîñü â [144], ïðè ðåäóêöèè

ïðîèçâîäíûå ðåäóöèðîâàííûõ êîîðäèíàò ïåðåõîäÿò âî âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ

ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè. Â íàøåì ñëó÷àå, ξ̇a → Aa. Òàêèì îáðàçîì, ìû âîñ�

ïðîèçâîäèì âûðàæåíèå (1.220) ñ ïîëÿìè îáû÷íîãî ìóëüòèïëåòà. Ôåðìèîííûå

÷ëåíû âîññòàíàâëèâàþòñÿ êàê â èñõîäíîé, òàê è â ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè,

N = 4 ñóïåðñèììåòðèåé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè áè-êåëåðîâîé ìîäåëè (1.222) ðàñ�

ñìîòðèì áè-HKT ìîäåëü (1.198) ñ ïðåïîòåíöèàëîì

L = K(Z, Z̄;U , Ū) (1.227)

+
[
A(1)
a (Z,U) +A(2)

a (Z, Ū)
]
Ξa +

[
Ā(1)
a (Z̄, Ū) + Ā(2)

a (Z̄,U)
]
Ξ̄ā

−
[
B1
α(U ,Z) + B2

α(U , Z̄)
]
Σα −

[
B̄1
α(Ū , Z̄) + B̄2

α(Ū ,Z)
]
Σ̄ᾱ

(Uα =W1
α,Σ

α =W2
α), áîçîííûé ëàãðàíæèàí (1.203) êîòîðîé

Lbi−HKTb = κab̄

(
ża ˙̄zb̄ + ξ̇a ˙̄ξ b̄

)
+ καβ̄

(
u̇α ˙̄uβ̄ + σ̇α ˙̄σβ̄

)
+Fab żaξ̇b + F̄āb̄ ˙̄zā ˙̄ξ b̄ + Gαβ u̇ασ̇β + Ḡᾱβ̄ ˙̄uᾱ ˙̄σβ̄ ,

(1.228)

ãäå ìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû

κab̄ =
∂2

∂za∂z̄b̄
K , καβ̄ = − ∂2

∂uα∂ūβ̄
K ,



80

Fab =
∂

∂za

[
A(1)
b +A(2)

b

]
− (a↔ b) , Gαβ =

∂

∂uα

[
B(1)
β + B(2)

β

]
− (α↔ β) .

íå çàâèñÿò îò ξa, σα. Â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïî ýòèì ïåðåìåííûì, êîãäà ïðî�

èçâîäíûå ξ̇a, σ̇α ïåðåõîäÿò âî âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ Aa, Bα, âîñïðîèçâîäèòñÿ

áîçîííûé ëàãðàíæèàí (1.219) ñ F → F (1) + F (2) , G → G(1) + G(2) êâàçèêîì�
ïëåêñíîé áè-êåëåðîâîé ìîäåëè (1.222).

(2, 4, 2) = (1, 2, 1)⊕(1, 2, 1)

Èìååò ìåñòî ðåàëèçàöèÿ N = 4 ñóïåðïîëåé (1.213) è (1.214) ñ ïîìîùüþ

äâóõ ïàð âåøåñòâåííûõ (1, 2, 1) N = 2 ñóïåðïîëåé Xm
a è Y µ

α ñîîòâåòñòâåí�

íî. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå áè-êåëåðîâîé ìîäåëè â òåðìèíàõ ñóïåðïîëåé Xm
a è

Y µ
α ïîëó÷àåòñÿ ðàçìåðíîé ðåäóêöèåé áè-HKT äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ìíèìûõ

÷àñòåé Im(vma ) è Im(wµ
α). Ýòà ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì

vma = xma + iλma , wµ
α = yµα + itµα , (1.229)

ââåäåíèåì íîâûõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ

za = x1a + ix2a , ξa = λ1a + iλ2a , uα = y1α + iy2α , σα = t1α + it2α (1.230)

è âûïîëíåíèåì ðåäóêöèè â îòíîøåíèè ξa, σα. Ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ ïåðâîé

ñòðîêè â (1.200) ïðîèçâîäèò êâàçèêîìïëåêñíóþ ìîäåëü äåÐàìà [32] ñ ëàãðàí�

æèàíîì

Lfirst line =
1

2

[
gabmn + ibabmn

]
DXm

a D̄X
n
b +

1

2

[
gαβµν + ibαβµν

]
DY µ

α D̄Y
ν
β , (1.231)

ãäå gabmn, g
αβ
µν è b

ab
mn, b

αβ
µν ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé

è ìíèìîé àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòÿìè ýðìèòîâûõ ìåòðèê habmn̄, h
αβ
µν̄ â (1.200),

îïðåäåëÿåìûå âûðàæåíèÿìè

gabmn =
1

2

(
∂am∂

b
n + ϵmkϵnl∂

a
k∂

b
l

)
K(Z, Z̄, U, Ū), (1.232)

gαβµν = −1
2

(
∂αµ∂

β
ν + ϵµκϵνλ∂

α
κ∂

β
λ

)
K(Z, Z̄, U, Ū), (1.233)

babmn = −Fab
mn = ∂bnAam − ∂amAbn , bαβµν = −Gαβµν = ∂βνBαµ − ∂αµBβν , (1.234)
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ãäå Aa1(X) = Aa(Z) + Āa(Z̄), Aa2(X) = i
[
Aa(Z)− Āa(Z̄)

]
è Bα1 (Y ) =

Bα(U)+B̄α(Ū), Bα2 (Y ) = i
[
Bα(U)− B̄α(Ū)

]
� âåùåñòâåííûå 2-ìåðíûå "âåêòîð�

ïîòåíöèàëû". Çäåñü, ∂am, ∂
α
µ îçíà÷àþò ∂/∂Xm

a , ∂/∂Y
µ
α . Äîïîëíÿÿ (1.231) ðå�

äóêöèåé âòîðîé ñòðîêè â (1.200), ïîëó÷àåì ïîëíîå ðåäóöèðîâàííîå äåéñòâèå

S =
1

2

∫
dt dθdθ̄

[ (
gabmn + ibabmn

)
DXm

a D̄X
n
b +

(
gαβµν + ibαβµν

)
DY µ

α D̄Y
ν
β

+
1

2
ϵmnϵµν(∂

a
n∂

α
νK)

(
D̄Xm

a D̄Y
µ
α −DXm

a DY
µ
α

) ]
. (1.235)

Ñêðûòàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ N = 2 ñóïåðñèììåòðèÿ äåéñòâèÿ (1.235) ðåàëèçî�

âàíà ïðåîáðàçîâàíèÿìè

δXm
a = −εηϵmnD̄Xn

a + ε̄ηϵ
mnDXn

a ,

δY µ
α = −ε̄ηϵµνD̄Y ν

α + εηϵ
µνDY ν

α ,
(1.236)

êîòîðûå èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è (1.202), íî ñ çàìåíàìè V m, V̄ m → Xm è

W µ, W̄ µ → Y µ. Ïîñëå ââåäåíèÿ ε = ε+ + iε−, D = D+ + iD−, ãäå ε±, D±

âåùåñòâåííû, (1.236) ïðèíèìàåò âèä

δ

(
X

Y

)M

= 2iε+ J
M
ND−

(
X

Y

)N

− 2iε− I
M
ND+

(
X

Y

)N

. (1.237)

Çäåñü ìàòðèöû I, J ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè I,J ïðèâåäåííûìè â (1.207). Íî

òåïåðü îíè ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, à íå

ìàòðèöàìè ãèïåðêîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, êàê èìååò ìåñòî â ñëó÷àÿõ áè-HKT

ìíîãîîáðàçèé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóïåðçàðÿäîâ â áè-êåëåðîâîé ìîäåëè ìîæíî âîñïîëüçî�

âàòüñÿ ïîëó÷åííûìè âûøå ñóïåðçàðÿäàìè äëÿ (4, 4, 0) ìóëüòèïëåòîâ â áè�

HKT ìîäåëè è âûïîëíèòü â íèõ ãàìèëüòîíîâó ðåäóêöèþ, êîòîðàÿ ïîäðàçóìå�

âàåò çàìåíû ∂M, ∂̄M̄ → 1
2 ∂M , ΠM, Π̄M̄ →

1
2 ΠM , ψ

M →
√
2ψM , ãäå ôàêòîð√

2 ñâÿçàí ñ ñîãëàñîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé ôåðìèîííûõ êîìïîíåíò ìóëüòè�
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ïëåòîâ (1, 2, 1) è (2, 2, 0). Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì îïåðàòîðû

S = ψma

(
Πa
m − i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c − i

2 ∂
a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ +

i
2 ϵmnϵνλ ∂

a
nh

αβ

µλ̄
χµαχ

ν
β

)
+χµα

(
Πα
µ − i

2 ∂
α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ − i

2 ∂
α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c +

i
2 ϵµνϵnk ∂

α
ν h

ab
mk̄
ψma ψ

n
b

)
,

S̄ = ψ̄ma

(
Πa
m + i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c +

i
2 ∂

a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ − i

2 ϵmnϵµλ ∂
a
nh

αβ
λν̄ χ̄

µ
αχ̄

ν
β

)
+χ̄µα

(
Πα
µ +

i
2 ∂

α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ +

i
2 ∂

α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c − i

2 ϵµνϵmk ∂
α
ν h

ab
kn̄ ψ̄

m
a ψ̄

n
b

)
,

R = ψna ϵnm

(
Πa
m − i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c +

i
2 ∂

a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ − i

2 ϵmkϵµλ ∂
a
kh

αβ
λν̄ χ̄

µ
αχ̄

ν
β

)
−χ̄να ϵνµ

(
Πα
µ +

i
2 ∂

α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ − i

2 ∂
α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c +

i
2 ϵµλϵnk ∂

α
λh

ab
mk̄
ψma ψ

n
b

)
,

R̄ = ψ̄na ϵnm

(
Πa
m + i

2 ∂
a
mh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c − i

2 ∂
a
mh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ +

i
2 ϵmkϵνλ ∂

a
kh

αβ

µλ̄
χµαχ

ν
β

)
−χνα ϵνµ

(
Πα
µ − i

2 ∂
α
µh

βγ

νλ̄
χνβχ̄

λ
γ +

i
2 ∂

α
µh

bc
kl̄
ψkb ψ̄

l
c − i

2 ϵµλϵmk ∂
α
λh

ab
kn̄ ψ̄

m
a ψ̄

n
b

)
,

ãåíåðèðóþùèå N=4 ñóïåðñèììåòðèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåùåñòâåí�

íûì áîçîííûì ñåêòîðîì.

1.4. Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà ñî ñïèíîâûìè

ïåðåìåííûìè è óðàâíåíèå Íàìà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé

êâàíòîâîé ìåõàíèêè, â êîòîðîé âñå ôèçè÷åñêèå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ äèíà�

ìè÷åñêèìè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàéäåíû è èçó÷åíû íîâûå ìîäåëè N=4 ñó�

ïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, êîòîðûå îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå

äâóõ íåïðèâîäèìûõN=4 ìóëüòèïëåòîâ: îäèí èç ýòèõ ìóëüòèïëåòîâ ÿâëÿåòñÿ

äèíàìè÷åñêèì, ñ íîðìàëüíûìè êèíåòè÷åñêèìè ÷ëåíàìè äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêèõ

êîìïîíåíòíûõ ïîëåé, â òî âðåìÿ êàê äðóãîé � �ïîëó-äèíàìè÷åñêèì� èëè �ñïè�

íîâûì�, ñ d=1 äåéñòâèåì Âåññà-Çóìèíî (ÂÇ) äëÿ áîçå-ïîëåé (ïåðâîãî ïîðÿäêà

ïî âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé) è äåéñòâèåì áåç ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôåðìèîííûõ

ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíèå, òàêèì îáðàçîì, èãðàþòü ðîëü âñïîìîãàòåëüíûõ ïî�

ëåé. Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ áîçå-ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ îïðåäåëåííûì òèïîì ñïèíîâûõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû, ïàðàìåòðèçóþùèõ íåêîììóòàòèâíîå �ðàçìûòîå� ìíîãîîá�

ðàçèå (íàïðèìåð, ñòàíäàðòíóþ �ðàçìûòóþ� ñôåðó [203] â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå,
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êîãäà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ SU(2) äóáëåòàìè). Âîëíîâûå ôóíêöèè

îáðàçóþò íåïðèâîäèìûå ìóëüòèïëåòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï èçîìåòðèè. Â

îòëè÷èå îò ìîäåëåé [146, 147, 148] ñî ñïèíîâûìè (4,4,0) ìóëüòèïëåòàìè, êîòî�

ðûå áóäóò ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé ãëàâå, â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì

ìîäåëü, ãäå ëèíåéíàÿ âåðñèÿ ìóëüòèïëåòÿ (3,4,1) ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ ñïè�

íîâîãî ìóëüòèïëåòà. Â êà÷åñòâå äèíàìè÷åñêîãî ìóëüòèïëåòà ìû âûáèðàåì

(1,4,3) ìóëüòèïëåò.

×ëåí ÂÇ, èñïîëüçóåìûé â îïèñàíèè (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëåòà ðàññìàò�

ðèâàåìîé ìîäåëè, èìååò ïîñëåäîâàòåëüíîå ñóïåðïîëåâîå îïèñàíèå òîëüêî â

ãàðìîíè÷åñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Áîëåå òîãî, ãàðìîíè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿ�

åòñÿ íàèáîëåå àäåêâàòíûì äëÿ âíåìàññîâîãî îïèñàíèÿ N=4, d=1 ìóëüòèïëå�

òîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû ïðèâåäåì íèæå ïîäõîä N=4, d=1 ãàðìîíè÷åñêîãî

ñóïåðïðîñòðàíñòâà [12, 69], êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è â ñëåäóþùåé ãëà�

âå.

1.4.1. Ìóëüòèïëåòû â ãàðìîíè÷åñêîì N=4, d=1 ñóïåðïðîñòðàíñòâå

N=4, d=1 ãàðìîíè÷åñêîå ñóïåðïðîñòðàíñòâî (ÃÑÏ) [69], êîòîðîå ïî�

ëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàñøèðåíèÿ îáû÷íîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà ãàðìîíè�

÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè u±i , ïàðàìåòðèçîâàíî (t, θ±, θ̄±, u±i ) ãäå θ± = θiu±i ,

θ̄± = θ̄iu±i . Êîììóòèðóþùèå SU(2) ñïèíîðû u±i îïèñûâàþò 2-ñôåðó S2 ∼
SU(2)R/U(1)R:

u+iu−i = 1 . (1.238)

Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì ÃÑÏ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â íåì ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëè�

òè÷åñêîãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà (ÀÑÏ) ñ ïîëîâèíîé ãðàññìàíîâûõ êîîðäèíàò:

(ζ, u) = (tA, θ
+, θ̄+, u±i ) , tA = t+ i(θ+θ̄− + θ−θ̄+) , (1.239)

çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî N=4 ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðñèììåòðèè. Îáùèå

N=4, d=1 ñóïåðìàëüòèïëåòû âíå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â

âèäå àíàëèòè÷åñêèõ ñóïåðïîëåé, �æèâóùèõ � â ïîäïðîñòðàíñòâå (1.239). Ñïè�

íîðíûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå â àíàëèòè÷åñêîì áàçèñå ãàðìîíè÷åñêîãî

ñóïåðïðîñòðàíñòâà, ïàðàìåòðèçîâàííîì êîîðäèíàòàìè (ζ, u, θ±, θ̄±), ïðèíèìà�
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þò âèä

D+ =
∂

∂θ−
, D̄+ = − ∂

∂θ̄−
, D− = − ∂

∂θ+
− 2iθ̄−∂tA , D̄− =

∂

∂θ̄+
− 2iθ−∂tA

è ñâÿçàíû ñ êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè â öåíòðàëüíîì áàçèñå ÷åðåç ïðîåê�

öèè D± = Diu±i and D̄± = D̄iu±i . Ãàðìîíè÷åñêèå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

â àíàëèòè÷åñêîì áàçèñå ðàâíû

D±± = ∂±± + 2iθ±θ̄±∂tA + θ±
∂

∂θ∓
+ θ̄±

∂

∂θ̄∓
.

Ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì µH = dudtd4θ =

µ
(−2)
A (D+D̄+), µ

(−2)
A = dudζ(−2) = dudtAdθ

+dθ̄+ = dudtA(D
−D̄−).

Â ãàðìîíè÷åñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå N=4, d=1 ñóïåðìóëüòèïëåòû îïè�

ñûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ñóïåðïîëÿìè Φ(q)(t, θ±, θ̄±, u) [69, 72, 73], îá�

ëàäàþùèìè U(1)-çàðÿäîì q. Íàëè÷èå ýòîãî çàðÿäà îòðàæàåò ëîêàëüíóþ

U(1)-ñèììåòðèþ ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè, ãåíåðèðóåìîé îïåðàòîðîì

D0,

D0Φ(q) = qΦ(q) , (1.240)

ãäå D0 = ∂0 + θ+
∂

∂θ+
+ θ̄+

∂

∂θ̄+
− θ− ∂

∂θ−
− θ̄− ∂

∂θ̄−
. Àíàëèòè÷åñêèå ñóïåðïîëÿ

Φ(q)(ζ, u), çàâèñÿùèå îò ñóïåðêîîðäèíàò (1.239), îïðåäåëÿþòñÿ ãðàññìàíîâû�

ìè ñâÿçÿìè Êîøè-Ðèìàíà

D+Φ(q) = D̄+Φ(q) = 0 . (1.241)

Àíàëèòè÷åñêèå ñóïåðïîëÿ ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü îáîáùåííîìó óñëîâèþ âå�

ùåñòâåííîñòè, êîòîðîå ïîäðàçóìåâàåò îáû÷íîå óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè äëÿ

êîìïîíåíòíûõ ïîëåé. Îáîáùåííîå ñîïðÿæåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ñóïåðïîëåé,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ è àíòèïîäàëüíî�

ãî îòðàæåíèÿ íà ãàðìîíè÷åñêîé 2-ñôåðå, îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì òèëüäû:

Φ(q) → Φ̃(q) (äëÿ äåòàëåé ñìîòðèòå [12, 69]). Íèæå ìû êðàòêî ïðåäñòàâèì ãàð�

ìîíè÷åñêèå îïèñàíèÿ áàçîâûõ N=4, d=1 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, êîòîðûå áóäóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â ýòîé è ñëåäóþùåé ãëàâàõ.

Ñóïåðìóëüòèïëåò (1,4,3) îïèñûâàåòñÿ â ÃÑÏ ÷åòíûì âåùåñòâåííûì

ãàðìîíè÷åñêèì ñóïåðïîëåì X (t, θ±, θ̄±, u), èìåþùèì íóëåâîé ãàðìîíè÷åñêèé
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çàðÿä è ïîä÷èíåííûì ñâÿçÿì

D++X = 0 , (1.242)

D+D−X = 0 , D̄+D̄−X = 0 , (D+D̄− + D̄+D−)X = 0 . (1.243)

Óñëîâèÿ (1.242) è (1.243) ýêâèâàëåíòíî ñòàíäàðòíûì ñâÿçÿì [47] â öåíòðàëü�

íîì áàçèñå

DiDiX = 0 , D̄iD̄
iX = 0 , [Di, D̄i]X = 0 . (1.244)

ãäå

Di =
∂

∂θi
− iθ̄i∂t , D̄i =

∂

∂θ̄i
− iθi∂t = −(Di) . (1.245)

� ñïèíîðíûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå. Óðàâíåíèå (1.242) ïîäðàçóìåâàåò

íåçàâèñèìîñòü ñóïåðïîëÿ X îò ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, X = X (t, θi, θ̄i),
à óðàâíåíèÿ (1.243) ðåäóöèðóþòñÿ ê ñâÿçÿì (1.244). θ-ðàçëîæåíèå ñóïåðïîëÿ

èìååò âèä

X (t, θi, θ̄i) = x+θiχ
i+χ̄iθ̄

i+θiθ̄kKik− i
2(θ)

2χ̇iθ̄
i− i

2(θ̄)
2θi ˙̄χ

i+1
4(θ)

2(θ̄)2ẍ , (1.246)

ãäå (θ)2 ≡ θiθ
i, (θ̄)2 ≡ θ̄iθ̄i . Ïåðâûé ÷ëåí äåéñòâèÿ (1.263), SX =∫

dt d4θL(X ) , ãäå d4θ = 1
4
∂
∂θ̄i

∂
∂θ̄i

∂
∂θi

∂
∂θi
, èìååò ñëåäóþùèé êîìïîíåíòíûé âèä

SX =

∫
dt
[
L′ẍ−iL′′

(
˙̄χkχk − χ̄kχ̇k

)
+1

2 L
′′K ikKik−L′′′K ikχiχ̄k+

1
4 L

(IV )χiχ
iχ̄kχ̄k

]
.

(1.247)

Çäåñü, L′, L′′, L′′′, L(IV ) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé x è ÷åðòà îçíà÷àåò

ïðîèçâîäíóþ ïî x: L′ = L′(x) è ò.ä.

Ñóùåñòâóåò äðóãîå, ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå (1,4,3) ñóïåðìóëüòèïëå�

òà. Îíî èñïîëüçóåò âåùåñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå êàëèáðîâî÷íîå ñóïåðïîëå

V(ζ, u) , D+ V = D̄+ V = 0, îïðåäåëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî àáåëåâîé êàëèá�

ðîâî÷íîé ñâîáîäû

δV = D++λ−− , λ−− = λ−−(ζ, u) . (1.248)

Àíàëèòè÷åñêîå ñóïåðïîëå V = V(ζ, u) èãðàåò ðîëü ïðåïîòåíöèàëà äëÿ (1,4,3)
ìóëèòèïëåòà è ñâÿçàíî ñ ñóïåðïîëåì X (t, θi, θ̄i) ïîñðåäñòâîì ãàðìîíè÷åñêîãî
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èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [72]

X (t, θi, θ̄i) =
∫
duV(tA, θ+, θ̄+, u)

∣∣∣
θ±=θiu±i , θ̄

±=θ̄iu±i

. (1.249)

Ïðåïîòåíöèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (1.249) àâòîìàòè÷åñêè ðàçðåøàåò áàçèñíûå

ñâÿçè (1.244) è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íîâûå N=4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìîäåëè,

â êîòîðûõ (1,4,3) ìóëüòèïëåò âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèìè N=4 ñóïåðìóëü�

òèïëåòàìè. Âûðàæàÿ Di = D−u+i −D+u−i è D̄i = D̄−u+i − D̄+u−i è èñïîëüçóÿ

àíòèêîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ {D+, D̄−} = −{D−, D̄+} = −2i∂t , ìû
íàõîäèì, ÷òî ñâÿçè (1.244) âûïîëíÿþòñÿ êàê ïðÿìîå ñëåäñòâèå óñëîâèé àíà�

ëèòè÷íîñòè äëÿ V : D+ V = D̄+ V = 0 .

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî V äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ìóëüòèïëåò (1,4,3),

ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü êàëèáðîâî÷íóþ ñâîáîäó (1.248). Îíà ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà äëÿ óäàëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êàëèáðîâî÷íûõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû â V è ïðèâåäåíèÿ åãî ê âåññ-çóìèíîâñêîìó âèäó

V(tA, θ+, θ̄+, u±) = x(tA)− 2 θ+χi(tA)u
−
i − 2 θ̄+χ̄i(tA)u

−
i + 3 θ+θ̄+K ik(tA)u

−
i u
−
k ,

(1.250)

ãäå tA = t+ i(θ+θ̄−+θ−θ̄+) è ïîëÿ x(t), χi(t), χ̄i(t), K ik(t) òå æå, ÷òî â (1.246).

Òåíçîðíûé ñóïåðìóëüòèïëåò (3,4,1) îïèñûâàåòñÿ ÷åòíûì àíàëèòè�

÷åñêèì ñóïåðïîëåì L++(ζ, u), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó óñëîâèþ

âåùåñòâåííîñòè, L̃++ = L++ è ïîä÷èíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ñâÿçè [69]

D++ L++ = 0 . (1.251)

Âíåìàññîâûé êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ òåíçîðíîãî ìóëüòèïëåòà îïèñûâàåòñÿ êîì�

ïîíåíòíûìè ïîëÿìè vij = vji, B, ψi è ψ̄i â ðåøåíèè ñâÿçè (1.251) [69]

L++ = v++ + θ+ψ+ + θ̄+ψ̄+ − 2i θ+θ̄+
(
v̇+− +B

)
, (1.252)

ãäå v++ = viju+i u
+
j , v

+− = viju+i u
−
j , ψ

+ = ψiu+i è ψ̄+ = ψ̄iu+i . SU(2)-òðèïëåò

vij îïèñûâàåò òðè áîçîííûå ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû. Â öåíòðàëüíîì áà�

çèñå ñóïåðïîëå L++ = u+i u
+
k L

ik, ãäå Lik(t, θ, θ̄) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ñóïåðïîëåì,

ïîä÷èíåííûì ñâÿçÿì

D(iLkl) = 0 , D̄(iLkl) = 0 . (1.253)
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Äåéñòâèÿ ñèãìà-ìîäåëüíîãî òèïà äëÿ L++ çàïèñûâàþòñÿ êàê èíòåãðàë

ïî ïîëíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó îò ëàãðàíæèàíà, êîòîðûé

åñòü ôóíêöèåé L++, L+− = 1
2 D

−−L++, L−− = 1
2 D

−−L+− è ãàðìîíèê (ñìîòðè�

òå äåòàëè â [69]). Äåéñòâèå Âåññà-Çóìèíî, ãåíåðèðóþùåå ñóïåðïîòåíöèàëüíûé

÷ëåí äëÿ L++, äàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì ïî àíàëèòè÷åñêîìó ñóïåðïðî�

ñòðàíñòâó

SWZ = i
2 γ

∫
µ
(−2)
A L(+2)(L++, u)

= −γ
∫
dt
(
1
2 Aikv̇

ik + i
2 Rikψ̄

(iψk) + UB
)
, (1.254)

ãäå ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè

Aik = 2

∫
du u+(iu

−
k)

∂L++

∂v++
, Rik =

∫
du u+i u

+
k

∂2L++

∂(v++)2
, U =

∫
du

∂L++

∂v++
,

êîòîðûå ïîäðàçóìåâàþò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé

△R3U = 0 , △R3Aik , ∂ikAik = 0 , (1.255)

∂ijAkl − ∂klAij = (ϵik∂jl + ϵjl∂ik)U , (1.256)

Rik = ∂ikU , (1.257)

ãäå ∂ik = ∂/∂vik è △R3 = ∂ik∂ik ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà R3.

Óðàâíåíèÿ (1.255), (1.256) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè

ìîíîïîëüíîå (ñòàòè÷åñêîå) ðåøåíèå äëÿ ñàìîäóàëíûõ ìàêñâåëëîâñêîãî èëè

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëåé â R4 (ñì., íàïðèìåð, [204] è ññûëêè òàì). Íåòðèâèàëü�

íàÿ ôèçèêà âîçíèêàåò ïðè íàëè÷èè îñîáåííîñòåé â U . Ýòè îñîáåííîñòè ïðè�

âîäÿò ê íåòðèâèàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ôîíîâîãî êàëèáðîâî÷íîãî âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà Aij, êîòîðûé îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ äèðàêîâñêóþ ñòðóíó.

Ýòî ñâîéñòâî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ íàêðûòèé (èëè ôîðìàëèçì

ðàññëîåíèé) v-ïðîñòðàíñòâà äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà [204].

Õîòÿ ìû è áóäåì ïîëó÷àòü âûðàæåíèÿ äëÿ Aij, àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé â

ýòîé ãëàâå ñèñòåìû íå òðåáóåò çíàíèÿ òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîãî âåêòîð�

íîãî ïîòåíöèàëà: ãàìèëüòîíîâ àíàëèç áóäåò èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ïî�

ëåâûå íàïðÿæåííîñòè.
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�Êîðíåâîé� ñóïåðìóëüòèïëåò (4,4,0), ðàññìàòðèâàåìûé â ïðåäûäó�

ùèõ ðàçäåëàõ â îáû÷íîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå, ïîçâîëÿåò ñãåíåðèðîâàòü äðóãèå

ìóëüòèïëåòû ïîñðåäñòâîì ðåäóêöèè, îñóùåñòâëÿåìîé èëè íà óðîâíå êîìïî�

íåíòíîãî äåéñòâèÿ [202] èëè ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ [72, 73]. Â ãàðìîíè÷åñêîì

ñóïåðïðîñòðàíñòâå îí îïèñûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì àíàëèòè÷åñêèì ñóïåðïîëåì

Z+, Z̄+, èìåþùåì åäèíè÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé çàðÿä, ïîä÷èíåííûì ñâÿçè

D++Z+ = 0 (1.258)

è èìåþùèì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

Z+ = ziu+i + θ+φ+ θ̄+ϕ− 2i θ+θ̄+∂tAz
iu−i , (1.259)

ãäå SU(2)-äóáëåò zi(tA) îïèñûâàåò ÷åòûðå áîçîííûå ôèçè÷åñêèå ñòåïåíè ñâî�

áîäû. Ìû ìîæåì ñêîìáèíèðîâàòü ñóïåðïîëÿ Z+ è Z̃+ â äóáëåò íåêîòîðîé

äîïîëíèòåëüíîé (�Ïàóëè-Ãþðñè�) SU(2)PG ãðóïïû ñîãëàñíî

q+a := (Z̃+,Z+) , a = 1, 2 . (1.260)

Â öåíòðàëüíîì áàçèñå, �êîðíåâîé� ñóïåðìóëüòèïëåò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

q+a = u+i q
ia , (1.261)

ãäå qia(t, θ, θ̄) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì N=4 ñóïåðïîëåì, ïîä÷èíåííûì ñâÿçÿì

(1.100), êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

D(iqk)a = 0 , D̄(iqk)a = 0 . (1.262)

Ñèãìà-ìîäåëüíîå äåéñòâèå �êîðíåâîãî� ñóïåðìóëüòèïëåòà ïðåäñòàâëÿåò�

ñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî ïîëíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó îò ôóíê�

öèè, çàâèñÿùåé îò q+a, q−a = D−−q+a è ãàðìîíèê. Ñóïåðïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí

äëÿ ñóïåðïîëÿ q+a ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî àíàëèòè÷åñêîìó ñó�

ïåðïðîñòðàíñòâó îò àíàëèòè÷åñêîãî ëàãðàíæèàíà, çàâèñÿùåãî îò ñóïåðïîëÿ

q+a è ãàðìîíèê [69].

Îòìåòèì, ÷òî âåññ-çóìèíîâñêèå ïîòåíöèàëüíûå ÷ëåíû äëÿ âñåõ N=4 ñó�

ïåðìóëüòèïëåòîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîé N=4 ñóïåðïîëåâîé ôîð�

ìå òîëüêî â ãàðìîíè÷åñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå � â îáû÷íîì N=4 ñóïåðïðî�

ñòðàíñòâå òàêèå ÷ëåíû èëè âêëþ÷àþò ÿâíî θ-êîîðäèíàòû [205] èëè âûðàæà�

þòñÿ ÷åðåç ïîäõîäÿùèå ïðåïîòåíöèàëû ñî ñëîæíîé êàëèáðîâî÷íîé ñâîáîäîé.
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Òàêèå ÷ëåíû âàæíû äëÿ îïèñàíèÿ èçîñïèíîâûõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, èñïîëü�

çóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì,

âêëþ÷àÿ ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå.

1.4.2. Ñóïåðïîëåâîå è êîìïîíåíòíîå äåéñòâèÿ

Ðàññìîòðèì ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå

S = SX + Sint + SWZ (1.263)

=

∫
µH L(X ) + i

2 b

∫
µ
(−2)
A V (L++ + c++)− i

2 γ

∫
µ
(−2)
A L(+2)(L++, u) ,

ãäå c++ = ciku+i u
+
k . Êîíñòàíòû ïåðåíîðìèðîâêè γ è b, à òàêæå ïîñòîÿííûé

òðèïëåò cik, ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ìîäåëè, êîòîðûå áóäóò çàôèêñèðîâàí�

íû íèæå. N = 4 ñóïåðïîëÿ X è L++ îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ìóëüòè�

ïëåòû (1,4,3) è (3,4,1) âíå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè. Àíàëèòè÷åñêîå ñóïåðïîëå

V = V(ζ, u) ÿâëÿåòñÿ ïðåïîòåíöèàëîì äëÿ ìóëüòèïëåòà (1,4,3) [72]. ×ëåí, ïðî�

ïîðöèîíàëüíûé c++ in (5.27), òî åñòü i

∫
µ
(−2)
A V c++, ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì Ôàéå�

Èëëèïîóëîñà äëÿ ñóïåðìóëüòèïëåòà (1,4,3).

Âòîðîé ÷ëåí â (1.263), Sint, îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìóëüòèïëåòîâ

(1,4,3) è (3,4,1). Åãî ôîðìà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî èç òðåáîâàíèÿ èíâà�

ðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.248). Åãî êîìïî�

íåíòíîå äåéñòâèå ðàâíî

Sint = i
2 b

∫
µ
(−2)
A V (L++ + c++) (1.264)

= ib

∫
dt
[
− ixB + 1

2

(
χ̄kψk − ψ̄kχk

)
+ 1

2 K
ij(vij + cij)

]
.

Ñóììèðóÿ äåéñòâèÿ (1.247), (1.254) è (1.264), ìû ïîëó÷àåì êîìïîíåíòíîå

âûðàæåíèå ïîëíîãî äåéñòâèÿ

S =

∫
dt
[
L′ẍ− iL′′

(
˙̄χkχk − χ̄kχ̇k

)
+ 1

2 L
′′K ikKik (1.265)

−L′′′K ikχiχ̄k +
1
4 L

(IV )χiχ
iχ̄kχ̄k

+ b xB + i
2 b
(
χ̄kψk − ψ̄kχk

)
+ i

2 bK
ij(vij + cij)

− 1
2 γAikv̇

ik − i
2 γRikψ̄

(iψk) − γ U B
]
.
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Èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ Kik, ψk è ψ̄k èç äåéñòâèÿ (1.265), ìû ïîëó�

÷àåì äåéñòâèå äëÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé:

S =

∫
dt
[
L′ẍ+ 1

8 b
2(L′′)−1(vij + cij)(vij + cij)− 1

2 γAikv̇
ik − (γ U − b x)B

− iL′′
(
˙̄χkχk − χ̄kχ̇k

)
− i

2 b
(
(L′′)−1L′′′(vik + cik) + bγ−1(R−1)ik

)
χiχ̄k

+ 1
4

(
L(IV ) − 3

2 (L
′′)−1(L′′′)2

)
χiχ

iχ̄kχ̄k

]
, (1.266)

ãäå (R−1)ik = 2Rik/(RlmRlm) åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê Rik, îïðåäåëåííîé â

(1.257). Êîíñòàíòû ïåðåíîðìèðîâêè b è γ õàðàêòåðèçóþò âêëàä ñóïåðïîëåâî�

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ÂÇ ÷ëåíà â ôèçè÷åñêîå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå. Ïóòåì

íàäëåæàùåãî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ vik, B è ïîòåíöèàëà

U îíè ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê b = 1, γ = 1.

1.4.3. Áîçîííûé ïðåäåë

Áîçîííûé ïðåäåë â äåéñòâèè (1.266)

Lbose = −L′′ẋẋ+ 1
8 (L

′′)−1(vij + cij)(vij + cij)− 1
2 Aikv̇

ik +B (x− U) , (1.267)

ïîêàçûâàåò, ÷òî âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå B èãðàåò ðîëü ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà

äëÿ ñâÿçè

x− U(v) = 0 . (1.268)

Êðîìå òîãî, â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåéK ik ïîÿâëÿåòñÿ

îñöèëëÿòîðíûé ïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí äëÿ áîçîííûõ ïîëåé vik ìóëüòèïëåòà

(3,4,1) (ñ äîïîëíèòåëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò x). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.268) â

êèíåòè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ x âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ òàðãåòíàÿ ìåòðèêà

∼ ∂ikU∂jlU v̇ikv̇jl, (1.269)

õîòÿ ïåðâîíà÷àëüíî íå áûëî êèíåòè÷åñêîãî ÷ëåíà äëÿ vik, à òîëüêî ÂÇ ÷ëåí.

Ýòà ñèòóàöèÿ îòëè÷íàÿ îò (3,4,1) ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷å�

ñêèõ ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ â [47, 69], â êîòîðûõ èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå

ñ ñàìîãî íà÷àëà âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê êèíåòè÷åñêèå, òàê è ÂÇ ÷ëåíû äëÿ

(3,4,1) ìóëüòèïëåòà. Îòìåòèì, ÷òî ìåòðèêà (1.269) âûðîæäåííàÿ. Ìîæíî ïå�

ðåéòè ê íîâîé ïàðàìåòðèçàöèè òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàÿ U â
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êà÷åñòâå îäíîé èç íîâûõ êîîðäèíàòàõ. Òîãäà äâå îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû íå

áóäóò âîçíèêàòü â ìåòðè÷åñêîé ÷àñòè è áóäóò äàâàòü âêëàä òîëüêî â ÂÇ âçà�

èìîäåéñòâèå. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà èñòèííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

êîîðäèíàòà è äâå íåçàâèñèìûå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå. Ïðè êâàíòîâàíèè óäîá�

íî íå ðåøàòü ñâÿçü (1.268) ÿâíî, à ðàññìàòðèâàòü x êàê íåçàâèñèìóþ ôàçîâóþ

ïåðåìåííóþ è ðàññìàòðèâàòü óñëîâèå (1.268) â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíîâîé ñâÿçè

âòîðîãî ðîäà, íà ðàâíå ñ äðóãèìè ñâÿçÿìè, ñëåäóþùèìè èç äåéñòâèÿ (1.266).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè â äàëüíåéøåì ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ñëó÷àå L| = −1
2 x

2

(çäåñü | îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå ê θ-íåçàâèñèìûì ÷àñòÿì), ñîîòâåòñòâóþùåì

âûáîðó L(X ) = −1
2 X

2 â (5.27). Ââåäåì 3-âåêòîðíûå îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåõîäÿ îò

òðèïëåòíûì ñïèíîðíûì èíäåêñàì (ik) ê âåêòîðíûì r = 1, 2, 3: vik = iσikr vr,

vr = i
2 σ

ik
r vik, |v|2 = vrvr = 1

2 v
ikvik, ãäå σ

ik
r = ϵijσrj

k, σrik = ϵkjσri
j è σri

k

ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìàòðèöàìè Ïàóëè. Â 3-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ âû�

ðàæåíèå äåéñòâèå (1.267) ïðèíèìàåò âèä

Sb =

∫
dt
[
ẋẋ− 1

4 (vr + cr)(vr + cr)−Aav̇a +B (x− U)
]
, (1.270)

òîãäà êàê âûðàæåíèÿ (1.255), (1.255) äëÿ Ar, U çàïèñûâàþòñÿ êàê

∂r∂r U = 0 , (1.271)

∂r∂rAb = 0 , ∂rAr = 0 , (1.272)

∂rAs − ∂sAr = −ϵrst∂tU . (1.273)

Âûïîëíèì ãàìèëüòîíîâ àíàëèç ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñâÿçÿìè

πr ≡ pr +Ar ≈ 0 , (1.274)

h ≡ x− U ≈ 0 (1.275)

è ãàìèëüòîíèàíîì

H = 1
4 p

2 + 1
4 (vr + cr)(vr + cr) + λrπr +Bh , (1.276)

ãäå λr è B � ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè. Ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé (1.274), (1.275)

ðàâíû

[πr, πs]P = −Frs , [πr, h]P = ∂rU , (1.277)
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ãäå

Frs = ∂rAs − ∂sAr = −ϵrst∂tU . (1.278)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïðàâîé ÷àñòè â (1.277) íå ðàâåí íóëþ, (∂aU∂aU)2 ̸=
0, è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷åòûðå ñâÿçè (1.274), (1.275) âòîðîãî ðîäà. Ñêîáêè

Äèðàêà, ñîîòâåòñòâóþùèå èì, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

[A,B]
D

= [A,B]
P
+
ϵrst∂tU
∂pU∂pU

[A, πr]P [πs, B]
P

(1.279)

+
∂rU

∂pU∂pU

(
[A, πr]P [h,B]

P
− [A, h]

P
[πr, B]

P

)
è äëÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ðàâíû

[x, p]
D
= 1 , (1.280)

[vr, x]D = 0 , [vr, p]D =
∂rU

∂pU∂pU
, (1.281)

[vr, vs]D = −ϵrst
∂tU

∂pU∂pU
. (1.282)

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü 2 íåçàâèñèìûå ôèçè÷åñêèå ôàçîâûå ïåðåìåííûå (x

è p) è äâå íåçàâèñèìûå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå, ñêðûòûå â vr. Äåéñòâèòåëüíî,

êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðîâ, ðàññìîòðåííûõ íèæå, ñâÿçü (1.275) ïîñëå ñîîòâåò�

ñòâóþùåãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå va.

Ñêîáêè Äèðàêà (1.281) è (1.281) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé

[p, vr]D = 1
2 ϵrst [vs, vt]D , (1.283)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çíàìåíèòûìè óðàâíåíèÿìè Íàìà [206]. Â ñàìîì äåëå, ìû

ìîæåì îïðåäåëèòü ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ℓr, òàê, ÷òîáû îíè áûëè îòäåëåíû îò

äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû x, p â îòíîøåíèè ñêîáêè Äèðàêà, [ℓr, x]D =

[ℓr, p]D = 0. Òîãäà [p, vr]D = − ∂
∂xvr := −v′a è óðàâíåíèÿ (1.283) ïðèíèìàþò

ñòàíäàðòíóþ ôîðìó óðàâíåíèé Íàìà

v′r = −1
2 ϵrst [vs, vt]D (1.284)

äëÿ vr=vr(x, ℓt). Êàê ìû ïîêàæåì íèæå, óðàâíåíèÿ Íàìà (1.284) è èõ êâàíòî�

âûé àíàëîã ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ N=4 ñó�

ïåðñèììåòðèè â ìîäåëÿõ ñî ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè. Èìåííî íàëè÷èå ýòèõ
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óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé vr ãàðàíòèðóåò N=4 ñóïåðñèììåòðèþ

â ìîäåëÿõ òàêîãî òèïà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîÿâëåíèå çäåñü óðàâíåíèÿ Íàìà (1.284) ÿâëÿåòñÿ

åñòåñòâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â [207] (ñì. ñëåäñòâèå

3.2 òàì). À èìåííî, åñëè ìû âûáèðàåì ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ U(v) = x êàê

îäíó èç íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íà ìíîãîáðàçèè, îïðåäåëÿåìîì òðè-âåêòî�

ðîì vr, òî âåêòîð vr áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Íàìà (1.284), ãäå ëåâàÿ

÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x, à ñêîáêè Äèðàêà (ñòðóêòóðà

Ïóàññîíà) â ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿ ýòîé ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé U(v).
Ðàññìàòðèâàÿ äàííóþ ìîäåëü, ìû ïðèâîäèì äèíàìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ýòîé

âçàèìîñâÿçè ìåæäó óðàâíåíèåì Ëàïëàñà (1.271) â òðåõ èçìåðåíèÿõ è óðàâíå�

íèÿìè Íàìà (1.284).

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû ìîäåëåé (1.270), ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîöåí�

òðîâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ∂r∂r U = 0, îïðåäåëÿåìûì âûðàæåíèåì

U = Un := g0 +
n∑
s=1

gs

|v⃗ − k⃗s|
, (1.285)

ãäå g0 è gs ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Êîíñòàíòà g0 = 0 îïðåäåëÿåò òîëüêî àñèìï�

òîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà (1.285). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâÿçü (1.275),

x = U , íàëè÷èå íåíóëåâîé êîíñòàíòîé g0 â U ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó ñäâè�

ãó ïåðåìåííîé x è, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû ïðåäïîëàãàåì íèæå, ÷òî

g0 = 0. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà (1.285) ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.272),

(1.273) äëÿ 3-âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A⃗ = (Ar) åñòü

A⃗ =
n∑
a=1

A⃗ a , A⃗ a = ga
n⃗a × (v⃗ − k⃗a)

|v⃗ − k⃗a|
(
|n⃗a||v⃗ − k⃗a|+ n⃗a(v⃗ − k⃗a)

) . (1.286)

Îäíîìîíîïîëüíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé îäíî-ìîíîïîëüíûé ñëó÷àé, â êîòîðîì

U = U1 :=
g

|v⃗ − k⃗|
, Ar = g

ϵrstns(vt − kt)

|v⃗ − k⃗|
(
|n⃗||v⃗ − k⃗|+ n⃗(v⃗ − k⃗)

) . (1.287)

Ýòîò ïîòåíöèàë U îáëàäàåò SU(2) ∼ SO(3)-èíâàðèàíòíîñòüþ: ïîñòîÿííûé

âåêòîð k⃗ ìîæåò áûòü ïîãëîùåí ïåðåîïðåäåëåíèåì 3-âåêòîðà v̂r = vr−kr. �Ìàã�
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íèòíîå ïîëå� ∇×A⃗ îðèåíòèðîâàíî â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ∇×A⃗ ∼ ˆ⃗v, òî

åñòü ˆ⃗v×A⃗ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíûé ëàãðàíæèàí (1.270) ÿâëÿåòñÿ SU(2) èí�

âàðèàíòíûì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k⃗ = −c⃗. Îäíî-ìîíîïîëüíûé ïîòåíöèàë
(1.287) ñ n⃗ = k⃗/|⃗k| ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç àíàëèòè÷åñêîãî ñóïåðïîëåâîãî

ëàãðàíæèàíà [69]

L(+2) ∼ L++(
1 +
√
1− k−−L++

)√
1− k−−L++

, (1.288)

êîòîðûé, ïîìèìîN=4, d=1 ñóïåðñèììåòðèè Ïóàíêàðå, îáëàäàåò òàêæåN=4

ñóïåðêîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ D(2, 1;α). Â ñëó÷àå, êîãäà L(X ) =

−1
2 X

2 , èìååò ìåñòî N=4 ñóïåðêîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü OSp(4|2) [147].
Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (1.287) ñâÿçü (1.275) ïðèíèìàåò âèä x = g/|v⃗ − k⃗|.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

ℓr = x (vr − kr) = g
vr − kr
|v⃗ − k⃗|

, (1.289)

â êîòîðûõ ñâÿçü (1.275) ñòàíîâèòñÿ

ℓrℓr = g2 , (1.290)

à ñêîáêè Äèðàêà (1.280)-(1.282) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

[x, p]
D
= 1 , [ℓr, x]D = 0 , [ℓr, p]D = 0 , [ℓr, ℓs]D = ϵrstℓt . (1.291)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå ℓr ïàðàìåòðèçóþò ñôåðó S2 ñ ðàäèóñîì g è ãå�

íåðèðóþò ãðóïïó SU(2) îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Äèðàêà. Ãàìèëüòîíèàí (1.276)

ïðè óñëîâèè k⃗ = −c⃗ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H =
1

4

(
p2 +

ℓrℓr
x2

)
. (1.292)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ îäíî-ìîíîïîëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðîêâàíòîâàíà

íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè â çàâèñèìîñòè îò ðåàëèçàöèè êâàíòîâûõ

ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ℓr.

Ðàññìîòðèì îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ êâàíòîâàíèÿ, êîòîðûé ÿâíî

ó÷èòûâàåò ñâîéñòâà ðàçìûòîé ñôåðû. Ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ïåðåìåííûå ℓr ñòà�

íîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè ℓr → ℓ̂r , êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ êîòîðûõ



95

îïðåäåëÿþòñÿ ñêîáêàìè Äèðàêà (1.291) è îáðàçóþò àëãåáðó su(2)

[ℓ̂r, ℓ̂s] = i~ ϵrstℓ̂t . (1.293)

Ïðè êâàíòîâàíèè ñâÿçü (1.290) äëÿ îïåðàòîðîâ ℓ̂a äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ â ñèëü�

íîì ñìûñëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå (ℓ̂rℓ̂r) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êà�

çèìèðà äëÿ su(2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé îíî äîëæíî

ðàâíÿòüñÿ

ℓ̂rℓ̂r = ~2n(n+ 1) (1.294)

ãäå n åñòü íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå èëè ïîëóöåëîå ÷èñëî, 2n ∈ N. Òàêèì îáðà�

çîì, â ïðîöåññå êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ g2, ïðèñóòñòâóþùàÿ â

ñâÿçè (1.290), êâàíòóåòñÿ:

g2 → ~2n(n+ 1) . (1.295)

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ℓ̂r ñòàíäàðòíóþ ðåàëèçàöèþ ïîñðåäñòâîì (2n+

1)×(2n+1)-ìàòðèö. Â ðåçóëüòàòå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò (2n+1) êîìïîíåíò

è îïèñûâàåò íåðåëÿòèâèñòñêóþ ÷àñòèöó ñïèíà n ñ d = 1 êîíôîðìíûì ãàìèëü�

òîíèàíîì (1.292). Ïîëíûé íàáîð ãåíåðàòîðîâ d = 1 êîíôîðìíîé ñèììåòðèè

áóäåò ïðåäñòàâëåí íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ.

Äðóãîé ìåòîä êâàíòîâàíèÿ èñïîëüçóåò îïèñàíèå ñïèíîâîãî ñåêòî�

ðà ïîñðåäñòâîì íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. À èìåííî, ïåðåìåííûå ℓ3 è

φ:= arctan
(
ℓ2
ℓ1

)
îïèñûâàþò äâà-ñôåðó (â îïðåäåëåííîé êàðòå) è èìåþò ñêîáêè

Äèðàêà [φ, ℓ3]D = 1. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ φ and ℓ3 ÷ëåí ÂÇ (òðåòèé ÷ëåí â

äåéñòâèè (1.270)) ïðèíèìàåò âèä −
∫
Aa dva =

∫
ℓ3 dφ. Ââåäåì ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì âòîðîé (àçèìóòàëüíûé) óãîë ϑ íà ñôåðå

ℓ1 = g sinϑ cosφ , ℓ2 = g sinϑ sinφ , ℓ3 = g cosϑ (1.296)

è ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

z := e iφ cot (ϑ/2) , [z, z̄]
D
=

i

2g
(1 + zz̄)2 . (1.297)
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Â ïåðåìåííûõ z, z̄ ãåíåðàòîðû (1.296) ïðèíèìàþò âèä

ℓ+ = ℓ1 + iℓ2 =
2gz

1 + zz̄
= 2gz − z2 2gz̄

1 + zz̄
,

ℓ− = ℓ1 − iℓ2 =
2gz̄

1 + zz̄
, (1.298)

ℓ3 = −g 1− zz̄
1 + zz̄

= z
2gz̄

1 + zz̄
− g .

Ïîñêîëüêó
[
z, 2gz̄

1+zz̄

]
D
= i, êâàíòîâûé àíàëîã 2gz̄/(1 + zz̄) èãðàåò ðîëü ∂z â ãî�

ëîìîðôíîì ïðåäñòàâëåíèè (ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå êâàíòîâàíèÿ ïî Ãóïòå�

Áëåéëåðó íà äâóìåðíîé ñôåðû â ïåðåìåííîé z ïðåäñòàâëåíî â [194]), ãîëî�

ìîðôíàÿ êâàíòîâàÿ ðåàëèçàöèÿ SU(2)-ãåíåðàòîðîâ (1.298) èìååò ñëåäóþùèé

âèä
ℓ̂1 = ~

(
1
2 (1− z

2)∂z + gz
)
,

ℓ̂2 = ~
(
i
2 (1 + z2)∂z − igz

)
,

ℓ̂3 = ~ (z∂z − g) .

(1.299)

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçîâàíî (2g+1)

áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè 1, z, ..., z2g ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

⟨Ψ,Φ⟩ = 2g + 1

2πi

∫
S2

dzdz̄

(1 + zz̄)2g+2
Ψ̄(z̄)Φ(z) . (1.300)

Îòìåòèì, ÷òî â ðåàëèçàöèè (1.299) èìååò ìåñòî ℓ̂rℓ̂r = ~2g(g + 1), ïîýòîìó

â ýòîé ñõåìå êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ g ñîâïàäàåò ñ êâàíòîâîé

ïîëóöåëîé ïîñòîÿííîé n â îòëè÷èè îò (1.295) äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ êâàí�

òîâàíèÿ è, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (1.297), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü áàçèñ ãèëü�

áåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû â âèäå ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äâóõ-ìîíîïîëüíûé ñëó÷àé

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíåíèþ äâóõ ÷ëåíîâ â îáùåì ðåøåíèè

(1.285) (ñ g0 = 0) óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèè U . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî�
ñòè, ìû ìîæåì ðàçìåñòèòü òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè íà îñè z, äðóãèå âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ÷èñòûìè âðàùåíèÿìè è ñäâèãàìè ñèñòåìû êîîðäèíàò.
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Òàêèì îáðàçîì, äâóõ-ìîíîïîëüíûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü âûáðàí â âèäå

U = U2 :=
g1

|v⃗ − k⃗1|
+

g2

|v⃗ − k⃗2|
, (1.301)

ãäå k⃗1 = (0, 0, k1), k⃗2 = (0, 0, k2). Ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèòè÷åñêèé ñóïåð�

ïîëåâîé ëàãðàíæèàí L(+2) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ëàãðàíæèàíàìè (1.288) ñ

ïàðàìåòðàìè kik1 è kik2 . Â îáùåì ñëó÷àå îí îáëàäàåò òîëüêî U(1) âíóòðåííåé

ñèììåòðèåé è íå îáëàäàåò d = 1 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé.

Äëÿ êâàíòîâàíèÿ ñèñòåìû, ìû ìîæåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ îäíî�

ìîíîïîëüíûì ñëó÷àåì. Ìû äîëæíû ïåðåéòè îò ïåðåìåííûõ vr ê íîâûì ïåðå�

ìåííûì, òàê, ÷òîáû îäíà èç ýòèõ ïåðåìåííûõ áûëà äèíàìè÷åñêîé ñòåïåíüþ

ñâîáîäû x, òîãäà êàê äâå îñòàâøèåñÿ ñòåïåíè ñâîáîäû � ñïèíîâûìè, ñ ïî-âîç�

ìîæíîñòüþ ïðîñòûìè ñêîáêàìè Äèðàêà. Â ýòèõ íîâûõ ïåðåìåííûõ ñïèíîâûé

ñåêòîð äîëæåí îòäåëÿòüñÿ îò äèíàìè÷åñêîãî ñåêòîðà (x, p). Òàêîå ðàçäåëåíèå

èñòèííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû îò �ïîëóäèíàìè÷åñêèõ� ñïèíîâûõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì øàãîì ïðè âûïîëíåíèè êâàíòîâàíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáîê Äèðàêà.

Èñïîëüçóÿ ñêîáêè (1.280)-(1.282), ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îáíàðóæèòü,

÷òî âåëè÷èíà

ℓ3 :=
g1(v3 − k1)
|v⃗ − k⃗1|

+
g2(v3 − k2)
|v⃗ − k⃗2|

, [ℓ3, p ]D = [ℓ3, x ]D = 0 (1.302)

êîììóòèðóåò ñ äèíàìè÷åñêèì ñåêòîðîì. Âòîðîé ïîëóäèíàìè÷åñêîé ñïèíîâîé

ñòåïåíüþ ñâîáîäû åñòü ïîëÿðíûé óãîë v⃗

φ := arctan

(
v2
v1

)
, [φ, p ]

D
= [φ, x ]

D
= 0 . (1.303)

Ïåðåìåííûå (1.302) è (1.303) ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Äèðàêà:

[φ, ℓ3 ]D = 1. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà

ñåêòîðà: îäèí èç íèõ åñòü äèíàìè÷åñêèé ñåêòîð, îáðàçîâàííûé ñîïðÿæåííîé

ïàðîé (x, p), òîãäà êàê ñîïðÿæåííàÿ ïàðà (φ, ℓ3) îïðåäåëÿåò ïîëóäèíàìè÷å�

ñêèé ñïèíîâûé ñåêòîð. Ïîäîáíî îäíîöåíòðîâîìó ñëó÷àþ, ÷ëåí ÂÇ â äåéñòâèè

(1.270) èìååò âèä

∫
dt ℓ3 φ̇ â ïåðåìåííûõ φ è ℓ3. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ ℓ3

èìååò ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ýòî í¼òåðîâñêèé ñîõðàíÿþùèéñÿ çàðÿä
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äëÿ O(2) ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé δv1 = α v2, δv2 = −α v1, δv3 = 0 â ñëó÷àå,

êîãäà ca íàïðàâëåíà âäîëü òðåòüåé îñè, ca = (0, 0, c) . Èìåííî ýòîò ñëó÷àé, êî�

ãäà âåêòîð c⃗ êîëèíåàðåí âåêòîðàì k⃗1,2 è [ℓ3, H]
D
= 0, áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

íèæå.

Îáðàòíûå âûðàæåíèÿ vr = vr(x, ℓ3, φ) ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè è

â äàëüíåéøåì îíè íå áóäóò èñïîëüçîâàíû. Íî íåïîñðåäñòâåííî èç (1.301),

(1.302), (1.303) ìû âèäèì, ÷òî |v⃗| è v3 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x=U è ℓ3. Ïðîèëëþ�

ñòðèðóåì ýòî â íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

i) Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîé ïîëþñ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçóÿ

îáîçíà÷åíèÿ g1 = g, k⃗1 = k⃗, k⃗2 = k⃗ + k⃗/ε, â ïðåäåëå ε→ 0 ìû ïîëó÷àåì

x = U2 = U ′2 :=
g

|v⃗ − k⃗|
+ 2E(v3 − k) + g0 , (1.304)

ãäå E = ε2g2
k2 ≪ 1, g0 = εg2

k ≪ 1. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðåäåëå ïîòåíöèàë

(1.304) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îäíîìîíîïîëüíîãî ïîòåíöèàëà (1.287) è �ïîòåíöèàëà

ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ôîíîâîãî ïîëÿ� ∼ E⃗(v⃗ − k⃗). U(1) í¼òåðîâñêèé

çàðÿä â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (1.304) ðàâåí

ℓ3 =
g(v3 − k)
|v⃗ − k⃗|

+ E
(
|v⃗ − k⃗|2 − (v3 − k)2

)
. (1.305)

Îáðàòíûå ê (1.304), (1.305) âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â âèäå ðÿäà ïî E

v3 − k =
ℓ3

x− g0
+ E

3ℓ23 − g2

(x− g0)3
+O(E2) , (1.306)

√
(v1)2 + (v2)2 =

√
g2 − ℓ23
x− g0

(
1 + E

3ℓ3
(x− g0)2

)
+O(E2) . (1.307)

Â âûðàæåíèÿõ (1.306), (1.307) ÷ëåíû âûñøåãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç

÷ëåíû íèçøåãî ïîðÿäêà ðåêóðåíòíûì ñïîñîáîì.

ii) Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò áëèçêî ðàñïîëîæåííûì ïîëþñàì. Áåðÿ

ïðåäåë ε→ 0 ïðè g1 = g2 = g/2, k⃗1 = k⃗, k⃗2 = k⃗ + εk⃗, ìû ïîëó÷àåì

x = U2 = U ′′2 :=
g

|v⃗ − k⃗|
+
d(v3 − k)
|v⃗ − k⃗|3

, (1.308)

ãäå d = εkg ≪ 1. Ïîòåíöèàë (1.308) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îäíîìîíîïîëüíîãî

ïîòåíöèàëà (1.287) è �ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ïîòåíöèàëà� ∼ d⃗(v⃗−k⃗)/|v⃗−
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k⃗|3. Ãåíåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèé U(1) ñèììåòðèè â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (1.308)

ðàâåí

ℓ3 =
g(v3 − k)
|v⃗ − k⃗|

− d
|v⃗ − k⃗|2 − (v3 − k)2

|v⃗ − k⃗|3
. (1.309)

Îáðàòíûå ê (1.308), (1.309) âûðàæåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî d èìåþò âèä

v3 − k =
ℓ3
x
+ d

1

g
− d2 xℓ3

g4
+ d3

x2(3ℓ23 − g2)
g7

+O(d4) , (1.310)

√
(v1)2 + (v2)2 =

√
g2 − ℓ23
x

(
1 + d2

x2

2g4
− d3 2x

3ℓ3
g7

)
+O(d4) . (1.311)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, áîëåå ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæå�

íèè (1.310), (1.311) îïðåäåëÿþòñÿ ïî íèçøèì ðåêóððåíòíûì ñïîñîáîì.

Âûáèðàÿ êàê â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå c⃗ = −k⃗ â ãàìèëüòîíèàíå (1.276)
è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.306)-(1.307) èëè (1.310)-(1.311), ìû ïîëó÷àåì ãà�

ìèëüòîíèàí, âûðàæåííûé ÷åðåç ïåðåìåííûå p, x è ℓ3. Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ�

ñìàòðèâàåìûõ âûøå ðàçëîæåíèÿõ äëÿ v3 (ñì. (1.306) è (1.310)) ñîäåðæàòñÿ

íå òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû ïî ℓ3 êàê â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå, à ÷ëåíû

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðèñóòñòâèå ýòèõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè

ïðîöåäóðû êâàíòîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ àíàëîãîâ.

Àëãåáðà êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ φ̂ è ℓ̂3

[φ̂, ℓ̂3 ] = i~ (1.312)

ïîçâîëÿåò ðàññìàòðåòü ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ

ℓ̂3 = −i~ ∂/∂φ , φ̂ = φ , 0 ≤ φ ≤ 2π . (1.313)

Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå

Ψ(x, φ) =
∞∑

n=−∞
einφψn(x) , (1.314)

ãäå êîìïîíåíòíûå d = 1 ïîëÿ â ψn(x) îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé

�ïðîåêöèåé èìïóëüñà� ℓ̂3, ãåíåðèðóþùåãî U(1) ñèììåòðèþ.
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Ñïåöèàëüíûé ìíîãîöåíòðîâîé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë

U = Ũ =
g

k
arcoth

(
|v⃗ + k⃗|+ |v⃗ − k⃗|

2k

)
, (1.315)

ãäå k⃗ = (0, 0, k). Îïåðàòîð Ýéëåðà vr∂r âîñïðîèçâîäèò [207] èç

ïîòåíöèàëà (1.315) ñòàíäàðòíûé äâóõöåíòðîâîé ïîòåíöèàë (1.301):

U2 = −vr∂rŨ =
g

2

(
1

|v⃗ + k⃗|
+

1

|v⃗ − k⃗|

)
. Àíàëîãè÷íî îäíîìîíîïîëüíîìó ñëó�

÷àþ äëÿ ïîòåíöèàëà (1.315) ìû èçâëåêàåì èç vr �ðàäèàëüíóþ ïåðåìåííóþ� x

è ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ℓa ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

v1 = f1(x) ℓ1 , v2 = f2(x) ℓ2 , v3 = f3(x) ℓ3 , (1.316)

ãäå ôóíêöèè f1 = f2 =
k

g sinh(kx/g)
, f3 = k

g coth(kx/g) óäîâëåòâîðÿþò óðàâ�

íåíèÿì Ýéëåðà 6

f ′1 = −f2f3 , f ′2 = −f1f3 , f ′3 = −f1f2 . (1.317)

Ñêîáêè Äèðàêà (1.280)-(1.282) íîâûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä

[x, p]
D
= 1 , [ℓr, x]D = 0 , [ℓr, p]D = 0 , [ℓr, ℓs]D = ϵrstℓt , (1.318)

òîãäà êàê ñâÿçü (1.275) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ ñôåðû

ℓrℓr = g2 . (1.319)

Ãàìèëüòîíèàí (1.276) â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí

H =
1

4
p2 +

k2

4g2
sinh−2(

kx̂

g
)

[
(ℓ̂1)

2 + (ℓ̂2)
2 +

(
cosh(

kx̂

g
) ℓ̂3 +

cg

k
sinh(

kx̂

g
)

)2
]
,

ãäå ìû âçÿëè äëÿ îïðåäåëåííîñòè c⃗ = (0, 0, c). Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ

(1.316) âîñïðîèçâîäÿò îäíîìîíîïîëüíîå ðåøåíèå (1.289) â ïðåäåëå k → 0.

6 Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè fa ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé cs(z;m) =

ds(z;m) = 1/sinh(z), ns(z;m) = coth(z) ïðè |m| = 1.
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Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ Íàìà (1.284) âûïîëíÿþòñÿ áëàãîäàðÿ ñêîáêàì Äèðà�

êà (1.318) è óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (1.317).

Â îòëè÷èå îò îäíîìîíîïîëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âñå êîìïîíåíòû ℓr, r =

1, 2, 3 êîììóòèðóþò ñ x, p è ãàìèëüòîíèàíîì, â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî ℓ3

ìîæåò èìåþò íóëåâóþ ñêîáêó Äèðàêà ñ H, [ℓ3, H]
D

= 0, òîãäà êàê

[ℓ1, H]
D

= −α ℓ2, [ℓ2, H]
D

= α ℓ1, α := k2ℓ3
2g2 . Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî òðåòüÿ

êîìïîíåíòà ℓ3 ÿâëÿåòñÿ `èñòèííîé' ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé â ðàññìàòðèâà�

åìîì ñëó÷àå, â òî âðåìÿ êàê ℓ1 è ℓ2 èìè íå ÿâëÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå, âðåìåííàÿ

ýâîëþöèÿ âåëè÷èí ℓ1,2 ñâîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó U(1) âðàùåíèþ è ïðåîáðàçîâàí�

íûé âåêòîð

ℓ̃r ≃ ℓr + δt ℓ̇r = ℓr + δt [ℓr, H]
D

(1.320)

óäîâëåòâîðÿåò òåì æå îñíîâíûì ñîîòíîøåíèÿì (1.318) äåôîðìèðîâàííîé ðàç�

ìûòîé ñôåðû (ñ çàìåíîé ℓr → ℓ̃r). Òàêèì îáðàçîì, �ðàçìûòàÿ ñôåðà� ñîõðà�

íÿåòñÿ ïðè äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñòàí�

äàðòíóþ êâàíòîâóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ℓr â òåðìèíàõ (2n+1)×(2n+1)-ìàòðèö,

êàê â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå.

1.4.4. Âêëþ÷åíèå ñóïåðñèììåòðèè

Ïî ïðåæíåìó áóäåì ðàññìîòðèâàòü ñëó÷àé L| = −1
2 x

2. Â ïîëíîì êîì�

ïîíåíòíîì äåéñòâèè (1.266) ÷èñòî áîçîííàÿ ÷àñòü Sb ñîâïàäàåò ñ (1.270), à

÷ëåíû ñ ôåðìèîííûìè ïîëÿìè ðàâíû

Sf = i
(
˙̄χkχk − χ̄kχ̇k

)
− i

2 (R
−1)ikχiχ̄k . (1.321)

Ïîëíîå äåéñòâèå S = Sb+Sf èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ ïðåîáðà�

çîâàíèé N=4 ñóïåðñèììåòðèè

δx = −εiχi + ε̄iχ̄i ,

δχi = i ẋε̄i − i
2

(
vik + cik

)
ε̄k , δχ̄i = −i ẋεi − i

2 (vik + cik) ε
k , (1.322)

δvij = −(R−1) k(i
[
εj)χk + ε̄j)χ̄k

]
, δB = −1

2

d

dt

[
(R−1) ik(εiχk + ε̄iχ̄k)

]
,

ãäå εi, ε̄
i � ãðàññìàíîâû ïàðàìåòðû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñóïåðçàðÿäû ðàâíû

Qi = p χi +
(
vik + cik

)
χk − 1

2

(
x− U

)
(R−1) ikχk , (1.323)
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Q̄i = p χ̄i −
(
vik + cik

)
χ̄k + 1

2

(
x− U

)
(R−1) ikχ̄k . (1.324)

Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H = 1
4 p

2 + 1
8

(
vik + cik

) (
vik + cik

)
+ i

2 (R
−1)ikχiχ̄k −B

(
x− U

)
. (1.325)

Âñëåäñòâèå ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (1.274), (1.275) ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ñó�

ïåðçàðÿäàõ è ãàìèëüòîíèàíå (1.323)-(3.23) îáðàùàþòñÿ â íóëü: â âåêòîðíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ

Qi = p χi + i (vr + cr)σ
ik
r χk , Q̄i = p χ̄i − i

(
vr + cr

)
σr ikχ̄

k , (1.326)

H = 1
4 p

2 + 1
4 (v

r + cr)
(
vr + cr

)
− χiσika χ̄k ∂aU/(∂pU∂pU) . (1.327)

Ôåðìèîííûå ïåðåìåííûå χi è χ̄i èìåþò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå ñêîáêè Äèðàêà:

{χi, χ̄k}D = − i
2 δ

i
k (1.328)

è îïåðàòîðû (1.326), (1.327) îáðàçóþò àëãåáðó N=4 ñóïåðñèììåòðèè:

{Qi, Q̄k}D = −2i δ ikH , {Qi, Qk}
D
= [Qi, H]

D
= 0 . (1.329)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü âàæíîå ñâîéñòâî ñóïåðçàðÿäîâ (1.326): îñíîâíûå ñîîò�

íîøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè (1.329) èìåþò ìåñòî âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ äëÿ

áîçîííûõ ïåðåìåííûõ vr êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Íàìà

[p, vr]D = 1
2 ϵrst [vs, vt]D , (1.330)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñêîáîê Äèðàêà (1.280)-(1.282).

Êâàíòîâûå àíàëîãè ãåíåðàòîðîâ ñóïåðòðàíñëÿöèé (1.326) îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè

Q̂i = p̂ χ̂i + i (v̂r + cr)σ
ik
r χ̂k ,

ˆ̄Qi = p̂ ˆ̄χi − i
(
v̂r + cr

)
σr ik ˆ̄χ

k , (1.331)

ãäå ôåðìèîííûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò àëãåáðå

{χ̂i, ˆ̄χk} = 1
2~ δ

i
k . (1.332)
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Àíòèêîììóòàòîðû ñóïåðçàðÿäîâ (1.331) ðàâíû

{Q̂i, ˆ̄Qj} = −2~ ϵij
[
1
4 p̂

2 + 1
4 (v̂

r + cr)
(
v̂r + cr

)
− i

2~
−1
(
[p̂, v̂r] +

1
2 ϵrst [v̂s, v̂t]

)
χ̂kσ

kl
a
ˆ̄χl

]
+ i σijr

(
[p̂, v̂r]− 1

2 ϵrst [v̂s, v̂t]
)(

χ̂n ˆ̄χn − 1
2 ~
)
, (1.333)

{Q̂i, Q̂j} = i σijr

(
[p̂, v̂r]− 1

2 ϵrst [v̂s, v̂t]
)
χ̂nχ̂n .

Àëãåáðà ñóïåðñèììåòðèè íà êâàíòîâîì óðîâíå

{Q̂i, ˆ̄Qk} = 2~ δ ikĤ , {Q̂i, Q̂k} = 0 (1.334)

òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé Íàìà

[p̂, v̂r] =
1
2 ϵrst[v̂s, v̂t] . (1.335)

Òîãäà êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Ĥ = 1
4 p̂

2 + 1
4 (v̂r + cr)

(
v̂r + cr

)
− i~−1 [p̂, v̂r]χ̂iσikr ˆ̄χk . (1.336)

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïðè îïåðàòîðíîì êâàíòîâàíèè

êâàíòîâûå îïåðàòîðû v̂r äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì Íà�

ìà (1.335) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿN=4 ñóïåðñèììåòðèè. Ýòî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ

êâàíòîâûõ óðàâíåíèé Íàìà (òî åñòü, ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (1.330) ñî ñâÿçÿ�

ìè Äèðàêà ê îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì (1.335)) ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíûì

òðåáîâàíèÿì ê ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå êâàíòîâàíèÿ ñêîáîê Äèðàêà ôàçîâûõ

ïåðåìåííûõ, âûáðàííûõ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ. Äàäèì äîïîëíè�

òåëüíûå ðàçúÿñíåíèÿ ê ñõåìå ïåðåõîäà îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè ê êâàíòîâîé.

Óðàâíåíèÿ (1.335) ñîäåðæàò îïåðàòîðû p̂ è v̂r ñî ñëîæíîé àëãåáðîé êîì�

ìóòàöèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñêîáîê Äèðàêà (1.280)-(1.282). Ïî ýòîé ïðè�

÷èíå è êàê áûëî ñäåëàíî â ÷èñòî áîçîíîì ñëó÷àå, ìû ðàññìàòðèâàåì â êà÷å�

ñòâå îñíîâíûõ êâàíòîâûõ ïåðåìåííûõ ïåðåìåííûå äâóõ êîììóòèðóþùèõ ñåê�

òîðîâ: ðàäèàëüíîãî ñ îïåðàòîðàìè x̂, p̂ è ñïèíîâîãî ñ îïåðàòîðàìè ℓ̂r (èëè φ̂,

ℓ̂3), èìåþùèìè ïðîçðà÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïðè

ýòîì, îïåðàòîðû v̂r=v̂r(x̂, ℓ̂t) ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè âåëè÷èíàìè è îïðåäåëÿþò�

ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè vr=vr(x, ℓt) ñ òî÷íîñòüþ
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äî óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòîðîâ ℓ̂r. Íåîáõîäèìûå äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñóïåðñèììåò�

ðèè óðàâíåíèÿ (1.335) ïðèíèìàþò ñòàíäàðòíûé âèä óðàâíåíèé Íàìà

~
∂

∂x̂
v̂r =

i
2 ϵrst[v̂s, v̂t] . (1.337)

Òàê êàê x̂ êîììóòèðóåò ñî âñåìè îïåðàòîðàìè ℓ̂r, ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé

Íàìà (1.337) îïðåäåëåíû êëàññè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè vr (ñ òî÷íîñòüþ äî

óïîðÿäî÷åíèÿ ïî ℓ̂a) . Òîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé Íà�

ìà (1.337) òàêæå îïðåäåëÿëèñü ñêîáêàìè Äèðàêà, ò.å. íåîáõîäèìî, ÷òîáû

[v̂r, v̂s] = i~ ̂[vr, vs]D äëÿ vr=vr(x, ℓt). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîë�

íÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ℓr â êà÷åñòâå îñíîâíûõ

êâàíòîâûõ âåëè÷èí: [ℓ̂r, ℓ̂s] = i~ ̂[ℓr, ℓs]D . Òîëüêî â îãðàíè÷åííûõ ñëó÷àÿõ ìû
ìîæåì ñîãëàñîâàòü êâàíòîâàíèå âåêòîðà va è êâàíòîâàíèÿ �ýëåìåíòàðíîãî�

âåêòîðà ℓr ñ îäíîâðåìåííûì ïåðåõîäîì îò êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Íàìà ê

êâàíòîâûì óðàâíåíèÿì Íàìà. Èìåííî ýòà âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò â îäíîìî�

íîïîëüíîì ñëó÷àå è â ñïåöèàëüíîì ìóëüòèìîíîïîëüíîì ñëó÷àå, êîãäà êîìïî�

íåíòû âåêòîðà vr ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ℓr.

Â äâóõìîíîïîëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçëîæåíèå vr ñîäåðæèò âñå ñòåïåíè

ℓr, íåîáõîäèìî ñäåëàòü êâàíòîâóþ ìîäèôèêàöèþ îïåðàòîðîâ v̂r,

v̂r(x̂, ℓ̂s) → v̂r(x̂, ℓ̂s; ~)

òàê, ÷òîáû íîâûå îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ Íàìà âî âñåõ ïîðÿä�

êàõ ïî ~. Â ýòîì ñëó÷àå, íóëåâîé ïîðÿäîê ïî ~ â ðàçëîæåíèè îïåðàòîðîâ

v̂r(x̂, ℓ̂s; ~) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè êëàññè÷åñêèìè âûðà�

æåíèÿìè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåéëåâ�

ñêèìè ñèìâîëàìè ÷ëåíîâ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû ñòðîãî ñëåäóåì ïðåäïèñàíèÿì, êîòîðûå

òðåáóåò ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ê ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé òåî�

ðèè. Êîíå÷íî, íåçàâèñèìîå ïîñòðîåíèå êâàíòîâîé òåîðèè (áåç êâàíòîâàíèÿ

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû) íå òðåáóåò ñîáëþäåíèÿ ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè�

÷åíèé.
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Îäíîìîíîïîëíûé ñëó÷àé

Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà (1.287) è ïðè, c⃗ = −k⃗ ãåíåðàòîðû (1.326), (1.327)

ïðèíèìàòü âèä

Qi = p χi + i
ℓr σ

ik
r χk
x

, Q̄i = p χ̄i − i
ℓr σr ikχ̄

k

x
, (1.338)

H =
1

4

(
p2 +

ℓrℓr
x2

)
+
ℓr χiσ

ik
r χ̄k

x2
. (1.339)

Â îòëè÷èå îò ÷èñòî áîçîííîãî ñëó÷àÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî ðàíåå, âåêòîð ℓr

èìååò íåíóëåâûå ñêîáêè Äèðàêà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.339) è ñ ñóïåðçàðÿäàìè

(1.338). Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðñèììåòðèè ïåðåìåííûõ ℓr èìåþò âèä

δℓr = [εH + εiQ
i − ε̄iQ̄i, ℓr]D = ϵrstωs ℓt , (1.340)

ãäå ωs = ε σiks χiχ̄k/x
2 − iσiks (εiχk − ε̄iχ̄k)/x, òî åñòü îíè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíû�

ìè SU(2)-âðàùåíèÿìè. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, ïðåîáðàçîâàííûé ïîä äåéñòâèåì

ñóïåðñèììåòðèè âåêòîð ℓ̃r = ℓr + δℓr + . . . óäîâëåòâîðÿåò òåì æå îñíîâíûì

ñîîòíîøåíèÿì (1.290) è (1.291), ℓ̃rℓ̃r = g2 è [ℓ̃r, ℓ̃s]D = ϵrstℓ̃t.

Âåêòîð ðàçìûòîé ñôåðû ℓr ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãåíåðàòîðîâ

Jr = ℓr − χiσ
ik
r χ̄k , [Jr, Js]D = ϵrstJt , (1.341)

êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì, [H, Jr]D = 0, è ãåíåðèðóþò ïðåîá�

ðàçîâàíèÿ SU(2), äåéñòâóþùèå íà èíäåêñ i:

[Qi, Jr]D = − i
2 σ

ik
r Qk , [Q̄i, Jr]D = i

2 σr ik Q̄
k . (1.342)

Ãåíåðàòîðû (1.341), âìåñòå ñ îïåðàòîðàìè (1.338), (1.339) è

I1′ = 1
2 (χkχ

k + χ̄kχ̄k) ,

I2′ = − i
2 (χkχ

k − χ̄kχ̄k) ,
I3′ = −χkχ̄k ,

[Ia′, Ib′]D = ϵa′b′c′Ic′ . (1.343)

Si = −2xχi + tQi , S̄i = −2x χ̄i + t Q̄i , (1.344)

K = x2 − t xp+ t2H , D = −1
2 xp+ tH , (1.345)
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îáðàçóþò àëãåáðó N = 4 êîíôîðìíîé ñóïåðãðóïïû OSp(4|2) , ÿâëÿþùåéñÿ
ñèììåòðèåé â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ âåëè�

÷èíû (1.341) îáðàçóþò àëãåáðó SU(2) è êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì,

îíè íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîîðäèíàòû ðàçìûòîé ñôåðû: óñëîâèå

JrJr = const íå âûïîëíÿåòñÿ è, áîëåå òîãî, òàêîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ èí�

âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðñèììåòðèè, â îòëè÷èå îò èí�

âàðèàíòíîãî óñëîâèÿ ℓrℓr = g2. Òàêèì îáðàçîì, â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìîäåëè

áîçîííàÿ ðàçìûòàÿ ñôåðà ïî-ïðåæíåìó íàòÿíóòà íà òå æå ïåðåìåííûå ℓr.

Ñîõðàíåíèå îñíîâíûõ îòíîøåíèé (1.290) è (1.291), êîòîðûå îïðåäåëÿþò

ðàçìûòóþ ñôåðó, ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå (2n+1)× (2n+1)-ìàòðè÷íîé

ðåàëèçàöèè äëÿ ℓ̂a, ãäå n ∈ Z,Z + 1
2 ÿâëÿåòñÿ ñïèíîì â SU(2) íåïðèâîäèìîì

ïðåäñòàâëåíèè. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âàæíîå äëÿ ïðèñóò�

ñòâèÿ N=4 ñóïåðñèììåòðèè óðàâíåíèå Íàìà (1.337) ñïðàâåäëèâî âñëåäñòâèå

v̂r−kr = ℓ̂r/x̂ äëÿ ðàçìûòîé ñôåðû â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå. Èñïîëüçóÿ

ãîëîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôåðìèîííûõ îïåðàòîðîâ

χ̂i = χi , ˆ̄χk =
1
2 ~ ∂/∂χ

i (1.346)

è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êâàíòîâàÿ ñóïåðçàðÿäû è ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿ�

þòñÿ (2n+1)×(2n+1) ìàòðèöàìè, ìû íàõîäèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò

âèä

ΨA(x, χi) = ϕA(x) + χiψAi (x) + χiχiφ
A(x) (1.347)

ãäå âíåøíèé èíäåêñ A = 1, . . . 2n ÿâëÿåòñÿ èíäåêñîì íåïðèâîäèìîãî

SU(2)-ïðåäñòàâëåíèÿ ñ ìàòðèöàìè ℓ̂r êàê ãåíåðàòîðàìè. Ìû âèäèì, ÷òî ïî îò�

íîøåíèþ ê ïîëíûì SU(2) ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïîðîæäåííûõ (1.341), áîçîííûå

âîëíîâûå ôóíêöèè ϕA(x) è φA(x) îáðàçóþò äâà íåïðèâîäèìûõ SU(2) ïðåä�

ñòàâëåíèé ñïèíà n, â òî âðåìÿ êàê ôåðìèîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè ψAi (x)

ñîäåðæàò äâà íåïðèâîäèìûõ SU(2) ïðåäñòàâëåíèÿ ñ SU(2) ñïèíàìè n± 1
2 .

Ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì

â [147], ãäå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå áûëè ïðåäñòàâëåíû ñ ïîìîùüþ (4,4,0) ñó�

ïåðìóëüòèïëåòà. Â îòëè÷èå îò ôîðìóëèðîâêè â [147], ãäå êîîðäèíàòû ðàçìû�

òîé ñôåðû ñòðîÿòñÿ êàê áèëèíåéíûå ïðîèçâåäåíèÿ SU(2)-äóáëåòíûõ ïîëåé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ îñöèëëÿòîðíîé àëãåáðå, ò.å. êàê íåêîòîðûå âòîðè÷íûå ñî�

ñòàâíûå îáúåêòû, ñïèíîâûé (3,4,1) ñóïåðìóëüòèïëåò îáåñïå÷èâàåò îïèñàíèå
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ðàçìûòîé ñôåðû íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ íåàáåëåâûõ âåêòîðíûõ êîîðäè�

íàò ℓa, êîòîðûå òåïåðü ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê �ýëåìåíòàðíûå� ñîñòàâëÿþùèå.

Ìíîãîöåíòðîâûå ñëó÷àè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êâàíòîâàíèÿ â äâóõìîíîïîëüíîì ñëó÷àå ñ ïîòåíöè�

àëîì (1.301).

Îáðàùåíèå óðàâíåíèé (1.301), (1.302), (1.303) äàåò ñëåäóþùèå âûðàæå�

íèÿ äëÿ êîìïîíåíò òðè-âåêòîðà vr:

v1 = V (x, ℓ3) cosφ , v2 = V (x, ℓ3) sinφ , v3 = W (x, ℓ3) . (1.348)

ßâíûé âèä ôóíêöèé V (x, ℓ3), W (x, ℓ3) ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, èç

âûðàæåíèé (1.306), (1.307) è (1.310), (1.311) â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, íî

îí íàì äëÿ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ íå ïîòðåáóåòñÿ.

Êâàíòîâàíèå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé ïðåäïîëàãàåò ïðåèìóùåñòâåí�

íî âûáîð âåéëåâñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòîðîâ [193], àíàëèç êîòîðîãî ýô�

ôåêòèâåí ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ìîéàëà [16, 193]. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿì

(1.348) ñîîòâåòñòâóþò êâàíòîâûå âûðàæåíèÿ

v̂± := v̂1 ± iv̂2 = ⟨V (x̂, ℓ̂3) e
±iφ̂⟩

W
, v̂3 = W (x̂, ℓ̂3) , (1.349)

ãäå ñêîáêè ⟨...⟩
W
îáîçíà÷àþò âåéëåâñêîå óïîðÿäî÷åíèå íåêîììóòèðóþùèõ îïå�

ðàòîðîâ φ̂, ℓ̂3. Ïðè ýòîì, êëàññè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (1.348) äîëæíû áûòü âåé�

ëåâñêèìè ñèìâîëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîâûõ âåëè÷èí, ò.å.

v̂±(ℓ̂3, φ̂) =
1

4π2

∫
dα dβ dℓ3 dφV (x, ℓ3) e

±iφ e−i(αℓ3+βφ) ei(αℓ̂3+βφ̂) . (1.350)

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñêîáêè Ìîéàëà ëþáûõ îïåðàòîðîâ M̂ , N̂ ðàâíû[
[M̂, N̂}

]W
= 2 sinh

{
~
4

(
∂2

∂χ(2)k∂χ̄
(1)
k

− ∂2

∂χ(1)k∂χ̄
(2)
k

)
(1.351)

+
i~
2

(
∂2

∂x(1)∂p(2)
− ∂2

∂x(2)∂p(1)

)
+
i~
2

(
∂2

∂φ(1)∂ℓ
(2)
3

− ∂2

∂φ(2)∂ℓ
(1)
3

)}
·M(x(1), p(1), φ(1), ℓ

(1)
3 , χ(1)k, χ̄

(1)
k )N(x(2), p(2), φ(2), ℓ

(2)
3 , χ(2)k, χ̄

(2)
k )
∣∣∣
(1)=(2)
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≡ i~ [M,N}
M
.

Îòìåòèì, ÷òî (1.350) äàþò ñëåäóþùèå îïåðàòîðíûå ñîîòíîøåíèÿ 7

v̂± = e±iφ̂/2 V (x̂, ℓ̂3) e
±iφ̂/2 = e±iφ̂ V (x̂, ℓ̂3 ± ~

2) = V (x̂, ℓ̂3 ∓ ~
2) e

±iφ̂ . (1.352)

Êàê ïîä÷åðêèâàëîñü âûøå, ñîõðàíåíèå ñóïåðñèììåòðèè íà êâàíòîâîì

óðîâíå òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Íàìà (1.335). Åãî âûïîë�

íåíèå â âåéëåâñêè-óïîðÿäî÷åíûõ âûðàæåíèÿõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

[p, vr]M = 1
2 ϵrst[vs, vt]M . (1.353)

Íî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñêîáêè Ìîéàëà (1.351) ïîêàçûâàåò,

÷òî ñêîáêè Ìîéàëà ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîí â âûðàæåíèè (1.353) íå ñîâïàäàþò:

ëåâàÿ ÷àñòü (1.353) ðàâíà ñêîáêå Äèðàêà, [p, vr]M = −∂vr
∂x

= [p, vr]D , à ïðàâàÿ

÷àñòü èìååò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû ïî ~,

i~ [v3, v±]M = −2 v3 sinh

{
i~
2

←−
∂

∂ℓ3

−→
∂

∂φ

}
v± = i~ [v3, v±]D +O(~3) . (1.354)

Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ïðè ïåðåõîäå ê

êâàíòîâîé òåîðèè, êàê áûëî óêàçàíî âûøå.

Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ W ëèíåéíà

ïî ℓ3, òàêèõ ïðîáëåì íå âîçíèêàåò. Òàê, â îäíîìîíîïîëüíîì ñëó÷àå ìû èìååì

W = (ℓ3/x)+k, V =
√
g2 − ℓ23/x. Óïîðÿäî÷åííûå ïî Âåéëþ îïåðàòîðû (1.349)

(ñì. (1.352)) v̂3 = (ℓ̂3/x̂) + k, v̂± = e±iφ̂/2
√
g2 − ℓ̂23 e±iφ̂/2/x̂ óäîâëåòâîðÿþò àë�

ãåáðå [v̂+, v̂−] = 2~ v̂3/x̂, [v̂3, v̂±] = ±~ v̂±/x̂. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, îïåðàòîðíûå
óðàâíåíèÿ Íàìà (1.337) âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå.

Cîõðàíåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàìà (1.353), ãàðàíòèðóþùåãî N = 4 ñóïåðñèì�

ìåòðèþ íà êâàíòîâîì óðîâíå, òðåáóåò â äâóõìîíîïîëüíîì ñëó÷àå ìîäèôèöèè

êëàññè÷åñêî-êâàíòîâîãî ñîîòâåòñòâèÿ (1.350), ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

èçìåíåíèÿ ñèìâîëîâ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ v̂r. Âìåñòî ñèìâîëîâ (1.348), ñîâ�

ïàäàþùèõ ñ êëàññè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèìâîëû

v± = Ṽ (x, ℓ3, ~) e±iφ , v3 = W̃ (x, ℓ3, ~) , (1.355)

7 Ýòè ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëå (1.350) ê âèäó

ei(αℓ̂3+βφ̂) = eiαβ~/2eiβφ̂eiαℓ̂3 è ïîñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ìû òàêæå èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå

F (ℓ̂3) e
iαφ̂ = eiαφ̂F (ℓ̂3 + α~).
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ñîîòâåòñòâèå êîòîðûõ êëàññè÷åñêèì âåëè÷èíàì çàêëþ÷àåòñÿ â ñîâïàäåíèè

ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (1.355) ïî ~ ñ âûðàæåíèÿìè (1.348):

Ṽ (x, ℓ3, ~) = V (x, ℓ3) + ~V1(x, ℓ3) + ~2 V2(x, ℓ3) + · · · ,

W̃ (x, ℓ3, ~) = W (x, ℓ3) + ~W1(x, ℓ3) + ~2W2(x, ℓ3) + · · · .
(1.356)

Ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîâûå îïåðàòîðû ðàâíû

v̂± = e±iφ̂/2 Ṽ (x̂, ℓ̂3, ~) e±iφ̂/2 , v̂3 = W̃ (x̂, ℓ̂3, ~) . (1.357)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äåëàåì äîïîëíèòåëüíûå ïîïðàâêè ê êâàíòîâûì îïåðàòî�

ðàì â áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ â ðàçëîæåíèè ïî ~. Â ðåçóëüòàòå, âûïîëíÿþò�

ñÿ îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ Íàìà è èìååò ìåñòî ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ~→ 0 ê

êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå.

Óðàâíåíèÿ Ìîéàëà-Íàìà (1.353) äëÿ ñèìâîëîâ (1.355) èëè îïåðàòîðíûå

óðàâíåíèÿ Íàìà (1.335) äëÿ îïåðàòîðîâ (1.357) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì íà

ôóíêöèè Vn(x, ℓ3) è Wn(x, ℓ3). Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ìû íàõîäèì ïîëíûå ðå�

øåíèÿ äëÿ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ. Â ïðèëîæåíèè ðàáîòû [141] ïðåäñòàâëåíû

ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ~.
Ãåíåðàòîðû ñóïåðñèììåòðèè Ïóàíêàðå òîãäà äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

(1.331) è (1.336), ãäå v̂± è v̂3 çàäàíû â (1.357) ñ ôóíêöèÿìè Ṽ è W̃ , îïðåäåëåí�

íûìè â âèäå ðÿäà ïî ~. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå i) ïåðâûå ÷ëåíû ñóïåðçàðÿäîâ

(äî ïåðâîé ñòåïåíè E è äî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ~) ðàâíû (áåðåì c⃗ = −k⃗)

Q̂i = p̂ χ̂i + i
[
(W̃ − k)σik3 + eiφ̂/2Ṽ eiφ̂/2σik− + e−iφ̂/2Ṽ e−iφ̂/2σik+

]
χ̂k

ˆ̄Qi = p̂ ˆ̄χi − i
[
(W̃ − k)σ3 ik + eiφ̂/2Ṽ eiφ̂/2σ− ik + e−iφ̂/2Ṽ e−iφ̂/2σ+ ik

]
ˆ̄χk,

ãäå σ± = 1
2 (σ1 ± iσ2) è

W̃ (x̂, ℓ̂3)− k =
1

x̂− g0

(
ℓ̂3 + E

3ℓ̂23 − g2

(x̂− g0)2

)
,

Ṽ (x̂, ℓ̂3, ~) =

√
g2 − ℓ̂23
x̂− g0

(
1 +

3Eℓ̂3
(x̂− g0)2

)(
1 +

~2

8(g2 − ℓ̂23)
+

~4

128(g2 − ℓ̂23)2

)
.

Ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû

â ìíîãîìîíîïîëüíîé ñèñòåìå, ïîäîáíî ìåòîäó ðàçìûòîé ñôåðû. Ýòîò ìåòîä
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ïîäõîäèò äëÿ ñïåöèàëüíîãî ìíîãîöåíòðîâîãî ñëó÷àÿ ñ ïîòåíöèàëîì (1.315).

Çäåñü, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êâàíòîâûé àíàëîã ñîîòíîøåíèé (1.316)

v̂1 = f1(x̂) ℓ̂1 , v̂2 = f2(x̂) ℓ̂2 , v̂3 = f3(x̂) ℓ̂3 , (1.358)

ãäå ℓ̂a ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè êîîðäèíàòàìè ðàçìûòîé ñôåðû,

[ℓ̂r, ℓ̂s] = i~ ϵrstℓ̂t , ℓ̂rℓ̂r = g2 . (1.359)

Êàê è ðàíåå, ìû äîëæíû ïîëîæèòü g2 = ~2 n(n + 1), 2n∈N äëÿ óíèòàðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé. Áëàãîäàðÿ óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (1.317) êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ

Íàìà (1.335), (1.337) âûïîëíÿþòñÿ. Êàê ðåçóëüòàò, îïåðàòîðû (ìû áåðåì cr =

(0, 0, c) â (1.331), (1.336))

Q̂i = p̂ χ̂i + ik
g sinh−1(kx̂g )

[
ℓ̂1 σ

ik
1 χ̂k + ℓ̂2 σ

ik
2 χ̂k

+
(
cosh(kx̂g ) ℓ̂3 +

cg
k sinh(kx̂g )

)
σik3 χ̂k

]
,

ˆ̄Qi = p̂ ˆ̄χi − ik
g sinh−1(kx̂g )

[
ℓ̂1 σ1 ik ˆ̄χ

k + ℓ̂2 σ2 ik ˆ̄χ
k

+
(
cosh(kx̂g ) ℓ̂3 +

cg
k sinh(kx̂g )

)
σ3 ik ˆ̄χ

k
]
,

(1.360)

Ĥ = 1
4 p̂

2 + k2

4g2 sinh
−2(kx̂g )

[
(ℓ̂1)

2 + (ℓ̂2)
2 +

(
cosh(kx̂g ) ℓ̂3 +

cg
k sinh(kx̂g )

)2]
+k2

g2 sinh
−2(kx̂g )

[
cosh2(kx̂g )

(
ℓ̂1χ̂iσ

ik
1
ˆ̄χk + ℓ̂2χ̂iσ

ik
2
ˆ̄χk

)
+ ℓ̂3χ̂iσ

ik
3
ˆ̄χk

] (1.361)

îáðàçóþò N = 4 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå.

1.5. Ðåçþìå

Â äàííîé ãëàâå èññëåäîâàíû ìîäåëè ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ìåõàíèêè, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå ãåîìåòðèè â òàðãåòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ìîäåëè ñ êðó÷åíèÿìè N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé

êâàíòîâîé ìåõàíèêè íà îñíîâå ñóïåðìóëüòèïëåòîâ (1,2,1) è (2,2,0), à òàêæå

ñèñòåìû N=4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè, îïèñûâàþùèå HKT, áè-HKT è

áè-êåëåðîâûå ãåîìåòðèè, à òàêæå N=4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå ñèñòåìû ñî ñïè�

íîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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Ìîäåëè òàêîãî òèïà èçó÷àëèñü ðàíåå, íî â îãðàíè÷åíûõ ðàìêàõ. Íàïðè�

ìåð, îáùàÿ N=2 ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ñóììå ñóïåðïîëåâûõ ëàãðàíæèàíà�

ìîâ (1.7) è (1.43), ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â îñíîâíîì íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå,

â òî âðåìÿ êàê åãî êâàíòîâûå âåðñèè, â òîì ÷èñëå ÿâíûé âèä ñîîòâåòñòâóþùèõ

N=2 ñóïåðçàðÿäîâ, áûëî èçâåñòíî òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ

[137, 36]. Êðîìå òîãî, êâàíòîâûå ìîäåëè, ñâÿçàííûå ñ ìóëüòèïëåòîì (1,2,1),

áûëè èçâåñòíû äëÿ äåéñòâèÿ (1.4) ñ ïîòåíöèàëüíûì ÷ëåíîì (1.14) èëè åãî ìî�

äèôèêàöèåé, ïîëó÷àåìîé äîáàâëåíèåì äåéñòâèÿ (1.16) ñ âåùåñòâåííûì êðó�

÷åíèåì [26], íî áåç âêëþ÷åíèÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, êàê â (1.17). Âî âñåõ

ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâóþùèå êâàíòîâûå N=2 ñó�

ïåðàëãåáðû. Îáùèì ðåöåïòîì ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óïîðÿäî÷å�

íèå Âåéëÿ äëÿ ñóïåðçàðÿäîâ ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåõîäîì ê êîâàðèàíòíûì ñó�

ïåðçàðÿäàì, êîòîðûå äåéñòâóþò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ãåîìåòðè÷å�

ñêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïîëó÷åíèå ýòèõ êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ è

èõ èíòåðïðåòàöèÿ êàê êîìïëåêñîâ äå Ðàìà (â (1,2,1) ñëó÷àå) è Äîëüáî (â

(2,2,0) ñëó÷àå) ïîçâîëÿåò íàéòè â ÿâíîì âèäå âàêóóìíûå ñîñòîÿíèÿ â ðàñ�

ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè è óáåäèòüñÿ, ÷òî èõ ÷èñëî íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå âêëþ÷åíèÿ

êðó÷åíèÿ. Òàêàÿ èíâàðèàíòíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé îá èíäåêñå è ïîä�

êðåïëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àðãóìåíòîì, ÷òî êîãîìîëîãèè äëÿ òâèñòîâàííîãî

êîìïëåêñà äå Ðàìà è íåòâèñòîâàííîãî êîìïëåêñà ñîâïàäàþò. ßâíîå ïîñòðîå�

íèå ýòèõ ñîñòîÿíèé, êîòîðîå áûëî ñäåëàíî â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî

êðó÷åíèþ, ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðåçóëüòàòîì.

Èçó÷àÿ N = 4 êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, îáðàçîâàííóþ äâóìÿ

âçàèìîäåéñòâóþùèìè (4,4,0) ñóïåðìóëüòèïëåòàìè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîãäà

îáà ñóïåðìóëüòèïëåòû èìåþò òó æå ïðèðîäó, ñèñòåìà îïèñûâàåò HKT êîì�

ïëåêñ Äîëüáî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà ñ äâóìÿ âçàèìíî-çåðêàëüíûìè

ìóëüòèïëåòàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ HKT ãåîìåòðèåé â îáîèõ, îáû÷íîì è çåð�

êàëüíîì, ñåêòîðàõ è áûëà íàçâàíà íàìè áè-HKT ìîäåëüþ. Ýòà ìîäåëü áûëà

ïðåäñòàâëåíà â òåðìèíàõ N=2 ñóïåðïîëåé è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áè-HKT

ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè N=2 ñóïåðïîëåâûõ ñèñòåì ñ âíåøíèìè (àí�

òè)ãîëîìîðôíûìè êðó÷åíèÿìè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ñ êîíôîðìíî-ïëîñêîé ãàð�

ìîíè÷åñêîé 8-ìåðíîé ìåòðèêîé, ñóïåðñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äî

N = 8, êîãäà ñèãìà-ìîäåëü îïèñûâàåò OKT ãåîìåòðèþ. Áûëè íàéäåíû ÿâ�
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íûå âûðàæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñóïåðçàðÿäîâ è ýòî ïîçâîëèëî

íàì ñäåëàòü óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóêòóðû îáùèõ áè�

HKT è OKT êîìïëåêñîâ, è äàòü íîâîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå áè-HKT

è OKT ìíîãîîáðàçèé.

Ìû ðàññìîòðåëè òàêæå ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ îáùåå âçàèìîäåéñòâèå

ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îáû÷íûõ è çåðêàëüíûõ (4, 4, 0) ìóëüòèïëåòîâ, è ïîêà�

çàëè, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò òàêæå áè-HKT ãåîìåòðèþ [30, 31], êîòîðàÿ

õàðàêòåðèçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ãèïåðêîìïëåêñíûìè ñòðóêòóðàìè (1.207).

Ìû ïðåäñòàâèëè ÿâíûå âûðàæåíèÿ ñóïåðïîëåâûõ äåéñòâèé (1.198)-(1.201),

êîìïîíåíòíûå ëàãðàíæèàíû è ñóïåðçàðÿäû.

Ìû âûïîëíèëè ãàìèëüòîâó ðåäóêöèþ áè-HKT ìîäåëåé îòíîñèòåëüíî ïî�

ëîâèíû êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò. Ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü îïèñà�

íà îáû÷íûìè è çåðêàëüíûìè (2, 4, 2) ìóëüòèïëåòàìè è ïðåäñòàâëÿåò òâèñòî�

âàííóþ êåëåðîâó ìîäåëü [139], îáîáùåííóþ äîïîëíèòåëüíûìè ãîëîìîðôíûìè

÷ëåíàìè â ñóïåðïîëåâîì äåéñòâèèè (1.222) è îïèñûâàþùóþ êâàçèêîìïëåêñ�

íóþ òâèñòîâàííóþ êåëåðîâó ãåîìåòðèþ. Ðåäóöèðîâàííûå ìîäåëè ìîãóò áûòü

îïèñàíû òàêæå ïîñðåäñòâîì âåùåñòâåííûõ N = 2 ñóïåðïîëåé è ïðèíàäëåæàò

ê êëàññó êâàçèêîìïëåêñíûõ ìîäåëåé äåÐàìà ñ ýðìèòîâîé (íå ïðîñòî âåùå�

ñòâåííîé) ñóïåðïîëåâîé ìåòðèêîé [32]. Äàííûå ìîäåëè ïðåäïîëàãàþò ïðèñóò�

ñòâèå òàêæå ãîëîìîðôíûõ êðó÷åíèé ñ íåñîõðàíåíèåì ôåðìèîííîãî çàðÿäà

[25, 26, 140]. Îíè íàçâàíû íàìè áè-êåëåðîâûìè ìîäåëÿìè èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ

ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç äâóõ ðàçëè÷íûõ

ãèïåðêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð ðîäèòåëüñêèõ áè-HKT ìîäåëåé.

Â ýòîé ãëàâå ìû ïðåäñòàâèëè òàêæå íîâóþ âåðñèþ N = 4 ìåõàíèêè, êî�

òîðàÿ èñïîëüçóåò âçàèìîäåéñòâèå (1,4,3) è (3,4,1) ìóëüòèïëåòîâ, â êîòîðîì

(1,4,3) ìóëüòèïëåò ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì, òîãäà êàê (3,4,1) ìóëüòèïëåò �

ïîëóäèíàìè÷åñêèé è îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî â ïîëíîì ñóïåðïî�

ëåâîì äåéñòâèè. Îñòàþùèéñÿ ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé áî�

çîííûå âåêòîðíûå ïåðåìåííûå (3,4,1) ìóëüòèïëåòà îïèñûâàþòñÿ äåéñòâèåì

ïåðâîãî ïîðÿäêà ìåõàíèêè ×åðíà-Ñàéìîíñà è ÿâëÿþòñÿ ñïèíîâûìè ñòåïåíÿ�

ìè ñâîáîäû. N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûé ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ ãåíåðèðóåò

ñâÿçü, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû ýòèõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ

ñ áîçîííîé äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé (1,4,3) ìóëüòèïëåòà. Ìû èñïîëüçîâàëè
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êîâàðèàíòíîå îïèñàíèå ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ïîñðåäñòâîì òðè-âåêòîðà, ò.å.

ñïèíîâûå ïåðåìåííûå îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðîé äâóìåðíîé ðàçìûòîé ïîâåðõ�

íîñòüþ â òðåõìåðíîì (ïëîñêîì) ïðîñòðàíñòâå. Ñêîáêè Äèðàêà, îïðåäåëåííûå

ãàðìîíè÷åñêèì ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì, îïðåäåëÿþò àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóê�

òóðó ñïèíîâîãî ñåêòîðà. Â ñëó÷àÿõ ñ îäíîöåíòðîâûì (1.287) è ñïåöèàëüíîì

ìíîãîöåíòðîâîì (1.315) ïîòåíöèàëîì ñïèíîâûå ïåðåìåííûå îáðàçóþò SU(2)

àëãåáðó è æèâóò íà ðàçìûòîé ñôåðå S2 áëàãîäàðÿ óêàçàííîé ñâÿçè.

Îäèí èç ñàìûõ êðàñèâûõ è íåîæèäàííûõ ñëåäñòâèé, ïîëó÷åííûõ ïðè

èçó÷åíèè ýòèõ ìîäåëåé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèé Íàìà äëÿ òðè-âåê�

òîðíîé ïåðåìåííîé ïîëóäèíàìè÷åñêîãî (3,4,1) ìóëüòèïëåòà. Êðîìå òîãî, ìû

íàáëþäàåì ñòðîãîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðèñóòñòâèåìN = 4 ñóïåðñèììåòðèè

â ñèñòåìå è óðàâíåíèÿìè Íàìà äëÿ âåêòîðíîé ïåðåìåííîé êàê íà êëàññè÷å�

ñêîì óðîâíå, òàê è â êâàíòîâîì ñëó÷àå, òî åñòü, óðàâíåíèÿ Íàìà ÿâëÿþòñÿ

ïîêàçàòåëåì ïðèñóòñòâèÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðèè.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [140, 141, 142, 143,

144, 145].
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Ãëàâà 2

Íîâûå ìîäåëè ðàñøèðåííîé ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèêè

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ íîâûõ ìîäåëåé êîíôîðìíîé è ñó�

ïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, áóäóò ðàññìîòðåíû êàê îäíî÷àñòè÷�

íûå, òàê è ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû, à òàêæå ñèñòåìû ñ ðàñøèðåííîé d = 1

ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé.

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ìîäåëè êîíôîðìíîé è ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèêè îáëàäàþò äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé SL(2,R) è åå ñóïåðñèììåòðè÷�
íûìè ðàñøèðåíèÿìè è îïèñûâàþò (ñóïåð)êîíôîðìíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû

â îäíîìåðèè [42, 45, 46, 47, 50], à òàêæå õàðàêòåðèçóåò âàæíûé êëàññ èíòå�

ãðèðóåìûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñèñòåì [43, 44, 48, 55]. Ñ ó÷åòîì âàæíîñòè òà�

êèõ ìîäåëåé â ñîâðåìåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, ïðè

èçó÷åíèè AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ è îïèñàíèè ñâîéñòâ ÷åðíûõ äûð, ÿâëÿåò�

ñÿ àêòóàëüíûì ïîñòðîåíèå íîâûõ ñèñòåì N -ðàñøèðåííîé ñóïåðêîíôîðìíîé

ìåõàíèêè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðè âûñøèõ N .

Ïîïûòêè [55, 56, 57] ïîñòðîèòü ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû ñ N=4 ñó�

ïåðêîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ ïîêàçàëè èõ �æåñòêîñòü�, õàðàêòåðèçóåìóþ

ñèëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò N=2 ñóïåð�

êîíôîðìíîãî ñëó÷àÿ ñ îäíèì ïðåïîòåíöèàëîì U , ïðè N=4 âîçíèêàåò âòîðîé

ïðåïîòåíöèàë F . Äàííûå ïðåïîòåíöèàëû ïîä÷èíÿþòñÿ íå òîëüêî óñëîâèÿì îä�

íîðîäíîñòè, íî òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ñâÿçàííîé ñèñòåìå êâàäðàòè÷íûõ óðàâ�

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: òàê íàçûâàåìîìó óðàâíåíèþ ÂÄÂÂ äëÿ F

[58, 59] è ñîîòâåòñòâóþùåìó òâèñòîâàííî-ïåðèîäè÷åñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ U .

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàáîòàõ [60, 61, 62, 63], ÷òî åñëè äàæå âçÿòü èçâåñòíîå ðåøå�

íèå äëÿ F , òî ÿâíî ðåøèòü U -óðàâíåíèå äëÿ áîëåå ÷åì òðåõ ÷àñòèö â ñëó÷àå

SU(1, 1|2) ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ýòè òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè,
à òàêæå ôèçè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ñóïåðêîíôîðìíûõ ñèñòåì â èññëåäîâàíèÿõ

M -áðàííûõ ðåøåíèé è ñâîéñòâàõ ÷åðíûõ äûð (ñì. íàïðèìåð [187]), ïðåäïîëà�

ãàþò ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå íîâûõ ìîäåëåéN=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè

ñ ñàìîé îáùåé ñóïåðãðóïïîé ñèììåòðèè D(2, 1;α).
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Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö ñ ñóïåð�

êîíôîðìíîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòå�

ìû çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ �ïîëóäèíàìè÷åñêèõ� èçîñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ

[146, 147, 148] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíîãî êàëèáðîâà�

íèÿ íåêîòîðûõ èçîìåòðèé â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìîäåëÿõ ìàòðè÷íîé ìåõàíè�

êè. Ýòè ïîëóäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îïèñûâàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèì äåéñòâè�

åì ×åðíà-Ñàéìîíñà (èëè Âåññà-Çóìèíî) [70, 71], à ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ðåàëèçó�

þò (èçî)ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ðåçóëüòèðóþùèå ñóïåðêîíôîðìíûå ìíî�

ãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè, ðàñøèðåííûå èçîñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè, ñóùåñòâóþò

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ α è, â îáùåì ñëó÷àå, êîîðäèíàòû ÷àñòèö ìîäåëåé ïàðà�

ìåòðèçóþò íåïëîñêèå òàðãåòíûå ïðîñòðàíñòâà.

Êîíôîðìíûå è ñóïåðêîíôîðìíûå ìîäåëè âîçíèêàþò òàêæå ïðè ïîñòðî�

åíèè ñèñòåì ñ (ñóïåð)êîíôîðìíîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ñèììåòðèåé. Îòìåòèì,

÷òî â ñåìèäåñÿòûå ãîäû ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ áûëè ðàñøèðåíû äî ñèììåòðèé

Øðåäèíãåðà ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê àëãåáðå Ãàëèëåÿ äâóõ äîïîëíèòåëü�

íûõ ãåíåðàòîðîâ [208, 209]: äèëàòàöèé è ðàñòÿæåíèé. Èç-çà êîíôîðìíîãî

õàðàêòåðà ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ñèììåòðèè Øðåäèíãåðà áûëè íàçâàíû íåðåëÿ�

òèâèñòñêèìè êîíôîðìíûìè ñèììåòðèÿìè. Îäíàêî âñêîðå ïîÿâèëñÿ ëó÷øèé

êàíäèäàò äëÿ íåðåëÿèâèñòñêîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèè � êîíôîðìíàÿ àëãåá�

ðà Ãàëèëåÿ: îíà âîçíèêàåò êàê ïðåäåë c→∞ â êîíòðàêöèè ðåëÿòèâèñòñêîé

êîíôîðìíîé àëãåáðû [64, 65, 66]. Â îòëè÷èå îò àëãåáðûØðåäèíãåðà êîíôîðì�

íûå ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ îïèñûâàþò áåçìàññîâûå íåðåëÿòèâèñòñêèå ñèñòåìû

� öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ êîíôîðìíîé àëãåáðû Ãàëèëåÿ ñ ââåäåíèåì íåðå�

ëÿòèâèñòñêèõ ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ íå äîïóñêàþòñÿ.

Â äàííîé ãëàâå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íîâûå ðåçóëüòàòû â îïèñà�

íèè ðàçíîîáðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî (ñó�

ïåð)êîíôîðìíûõ ñèììåòðèé è èõ ðàñøèðåíèé.

2.1. Ìîäåëè êîíôîðìíîé ìåõàíèêè

Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà â îäíîìåðèè C(0) = o(2, 1) îáðàçîâàíà ýðìèòîâûìè

ãåíåðàòîðàìè H, K, D, êîììóòàòîðû êîòîðûõ ðàâíû

[D,H ] = −iH , [K,H ] = −2iD , [D,K ] = iK . (2.1)
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Ââîäÿ áåçðàçìåðíûé O(2, 1)-âåêòîð Tr, r, s, t = 0, 1, 2,

T0 =
1
2

(
mK +m−1H

)
, T1 =

1
2

(
mK −m−1H

)
, T2 = D , (2.2)

ãäå m ÿâëàåòñÿ êîíñòàíòîé ðàçìåðíîñòè ìàññû, ìû ïîëó÷àåì äðóãîå ïðåä�

ñòàâëåíèå òîé æå àëãåáðû o(2, 1) (2.1)

[Tr, Ts ] = i ϵrst T
t , (2.3)

ãäå ϵ012 = +1, T r = grsTs, grs=diag(−++).

Â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñïèíîðíûå ïðåä�

ñòàâëåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå, d=1 êîíôîðìíîé àëãåáðû. Ââîäÿ SU(1, 1) ≃
O(2, 1) áèñïèíîð Tαβ = Tβα, α, β, γ = 1, 2,

T11 = H , T22 = K , T12 = D , (2.4)

ìû ïîëó÷àåì ñïèíîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû (2.1)

[Tαβ, Tγδ ] = i (ϵαγTβδ + ϵβδTαγ) , ãäå ϵ12 = −ϵ21 = +1 . (2.5)

Êîíå÷íî, íåêîìïàêòíàÿ ãðóïïà SL(2,R) ≃ SU(1, 1) ≃ O(2, 1) èìååò òîëü�

êî áåñêîíå÷íîìåðíûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áåñêîíå÷íîìåð�

íûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ñåðèè óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþ�

ùåé ãðóïïû SU(1,1) íóìåðóþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè r0, êîòîðûå ìîãóò

áûòü öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè [38]. Áàçèñíûå ôóíêöèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êîìïàêòíîãî SU(1,1) ãåíåðàòîðà T0. Åãî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñóòü r = r0 + n, n ∈ N [38, 42]. Íà ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ

îïåðàòîð Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà àëãåáðû o(2, 1)

T 2 = 1
2 {H,K} −D

2 = −T rTr = 1
2 T

αβTαβ (2.6)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

T 2 = r0(r0 − 1) . (2.7)

2.1.1. Ìîäåëü äå Àëüôàðî-Ôóáèíè-Ôóðëàíà è åå èíòåðïðåòàöèÿ

Êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà äå Àëüôàðî-Ôóáèíè-Ôóðëàíà (ÀÔÔ) îïèñûâàåò�

ñÿ äåéñòâèåì [42]

S0 =

∫
dt
(
ẋ2 − γ2 x−2

)
≡
∫
dtL0 , (2.8)
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óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî

ẍ = γ2 x−3 . (2.9)

Êàíîíè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ x åñòü [x] = L1/2, òîãäà êàê êîíñòàíòà γ áåçðàç�

ìåðíà, [γ] = L0. Äåéñòâèå (2.8) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî d=1 êîíôîðìíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé δt = f(t), δx = 1
2 ḟ x ïðè ∂3t f(t) = 0, îòíîñèòåëüíî êîòî�

ðûõ δS0 =

∫
dt Λ̇, ãäå Λ = 1

2 x
2 f̈ . Îòîæåñòâëÿÿ êîíñòàíòíûå ïàðàìåòðû a, b

è c d=1 òðàíñëÿöèé, äèëàòàöèé è êîíôîðìíûõ áóñòîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â

t-ðàçëîæåíèè ôóíêöèè f(t) = a + b t + c t2, ìû íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå

í¼òåðîâñêèå çàðÿäû

H = 1
4 p

2 +
γ2

x2
, D = −1

2 xp+ tH , K = x2 − txp+ t2H , (2.10)

ãäå p = 2 ẋ . Â îòíîøåíèè êàíîíè÷åñêèõ ñêîáîê Ïóàññîíà çàðÿäû (2.10) îáðà�

çóþò àëãåáðó sl(2,R)

{H,D}
P
= H, {K,D}

P
= −K, {H,K}

P
= 2D , (2.11)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèåé ìîäåëè. Îòìåòèì, ÷òî ÿâíàÿ çà�

âèñèìîñòü îò t â ãåíåðàòîðàõD èK ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðåîáðà�

çîâàíèÿ ïîäîáèÿ (D,K) = etH(D0, K0)e
−tH , ãäå êîììóòàòîðû ïðåäñòàâëåíû

â âèäå ñêîáîê Ïóàññîíà, è D0 = −1
2 xp , K0 = x2 ÿâëÿþòñÿ t-íåçàâèñèìûìè

÷àñòÿìè D è K . Âìåñòå ñ H îíè óäîâëåòâîðÿþò òîé æå àëãåáðå ñêîáîê Ïóàñ�

ñîíà (2.11). Â ïîñëåäóþùåì ìû áóäåì â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýòè

ãëàâíûå ÷ëåíû â ãåíåðàòîðàõ êîíôîðìíîé àëãåáðû è åå ñóïåððàñøèðåíèÿõ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ í¼òåðîâñêèõ çàðÿäîâ (2.10) ïîäðàçóìåâàþò ñëåäóþùåå

çíà÷åíèå êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà Êàçèìèðà (2.6),

T 2 = γ2 . (2.12)

Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

H = 1
4 p

2 +
T 2

x2
. (2.13)

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [210], ýòî âûðàæåíèå õàðàêòåðèçóåò ñàìèé îáùèé êëàñ�

ñè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ìîäåëåé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè, âêëþ÷àÿ ìíîãî÷à�

ñòè÷íûå è ñóïåðñèììåòðè÷íûå ðàñøèðåíèÿ îäíîìåðíîé ìåõàíèêè ÀÔÔ. Êà�

íîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå p è x õàðàêòåðèçóþò ðàäèàëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû,
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òîãäà êàê äîïîëíèòåëüíûå óãëîâûå è ôåðìèîííûå êîîðäèíàòû è èõ èìïóëüñû

ñêðûòû â êîíôîðìíîì îïåðàòîðå Êàçèìèðà T 2, êîòîðûé ñàì ïî ñåáå ìîæåò

ñ÷èòàòüñÿ êàê ãàìèëüòîíèàí íåêîòîðîé `óãëîâîé' ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êàê áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [211], êîíôîðìíóþ ìåõàíèêó ÀÔÔ [42]

ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, ïðèìåíåííîãî

ê àëãåáðå o(2, 1). Äëÿ ýêïîíåíöèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ýëåìåíòîâ ãðóïïû

SO(2, 1)

G0 = eitH eizK eiuD (2.14)

ñîîòâåòñòâóþùèå ëåâî-èíâàðèàíòíûå ôîðìû Ìàóðåðà-Êàðòàíà (ÌÊ), ïîëó�

÷àåìûå èç G−10 dG0 = i
(
ωHH + ωKK + ωDD

)
, ðàâíû

ωH = e−udt , ωK = eu
(
dz + z2dt

)
, ωD = du− 2zdt , (2.15)

à îäèí-ôîðìû ÌÊ, àññîöèèðîâàííûå ñ ãåíåðàòîðàìè Tr (2.2), èìåþò âèä

ω0 = m−1ωK +mωH , ω1 = m−1ωK −mωH , ω2 = ωD . (2.16)

Äèíàìèêà êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ÀÔÔ âîñïðîèçâîäèòñÿ íàëîæåíèåì

ñëåäóþùèõ ñâÿçåé íà îäíîìåðíûå ïîëÿ z(t) è u(t) [211]

(a) ω1 = 0 , (b) ω2 = 0 . (2.17)

Óðàâíåíèå (2.17b) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà [212], ïîçâî�

ëÿþùåå ðàññìàòðèâàòü ïîëå z(t) êàê âðåìåííóþ ïðîèçâîäíóþ äèëàòîíà u(t),

z = 1
2 u̇ , (2.18)

òîãäà êàê (2.17a) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñâÿçüþ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê óðàâ�

íåíèþ (2.9) äëÿ åäèíñòâåííîé íåçàâèñèìîé ïåðîìåííîé

x = µ−1/2eu/2 , (2.19)

ãäå µ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîé ÷àñòüþ m, [µ] = cm−1 è m = µγ, [γ] = cm0. Áóäó÷è

óñëîâèåì íà ëåâî-èíâàðèàíòíûå ôîðìû ÌÊ, óðàâíåíèå (2.17) îáëàäàåò ÿâíîé

d=1 êîíôîðìíîé SO(2,1) ñèììåòðèåé.

Â ôîðìàëèçìå îäèí-ôîðì ÌÊ äåéñòâèå êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå [211]

S0 = −γ
∫
ω0 = −

∫
dt
[
µ−1eu

(
ż + z2

)
+ µγ2e−u

]
. (2.20)
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Êàê è êèíåìàòè÷åñêàÿ ñâÿçü (2.18), òàê è äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.9), ñëå�

äóþò èç äåéñòâèÿ (2.20) êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ êèíåìàòè÷å�

ñêîå ðåøåíèå (2.18) â (2.20) è ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííîé x ñ ïîìîùüþ (2.19), ìû

âîñïðîèçâîäèì èñõîäíîå äåéñòâèå ÀÔÔ êîíôîðìíîé ìåõàíèêè (2.8).

Îòìåòèì, ÷òî (2.17) îïðåäåëÿåò êëàññ ãåäåçè÷åñêèõ íà ãðóïïîâîì ïðî�

ñòðàíñòâå SO(1, 2), ãåíåðèðóåìûõ ïðàâûì äåéñòâèåì îäíîïàðàìàòðè÷åñêîé

êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû ñ ãåíåðàòîðîì T0 [211]. Òîëüêî òàêîé êëàññ ïðèâîäèò ê

ñòàíäàðòíîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêå ñ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè êâàíòîâûìè ñâîé�

ñòâàìè [42], â îòëè÷èå îò äðóãèõ íåòðèâèàëüíûõ âûáîðîâ ñâÿçåé (íàïðèìåð,

ñ âûáîðîì ω0 = 0 âìåñòî (2.17a)). Êîîðäèíàòà τ , àññîöèèðîâàííàÿ ñ ãåíåðà�

òîðîì T0 â ýêñïîíåíöèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ýòîé êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû,

ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïàðàìàòðîì íà ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé. Â ÷åðíî-äûð�

íîé èíòåðïðåòàöèè (ñóïåð)êîíôîðìíîé ìåõàíèêè τ èãðàåò ðîëü ñîáñòâåííîãî

âðåìåíè ïðîáíîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ âîçëå ãîðèçîíòà ýêñòðåìàëüíîé ÷åð�

íîé äûðû.

Â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå ìîäåëü (2.20) îïèñûâàåòñÿ ñâÿçÿìè âòî�

ðîãî ðîäà

pu ≈ 0 , pz + µ eu ≈ 0 , (2.21)

ïîçâîëÿþùàÿ èñêëþ÷èòü (pz, pu) . Ñêîáêè Äèðàêà äëÿ îñòàâøåéñÿ ïàðû ôà�

çîâûõ ïåðåìåííûõ (u, z) è ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàþò âèä

{u, z}
D
= µ e−u , H = 1

4µ

(
euz2 + 4γ2µ2e−u

)
. (2.22)

Ââîäÿ ïåðåìåííûå x = µ−1/2eu/2, p = 2µ−1/2eu/2z, êîòîðûå îáëàäàþò ñòàí�

äàðòíûìè ñêîáêàìè Äèðàêà, {x, p}
D

= 1, ìû íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (2.20)

îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H = 1
4 p

2 + γ2 x−2 , (2.23)

êîòîðûé ñëåäóåò òàêæå èç äåéñòâèÿ (2.8).

Ãëàâíûå ñâîéñòâà êâàíòîâàíèÿ, ÷òî áàçèðóþòñÿ íà ñòàíäàðòíîì ãàìèëü�

òîíèàíå (2.23), ñëåäóþùèå [42, 46]:

• Ñïåêòð H íåïðåðûâíûé: H|E > =E|E > ⇒ H eiαD|E > =e2αE|E >.
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• Ñïåêòð âêëþ÷àåò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E>0 è äëÿ êàæäîãî èç íèõ

ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå ñ íîðìèðîâêîé ïëîñêîé âîëíû.

• Ñîñòîÿíèå ñ E=0 íå èìååò äàæå íîðìèðîâêè ïëîñêîé âîëíû è íå ìîæåò

áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Îòñóòñòâèå íîðìèðîâàííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îïè�

ñàíèå êâàíòîâîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ïîñðåäñòâîì ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé

îïåðàòîðà H ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îïðåäåëåííûì. Êîððåêòíîå îïèñàíèå ìîäåëè äî�

ñòèãàåòñÿ âûáîðîì êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà T0 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà [42]:

H̃ := 2mT0 = H +m2K = 1
4 p

2 + γ2 x−2 +m2x2 . (2.24)

Îí ñîäåðæèò îñöèëëÿòîðíûé ÷ëåí è èìååò õîðîøî îïðåäåëåííîå îñíîâíîå ñî�

ñòîÿíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí�

ñòâî ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå SU(1,1). Ñïåêòð

ãàìèëüòîíèàíà (2.24) äèñêðåòíûé. Åãî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íå èíâàðèàíòíî îò�

íîñèòåëüíî ïîëíîé SU(1,1) è íàðóøàåò ýòó ñèììåòðèþ ñïîíòàííî [42, 213].

Ïåðåõîä ê ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó ñ íîâûì ýâîëþöèîííûì îïåðàòîðîì

T0 è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñèììåòðèåé SU(1,1)∼SL(2,R) ìîæíî èíòåðïðå�

òèðîâàòü êàê ïåðåîïðåäåëåíèå âðåìåííîé êîîðäèíàòû [42, 49, 213]. Â ñàìîì

äåëå, åñëè ìû ââåäåì íîâûé ïàðàìåòð ýâîëþöèè τ è íîâóþ êîîðäèíàòó q [42]

τ := 1
m arctan(mt) , q(τ) := x(t)/

√
1 +m2t2 , (2.25)

òî ñ òî÷íîñòüþ äî ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ äåéñòâèå (2.8) ïðèíèìàåò âèä

S0 =

∫
dτ
(
q̇2 − γ2q−2 −m2q2

)
, q̇ := dq/dτ (2.26)

è ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (2.24). Òàêîå êîîðäèíàòíîå èçìåíå�

íèå èìååò êðàñèâóþ èíòåðïðåòàöèþ â ïðèìåíåíèè ê äèíàìèêå ÷åðíûõ äûð.

Ãåîìåòðèÿ âáëèçè ãîðèçîíòà îïèñûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì AdS2 ñ ãðóïïîé èçî�

ìåòðèè SL(2,R). Õîðîøåé ãëîáàëüíîé âðåìåííîé êîîðäèíàòîé äëÿ ÷àñòèöû,

äâèæóùåéñÿ âáëèçè ãîðèçîíòà AdS2, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð ýâîëþöèè τ (ñìîòðè�

òå äåòàëè â [49, 213]).

Êâàíòîâûå àíàëîãè ãåíåðàòîðîâ o(2, 1) (2.10) ïðè t = 0 ïðèíèìàþò âèä

H = 1
4 p̂

2 +
γ2

x̂2
, D = −1

4 {x̂, p̂} , K = x̂2 , (2.27)
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ãäå [x̂, p̂] = i. Îïåðàòîð Êàçèìèðà (2.6) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

T 2 = γ2 − 3
16 . (2.28)

Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåííîñòü γ êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà ñâÿçàíà ñ êîíñòàí�

òîé r0, íóìåðóþùåé ïðåäñòàâëåíèÿ SL(2,R), ïîñðåäñòâîì

r0 =
1
2

(
1 +

√
4γ2 + 1

4

)
. (2.29)

Èñïîëüçóÿ êâàíòîâûé îïåðàòîð Êàçèìèðà (2.28), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü

êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí (2.27) â âèäå

H = 1
4 p

2 +
T 2 + 3

16

x2
. (2.30)

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ êëàññè÷åñêèì âûðàæåíèåì (2.13), ìû îòìå÷àåì ïîÿâëåíèå

êîíñòàíòíîãî ñäâèãà â ÷èñëèòåëå ïîòåíöèàëüíîãî ÷ëåíà.

2.1.2. Êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà èç d=1 êàëèáðîâàíèÿ

Äåéñòâèå êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ÀÔÔ (2.8) è åå âåðñèÿ (2.26) ñ îñöèë�

ëÿòîðíûì ÷ëåíîì ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíà ìåòîäîì êàëèáðîâàíèÿ. Ýòîò

ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ïðîòîòèïîì áîëåå ñëîæíûõ (ñóïåð)êîíôîðìíûõ ìîäåëåé,

êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå d=1 ïîëå z(t), z̄(t) ñ ëàãðàíæèàíîì

Lz = ż ˙̄z + im (żz̄ − z ˙̄z) , (2.31)

ïðåäñòàâëÿþùåãî ñóììó êèíåòè÷åñêîãî ÷ëåíà è d=1 ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî. Îä�

íîé èç ñèììåòðèé ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãëî�

áàëüíûõ U(1) ïðåîáðàçîâàíèé

z′ = e−iλz , z̄′ = eiλz̄ . (2.32)

Îòêàëèáðóåì ýòó ñèììåòðèþ, ðàñøèðÿÿ åå äî ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

λ→ λ(t). Êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå èñïîëüçóåò d=1 êàëèáðîâî÷�

íîå ïîëå A(t):

Lgauge = (ż+iAz) ( ˙̄z−iAz̄)+im (żz̄ − z ˙̄z + 2iAzz̄)+2γ A , A′ = A+λ̇ , (2.33)
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ãäå ìû äîáàâèëè òàêæå ÷ëåí �Ôàéå-Èëèîïîëóñà� ∝ γ. Ýòîò ÷ëåí êàëèáðîâî÷�

íî èíâàðèàíòåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé.

Ñëåäóþùèé øàã � âûáîð êàëèáðîâêè â Lgauge. Íàêëàäûâàÿ óñëîâèå z =

z̄ ≡ q(t) è ïîäñòàâëÿÿ åãî â Lgauge, ïîëó÷àåì

Lgauge = (q̇)2 + A2q2 − 2mAq2 + 2γA . (2.34)

Òåïåðü A(t) ñòàíîâèòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì ïîëåì è ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî ñ

ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ A = m−γ q−2. Êàê ðåçóëüòàò,
ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ëàãðàíæèàí

Lgauge ⇒ (q̇)2 −
(
mq − γq−1

)2
. (2.35)

Ñ òî÷íîñòüþ äî äîïîëíèòåëüíîãî ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà ∼ mγ, ýòîò ëàãðàíæèàí

ñîâïàäàåò ñ (2.26). Ïðè m = 0, ìû âîñïðîèçâîäèì ñòàíäàðòíóþ êîíôîðìíóþ

ìåõàíèêó (2.8). Èñõîäíîå äåéñòâèå Sz =
∫
dtLz ïðè m = 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðè�

àíòíûì ïðè êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ δt = f(t), δz = 1
2 ḟ z , (∂t)

3f = 0 .

Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîöåäóðå êàëèáðîâàíèÿ, åñ�

ëè ñ÷èòàòü, ÷òî êàëèáðîâî÷íîå ïîëå A(t) ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî ∂t, òî åñòü,

δA(t) = −ḟ A(t) .
Äàííàÿ ïðîöåäóðà d=1 êàëèáðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíà

êàê âíåìàññîâûé ëàãðàíæåâûé àíàëîã ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè. Â íàñòîÿùåì

ñëó÷àå, â ïàðàìåòðèçàöèè z = qeiφ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ

ñîñòîèò â íàëîæåíèè ñâÿçåé pφ − 2γ ≈ 0 , φ ≈ 0, ïðè êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí

ñèñòåìû (2.31) ðåäóöèðóåòñÿ â ãàìèëüòîíèàí ÀÔÔ.

2.1.3. Êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà ñ äîïîëíèòåëüíûìè èçîñïèíîâûìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Äðóãèì ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ êîíôîðìíûõ ñèñòåì ÿâ�

ëÿåòñÿ ðàñøèðåíèå èõ äîïîëíèòåëüíûìè èçîñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ äåéñòâèåì ×åðíà-Ñàéìîíñà (èëè Âåññà-Çóìèíî â äðó�

ãîé òåðìèíîëîãèè) [70, 71]. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîëóäèíà�

ìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñîâìåñòíî ñ êàëèáðîâàíèåì íåêîòîðûõ èçîìåò�

ðèé èñõîäíûõ äåéñòâèé ïîçâîëÿåò êàê âîñïðîèçâåñòè ëàãðàíæåâû ìîäåëè,
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ïîñòðîåííûå ðàíåå ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåòîäîâ, òàê è ïîñòðîèòü íîâûå äè�

íàìè÷åñêèå êîíôîðìíûå ñèñòåìû [72, 73]. Òàêîé ïîäõîä îòêðûâàåò äîïîëíè�

òåëüíûå âîçìîæíîñòè ê ñòàíäàðòíîé êîíôîðìíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå: êðîìå

ñòàíäàðòíîé äèëàòîííîé ïåðåìåííîé x(t) ñ êîíôîðìíûì ïîòåíöèàëîì, íî�

âûå ìîäåëè êîíôîðìíîé ìåõàíèêè ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçìûòóþ ñôåðó [203],

êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè èçîñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè. Â ðå�

çóëüòàòå ýòîãî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

SU(2)-òåíçîðîì, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü SU(2)-ñèíãëåòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè

ñòàíäàðòíîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Êðîìå òîãî, íàïðÿæåííîñòü êîíôîðìíî�

ãî ïîòåíöèàëà ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà Êàçèìèðà (òî

åñòü, �ñïèíà�) è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâàííîé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äåéñòâèå

S̃0 =

∫
dt
[
ẋẋ+ i

2

(
z̄kż

k − ˙̄zkz
k
)
− α2(z̄kz

k)2

16x2
− A

(
z̄kz

k − c
) ]
, (2.36)

ãäå α ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì (êàê óâèäèì íèæå, îí ñîâïàäàåò

ñ ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùåì íàèáîëåå îáùóþ N=4 ñóïåðêîíôîðìíóþ

ãðóïïó D(2, 1;α)). Ýòî äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ U(1)

ïðåîáðàçîâàíèé

A′ = A− λ̇0 , zi′ = eiλ0zi , z̄i
′ = e−iλ0 z̄i . (2.37)

Êàëèáðîâî÷íàÿ ñâÿçíîñòü A(t) â (2.36) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì

äëÿ ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

z̄kz
k = c . (2.38)

Óäîáíî ôèêñèðîâàòü êàëèáðîâî÷íóþ ñâîáîäó âûáîðîì ïðîòèâîïîëîæíûõ ôàç

â z1 è z2. Â ýòîé êàëèáðîâêå ñâÿçü (2.38) ðàçðåøàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæå�

íèÿìè z1 = κ cos γ2 e
iβ/2, z2 = κ sin γ

2 e
−iβ/2, κ2 = c. Â òåðìèíàõ ïîëåé x(t), γ(t)

and β(t) äåéñòâèå (2.36) ïðèíèìàåò âèä

Sb =

∫
dt
[
ẋẋ− α2c2

16x2
− c

2
cos γ β̇

]
. (2.39)

Äåéñòâèå (2.39) ñîäåðæèò �ïðàâèëüíûé� êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí òîëüêî äëÿ îä�

íîãî ïîëÿ x, òîãäà êàê äðóãèå ïîëÿ β è γ, ïàðàìåòðèçóþùèå ôàêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâî SU(2)/U(1), îïèñûâàþòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî è ïîýòîìó ÿâëÿþò�

ñÿ èçîñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (òàðãåòíûìè SU(2)-ãàðìîíèêàìè) ïîñëå
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êâàíòîâàíèÿ. Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü âåññ-çóìèíîâñêîãî ÷ëåíà â (2.39)

ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî SU(2)-ïîëÿ β(t) è γ(t)

èìåþò íóëåâîé êîíôîðìíûé âåñ. Îòìåòèì, ÷òî íàëè÷èå êîíôîðìíîé èíâàðè�

àíòíîñòè d=1 âåññ-çóìèíîâñêèõ ÷ëåíîâ áûëî âïåðâûå îòìå÷åíî â [214].

Ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ðåàëèçóåò íîâûé ìåõàíèçì ãåíåðàöèè êîíôîðì�

íîãî ïîòåíöèàëà ∼ 1/x2 äëÿ ïîëÿ x(t): ÷ëåíû òàêîãî âèäà âîçíèêàþò êàê

ðåçóëüòàò âàðèàöèè ïî ëàãðàíæåâîìó ìíîæèòåëþ A(t) è èñïîëüçîâàíèÿ óñëî�

âèÿ ñâÿçè (2.38). Â êâàíòîâîé òåîðèè ýòîò íîâûé ìåõàíèçì âëå÷åò çà ñîáîé

êâàíòîâàíèå êîíñòàíòû c .

Ñîîòâåòñòâóþùèé êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè (2.36) èìååò âèä

H0 =
1

4

[
p2 +

α2(z̄kz
k)2

4x2

]
+ A

(
z̄kz

k − c
)
, (2.40)

ãäå p = 2ẋ � êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ äëÿ x. Èìïóëüñ äëÿ ïîëÿ A ðàâåí íóëþ,

pA = 0, è ïîëå A â äåéñòâèè (2.36) ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì äëÿ

ñâÿçè

D0 − c := z̄kz
k − c ≈ 0 . (2.41)

Âûðàæåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ èìïóëüñîâ äëÿ z-ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿþò ñâÿçè

2-ãî ðîäà. Ââåäåíèå ñêîáîê Äèðàêà äëÿ íèõ èñêëþ÷àåò ñïèíîðíûå èìïóëüñû.

Ñêîáêè Äèðàêà äëÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ ðàâíû

[x, p]
D
= 1, [zi, z̄j]D = −iδij. (2.42)

Íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ñïèíîðíûå ïåðåìåííûå îïèñûâàþò äâóõìåðíóþ

ñôåðó. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ïåðâîå îòîáðàæåíèå Õîïôà ìû ââîäèì U(1)

êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíûå ïåðåìåííûå

yr =
1
2 z̄i(σr)

i
jz
j , (2.43)

ãäå σr, r = 1, 2, 3 � ìàòðèöû Ïàóëè. Ñâÿçü (2.41) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòè ïåðå�

ìåííûå ïàðàìåòðèçóþò äâà-ñôåðó ðàäèóñà c/2:

yaya = (zkz̄k)
2/4 ≈ c2/4 . (2.44)

Ãðóïïîé äâèæåíèé ýòîé 2-ñôåðû ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ãðóïïà SU(2), äåéñòâóþ�

ùàÿ íà äóáëåòíûå èíäåêñû i, k è òðèïëåòíûå èíäåêñû r. Â òåðìèíàõ ïåðå�

ìåííûõ (2.43) ãàìèëüòîíèàí (2.40) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, çàíóëÿþùèõñÿ íà
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ïîâåðõíîñòè ñâÿçåé, ïðèíèìàåò âèä

H =
1

4

[
p2 +

α2yryr
x2

]
≈ 1

4

[
p2 +

α2c2

4x2

]
. (2.45)

Íà êâàíòîâîì óðîâíå àëãåáðà îïåðàòîðîâ èìååò âèä

[x̂, p̂] = i , [ẑi, ˆ̄zj] = δij (2.46)

è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî êâàíòîâûå àíàëîãè ïåðåìåííûõ (2.43)

ŷr =
1
2
ˆ̄zi(σr)

i
j ẑ
j (2.47)

îáðàçóþò àëãåáðó su(2)

[ŷr, ŷs] = i ϵrstŷt . (2.48)

Íî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò ŷrŷr = 1
2
ˆ̄zkẑ

k
(
1
2
ˆ̄zkẑ

k + 1
)
. Ïîýòîìó, áëà�

ãîäàðÿ ñâÿçè (2.41), ìû ïîëó÷àåì (äëÿ îïðåäåëåííîñòè çäåñü áåðåòñÿ

ˆ̄zkẑ
k-óïîðÿäî÷åíèå)

ŷrŷr =
c

2

(c
2
+ 1
)
. (2.49)

Êàê îòìå÷àëîñü â Ðàçäåëå 1.4, ñîîòíîøåíèÿ (2.48) è (2.49) ÿâëÿþòñÿ îïðå�

äåëåíèåì êîîðäèíàò òàê íàçûâàåìîé ðàçìûòîé ñôåðû. Òàêèì îáðàçîì, óã�

ëîâûå ïåðåìåííûå, îïèñûâàåìûå íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ñïèíîðíûìè ïåðå�

ìåííûìè zi èëè âåêòîðíûìè ïåðåìåííûìè yr, ñòàíîâÿòñÿ ïîñëå êâàíòîâàíèÿ

êîîðäèíàòàìè ðàçìûòîé ñôåðû. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (2.44) è (2.49), ìû

âèäèì, ÷òî ðàäèóñ ñôåðû èçìåíÿåòñÿ ïðè êâàíòîâàíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c2

4 →
c
2

(
c
2 + 1

)
. Ïðè ýòîì, ñîîòíîøåíèå (2.49) ôèêñèðóåò çíà÷åíèå îïåðàòî�

ðà Êàçèìèðà àëãåáðû su(2), ãäå c ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì SU(2) ñïèíîì

(�ðàçìûòîñòüþ�). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî êâàíòîâàíèå c, c ∈ Z, äëÿ óíè�
òàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íàñëåäóåò ýòó âíóòðåííþþ ñèììåòðèþ SU(2). Ðàñ�

ñìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ îïåðàòîðîâ Z i è Z̄i

ˆ̄zi = v+i , ẑi = ∂/∂v+i , (2.50)

ãäå v+i ÿâëÿåòñÿ êîììóòèðóþùèì SU(2)-ñïèíîðîì. Ñâÿçü (2.41), íàëîæåííàÿ

íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ Φ(x, v+i ) ,

D0Φ = ˆ̄ziẑ
iΦ = v+i

∂

∂v+i
Φ = cΦ , (2.51)
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ïðèâîäèò ê ïîëèíîìèàëüíîé çàâèñèìîñòè åå îò v+i :

Φ(x, v+i ) = ϕk1...kc(x)v
+k1 . . . v+kc . (2.52)

Òî åñòü, â îòëè÷èå îò ìîäåëè ðàáîòû [42], â íàøåì ñëó÷àå x-çàâèñèìàÿ âîë�

íîâàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿÿñü SU(2) ñïèíîðîì ðàíãà c, ðåàëèçóåò íåïðèâîäèìîå

ïðåäñòàâëåíèå ñïèíà c/2 ãðóïïû SU(2).

Èñïîëüçóÿ (2.45) è (2.49), ìû âèäèì, ÷òî íà ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ êâàí�

òîâûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

4

(
p̂2 +

g

x̂2

)
, ãäå g = α2 c

2

(c
2
+ 1
)
. (2.53)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Êàçèìèðà SU(1,1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

T 2 = 1
4 g −

3
16 . (2.54)

Òàêèì îáðàçîì, ïîäîáíî [42], íà ïîëÿõ ϕk1...kc(x) ðåàëèçóåòñÿ óíèòàðíîå íåïðè�

âîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SU(1,1). Ïðè ýòîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿ�

åòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé, ñ (c+ 1) íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè. Òðåáîâàíèå

îäíîçíà÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè Φ(v+) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ c ∈ Z.
Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå (2.39) ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äîáàâëå�

íèåì êîíôîðìíî- è SU(2)-èíâàðèàíòíîãî ñèãìà-ìîäåëüíîãî ÷ëåíà äëÿ

SU(2)/U(1)-ïåðåìåííûõ γ è β:

Sb ⇒ S ′b = Sb + g′
∫
dt x2

[
(γ̇)2 + (β̇)2 sin2 γ

]
, (2.55)

ãäå g′ � êîíñòàíòà. Â òàêîé ðàñøèðåííîé ìîäåëè SU(2)-ïîëÿ òåðÿþò ñòàòóñ

ïîëóäèíàìè÷åñêèõ èçîñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ � îíè ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîöåííûìè

ôèçè÷åñêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è âíîñÿò ñâîé âêëàä â ãàìèëüòîíèàí. Êî�

ýôôèöèåíò c ïåðåä ÷ëåíîì ÂÑ ïî ïðåæíåìó êâàíòóåòñÿ ïî òîïîëîãè÷åñêèì

ïðè÷èíàì. Ýòîò òèï êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíîé ìîäåëè ñ òðåìÿ ôèçè÷åñêèìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû âîçíèêàåò â ÷èñòî áîçîííîì ïðåäåëå N=4 ñóïåðêîíôîðì�

íîé ìåõàíèêè, îñíîâàííîé íà N=4, d=1 ñóïåðìóëüòèïëåòå (3,4,1) [205].

2.1.4. Êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû

Âûøå ïðåäñòàâëåííûå êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå ìîäåëè îáëàäàëè òîëü�

êî îäíîé äèíàìè÷åñêîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãî÷àñòè÷�
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íûå ñèñòåìû ñ êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ïðèìåðîì òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿ�

åòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü Êàëîäæåðî [43, 44], êîòîðàÿ

îïèñûâàåò n òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïàðíî ÷åðåç îá�

ðàòíî-êâàäðàòè÷íûé ïîòåíöèàë.

Ïðåäñòàâèì n-÷àñòè÷íóþ ìîäåëü Êàëîäæåðî êàê ìàòðè÷íóþ ìîäåëü ñ

êàëèáðîâî÷íîé U(n) ñèììåòðèåé [215, 216, 147], ÷òî ïîçâîëèò ñäåëàòü îáîáùå�

íèå íà ñóïåðñèììåòðè÷íûå ñëó÷àè. Â ýòîé ôîðìóëèðîâêå n-÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü

Êàëîäæåðî îïèñûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (n×n)-ìàòðè÷íûì ïîëåìXa
b(t), (Xa

b) =

Xb
a, è êîìïëåêñíûì U(n)-ñïèíîðíûì ïîëåì Za(t), Z̄

a = (Za), a, b = 1, . . . , n,

à òàêæå èñïîëüçóåò n2 êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé Aa
b(t), (Aa

b) = Ab
a. Äåéñòâèå

èìååò ñëåäóþùèé âèä

SC =

∫
dt

[
tr (∇X∇X) + i

2 (Z̄∇Z −∇Z̄Z) + c trA

]
, (2.56)

ãäå êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóòü

∇X = Ẋ + i[A,X] , ∇Z = Ż + iAZ , ∇Z̄ = ˙̄Z − iZ̄A . (2.57)

Ïîñëåäíèé ÷ëåí � ÷ëåí Ôàéå-Èëèîïîóëîñà � âêëþ÷àåò òîëüêî U(1) êàëèáðî�

âî÷íîå ïîëå, c ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé êîíñòàíòîé.

Äåéñòâèå (2.56) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî d=1 êîíôîðìíîé SO(2, 1)

ñèììåòðèè

δt = a(t) , δXb
a =

1

2
ȧ Xb

a , δZa = 0 , δAb
a = −ȧ Ab

a , (2.58)

ãäå a(t) óäîâëåòâîðÿåò ñâÿçè ∂3t a = 0. Äåéñòâèå (2.56) èíâàðèàíòíî òàêæå

îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ U(n) ïðåîáðàçîâàíèé, g(τ) ∈ U(n),

X → gXg+ , Z → gZ , Z̄ → Z̄g+ , A→ gAg+ + iġg+ , (2.59)

äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ Xa
b = 0, a ̸= b ôèêñèðóþò (÷àñòè÷íî) êàëèáðîâêó.

Â ýòîé êàëèáðîâêå ìàòðè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ X ïðèíèìàåò âèä Xa
b = xaδa

b.

Òîãäà [X,A]a
b = (xa − xb)Aa

b, è, ñëåäîâàòåëüíî, tr[X,A] = 0, tr(Ẋ[X,A]) =

0, tr([X,A][X,A]) = −
∑

a,b(xa − xb)
2Aa

bAb
a. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, äåéñòâèå

(2.56) ïðèíèìàåò âèä

SC =

∫
dt
∑
a,b

[
ẋaẋa+

i
2 (Z̄

aŻa− ˙̄ZaZa)+(xa−xb)2Aa
bAb

a− Z̄aAa
bZb+cAa

a
]
,
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ãäå òðåòèé ÷ëåí ñîäåðæèò òîëüêî íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Aa
b, a ̸= b. Ïîëó�

÷åííîå äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îñòàòî÷íîé êàëèáðîâî÷íîé àáåëå�

âîé [U(1)]n ñèììåòðèè ñ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè φa(t)

Za → eiφaZa , Z̄a → e−iφaZ̄a , Aa
a → Aa

a − φ̇a (2.60)

(çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî a), äëÿ êîòîðîé ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè ÿâëÿþòñÿ

óñëîâèÿ Z̄a = Za. Â ýòîé êàëèáðîâêå äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

SC =

∫
dt
∑
a,b

[
ẋaẋa + (xa − xb)2Aa

bAb
a − ZaZbAa

b + cAa
a
]
. (2.61)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

b)
∑
b

(Aa
b + Ab

a)Zb = 0 , Aa
b =

ZaZ̄
b

2(xa − xb)2
ïðèa ̸= b , (2.62)

(Za)
2 = c ∀ a (íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî a) . (2.63)

â (2.61), ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå Êàëîäæåðî

SC = 1
2

∫
dt
[ ∑

a

ẋaẋa −
∑
a̸=b

c2

(xa − xb)2
]
. (2.64)

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ôîðìóëèðîâêó ìàòðè÷íîé ìîäåëè (2.56) è åå

ïåðåõîä ê ãàìèëüòîíèàíó Êàëîäæåðî. Âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ, ïîëó÷åí�

íûå èç äåéñòâèÿ (2.56), PX = 2∇X, PZ = i Z̄, P̄Z = −i Z, PA = 0 ãåíåðèðóþò

ñâÿçè

G ≡ PZ − i Z̄ ≈ 0 , Ḡ ≡ P̄Z + i Z ≈ 0 (2.65)

è PA ≈ 0. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèé âèä

H = 1
4 tr (PXPX) + tr (AT ) , (2.66)

ãäå

T ≡ i[X,PX] − 2Z ·Z̄ − cIn (2.67)

è In ÿâëÿåòñÿ (n× n) óíèòàðíîé ìàòðèöåé.

Ñîõðàíåíèå ñâÿçåé PA ≈ 0 ïðèâîäèò êî âòîðè÷íûì ñâÿçÿì

T ≈ 0 , (2.68)
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äëÿ êîòîðûõ ïîëÿ A ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè ìíîæèòåëÿìè.

Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà

[Xa
b, PX c

d]
P
= δdaδ

b
c , [Za, P

b
Z
]
P
= δba , [Z̄a, P̄Z b]P = δab , (2.69)

ìû íàõîäèì ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (2.65)

[Ga, Ḡb]P = −2iδab . (2.70)

Òîãäà ìû ââîäèì ñêîáêè Äèðàêà

[A,B]
D
= [A,B]

P
+ i

2 [A,G
a]

P
[Ḡa, B]

P
− i

2 [A, Ḡa]P [G
a, B]

P
(2.71)

è ðàññìàòðèâåì ñâÿçè (2.65) â ñèëüíîì ñìûñëå, èñêëþ÷àÿ PZ, P̄Z.

Îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèå ñêîáêè Äèðàêà

[Xa
b, PX c

d]
D
= δdaδ

b
c , [Za, Z̄

b]
D
= − i

2 δ
b
a . (2.72)

Ïðè ýòîì, îñòàâøèåñÿ ñâÿçè (2.67), îáðàçóþùèå (n × n) ýðìèòîâó ìàòðèöó

T = T+, îáðàçóþò àëãåáðó u(n) â îòíîøåíèè ñêîáîê Äèðàêà

[Ta
b, Tc

d]
D
= i(δa

dTc
b − δcbTad) (2.73)

è ãåíåðèðóþò U(n) êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ Xa
b, PX a

b, Za,

Z̄a. Çàôèêñèðóåì êàëèáðîâêó â îòíîøåíèè ýòèõ ïåðåìåííûõ.

Â îáîçíà÷åíèÿõ xa ≡ Xa
a, pa ≡ PX a

a (çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî a);

xa
b ≡ Xa

b, pa
b ≡ PX a

b ïðè a ̸= b, ñâÿçè (2.67) ïðèíèìàþò âèä (a ̸= b)

Ta
b = i(xa− xb)pab− i(pa− pb)xab+ i

∑
c

(xa
cpc

b− pacxcb)− 2ZaZ̄
b ≈ 0 , (2.74)

Ta
a = i

∑
c

(xa
cpc

a − pacxca)− 2ZaZ̄
a − c ≈ 0 . (2.75)

Ñâÿçè (2.74) ãåíåðèðóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ δxa
b = [xa

b, ϵb
aTb

a]
D
∼ i(xa − xb)ϵba

è ïðè xa ̸= xb ìû ìîæåì íàëîæèòü êàëèáðîâêó

xa
b ≈ 0 . (2.76)
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Ââîäÿ äëÿ ñâÿçåé (2.74), (2.76) ñêîáêè Äèðàêà, ìû èñêëþ÷àåì xa
b = 0, pa

b =

− 2i
(xa−xb) ZaZ̄

b, òî åñòü

PX a
b =

(
paδa

b ïðè a = b ; − 2i

(xa − xb)
ZaZ̄

b ïðè a ̸= b
)
. (2.77)

Êðîìå òîãî, â ýòîé êàëèáðîâêå ñâÿçü (2.75) ïðèíèìàåò âèä

−2ZaZ̄a − c ≈ 0 (íåò ñóììîðîâàíèÿ ïî a) (2.78)

è ãåíåðèðóåò ëîêàëüíûå ôàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðà Za. Íàêëàäûâàÿ

êàëèáðîâêó

Za − Z̄a ≈ 0 , (2.79)

ìû ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåì Za.

Èñïîëüçóÿ (2.77) è (2.79), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ãà�

ìèëüòîíèàíà (2.66)

H = 1
4tr (PXPX) =

1

4

∑
a

(pa)
2 +

∑
a ̸=b

c2

(xa − xb)2

 , (2.80)

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ãàìèëüòîíèàíîì Êàëîäæåðî [43, 44].

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü Êàëîäæåðî ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òî÷íî ðåøàåìîé

ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèåé

èç ìàòðè÷íîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùóþ êîðíåâóþ ñèñòåìó An [217]. Êâàíòîâà�

íèå ìîäåëè Êàëîäæåðî àíàëèçèðîâàëîñü â èñõîäíîé ðàáîòå [43, 44], ãäå áûëè

íàéäåíû âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð.

Âîëíîâûå ôóíêöèè íåêîòîðûõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé áûëè íàéäåíû â

[218]. Ïðîãðåññ â íàõîæäåíèè ôèçè÷åñêèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ìîäåëè Êàëîä�

æåðî áûë ñäåëàí â [219], ãäå áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðè êâàíòîâàíèè

îïåðàòîðû Äàíêëà.

2.2. N=1 è N=2 ñóïåðêîíôîðìíûå ìåõàíèêè

Ñèììåòðèÿ N=1 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè [50] îïèñûâàåòñÿ âåùå�

ñòâåííîé ñóïåðàëãåáðîé osp(1|2) ñ ãåíåðàòîðàìè (α, β = 1, 2)

G(1) = (Qα;Tαβ) , (Qα)
† = Qα . (Tαβ)

† = Tαβ = Tβα , (2.81)
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íåíóëåâûìè (àíòè)êîììóòàòîðàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ (2.5) è

{Qα, Qβ} = 2Tαβ , [Tαβ, Qγ] = −i ϵγ(αQβ) . (2.82)

Ôåðìèîííûå O(2, 1)-ñïèíîðíûå ñóïåðçàðÿäû N=1 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåá�

ðû Qα âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñòàíäàðòíûé ñóïåðçàðÿä Q = Q1 è ãåíåðàòîð ñóïåð�

êîíôîðìíûõ áóñòîâ S = Q2. Îïåðàòîð Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà ñóïåðãðóï�

ïû OSp (1|2) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

C
(N=1)
2 = T 2 + i

4 QαQ
α . (2.83)

N=2 ñóïåðêîíôîðìíàÿ àëãåáðà su(1, 1|1)∼= osp (2|2) [45, 46, 47, 50] îá�
ðàçîâàíà ãåíåðàòîðàìè

G(2) =
(
Qα, Q̄α;Tαβ, J, C

)
, (2.84)

(Qα)
† = Q̄α , (Tαβ)

† = Tαβ = Tβα , (J)† = J , (C)† = C , (2.85)

íåíóëåâûå (àíòè)êîììóòàòîðû êîòîðûõ

{Qα, Q̄β} = 2Tαβ + iϵαβJ + iϵαβC , (2.86)

[Tαβ, Qγ] = −i ϵγ(αQβ) , [Tαβ, Q̄γ] = −i ϵγ(αQ̄β) , (2.87)

[J,Qα] = Qα , [J, Q̄α] = −Q̄α . (2.88)

Ãåíåðàòîðû Tαβ îáðàçóþò àëãåáðó so(1, 2) (2.5), òîãäà êàê J åñòü ãåíåðàòîð

O(2). Ãåíåðàòîð C ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì. Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ðå�

àëèçàöèþ àëãåáðû osp(2|2) êàê â [47], ñ ôåðìèîííûìè ñóïåðçàðÿäàìè â âèäå
êîìïëåêñíûõ O(2)-ñïèíîðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíûå ñóïåðçàðÿäû Q = Q1,

Q̄ = Q̄1 è ãåíåðàòîðû êîíôîðìíûõ ñóïåðòðàíñëÿöèé S = Q2, S̄ = Q̄2 êîìáè�

íèðóþòñÿ â îäèí O(2, 1)-äóáëåòíûé ñóïåðçàðÿä Qα.

Îïåðàòîð Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñóïåðãðóïïû OSp (2|2) äàåòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

C
(N=2)
2 = T 2 + i

4 [Qα, Q̄
α]− 1

4 J
2 − 1

4 {J,C} . (2.89)

Óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåàëèçîâàíû íà ñîáñòâåííûõ ñîñòî�

ÿíèÿõ îïåðàòîðà C2. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëàãàþòñÿ â áåñêîíå÷íóþ áàøíþ
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ïðåäñòàâëåíèé êîìïàêòíîé ñóïåðãðóïïû, âêëþ÷àþùóþ êîìïàêòíûé ãåíåðà�

òîð T0 (2.2) êîíôîðìíîé ãðóïïû. Ýòà êîìïàêòíàÿ ïîäàëãåáðà ñóïåðàëãåáðû

osp(2|2) îáðàçîâàíà ãåíåðàòîðàìè

T0 , J , C , Γ ≡ m1/2S + im−1/2Q , Γ̄ ≡ m1/2S̄ − im−1/2Q̄ , (2.90)

èìåùèìè ñëåäóþùèå íåíóëåâûå (àíòè)êîììóòàòîðû

{Γ, Γ̄} = 4T0 − 2C − 2 J , (2.91)

[T0,Γ] =
1
2 Γ , [T0, Γ̄] = −1

2 Γ̄ , [J,Γ] = Γ , [J, Γ̄] = −Γ̄ . (2.92)

2.2.1. Îäíî÷àñòè÷íàÿ ìåõàíèêà èç íåëèíåéíîé ðåàëèçàöèè

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ìîäåëåé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè â ñóïåðïî�

ëåâîì ïîäõîäå, îïðåäåëåííîì â Ðàçäåëå 1.1. N=1 ñóïåðïðîñòðàíñòâî ïàðà�

ìåòðèçîâàíî ñóïåðêîîðäèíàòàìè (t, θ), θ2 = 0, (θ) = θ. Êîâàðèàíòíàÿ ïðî�

èçâîäíàÿ ðàâíà D = ∂θ + iθ∂t, {D,D} = 2i ∂t. Êîîðäèíàòàìè N=2 ñóïåð�

ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ (t, θ, θ̄), θ2 = θ̄2 = 0, (θ) = θ̄. N=2 êîâàðèàíòíûå

ñïèíîðíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû â (1.5).

N=1 ñóïåðêîíôîðìíàÿ îäíî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü [49, 50] îïèñûâàåòñÿ ñó�

ïåðïîëåâûì äåéñòâèåì

S
(N=1)
n=1 = −i

∫
dtdθ Φ̇DΦ , (2.93)

ãäå Φ(t, θ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ñóïåðïîëåì ñî ñëåäóþùèì (1,1,0) êîìïî�

íåíòíûì ñîñòàâîì âíå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

Φ(t, θ) = x(t) + iθψ(t) . (2.94)

Íà êîìïîíåíòíîì óðîâíå äåéñòâèå (2.93) ãåíåðèðóåò ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ äëÿ

áîçîíà x è ôåðìèîíà ψ, òî åñòü, îáåñïå÷èâàåò ñóïåðñèììåòðèçàöèþ êîíôîðì�

íîé ìåõàíèêè ÀÔÔ ñ íóëåâûì êîíôîðìíûì ïîòåíöèàëîì.

N=2 ñóïåðêîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà [45, 46] ìîæåò áûòü îïèñàíà âåùå�

ñòâåííûì N=2 ñóïåðïîëåì (ñì. (1.3))

Φ(t, θ, θ̄) = x(t) + θψ(t)− θ̄ψ̄(t) + θθ̄y(t) , (2.95)
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îïèñûâàþùèì (1,2,1) ìóëüòèïëåò. Ñóïåðêîíôîðìíîå äåéñòâèå ðàâíî

S
(N=2)
n=1 =

∫
dtd2θ

[
D̄ΦDΦ− c lnΦ

]
, (2.96)

ãäå ñóïåðïîòåíöèàë

W = c lnΦ, (2.97)

ãåíåðèðóåò êîíôîðìíûé ïîòåíöèàë äëÿ áîçîííîãî êîìïîíåíòíîãî ïîëÿ: ïîñëå

èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ y äåéñòâèå (2.96) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä

S
(N=2)
n=1 =

∫
dt

[
ẋ2 − i

(
˙̄ψψ − ψ̄ψ̇

)
− c(c− 4ψ̄ψ)

4x2

]
, (2.98)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿN=2 ñóïåðñèììåòðè÷íûì îáîáùåíèåì ìåõàíèêè ÀÔÔ, ðàñ�

ñìîòðåííûì âïåðâûå â [46] è â [45].

Ïîäîáíî áîçîííîìó ñëó÷àþ, ôîðìóëèðîâêà (2.96) èìååò ãåîìåòðè÷åñêóþ

èíòåðïðåòàöèþ â ðàìêàõ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé [47]. Ðàññìîòðèì

ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà SU(1, 1|1)/U(1)

G = eitHei(θQ−θ̄Q̄)eizKei(ξS−ξ̄S̄)eiuD . (2.99)

Ïàðàìåòðû ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà, àññîöèèðîâàííûå ñ ãåíåðàòîðàìè K, S, S̄,

D, òðàêòóþòñÿ êàê ãîëäñòîóíîâñêèå ñóïåðïîëÿ, z = z(t, θ, θ̄), ξ = ξ(t, θ, θ̄),

ξ̄ = ξ̄(t, θ, θ̄), u = u(t, θ, θ̄). Ãåíåðàòîð J ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå ñòàáèëüíî�

ñòè âàêóóìà U(1). Íàêëàäûâàÿ óñëîâèÿ îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà íà ëåâî�

êîâàðèàíòíûå ôîðìû Ìàóðåðà-Êàðòàíà, ìû èñêëþ÷àåì ÷àñòü ãîëäñòîóíîâ�

ñêèõ ñóïåðïîëåé è ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ ïîëåé. Êîð�

ðåêòíûé íàáîð òàêèõ óñëîâèé áûë ïîëó÷åí â [47]: îíè ñîîòâåòñòâóþò çàíóëå�

íèþ âñåõ ôîðì Ìàóðåðà-Êàðòàíà çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå àññîöèèðîâà�

íû ñ ãåíåðàòîðàìè ïîäàëãåáðû (2.90). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âûäåëÿåòñÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùåå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïàðàìåòðèçîâàííîå ôàêòîð-ïàðà�

ìåòðàìè τ , η, η̄, ñîîòâåòñòâóþùèìè ãåíåðàòîðàì T0, Γ, Γ̄. Ïîñëå íàëîæåíèÿ

ñâÿçåé íà ôîðìûÌàóðåðà-Êàðòàíà, âêëþ÷àþùèå êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ îá�

ðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà, â êà÷åñòâå åäèíñòâåííîãî íåçàâèñèìîãî ñóïåðïîëÿ

îñòàåòñÿ äèëàòîííîå ñóïåðïîëå u(t, θ, θ̄). Ñóïåðïîëå (2.95) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

äèëàòîí ïîñðåäñòâîì Φ = exp(u/2).
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Äëÿ ñèñòåìû (2.98) êâàíòîâûå ãåíåðàòîðû ñóïåðàëãåáðû Ïóàíêàðå èìå�

þò âèä

H =
1

4

[
p̂2 +

(
dW

dx̂

)2
]
+

1

2

d2W

dx̂2

(
ψ̂ ˆ̄ψ − ˆ̄ψψ̂

)
, (2.100)

Q = ψ̂

(
p̂− i dW

dx̂

)
, Q̄ = ˆ̄ψ

(
p̂+ i

dW

dx̂

)
, (2.101)

òîãäà êàê ãåíåðàòîðû ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ ðàâíû

S = −2ψ̂ x̂ , S̄ = −2 ˆ̄ψ x̂ . (2.102)

Çäåñü W (x̂) = c ln x̂ . Èñïîëüçóÿ àëãåáðó êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ [x̂, p̂] = i,

{ψ̂, ˆ̄ψ} = 1
2 , ìû íàõîäèì íåíóëåâûå àíòèêîììóòàòîðû íå÷åòíûõ ãåíåðàòîðîâ

(2.101) è (2.102):

{Q, Q̄} = 2H , {S, S̄} = 2K , (2.103)

{Q, S̄} = 2D + iJ + iC , {Q̄, S} = 2D − iJ − iC . (2.104)

Çäåñü, ãåíåðàòîðû

K = x̂2 , D = −1
4 (x̂p̂+ p̂ x̂) (2.105)

âìåñòå ñ H îáðàçóþò àëãåáðó su(1, 1), âåëè÷èíà

J = ψ̂ ˆ̄ψ − ˆ̄ψψ̂ (2.106)

ÿâëÿåòñÿ U(1) ãåíåðàòîðîì è

C = x̂
dW

dx̂
= c (2.107)

åñòü öåíòðàëüíûé çàðÿä.

Óäîáíîé ðåàëèçàöèåé êâàíòîâûõ ôåðìèîííûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ðåà�

ëèçàöèÿ â òåðìèíàõ ìàòðèö Ïàóëè,

ψ̂ =
1

2
√
2
(σ1 + iσ2) ,

ˆ̄ψ =
1

2
√
2
(σ1 − iσ2) , ψ̂ ˆ̄ψ − ˆ̄ψψ̂ = 1

2 σ3 . (2.108)

Ìû âèäèì, ÷òî â ïðîòèâîïîëîæíîñòü íåñóïåðñèììåòðè÷íîìó ñëó÷àþ, ýíåðãå�

òè÷åñêèé ñïåêòð â îäíî÷àñòè÷íîé N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

äâóõêðàòíî-âûðîæäåííûì è êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí (2.100) ïðèíèìàåò ñëå�

äóþùèé âèä

H =
1

4

[
p̂2 +

c(c− σ3)
x̂2

]
. (2.109)
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Ïîñêîëüêó âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê l(l+1)/x2, ãäå l = ±c
äëÿ σ3-êîìïîíåíò ∓1, íàïðÿæåííîñòü |c| áûëà îòîæåñòâëåíà â [50] ñ îðáè�

òàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì ÷àñòèöû âîçëå ãîðèçîíòà ýêñòðåìàëüíîé ÷åðíîé

äûðû Ðåéñíåðà-Íîðäñòð¼ìà.

Êâàíòîâûé ñïåêòð (ñî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåò�

ðèåé) ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íî áîçîííîìó ñëó÷àþ, íà îñíîâàíèè òåîðåòèêî�

ãðóïïîâûõ ñîîáðàæåíèé, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Êàê îòìå÷àëîñü

â [46], �íàèâíîå� ïðèìåíåíèå �ñòàíäàðòíîé� ñõåìû êâàíòîâàíèÿ ê ýòîé ñèñòåìå

íå äàåò æåëàåìîãî ðåçóëüòàòà. Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëÿÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ

Ψ0 îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñðåäñòâîì óñëîâèé

QΨ0 = 0 , Q̄Ψ0 = 0 , (2.110)

êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
(
∂x −

cσ3
x

)
Ψ0 = 0, ìû íåìåä�

ëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî äâóõ-êîìïîíåíòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ0 èìååò ñëåäó�

þùèé âèä Ψ0 =

(
A+ x

c

A− x
−c

)
, ãäå A± ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè. Î÷å�

âèäíî, íè îäíà èç êîìïîíåíò ýòîé âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íå

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðóåìîé, õîòÿ è ñîñòîÿíèÿ ñ íåíóëåâîé ýíåðãèåé îïèñûâàåòñÿ

ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ è ÿâëÿþòñÿ íîðìèðóåìûìè (ñì. [42, 46]).

Äëÿ êâàíòîâàíèÿ N=2 êîíôîðìíîé ìåõàíèêè áåç îòìå÷åííûõ âûøå

íåäîñòàòêîâ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ âìåñòî (2.110) ñëåäóþùèìè

óñëîâèÿìè [45, 46]

ΓΨ0 = 0 , Γ̄ Ψ0 = 0 , (2.111)

ãäå ñóïåðçàðÿäû Γ, Γ̄, îïðåäåëåííûå â (2.90), îáðàçóþò êîìïàêòíóþ ïîäàëãåá�

ðó â ñóïåðàëãåáðå osp(2|2) è èìåþò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä (ñðàâíèòå (2.101))

m1/2Γ = iψ̂

(
p̂− i dW̃

dx̂

)
, m1/2Γ̄ = −i ˆ̄ψ

(
p̂+ i

dW̃

dx̂

)
, (2.112)

ãäå W̃ := W−mx2 = c lnx−mx2. Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.111) ñâîäÿòñÿ ê óñëîâèþ(
∂x − σ3

dW̃

dx̂

)
Ψ0 = 0 , (2.113)
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ðåøåíèå êîòîðîãî

Ψ0 =

(
Ψ

(+)
0

Ψ
(−)
0

)
=

(
A+x

ce−mx
2

A−x
−cemx

2

)
.

Ïðåäïîëàãàÿ áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèòåëüíîñòü �ìàññîâîãî� ïàðàìåò�

ðà m, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ
(+)
0 êàê íîðìè�

ðîâàííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñ÷èòàÿ åãî áîçîí�

íûì ñîñòîÿíèåì [46]. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.91), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî(
T0 − 1

2 C −
1
2 J
)
Ψ

(+)
0 = 0. Ïîñêîëüêó C = c è J = 1

2 íà âàêóóìíîé âîë�

íîâîé ôóíêöèè, âàêóóìíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êîíôîðìíîãî îïåðàòîðà T0

ðàâíî r0 = 1
2(c +

1
2). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (2.111) ìîãóò áûòü ïðîèí�

òåðïðåòèðîâàíû êàê âûðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ïîë�

íîé ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè OSp(2|2) äî êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû SU(1|1)
∝ (Γ, Γ̄, T0 − 1

2 C −
1
2 J) .

Ïîëíûé ñïåêòð N=2 ìîäåëè, ðàññìîòðåííûé â ýòîì ïîäðàçäåëå, áûë

îïèñàí â äåòàëÿõ â [45, 46]. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âûáîð �ïðàâèëüíîé�

ñïîíòàííî íàðóøåíîé ôàçû ìîæíà ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåõîä ê ýô�

ôåêòèâíîé òåîðèè ñ ïåðåîïðåäåëåííûìè âðåìåííûì ïàðàìåòðîì è äèíàìè�

÷åñêèìè ïåðåìåííûìè [45], àíàëîãè÷íî áîçîííîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêå, ðàñ�

ñìîòðåííîé ðàíåå. Ïåðåîïðåäåëÿÿ â äåéñòâèè (2.98) ïàðàìåòåð ýâîëþöèè è

áîçîííûå ïåðåìåííûå êàê â (2.25) è äåëàÿ äîïîëíèòåëüíîå ïåðåîïðåäåëåíèå

ôåðìèîííûõ ïåðåìåííûõ ψ(t) → ψ̃(τ)=ψ(t), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó, êîòîðàÿ

íà êâàíòîâîì óðîâíå îïèñûâàåòñÿ íîâûì ãàìèëüòîíèàíîì

H̃ = 2mT0 = H +m2K =
1

4

[
p̂2 +

c(c− 2J)

x̂2

]
+m2x̂2 . (2.114)

Îí ñîâïàäàåò ñ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì T0 è, ïîýòîìó, èìååò äèñêðåòíûé

ñïåêòð.

Îòìåòèì, ÷òî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè N=2 ñóïåðêîíôîðìíàÿ ìåõàíè�

êà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ìóëüòèïëåòîì (1,2,1), èìååò ýêâèâàëåíòíîå îïèñàíèå

â òåðìèíàõ êèðàëüíîãî ìóëüòèïëåòà (2,2,0) [47].
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2.2.2. Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìåõàíèêà

Ìîäåëü Ôðèäìàíà-Ìåíäå

Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà, îáëàäàþùàÿ N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåò�

ðèåé, ïîëó÷àåòñÿ èç âçàèìîäåéñòâèÿ n âåùåñòâåííûõ ñóïåðïîëåé Φa, a =

1, 2, . . . , n (2.95), îïèñûâàþùèõ n (1,2,1) ìóëüòèïëåòîâ. Ñóïåðïîëåâîå äåé�

ñòâèå

S(N=2)
n =

∫
dtd2θ

[ n∑
a=1

D̄ΦaDΦa −W (Φa)
]
, (2.115)

ãäå W (Φa) � îïðåäåëÿþùèé ñèììåòðèþ ìîäåëè ñóïåðïîòåíöèàë, ïðîèçâîäèò

êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå

S(N=2)
n =

∫
dt

 n∑
a=1

(
ẋ2a − i ˙̄ψaψa + iψ̄aψ̇a − 1

4 ∂aW∂aW
)
+
∑
a,b

ψ̄aψb∂a∂bW

 ,
(2.116)

ãäå ∂a := ∂/∂xa. Äåéñòâèå (2.116) îáëàäàåò ÿâíîé N=2 ñóïåðñèììåòðèåé

Ïóàíêàðå, ôåðìèîííûå ñóïåðçàðÿäû êîòîðîé

Q =
∑
a

ψa

(
pa − i ∂aW

)
, Q̄ =

∑
a

ψ̄a

(
pa + i ∂aW

)
. (2.117)

ÒðåáîâàíèåN=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè íàêëàäûâàåò ñèëüíûå îãðàíè�

÷åíèÿ íà ñóïåðïîòåíöèàë. Àíàëèç ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ

δ′Φa = −i(ηθ̄ + η̄θ) Φa, äåéñòâóþùèõ íà ñóïåðìóëüòèïëåòû (1,2,1) [47], ñ

ó÷åòîì èíâàðèàíòíîñòè ìåðû δ′(dtd2θ) = 0 ïîêàçûâàþò, ÷òî äåéñòâèå (2.115)

èíâàðèàíòíî òîëüêî åñëè ñóïåðïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

xa∂aW (x) = C , (2.118)

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Êàê ïîêàçàíî â [220], ãäå áûëè ïðåäñòàâëåíû

âûðàæåíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðû, êîíñòàíòà C

ñîâïàäàåò ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì â îáùåé N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðå

(2.103)-(2.104). Ôåðìèîííûå çàðÿäû, ãåíåðèðóþùèå ñóïåðêîíôîðìíûå áóñòû,

äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

S = tQ− 2
∑
a

ψa xa , S̄ = tQ̄− 2
∑
a

ψ̄a xa . (2.119)
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Çàìûêàíèå ãåíåðàòîðîâ (2.117), (2.119) âîñïðîèçâîäèò ïîëíóþ N=2 ñóïåð�

êîíôîðìíóþ àëãåáðó. Êàê ïîêàçàíî â [220], â ñëó÷àå, êîãäà êâàíòîâûé ãàìèëü�

òîíèàí ñîäåðæèò òîëüêî áîçîí-ôåðìèîííîå âçàèìîäåéñòâèå áåç áîçîí-áîçîí�

íîãî, ñóïåðïîòåíöèàë W îïðåäåëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé îäíîðîäíîé ôóíêöèåé

ïåðåìåííîé xa è öåíòðàëüíûé çàðàÿä C óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëîâèþ

�êâàíòîâàíèÿ�.

Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ (2.115) ñîîòâåòñòâóåò

ñóïåðïîòåíöèàëó âèäà [56]

W = c
∑
a ̸=b

ln (Φa − Φb) , (2.120)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îäíî÷àñòè÷íîãî ñóïåðïîòåíöèàëà (2.97). Â

ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå ìîäåëè ðàâíî

S(N=2)
n =

∫
dt

 n∑
a=1

(
ẋ2a − i ˙̄ψaψa + iψ̄aψ̇a

)
−
∑
a ̸=b

c2 + 4c(ψ̄a − ψ̄b)(ψa − ψb)
4(xa − xb)2

 .
(2.121)

Äåéñòâèå (2.121) îáåñïå÷èâàåò â òî÷íîñòè N=2 ñóïåðêîíôîðìíîå îáîáùåíèå

ìîäåëè Êàëîäæåðî, ïðåäëîæåííîå Ôðèäìàíîì è Ìåíäå [48]. Òàêèì îáðàçîì, â

ìîäåëè Ôðèäìàíà-Ìåíäå íàïðÿæåííîñòü c êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà ñâÿçàíà

ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì C â N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðå óñëîâèåì

C = n(n−1)c , (2.122)

êîòîðîå ïðÿìî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (2.118).

Äðóãîé ñëó÷àé n-÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ñ N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåò�

ðèåé áûë ïîëó÷åí â [60] ïîñðåäñòâîì íåòðèâèàëüíûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçî�

âàíèé èç ñâîáîäíîé N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé n-÷àñòè÷íîé ñèñòåìû. Ýòà âçàè�

ìîäåéñòâóþùàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ñóïåðïîòåíöèàëîì

W (x) = ν ln
(∑

a

xaxa

)
, (2.123)

ãäå ν � êîíñòàíòà, è ïðåäñòàâëÿåò N=2 ñóïåðêîíôîðìíîå îáîáùåíèå äâèæå�

íèÿ öåíòðà ìàññ n-÷àñòè÷íîé ñèñòåìû.
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Êàëèáðîâî÷íûå ìîäåëè ñ N=1 è N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé

ñèììåòðèåé

Èñïîëüçóÿ ìåòîä d=1 êàëèáðîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûé ðàíåå äëÿ ïîëó÷å�

íèÿ ñèñòåìû Êàëîäæåðî, ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûå ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû ñ

N=1 è N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, êîòîðûå ïðè N=2 îòëè÷àþòñÿ

îò ñèñòåì Ôðèäìàíà-Ìåíäå ôåðìèîííûì ñåêòîðîì. Äàííûé ìåòîä ñóïåðêîí�

ôîðìíûõ ðàñøèðåíèé ìîäåëè Êàëîäæåðî áûë ïðåäëîæåí â [146].

N=1 ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìåõàíèêà. Ìû ñòàðòóåì ñ ìîäåëè, êî�

òîðàÿ èñïîëüçóåò â ñâîåì îïèñàíèè ýðìèòîâîå N=1 (n×n)-ìàòðè÷íîå ñó�

ïåðïîëå Xab(t, θ), (X )+ = X , è N=1 U(n)-ñïèíîðíîå ñóïåðïîëå Za(t, θ),
Z̄a(t, θ) = (Za)+ a, b = 1, . . . , n. Êàëèáðîâî÷íûì ñóïåðïîëÿì â íàñòîÿùåì ñëó�

÷àå ÿâëÿåòñÿ àíòè-ýðìèòîâîå íå÷åòíîå (n×n)-ìàòðè÷íîå ñóïåðïîëå Aab(t, θ),
Aab ≡ −(Aba), (A ≡ −A+), êîòîðîå åñòü ñïèíîðíàÿ ñâÿçíîñòü, êîâàðè�

àíòèçèðóþùàÿ ñïèíîðíóþ ïðîèçâîäíóþ. ×åòíîå êàëèáðîâî÷íîå ñóïåðïîëå

At = −iDA−AA. ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íîé ñâÿçíîñòüþ äëÿ ∂t.

Êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå èìååò ñëåäóþùèé âèä

S(N=1) = −i
∫
dtdθ

[
tr (∇tX DX ) + i

2 (Z̄ DZ −DZ̄ Z) + c trA

]
. (2.124)

Çäåñü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè DX = DX +

i[A,X ],∇tX = ∂tX+i[At,X ], DZ = DZ+iAZ , DZ̄ = DZ̄−iZ̄A. Áóäó÷è ïî�
ñòðîåííûì òîëüêî èç êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíûõ îáúåêòîâ, äåéñòâèå (2.124)

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ U(n) ïðåîáðàçîâàíèé

X ′ = eiτ X e−iτ , Z ′ = eiτZ , Z̄ ′ = Z̄ e−iτ , (2.125)

A ′ = eiτ A e−iτ − i eiτ(De−iτ) , A ′t = eiτ At e−iτ − i eiτ(∂te−iτ) , (2.126)

ãäå τa
b(t, θ) ∈ u(n) ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì (n×n)-ìàòðè÷íûì ïàðàìåòðîì,

(τ)+ = τ . Äåéñòâèå (2.124) îáëàäàåò òàêæå ñóïåðêîíôîðìíîé èíâàðèàíò�

íîñòüþ. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ âàðèàöèé êîîðäèíàò ïðè ñóïåðêîíôîðìíûõ

áóñòàõ δ′t = −i ηθt, δ′θ = ηt, δ′(dtdθ) = (dtdθ)(−i ηθ), δ′D = i ηθ D è ïðåîáðà�

çîâàíèÿ ñóïåðïîëåé δ′X = −i ηθX , δ′A = i ηθA, δ′Z = 0, ìû íàõîäèì, ÷òî

âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (2.124) ðàâíà ïîëíîé ïðîèçâîäíîé.
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Êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ N=1 ñóïåðïîëåé ñëåäóþùèé

X = X + iθΨ , Z = Z + θΥ , Z̄ = Z̄ − θῩ , A = i(Φ + θA) . (2.127)

Áëàãîäàðÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè (2.126) ìû ìîæåì âûáðàòü êàëèá�

ðîâêó Âåññà-Çóìèíî

A = iθA(t) . (2.128)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â äåéñòâèå (2.124), èíòåãðèðóÿ ïî θ (
∫
dθ θ = 1) è

èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ Υ è Ῡ ïîñðåäñòâîì èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,

Υ = 0 and Ῡ = 0, ìû ïîëó÷àåì ôèçè÷åñêîå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå

S
(N=1)
WZ =

∫
dt

[
tr (∇X∇X)− i tr (Ψ∇Ψ)+ i

2 (Z̄∇Z−∇Z̄Z)+ c trA

]
, (2.129)

ãäå ∇Ψ = Ψ + i[A,Ψ] ÿâëÿåòñÿ U(n)-êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ìàòðè÷íîãî

ãðàññìàíîâîãî ïîëÿ Ψ. Ïåðâûé, òðåòèé è ÷åòâåðòûé ÷ëåíû â (2.129) âêëþ÷à�

þò òîëüêî áîçîííûå ïîëÿ è â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäÿò äåéñòâèå (2.56), êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ñòàðòîâîé òî÷êîé â ïîëó÷åíèè ìîäåëè Êàëîäæåðî ïîñðåäñòâîì ïîä�

õîäà d=1 êàëèáðîâàíèÿ. Âòîðîé ÷ëåí ñ ôåðìèîííûìè ïîëÿìè îáåñïå÷èâàåò

N=1 ñóïåðñèììåòðèçàöèþ ìîäåëè Êàëîäæåðî. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà âîâëå�

êàåò n2 (âåùåñòâåííûõ) ôåðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, îïèñûâàåìûõ ìàò�

ðè÷íûì ôåðìèîííûì ïîëåì Ψ(t). Áîçîííûå è ôåðìèîííûå âçàèìîäåéñòâóþò

÷åðåç êàëèáðîâî÷íîå ïîëå A(t).

Íà ðàâíûõ îñíîâàíèÿõ, ìû ìîæåì òàêæå àíàëèçèðîâàòü ìîäåëü (2.124) â

ñóïåðñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâêå. Èñïîëüçóÿ êàëèáðîâî÷íûå τ ïðåîáðàçîâàíèÿ

(2.125), ìû ìîæåì íàëîæèòü (÷àñòè÷íóþ) ôèêñàöèþ êàëèáðîâêè

Xab = 0 , a ̸= b . (2.130)

Â ýòîé êàëèáðîâêå äåéñòâèå (2.124) ïðèíèìàåò âèä

S(N=1) = −i
∫
dtdθ

[ ∑
a

ẊaDXa + i
2

∑
a

(Z̄aDZa −DZ̄aZa) (2.131)

−i
∑
a,b

(Xa −Xb)2DAabAba −
∑
a,b

(Xa −Xb)2(AA)abAba

+
∑
a,b

Z̄aAabZb + c
∑
a

Aaa
]
.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè n=1 ïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí íå âîçíèêàåò â êîìïîíåíòíîì äåé�

ñòâèè è äåéñòâèå (2.131) ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì S
(N=1)
n=1 = −i

∫
dtdθ ẊDX äëÿ

ñâîáîäíîãî âåùåñòâåííîãî N=1 ñóïåðìóëüòèïëåòà. Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé

ñëó÷àé âîçíèêàåò ïðè n=2. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîñëå íàëîæåíèÿ êàëèáðîâî÷íûõ

óñëîâèé

Z1 = Z̄1 , Z2 = Z̄2 (2.132)

äëÿ îñòàòî÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ ñèììåòðèé, èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïî�

ëåé Z1, Z2 è ââåäåíèÿ ñóïåðïîëåé

X ≡ X1 −X2 , Y ≡ X1 + X2 , B ≡ X (A1
2 +A2

1) , C ≡ iX (A1
2 −A2

1) ,

äåéñòâèå (2.131) ïðèíèìàåò âèä

S
(N=1)
n=2 = −i

∫
dtdθ

[
1
2ẎDY −

i
2CDC +

1
2ẊDX −

i
2BDB − c ϵ1ϵ2

B
X

]
. (2.133)

Êîíñòàíòû ϵ1 = ±1, ϵ2 = ±1 âîçíèêàþò èç ñâÿçè Z1Z2 = −c ϵ1ϵ2
2 , êîòîðàÿ

ñëåäóåò èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ Z1, Z2. Ñóïåðïîëÿ X è Y ÿâëÿþòñÿ áî�

çîííûìè, òîãäà êàê B è C � ôåðìèîííûå. Äåéñòâèå (2.133) îïèñûâàåò äâà

ñâîáîäíûõ N=1 ìóëüòèïëåòà Y , C è äâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðó�

ãîì N=1 ìóëüòèïëåòà X , B. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñèñòåìà (2.133) ÿâëÿåòñÿ

N=1 ñóïåðïîëåâîé ôîðìîé N=2 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè, îñíîâàííîé

íà N=2 ìóëüòèïëåòå (1,2,1), äîïîëíåííîé äåéñòâèåì ñâîáîäíîãî ìóëüòè�

ïëåòà (1,2,1), îïèñûâàùèì öåíòð ìàññ äâóõ÷àñòè÷íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî.

Ñêðûòàÿ N=1 ñóïåðñèììåòðèÿ, äîïîëíÿþùóþ ÿâíóþ ñóïåðñèììåòðèþ äî

N=2 è ñîõðàíÿþùàÿ èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå (2.133), ðåàëèçîâàíà ïðåîáðà�

çîâàíèÿìè δY = ε C, δC = iε Ẏ , δX = εB, δB = iε Ẋ , ãäå ε = ε̄ ÿâëÿ�

åòñÿ ãðàññìàíîâûì ïàðàìåòðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äåéñòâèå (2.133) òàêæå èí�

âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî N=1 ñóïåðêîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò

δt = a(t) + iθχ(t), δθ = χ(t) + 1
2θȧ(t), (∂t)

3a = (∂t)
2χ = 0, δ(dtdθ) = (dtdθ)

è ñóïåðïîëåé δD = −AD , A, δX = AX , δY = AY , δC = δB = 0, ãäå

A = 1
2 ȧ+ iθχ̇. Çàìûêàíèå èõ ñî ñêðûòîé N=1 ñóïåðñèììåòðèåé ïðîèçâîäèò

N=2, d=1 ñóïåðêîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ.
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Òàêàÿ æå ïðîöåäóðà â ñëó÷àå n=3 ïðîèçâîäèò äåéñòâèå

S
(N=1)
n=3 = −i

∫
dtdθ

[
3∑

a=1

ẊaDXa −
i

2

3∑
a=1

(BaDBa + CaDCa) (2.134)

+
i

2

(
1

X1 −X2
+

1

X2 −X3
+

1

X3 −X1

)
×

× (C1B2B3 + B1C2B3 − B1B2C3 + C1C2C3)

−c B1
(X1 −X2)

ϵ1ϵ2

[
1− i

2c
(B2C2 + B3C3)−

1

4c2
(B2C2)(B3C3)

]
−c B2

(X2 −X3)
ϵ2ϵ3

[
1 +

i

2c
(B1C1 + B3C3)−

1

4c2
(B1C1)(B3C3)

]
−c B3

(X1 −X3)
ϵ1ϵ3

[
1− i

2c
(B1C1 − B2C2) +

1

4c2
(B1C1)(B2C2)

] ]
,

ãäå B1 = (X1 − X2)
(
A2

1 +A1
2

)
, B2 = (X2 − X3)

(
A3

2 +A2
3

)
, B3 = (X1 −

X3)
(
A3

1 +A1
3

)
è C1 = i(X1 − X2)

(
A2

1 −A1
2

)
, C2 = i(X2 − X3)

(
A3

2 −A2
3

)
,

C3 = i(X1 − X3)
(
A3

1 −A1
3

)
. Â îòëè÷èå îò äâóõ÷àñòè÷íîãî (n = 2) ñëó÷àÿ,

äåéñòâèå (2.134) îïèñûâàåò íîâóþ N=1 ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíóþ ñè�

ñòåìó, êîòîðàÿ íå èìååò ÷åòêîé ñâÿçè ñ èçâåñòíûìè N=2 èëè N=3 ñóïåðêîí�

ôîðìíî-èíâàðèàíòíûìè ñèñòåìàìè, õîòÿ è â ïðåäåëå íóëåâûõ ôåðìèîííûõ

ïîëåé îíî ïðîèçâîäèò ñòàíäàðòíóþ 3-÷àñòè÷íóþ ìîäåëü Êàëîäæåðî äëÿ ïî�

ëåé xa = Xa|θ=0 .

N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå. Êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðè÷�

íàÿ ôîðìóëèðîâêà N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè Êàëîä�

æåðî îïèñûâàåòñÿ ýðìèòîâûì (n × n)-ìàòðè÷íûì ñóïåðïîëåì Xab(t, θ, θ̄),
(X )+ = X , a, b = 1, . . . , n, êèðàëüíûì U(n)-ñïèíîðíûì ñóïåðïîëåì Za(tR, θ),
Z̄a(tL, θ̄) = (Za)+, tL,R = t ∓ iθθ̄, a, b = 1, . . . , n, ïîä÷èíåííûì óñëîâèþ êè�

ðàëüíîñòè DZa = 0, D̄Z̄a = 0, è ìàòðè÷íûì êàëèáðîâî÷íûì ñóïåðïîëåì.

Ïîäîáíî N=2, d=4 ñóïåðñèììåòðè÷íûì òåîðèÿì, îíè ìîãóò áûòü îïèñàíû

èëè êîìïëåêñíûìè (n×n) ìàòðè÷íûìè �ìîñòîâûìè� ñóïåðïîëÿìè bab(t, θ, θ̄),
b̄a
b ≡ (bba), (b̄ ≡ b+), èëè ïðåïîòåíöèàëîì V , ñâÿçàííûìè äðóã ñ äðóãîì

ïîñðåäñòâîì e2V = e−ib̄ eib. Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñóïåðïîëÿ X ðàâíû

DX = DX−i[A,X ], D̄X = D̄X−i[Ā,X ], ãäå ïîòåíöèàëû ïîñòðîåíû èç ìîñòà

ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì A = −i eib̄(De−ib̄), Ā = −i eib(D̄e−ib). Äåéñòâèå N=2
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ñóïåðñèììåòðè÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè Êàëîäæåðî èìååò âèä

S
(N=2)
sC =

∫
dtd2θ

[
tr
(
D̄X DX

)
+ 1

2 Z̄ e
2VZ − c trV

]
. (2.135)

Îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ U(n) ïðåîáðàçîâàíèé

eib
′
= eiτ eibe−iλ , eib̄

′
= eiτ eib̄e−iλ̄ , e2V

′
= eiλ̄ e2V e−iλ , (2.136)

X ′ = eiτ X e−iτ , Z ′ = eiλZ , Z̄ ′ = Z̄ e−iλ̄ , (2.137)

ãäå τ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì (n×n)-ìàòðè÷íûì ïàðàìåòðîì, τa
b(t, θ, θ̄) ∈ u(n),

(τ)+ = τ , à ïàðàìåòðû (n × n) êîìïëåêñíîé ìàòðèöû λ = (λa
b) ÿâëÿþòñÿ

(àíòè)êèðàëüíûìè ñóïåðïîëÿìè λ(tL, θ) ∈ u(n), λ̄(tR, θ) = (λ)+ ∈ u(n).
Äåéñòâèå (2.135) èíâàðèàíòíî òàêæå îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíûõ ïðåîá�

ðàçîâàíèé, îáðàçóþùèõ N=2 ñóïåðêîíôîìíóþ ãðóïïó SU(1,1|1): ïðåîáðà�
çîâàíèÿ N=2 ñóïåðïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ïðè ñóïåðêîíôîðìíûõ áó�

ñòàõ èç SU(1,1|1) [47] èìåþò âèä δ′t = −i(ηθ̄ + η̄θ)t, δ′θ = −η(t − iθθ̄),

δ′θ̄ = −η(t + iθθ̄), δ′(dtd2θ) = 0, òîãäà êàê ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðè÷íûõ ñó�

ïåðïîëåé � δ′X = −i(ηθ̄ + η̄θ)X , δ′Z = 0, δ′b = 0, δ′V = 0.

Àíàëîãè÷íî N=2 d=4 ñóïåðñèììåòðè÷íûì òåîðèÿì, ìîæíî îñòàòüñÿ

òîëüêî ñ λ-êîâàðèàíòíûìè îáúåêòàìè ïåðåõîäîì ê íîâîìó ýðìèòîâîìó (n ×
n)-ìàòðè÷íîìó ñóïåðïîëþ

X̃ = e−ibX eib̄ , X ′ = eiλX e−iλ̄ , (2.138)

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, äåéñòâèå (2.135) ïðèíèìàåò áîëåå ýêîíîìíûé âèä

S
(N=2)
sC =

∫
dtd2θ

[
tr
(
D̄X̃ e2VDX̃ e2V

)
+ 1

2 Z̄ e
2VZ − c trV

]
, (2.139)

ãäå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ñóïåðïîëÿ X̃ ðàâíû DX̃ = DX̃ +

e−2V (De2V ) X̃ , D̄X̃ = D̄X̃ − X̃ e2V (D̄e−2V ).
Â àáåëåâîì (n=1) ñëó÷àå, ïîäîáíî N=0, 1 ñëó÷àÿì, äåéñòâèå (2.139)

îïèñûâàåò ñâîáîäíûéN=2 âåùåñòâåííûé ñóïåðìóëüòèïëåò è íåòðèâèàëüíûå

ñóïåðêîíôîðìíûå ìîäåëè íà÷èíàþòñÿ ñ n ≥ 2 . Êîìïîíåíòíûå ðàçëîæåíèÿ

èñïîëüçóåìûõ ñóïåðïîëåé èìåþò âèä

X̃ = X + θΨ− θ̄Ψ̄ + θθ̄Y , V = v + θΦ− θ̄Φ̄ + θθ̄A , (2.140)
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Z = Z + 2iθΥ+ iθθ̄Ż , Z̄ = Z̄ + 2iθ̄Ῡ− iθθ̄ ˙̄Z , (2.141)

ãäå Ψa
b, Ψ̄a

b = (Ψb
a), Φa

b, Φ̄a
b = (Φb

a), è Υa, Ῡ
a = (Υa), � ôåðìèîííûå

êîìïîíåíòíûå ïîëÿ. Íàêëàäûâàÿ êàëèáðîâêó Âåññà-Çóìèíî

V (t, θ, θ̄) = θθ̄A(t) (2.142)

è èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ Υ, Ῡ ñ ïîìîùüþ èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,

ìû íàõîäèì, ÷òî êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå (2.139) èìååò âèä (
∫
d2θ (θθ̄) = 1)

SWZ

sC =

∫
dt

[
Tr
(
∇X∇X

)
+ i

2 (Z̄∇Z −∇Z̄Z)− c trA + i tr
(
Ψ̄∇Ψ−∇Ψ̄Ψ

)]
.

(2.143)

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ∇X è ∇Z îïðåäåëåíû â (2.57), òîãäà êàê ∇Ψ =

Ψ̇+ i[Ψ, A] , ∇Ψ̄ = ˙̄Ψ+ i[Ψ̄, A] . Ìû âèäèì, ÷òî áîçîííàÿ ÷àñòü ìîäåëè (2.143)

â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Êàëîäæåðî (2.56).

Äåéñòâèå (2.143) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îñòàòî÷íûõ ëîêàëüíûõ

U(n)-ïðåîáðàçîâàíèé (2.59) è

Ψ→ gΨg+ , Ψ̄→ gΨ̄g+ . (2.144)

Êàê è â ÷èñòî áîçîííîì ñëó÷àå, ýòà U(n)-èíâàðèàíòíîñòü èñêëþ÷àåò íåäèàãî�

íàëüíûå ïîëÿ Xb
a, a̸=b, è âñå ñïèíîðíûå ïîëÿ Za. Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåí�

íûìè ôèçè÷åñêèìè ïîëÿìè â ðàññìàòðèâàåìîì N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîì

îáîáùåíèè ñèñòåìû Êàëîäæåðî ÿâëÿþòñÿ n áîçîíîâ xa = Xa
a è 2n

2 ôåðìèîíîâ

Ψb
a. Ýòè ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

n ìóëüòèïëåòîâ (1,2,1) è n2−n ìóëüòèïëåòîâ (0,2,2), ñãåíåðèðîâàííûõ èñ�

õîäíûìè n2 ìóëüòèïëåòàìè (1,2,1) ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû êàëèáðîâàíèÿ [72].

Ìû ìîæåì èçîáðàçèòü ýòó ìóëüòèïëåòíóþ ñòðóêòóðó ïîñðåäñòâîì ñëåäóþ�

ùåé ñõåìû:

X a
a = (Xa

a ,Ψ
a
a)︸ ︷︷ ︸

(1,2,1)ìóëüòèïëåòû

X b
a = (Xb

a,Ψ
b
a), a ̸=b︸ ︷︷ ︸

(1,2,1)ìóëüòèïëåòû

⇓ êàëèáðîâàíèå ⇓

X a
a = (Xa

a ,Ψ
a
a)︸ ︷︷ ︸

(1,2,1)ìóëüòèïëåòû

âçàèìîäåéñòâóþùèå Ωb
a = (Ψb

a, B
b
a), a̸=b︸ ︷︷ ︸

(0,2,2)ìóëüòèïëåòû

.
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Çäåñü, áîçîííûå ïîëÿ Bb
a ÿâëÿþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ìóëü�

òèïëåòîâ (0,2,2). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâîå N=2 ðàñøèðåíèå

n-÷àñòè÷íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî ñ n áîçîíàìè è 2n2 ôåðìèîíàìè, â îòëè÷èå

îò ñòàíäàðòíîé N=2 ñèñòåìû ñóïåð-Êëîäæåðî Ôðèäìàíà è Ìåíäå, èñïîëü�

çóþùåé òîëüêî 2n ôåðìèîíîâ [48].

Íàêëàäûâàÿ óñëîâèÿ ôèêñàöèè êàëèáðîâêè è èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëü�

íûå ïîëÿ Aa
b, ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé ìíîãî÷àñòè÷íîé ìîäå�

ëè (2.143) â òåðìèíàõ òîëüêî ôèçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

S
(N=2)
sC =

∫
dt
[ ∑

a

ẋaẋa + i (Ψ̄a
bΨ̇b

a − ˙̄Ψa
bΨb

a)−H
]
, (2.145)

â êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

4

∑
a

(pa)
2+
∑
a ̸=b

4

(xa − xb)2
(
ZaZ̄

aZbZ̄
b+2Z̄a{Ψ, Ψ̄}abZb+{Ψ, Ψ̄}ab{Ψ, Ψ̄}ba

)
è ïåðåìåííûå Za, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîñëå ôèêñàöèè êàëèá�

ðîâêè, Z̄a = Za, è îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ äèàãîíàëüíûõ

êîìïîíåíò ìàòðè÷íîãî ïîëÿ Aa
b

(Za)
2 = c−Ra , (2.146)

Ra ≡ {Ψ, Ψ̄}aa =
∑
b

(Ψa
bΨ̄b

a + Ψ̄a
bΨb

a) (íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî a). (2.147)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.146) ñóòü

Za = ϵa
√
c

2(n−1)∑
k=0

αk
ck

(Ra)
k , (2.148)

ãäå ϵa = ±1, íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî a, è αk ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè êîí�

ñòàíòàìè. Ïåðâûå êîíñòàíòû èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíû α0 = α1 = 1,

α2 = −α3 = −1
2 , α3 = −5

8 . Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëó÷àé n = 2.

Â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå (2.145) èìååò ñëåäóþùèé âèä

S
(n=2)
sC =

∫
dt

{
ẋ0ẋ0 + i (ψ̄0ψ̇0 − ˙̄ψ0ψ0) + i (χ̄χ̇− ˙̄χχ) (2.149)

+ρ̇ρ̇+ i (ψ̄ψ̇ − ˙̄ψψ) + i (φ̄φ̇− ˙̄φφ)

− 1

ρ2

[
c2

4
+ cϵ1ϵ2(ψφ̄+ φψ̄) + (ψψ̄ + φ̄φ+ χ̄χ)2

]}
,
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ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ x0 ≡ 1√
2
(x1 + x2), ρ ≡ 1√

2
(x1 − x2), ψ0 ≡

1√
2
(Ψ1

1 + Ψ2
2), ψ ≡ 1√

2
(Ψ1

1 − Ψ2
2), χ ≡ 1√

2
(Ψ1

2 + Ψ2
1), φ ≡ 1√

2
(Ψ1

2 − Ψ2
1).

Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâûõ ôåðìèîííûõ ïîëåé ïîñðåäñòâîì ϕ0 ≡ χ
(
1 + 1

2m (ψφ̄−

φψ̄) + 1
4m2 ψψ̄φφ̄

)
, ϕ1 ≡ ψ + 1

2m (χ̄χ)φ, ϕ2 ≡ φ̄ − 1
2m (χ̄χ) ψ̄, ãäå m = −cϵ1ϵ2

2 ,

äåéñòâèå (2.149) ïðèíèìàåò âèä

S
(n=2)
sC =

∫
dt

{
ẋ0ẋ0 + i (ψ̄0ψ̇0 − ˙̄ψ0ψ0) + i (ϕ̄0ϕ̇0 − ˙̄ϕ0ϕ0) (2.150)

+ ρ̇ρ̇+ i (ϕ̄1ϕ̇1 − ˙̄
1ϕϕ1) + i (ϕ̄2ϕ̇2 − ˙̄ϕ2ϕ2)

− 1

ρ2

[
m2 − 2mϕ1ϕ2 + 2mϕ̄1ϕ̄2 + (ϕ̄1ϕ1 + ϕ̄2ϕ2)

2

]}
.

Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äåéñòâèÿ ñâîáîäíîãî N=4 (1,4,3) ñóïåðìóëü�

òèïëåòà Ω ñ ôèçè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè (x0; ψ0, ϕ0) è äåéñòâèÿ N=4 ñóïåð�

êîíôîðìíîé ìåõàíèêè [47] äëÿ N=4 (1,4,3) ñóïåðìóëüòèïëåòà Y ñ ôèçè÷å�

ñêèì ñîñòàâîì (ρ; ϕ1, ϕ2). Äåéñòâèå (2.150) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñëåäóþ�

ùåãî N=4 ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ

S
(n=2)
sC = −

∫
dtd4θ

(
1
2 Ω

2 + Y lnY
)
. (2.151)

Ýòî ïîÿâëåíèå ñêðûòîé N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè íå âîçíèêàåò,

ïðàâäà, â N=2 ìîäåëÿõ ñ n>2.

Ðàññìîòðåííûå â ýòîì ðàçäåëåN=1 è N=2 ñóïåððàñøèðåíèÿ êîíôîðì�

íîé ìîäåëè Êàëîäæåðî [146]) ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è òðåáóþò áîëåå äåòàëüíîãî

àíàëèçà, âêëþ÷àÿ èçó÷åíèå èõ âîçìîæíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Â îòëè÷èå îò ìî�

äåëè Ôðèäìàíà è Ìåíäå, äàííûå ñóïåððàñøèðåíèÿ ñèñòåìû Êàëîäæåðî ñî�

äåðæàò íåìèíèìàëüíûé íàáîð ôåðìèîííûõ ïîëåé, ñëåäóþùèé èç ïðîöåäóðû

ñóïåðñèììåòðè÷íîãî êàëèáðîâàíèÿ. Îñòàåòñÿ òàêæå îòêðûòûì âîïðîñ: ìîæ�

íî ëè êàêèì-òî ñïîñîáîì ðåäóöèðîâàòü ÷èñëî ôåðìèîíîâ � èëè ïîñðåäñòâîì

íàëîæåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ êîâàðèàíòíûõ óñëîâèé íà èñõîäíûå

ñóïåðïîëÿ èëè ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè.
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2.3. N=4 ñóïåðêîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà

Îáùàÿ N=4, d=1 ñóïåðêîíôîðìíàÿ àëãåáðà D(2, 1;α) [221, 205] îáðà�

çîâàíà ãåíåðàòîðàìè

G(4) = (Qαii′;Tαβ, Jij, Ii′j′) , (2.152)

óäîâëåòâîðÿþùèìè ñëåäóþùèì (àíòè)êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

{Qαii′, Qβjj′} = 2
(
ϵijϵi′j′Tαβ + α ϵαβϵi′j′Jij − (1+α) ϵαβϵijIi′j′

)
, (2.153)

[Jij, Jkl] = i (ϵikJjl + ϵjlJik) , [Ii′j′, Ik′l′] = i
(
ϵi′k′Ij′l′ + ϵj′l′Ii′k′

)
, (2.154)

[Tαβ, Qγii′] = −i ϵγ(αQβ)ii′,

[Jij, Qαki′] = −i ϵk(iQαj)i′, [Ii′j′, Qαik′] = −i ϵk′(i′Qαij′),
(2.155)

îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ. Ãåíåðàòîðû D(2, 1;α) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ýðìèòîâîñòè

(Qαii′)
† = ϵijϵi

′j′Qαjj′ , (Jij)
† = ϵikϵjlJkl , (Ii′j′)

† = ϵi
′k′ϵj

′l′Ik′l′ . (2.156)

Ãåíåðàòîðû Tαβ îáðàçóþò àëãåáðó o(2, 1) (2.5), òîãäà êàê Jij è Ii′j′ � âçà�

èìíî-êîììóòèðóþùèå àëãåáðû o(3), îáðàçóþùèå âìåñòå àëãåáðó o(4). Èí�

äåêñû α, β, γ = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ o(2, 1) ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè è i, j, k = 1, 2;

i′, j′, k′ = 1, 2 åñòü äóáëåòíûå èíäåêñû äâóõ àëãåáð o(3). Âñþäó ìû ïðèíè�

ìàåì, ÷òî ϵ12 = ϵ21 = 1. Ôåðìèîííûå o(2, 1) ñïèíîðíûå ñóïåðçàðÿäû Qαii′

îáúåäèíÿþò â ñåáå ñòàíäàðòíûå d=1 ñóïåðçàðÿäû Qii′ = Q1ii′ è ãåíåðàòîðû

ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ Sii′ = Q2ii′. Â êîìïëåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, êîãäà

òîëüêî îäíà O(3) ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé, ñóïåðçàðÿäû çàïèñûâàþòñÿ êàê

Qi1′ = −Qi, Qi2′ = −Q̄i, (Qi)† = Q̄i è S
i1′ = Si, Si2

′
= S̄i, (Si)† = S̄i. Ñóïåðàë�

ãåáðà D(2, 1;α), ïàðàìåòðèçîâàííàÿ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì α, âêëþ÷àåò

â ñåáÿ ñëåäóþùèå N=4 ñóïåðêîíôîðìíûå àëãåáðû:

α = 0, α = −1 : D(2, 1;α) ∼= su(1, 1|2) +⊃ su(2) ,

α = 1, α = −2 : D(2, 1;α) ∼= osp(4∗| 2) ,

α = −1/2 : D(2, 1;α) ∼= osp(4| 2) .

(2.157)

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå α ↔ −(1+α) ìåíÿþò ðîëè äâóõ àëãåáð su(2),

ïðåäñòàâëåííûõ ãåíåðàòîðàìè Jij è Ii′j′. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå α ↔
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α−1 îáìåíèâàåò ãåíåðàòîðû Tαβ íåêîìïàêòíîé àëãåáðû sl(2,R) è ãåíåðàòîðû
Jij êîìïàêòíîé àëãåáðû of su(2), ïîýòîìó òàêàÿ çàìåíà ïëîõî îïðåäåëåíà â

ñëó÷àå âåùåñòâåííîé D(2, 1;α) ñóïåðàëãåáðû, êîòîðóþ ìû îáñóæäàåì.

Â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ α = 0 è α = −1 îäíà èç àëãåáð su(2) îòùåï�

ëÿåòñÿ, îñòàâøèåñÿ âîñåìü ôåðìèîííûõ ãåíåðàòîðîâ Qαii′ è øåñòü áîçîííûõ

ãåíåðàòîðîâ Tαβ è Jij èëè Ii′j′, îáðàçóþò ñóïåðàëãåáðó su(1, 1|2), êîòîðóþ
ìîæíî ðàñøèðèòü äîïîëíèòåëüíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè (äëÿ îïðåäå�

ëåííîñòè ìû áåðåì ñëó÷àé α = −1):

{Qαii′, Qβjj′} = 2
(
ϵijϵi′j′Tαβ − ϵαβϵi′j′Jij − ϵαβϵijCi′j′

)
, (2.158)

ãäå öåíòðàëüíûå çàðÿäû Ci′j′ êîììóòèðóþò ñî âñåìè äðóãèìè ãåíåðàòîðàìè

[Qαii′, Ck′j′] = [Tαβ, Ck′j′] = [Jij, Ck′j′] = 0 . (2.159)

Èñïîëüçóÿ SU(2) ïðåîáðàçîâàíèÿ, äåéñòâóþùèå íà èíäåêñû i′, j′, ìû ìîæåì

îñòàâèòü òîëüêî îäèí íåíóëåâîé öåíòðàëüíûé çàðÿä, íàïðèìåð, åãî òðåòüþ

êîìïîíåíòó: C = C1′2′ ̸= 0, C1′1′ = C2′2′ = 0.

Îïåðàòîð Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëíîé ñóïåðãðóïïû D(2, 1;α)

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

C
(N=4)
2 = T 2 + αJ2 − (1+α) I2 + i

4 Q
αii′Qαii′ , (2.160)

ãäå T 2 = 1
2 T

αβTαβ, J
2 = 1

2 J
ikJik, I

2 = 1
2 I

i′k′Ii′k′ è Q
αii′Qαii′ = [Qi, S̄i]+[Q̄i, S

i].

2.3.1. Ñóïåðêîíôîðìíûå ìîäåëè â ñòàíäàðòíîì N=4

ñóïåðïðîñòðàíñòâå

Ïðîñòåéøèì ìåòîäîì ôîðìóëèðîâêè N=4, d=1 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ

òåîðèé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîëåâàÿ ôîðìóëèðîâêà âN=4, d=1 ñóïåðïðîñòðàíñòâå

[47], ïàðàìåòðèçîâàííîì êîîðäèíàòàìè (t, θi, θ̄
i), θ̄i = (θi), i = 1, 2. Ñïèíîð�

íûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä (1.245). Îäèí èç äâóõ SU(2) ôàê�

òîðîâ ïîëíîé R-ñèììåòðè÷íîé (àâòîìîðôè÷åñêîé) ãðóïïû SO(4)R äåéñòâóåò

íà äóáëåòíûå èíäåêñû i è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ïîñðåäñòâîì SU(2)R . Âòîðàÿ

SU(2) ïåðåìåøèâàåò θi ñ åå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé êîîðäèíàòîé è íå ÿâëÿ�

åòñÿ ÿâíîé â ðàññìàòðèâàåìîì ïîäõîäå.
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Îäíî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü

Îäíî÷àñòè÷íàÿ ñóïåðêîíôîðìíàÿ ìîäåëü ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóïåð�

ìóëüòèïëåòà (1,4,3), êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ÷åòíûì âåùåñòâåííûì ñóïåðïî�

ëåì X , ïîä÷èíåííûì ñâÿçÿì (1.244). Ñóïåðêîíôîðìíîå äåéñòâèå ìóëüòèïëåòà

(1,4,3) èìååò âèä (α ̸= 0)

SX = − 1
4(1+α)

∫
dt d4θX −1/α . (2.161)

Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå (2.161) íå ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïðè α = −1 . Â ñà�

ìîì äåëå, ïîñêîëüêó
∫
µH X åñòü èíòåãðàë îò ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, äåéñòâèå

(2.161) èìååò ýêâèâàëåíòíóþ çàïèñü SX = − 1
4(1+α)

∫
dt d4θ

(
X −1/α −X

)
, êî�

òîðàÿ â ïðåäåëå α = −1 äàåò äåéñòâèå SX
∣∣∣
α=−1

= −1
4

∫
dt d4θX lnX .

Äåéñòâèå (2.161) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîé N=4 ñóïåðêîí�

ôîðìíîé ñèììåòðèè D(2, 1;α) , ïðåîáðàçîâàíèÿ êîòîðîé çàêëþ÷åíû â çàìû�

êàíèè ñóïåðòðàíñëÿöèé è ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ. Èíâàðèàíòíîñòü äåé�

ñòâèÿ (2.161) îòíîñèòåëüíî ñóïåðòðàíñëÿöèé (ε̄i = (εi))

δt = i(εkθ̄
k − θkε̄k), δθk = εk, δθ̄k = ε̄k (2.162)

ÿâíàÿ â N=4 ñóïåðïîëåâîì ïîäõîäå. Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ ðåàëèçàöèþ

ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ D(2, 1;α) [205, 222, 69] (η̄i = (ηi)):

δ′t = it(θkη̄
k + θ̄kηk)− (1+α) θiθ̄

i(θkη̄
k + θ̄kηk) , (2.163)

δ′θi = −ηit− 2iα θi(θkη̄
k) + 2i(1+α) θi(θ̄

kηk)− i(1+2α) ηi(θkθ̄
k) , (2.164)

δ′θ̄i = −η̄it− 2iα θ̄i(θ̄kηk) + 2i(1+α) θ̄i(θkη̄
k) + i(1+2α) η̄i(θkθ̄

k) , (2.165)

δ′(dtd4θ) = −α−1 (dtd4θ) Λ0, ãäå Λ0 = 2iα(θkη̄
k + θ̄kηk) è ñóïåðïîëåâûå ïðåîá�

ðàçîâàíèÿ (çäåñü ìû èñïîëüçóåì �ïàññèâíóþ� èíòåðïðåòàöèþ èõ)

δ′X = −Λ0X , (2.166)

ëåãêî ïðîâåðÿåì èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ (2.161).

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå ñâÿçåé (1.246), èíòåãðèðóÿ ïî ãðàññìàíîâûì ïåðå�

ìåííûì è èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿN ik ñ ïîìîùüþ èõ àëãåáðàè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåì äåéñòâèå îäíî÷àñòè÷íîéN=4 ñóïåðêîíôîðì�

íîé ìåõàíèêè íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

S =

∫
dt
[
ẋẋ+ i

(
ψ̄kψ̇

k − ˙̄ψkψ
k
) ]

+ 2
3 (1+2α)

∫
dt
ψiψ̄kψ(iψ̄k)

x2
. (2.167)

Êàê âèäèì, íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ýòî äåéñòâèå íå ñîäåðæèò êîíôîðìíûé

ïîòåíöèàë, íî îí âîçíèêàåò â ãàìèëüòîíèàíå ïðè êâàíòîâàíèÿ âñëåäñòâèå óïî�

ðÿäî÷åíèÿ ôåðìèîíîâ â ïîñëåäíåì ÷ëåíå. Ìû íå ïðèâîäèì çäåñü âûðàæåíèÿ

äëÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ çàðÿäîâ: íèæå áóäåò ðàññìîòðåíà ñèñòåìà, â êîòîðîé îä�

íî÷àñòè÷íàÿ ìîäåëü (2.161) âîçíèêàåò êàê ïîäñèñòåìà. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ äëÿ ðàñøèðåííîé ñèñòå�

ìû (íàïðèìåð, (2.185)�(2.192)), ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü ãåíåðàòîðû N=4

superêîíôîðìíîé D(2, 1;α) ñèììåòðèè äëÿ ñèñòåìû (2.161) (ñìîòðèòå òàêæå

[55, 223, 61] äëÿ àíàëîãè÷íîé ðåàëèçàöèè ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðû su(1, 1|2)
êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñóïåðàëãåáðû D(2, 1;α)).

Â ñëó÷àå ñèììåòðèè su(1, 1|2), êîãäà su(2)L ñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü íà�

ðóøåííîé (ñì. (2.157)), ñâÿçè (1.244) äëÿ ÷åòíîãî âåùåñòâåííîãî ñóïåðïîëÿ

X ìîãóò áûòü îñëàáëåíû [47] äîáàâëåíèåì íåíóëåâûõ êîíñòàíò â èõ ïðàâûå

÷àñòè:

(a) DiDiX = 0 , D̄iD̄
iX = 0 ; (b) [Di, D̄i]X = m, (2.168)

ãäå êîíñòàíòà m îáåñïå÷èâàåò öåíòðàëüíûé çàðÿä äëÿ àëãåáðû su(1, 1|2). Ðå�
øåíèåì óðàâíåíèé (2.168) åñòü ñóììà ðåøåíèÿ (1.246) è äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëå�

íà −1
4θθ̄m. Äåéñòâèå (2.161) ïðè α=−1 äëÿ òàêîãî ñóïåðïîëÿ [47]

S̃ =

∫
dt
[
ẋẋ+ i

(
ψ̄kψ̇

k − ˙̄ψkψ
k
)
−
(
m+ ψ̄kψ

k
)2

x2

]
(2.169)

ãåíåðèðóåò äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â ãàìèëüòîíèàíå, ïðîïîðöèîíàëüíûå

m2/x2 è mψψ̄/x2. Îíè èíäóöèðóþò íîâûå ÷ëåíû â í¼òåðîâñêèõ ñóïåðçàðÿ�

äàõ ñóïåðàëãåáðû su(1, 1|2) ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì m.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå êîíôîðìíûé ïîòåíöèàë âîçíèêàåò óæå íà êëàñ�

ñè÷åñêîì óðîâíå è åãî íàïðÿæåííîñòü ðàâíà êâàäðàòó öåíòðàëüíîãî çàðÿäà

m . Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå (2.169) è äåéñòâèå (2.150) äëÿ ñóïåðïîëÿ Y ýêâè�

âàëåíòíû äðóã äðóãó. Âìåñòî (2.168), ñóïåðïîëå Y ïîä÷èíåíî ñâÿçÿì

(a) DiDi Y = m, D̄iD̄
i Y = m ; (b) [Di, D̄i]Y = 0 . (2.170)
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Ñâÿçè (2.168) è (2.170), êàê è äåéñòâèÿ (2.169) è (2.150), ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì

SU(2)-ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êîòîðûå ïåðåìåøèâàþò θ ñ θ̄ [47].

Ìíîãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè ñ D(2, 1;α) ñèììåòðèåé

Íåñìîòðÿ íà âàæíîcòü, ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû ñ N=4 ñóïåðêîíôîðì�

íîé ñèììåòðèåé èçó÷åíû íå äîñòàòî÷íî. Â îòëè÷èå îò ìíîãî÷àñòè÷íûõ N=2

ñóïåðêîíôîðìíûõ ñèñòåì, ïðÿìûå îáîáùåíèÿ N=4 îäíî÷àñòè÷íûõ ñóïåð�

êîíôîðìííûõ ñèñòåì íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ìíîãî÷àñòè÷íûå N=4 ñóïåð�

êîíôîðìíûå ñèñòåìû êàëîäæåðîâñêîãî òèïà. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå, èñ�

ñëåäîâàíèÿ N=4 ìíîãî÷àñòè÷íûõ ñóïåðêîíôîðìíûõ ñèñòåì ïðîâîäèòñÿ íå

òîëüêî â îáû÷íîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå, íî è ïðÿìî íà êîìïîíåíòíîì óðîâíå

[55, 223, 61, 224]. Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåàëèçàöèÿD(2, 1;α) ñóïåðêîí�

ôîðìíîé ñèììåòðèè íà ìíîãî÷àñòè÷íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðè α ̸= −1
èëè 0 òðåáóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíó ïàðó (áîçîííûõ) èçîñïèíîâûõ ïåðåìåí�

íûõ {ui, ūi| i=1, 2}, ïàðàìåòðèçóþùèõ âíóòðåííþþ äâà-ñôåðó [224]. Â ñëåäó�

þùåì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå íîâûõ ìíîãî÷àñòè÷íûõ N=4

ñóïåðêîíôîðìíûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîùíîãî àïïàðàòà ãàðìîíè÷åñêî�

ãî ñóïåðïðîñòðàíñòâà.

2.3.2. Ñóïåðêîíôîðìíûå ìîäåëè â ãàðìîíè÷åñêîì N=4

ñóïåðïðîñòðàíñòâå

Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ â ãàðìîíè÷åñêîì N=4, d=1

ñóïåðïðîñòðàíñòâå áûëî ïðåäñòàâëåíî â Ðàçäåëå 1.4.1. Çäåñü êðàòêî îïèøåì

èçâåñòíûå N=4 ñóïåðêîíôîðìíûå ìîäåëè, ïîñòðîåííûå íà èõ ñàìîäåéñòâèè.

N=4 ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå ñèãìà-ìîäåëüíûå äåéñòâèÿ äëÿ

(3,4,1) ìóëüòèïëåòà (1.251) èìåþò âèä (2.161), â êîòîðîì ìû äîëæíû ñäå�

ëàòü ïîäñòàíîâêó [69, 205, 222, 72, 73] X → L−1, ãäå L :=
√
LikLik =√

2[L++L−− − (L+−)2]. Ñóïåðêîíôîðìíîå äåéñòâèå äëÿ L++ [205, 69] ìîæåò

òàêæå ñîäåðæàòü âåññ-çóìèíîâñêóþ ÷àñòü, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñóïåðêîí�

ôîðìíî-èíâàðèàíòíàÿ ïî îòäåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî D(2, 1;α)). Ïðè ýòîì,

ñóïåðêîíôîðìíûé âåññ-çóìèíîâñêèé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò îäíîìîíîïîëüíîìó

ïîòåíöèàëó U â (1.287). Èñêëþ÷åíèå âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ B ãåíåðèðóåò
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êîíôîðìíûé ïîòåíöèàë äëÿ vik è SU(2)/U(1) ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî ñ íàïðÿæåí�

íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé êîýôôèöèåíòîì ïåðåä ñóïåðïîëåâûì ÷ëåíîì Âåññà�

Çóìèíî. Ïîëíîå áîçîííîå äåéñòâèå â ïàðàìåòðèçàöèè vik ñ ðàçäåëåííûìè

ðàäèàëüíîé è óãëîâîé ÷àñòÿìè äàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.55) ñ g = (2α)−2. Ñó�

ïåðêîíôîðìíîå äåéñòâèå äëÿ (4,4,0) ìóëüòèïëåòà (1.258) èìååò âèä (2.161),

â êîòîðîì ñëåäóåò ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó X → q−2, ãäå q2 := qiaqia = 2q−aq+a .

Ñòðóêòóðà ñóïåðêîíôîðìíîãî ñèãìà-ìîäåëüíîãî äåéñòâèÿ äëÿ ìóëüòèïëåòà

(4,4,0) ðàññìàòðèâàëàñü â [69, 222].

Ñóïåðïîòåíöèàëüíûé ÷ëåí äëÿ ñóïåðïîëÿ q+a ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå èí�

òåãðàëà ïî àíàëèòè÷åñêîìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó îò àíàëèòè÷åñêîãî ëàãðàíæè�

àíà, çàâèñÿùåãî îò ñóïåðïîëÿ q+a è ãàðìîíèê [69]. Êàê ïîêàçàíî â [69], òà�

êîé ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî, èñïîëüçóþùèé òîëüêî (4,4,0) ñóïåðìóëüòèïëåò, íå

ìîæåò áûòü ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûì. Íåêîòîðûå ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ

êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ìóëüòèïëåòà (4,4,0) ìåòîäîì êàëèáðîâàíèÿ è

ïîñðåäñòâîì ñóïåðêîíôîðìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè N=4 ìóëüòèïëå�

òàìè îáñóæäàëèñü â [72, 73]. Íèæå ìû ðàññìîòðèì òàêóþ ìîäèôèêàöèþ âåññ�

çóìèíîâñêîãî ÷ëåíà äëÿ ìóëüòèïëåòà (4,4,0) ïîñðåäñòâîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ

(1,4,3)-ïðåïîòåíöèàëîì.

Îòìåòèì, ÷òî âåññ-çóìèíîâñêèå ïîòåíöèàëüíûå ÷ëåíû äëÿ âñåõ N=4

ñóïåðìóëüòèïëåòîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ÿâíîé N=4 ñóïåðïîëåâîé

ôîðìå òîëüêî â ãàðìîíè÷åñêîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå � â îáû÷íîì N=4 ñóïåð�

ïðîñòðàíñòâå òàêèå ÷ëåíû èëè âêëþ÷àþò ÿâíî θ-êîîðäèíàòû [205] èëè âû�

ðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîäõîäÿùèå ïðåïîòåíöèàëû ñî ñëîæíîé ïðåêàëèáðîâî÷íîé

ñâîáîäîé. Òàêèå âåññ-çóìèíîâñêèå ÷ëåíû âàæíû äëÿ îïèñàíèÿ èçîñïèíîâûõ

ñóïåðìóëüòèïëåòîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñó�

ïåðñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå.

Âçàèìîäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ N=4 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ â ãàðìîíè÷åñêîì

ñóïåðïðîñòðàíñòâå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü íîâûå N=4 ñóïåðêîíôîðìíî-èíâà�

ðèàíòíûå ìîäåëè, ÷òî è áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå.

Îäíî÷àñòè÷íûå ìîäåëè ñ èçîñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ïîñòðèì íåòðèâèàëüíóþ ìîäåëü N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè, â

êîòîðîé êîíôîðìíûé ïîòåíöèàë ãåíåðèðóåòñÿ ìåòîäîì êàëèáðîâàíèÿ è ñ èñ�
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ïîëüçîâàíèåì �ïîëó-äèíàìè÷åñêîãî� N=4 èçîñïèíîâîãî ñóïåðìóëüòèïëåòà.

Ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåò òðè òèïà âíåìàññîâûõ N=4 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ: äè�

íàìè÷åñêèé (1,4,3), �èçîñïèíîâûé� (4,4,0) è êàëèáðîâî÷íûé (�òîïîëîãè÷å�

ñêèé�). Äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðåõ ÷ëåíîâ

S = SX + SFI + SWZ , (2.171)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì (2.161) äëÿ ìóëüòèïëåòà (1,4,3).

Âòîðîé ÷ëåí â (2.171) � ýòî ÷ëåí Ôàéå-Èëèîïîóëîñà (ÔÈ)

SFI = − i
2 c

∫
µ
(−2)
A V ++ (2.172)

äëÿ êàëèáðîâî÷íîãî ñóïåðìóëüòèïëåòà. ×åòíîå àíàëèòè÷åñêîå êàëèáðîâî÷íîå

ñóïåðïîëå V ++(ζ, u), D+ V ++ = 0, D̄+ V ++ = 0 , îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

V ++′ = V ++ −D++λ, λ = λ(ζ, u) , (2.173)

êîòîðûå ïîçâîëÿþò îòêàëèáðîâàòü ëîêàëüíî âñå êîìïîíåíòíûå ïîëÿ â V ++.

Îäíàêî, ïîñëåäíåå ñóïåðïîëå ñîäåðæèò êîìïîíåíòó, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü

èñêëþ÷åíà ãëîáàëüíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ýòîò d=1 ñóïåðìóëüòèïëåò íàçâàí

�òîïîëîãè÷åñêèì� â [72].

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â (2.171) ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî (ÂÇ)

SWZ = −1
2

∫
µ
(−2)
A V Z̃+Z+ . (2.174)

Çäåñü êîìïëåêñíîå àíàëèòè÷åñêîå ñóïåðïîëå Z+, Z̃+ (D+Z+ = D̄+Z+ = 0) ,

ïîä÷èíåíî ãàðìîíè÷åñêèì ñâÿçÿì

D++Z+ ≡ (D++ + i V ++)Z+ = 0 , D++ Z̃+ ≡ (D++ − i V ++) Z̃+ = 0

(2.175)

è ïðåäñòàâëÿåò êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòèçîâàííóþ âåðñèþ N=4 ìóëüòèïëå�

òà (4,4,0). Ñîîòâåòñòâóþùèå êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìåþò âèä

Z+′ = eiλZ+, Z̃+′ = e−iλZ̃+ . (2.176)

Ñóïåðïîëå V(ζ, u) â (2.174) ÿâëÿåòñÿ ïðåïîòåíöèàëîì (1.250) äëÿ (1,4,3) ñó�

ïåðïîëÿ X . Âçàèìîäåéñòâèå ê ìóëüòèïëåòîì (1,4,3) â (2.174) ââîäèòñÿ òàê,
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÷òîáû îáåñïå÷èòü N=4 ñóïåðêîíôîðìíóþ D(2, 1;α) èíâàðèàíòíîñòü. Êîîð�

äèíàòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ èç D(2, 1;α) â àíàëèòè÷åñêîì

áàçèñå èìååò âèä [69, 72]:

δ′tA = α−1ΛtA , δ′θ+ = −η+tA + 2i(1+α)η−θ+θ̄+ , δ′u+i = Λ++u−i , (2.177)

δ′µH = µH
(
2Λ− α−1(1+α)Λ0

)
, δ′µ

(−2)
A = 0, ãäå Λ = 2iα(η̄−θ+ − η−θ̄+),

Λ++ = D++Λ = 2iα(η̄+θ+ − η+θ̄+). Äåéñòâèå (2.171) è ãàðìîíè÷åñêèå ñâÿ�

çåé ñóïåðêîíôîðìíî-èíâàðèàíòíû, ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèñóòñòâóþ�

ùèõ çäåñü ñóïåðïîëåé ðàâíû [69]

δ′V = −2ΛV , δ′Z+ = ΛZ+ , δ′V ++ = 0 . (2.178)

Ñâÿçè (1.242), (1.243) è (2.175), òàêæå êàê è äåéñòâèÿ (2.172) è (2.174), èíâà�

ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé D(2, 1;α) ïðè ïðîèçâîëüíîì ïàðàìåò�

ðå α. Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ (2.174) èìååò ìåñòî áëàãîäàðÿ

ïðèñóòñòâèþ â íåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðåïîòåíöèàëà V .
Ðàññìîòðèì ìîäåëü â êàëèáðîâêå Âåññà-Çóìèíî. Èñïîëüçóÿ U(1) ëîêàëü�

íóþ ñèììåòðèþ (2.173), (2.176), ìû ìîæåì íàëîæèòü êàëèáðîâêó

V ++ = 2i θ+θ̄+A(tA) . (2.179)

Èñïîëüçóÿ êîìïîíåíòíîå ðàçëîæåíèå (1.250) è ðåøåíèå ñâÿçè (2.175) â êàëèá�

ðîâêå Âåññà-Çóìèíî (2.179)

Z+ = ziu+i + θ+φ+ θ̄+ϕ− 2i θ+θ̄+∇tAz
iu−i , ∇zk := żk + iA zk ,

à òàêæå èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ è äåëàÿ ïåðåîïðåäåëåíèå

x′ = x−
1
2α , ψ′k = − 1

2α x
− 1

2α−1ψk , z′i = x1/2 zi , (2.180)

ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå (2.171) íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (øòðèõ â îáîçíà÷åíè�

ÿõ x, ψ è z îïóùåí) 1

S =

∫
dt
[
p ẋ+ i

(
ψ̄kψ̇

k − ˙̄ψkψ
k
)
+ i

2

(
z̄kż

k − ˙̄zkz
k
)
−H

]
, (2.181)

1 Ïîëó÷åíèå òàêîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèè ñìîòðèòå â [225].
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H = 1
4 p

2 + α2 (z̄kz
k)2

4x2
− 2α

ψiψ̄kz(iz̄k)
x2

− (1+2α)
ψiψ

i ψ̄kψ̄k
2x2

. (2.182)

Ïîëå A(t), èãðàþùåå ðîëü d=1 U(1)-ñâÿçíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì Ëàãðàí�

æà äëÿ ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

D0 − c ≡ z̄kz
k − c ≈ 0 , (2.183)

êîòîðàÿ äîëæíà áûòü íàëîæåíà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ â êâàíòîâîì ñëó÷àå.

Ñêîáêè Äèðàêà ïðîèçâîäÿò ñëåäóþùóþ êâàíòîâóþ àëãåáðó îïåðàòîðîâ

êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ

[x̂, p̂] = i , [ẑi, ˆ̄zj] = δij , {ψ̂i, ˆ̄ψj} = 1
2 δ

i
j . (2.184)

Ãåíåðàòîðû ñóïåðòðàíñëÿöèé è ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ

Qi = p̂ψ̂i + 2iα
ẑ(i ˆ̄zk)ψ̂k

x̂
+ i(1+2α)

⟨ψ̂kψ̂k ˆ̄ψi⟩
x̂

, (2.185)

Q̄i = p̂ ˆ̄ψi − 2iα
ẑ(i ˆ̄zk)

ˆ̄ψk

x̂
+ i(1+2α)

⟨ ˆ̄ψk ˆ̄ψkψ̂i⟩
x̂

, (2.186)

Si = −2 x̂ψ̂i + tQi, S̄i = −2 x̂ ˆ̄ψi + t Q̄i , (2.187)

ãäå ñèìâîë ⟨. . .⟩ îçíà÷àåò âåéëåâñêîå óïîðÿäî÷åíèå, îïðåäåëÿþò ïîëíûé íà�

áîð êâàíòîâûõ ãåíåðàòîðîâ ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðû D(2, 1;α):

H = 1
4 p̂

2 + α2 (ˆ̄zkẑ
k)2 + 2ˆ̄zkẑ

k

4x̂2
− 2α

ẑ(i ˆ̄zk)ψ̂(i
ˆ̄ψk)

x̂2
(2.188)

− (1+2α)
⟨ψ̂iψ̂i ˆ̄ψk ˆ̄ψk⟩

2x̂2
+

(1+2α)2

16x̂2
,

K = x̂2 − t 1
2 {x̂, p̂}+ t2H , (2.189)

D = −1
4 {x̂, p̂}+ tH , (2.190)

J ik = i
[
ẑ(i ˆ̄zk) − 2ψ̂(i ˆ̄ψk)

]
, (2.191)

I1
′1′ = iψ̂kψ̂

k , I2
′2′ = −i ˆ̄ψk ˆ̄ψk , I1

′2′ = i
2 [ψ̂k,

ˆ̄ψk] . (2.192)

Ãåíåðàòîðû (2.185)-(2.192) óäîâëåòâîðÿþò (àíòè)êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøå�

íèÿì ñóïåðàëãåáðû D(2, 1;α) (2.153)�(2.155).
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Ïðè ðåàëèçàöèè (2.185)-(2.192) îïåðàòîð Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà

(2.160) àëãåáðû D(2, 1;α) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

C2 =
1
4 α(1+α)

[
(ˆ̄zkẑ

k)2 + 2ˆ̄zkẑ
k + 1

]
. (2.193)

Íà ôèçè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîä÷èíåíà ñâÿçè (2.183)

D0Φ = ˆ̄ziẑ
iΦ = cΦ , (2.194)

îïåðàòîð Êàçèìèðà (2.193) ïðèíèìàåò ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðà�

çîì, ãàìèëüòîíèàí (2.188) è îïåðàòîð Êàçèìèðà àëãåáðû SL(2,R) (2.6) ìîãóò
áûòü ïðåäñòàâëåíû â êâàíòîâîì ñëó÷àå â âèäå

H =
1

4

(
p̂ 2 +

ĝ

x̂2

)
, T 2 = 1

4 ĝ −
3
16 , (2.195)

ãäå ĝ ≡ 4α2 1
2
ˆ̄zkẑ

k
(
1
2
ˆ̄zkẑ

k + 1
)
− 8αẑ(i ˆ̄zk)ψ̂(i

ˆ̄ψk) − 2(1+2α)⟨ψ̂iψ̂i ˆ̄ψk ˆ̄ψk⟩ +
1
4 (1+2α)2. Îïåðàòîðû (2.195) ôîðìàëüíî âûãëÿäÿò òî÷íî òàêæå, êàê â ìî�

äåëè [42]. Îäíàêî, èìååò ìåñòî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå: âåëè÷èíà ĝ ÿâëÿåòñÿ

êîíñòàíòîé â ìîäåëè [42], òîãäà êàê â íàøåì ñëó÷àå ĝ � îïåðàòîð, ïðèíèìàþ�

ùèé ôèêñèðîâàííûå, íî ðàçëè÷íûå, ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ðàçíûõ êîìïî�

íåíòàõ âîëíîâîé ôóíêöèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êâàíòîâîãî ñïåêòðà îïåðàòîðîâ (2.195) ìû èñïîëüçóåì

ðåàëèçàöèþ ˆ̄zi = v+i , ẑ
i = ∂/∂v+i äëÿ áîçîííûõ îïåðàòîðîâ Zk, Z̄k è ψ̂i =

ψi, ˆ̄ψi =
1
2 ∂/∂ψ

i äëÿ íå÷åòíûõ îïåðàòîðîâ Ψi, Ψ̄i, ãäå ψ
i åñòü êîìïëåêñíûå

ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå. Òîãäà, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Φ = A1 + ψiBi + ψiψiA2 . (2.196)

Òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè Φ(v+) ïðèâîäèò ê êâàíòîâà�

íèþ êîíñòàíòû c: c ∈ Z. Ìû áåðåì c ïîëîæèòåëüíûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîîò�

âåòñòâèÿ ñ ÷èñòî áîçîííûì ïðåäåëîì, êîãäà c ÿâëÿåòñÿ SU(2)-ñïèíîì. Òîãäà

(2.194) ãîâîðèò íàì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v+) åñòü îäíîðîäíûé ïîëèíîì

ïî v+i ñòåïåíè c:

Φ = A
(c)
1 + ψiB

(c)
i + ψiψiA

(c)
2 , (2.197)

A
(c)
i′ = Ai′,k1...kcv

+k1 . . . v+kc , (2.198)
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B
(c)
i = B

′(c)
i +B

′′(c)
i = v+i B

′
k1...kc−1

v+k1 . . . v+kc−1 +B′′(ik1...kc)v
+k1 . . . v+kc . (2.199)

Â (2.199) ìû âûäåëèëè SU(2) íåïðèâîäèìûå ÷àñòè B′(k1...kc−1)
and B′′(ik1...kc) êîì�

ïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ñ SU(2)-ñïèíàìè, ðàâíûìè (c−1)/2 è (c+1)/2

ñîîòâåòñòâåííî.

Íà êîìïîíåíòàõ âîëíîâîé ôóíêöèè îïåðàòîðû Êàçèìèðà áîçîííûõ ïîä�

ãðóïï SU(1, 1), SU(2)R and SU(2)L ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàá�

ëèöå 2.1. Ïðè ýòîì, çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë r0, j è i, îïðåäåëÿåìûõ ïîñðåä�

Òàáëèöà 2.1. Çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà áîçîííûõ ïîäãðóïï è i
4
Qai′iQai′i

T 2 J2 I2 i
4Q

ai′iQai′i

A
(c)
k′

α2(c+1)2−1
4

(c+1)2−1
4

3
4 1 + α

B
′(c)
k

α2(c+1)2−2α(c+1)
4

(c+1)2−2(c+1)
4 0 α(c+ 1)

B
′′(c)
k

α2(c+1)2+2α(c+1)
4

(c+1)2+2(c+1)
4 0 −α(c+ 1)

ñòâîì

T 2 = r0(r0 − 1) , J2 = j(j + 1) , I2 = i(i+ 1) , (2.200)

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.2. Ïîëÿ B′i è B
′′
i îáðàçóþò äóáëåòû ãðóïïû SU(2)R,

ãåíåðèðóåìîé J ik , òîãäà êàê êîìïîíåíòíûå ïîëÿ Ai′ = (A1, A2) îáðàçóþò

äóáëåò ãðóïïû SU(2)L, ãåíåðèðóåìîé I
i′k′. Åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ (2.196) ÿâ�

ëÿåòñÿ áîçîííîé (ôåðìèîííîé), òî ïîëÿ Ai′ îïèñûâàþò áîçîíû (ôåðìèîíû),

òîãäà êàê ïîëÿ B′i, B
′′
i ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè (áîçîíàìè). Íà êàæäîé èç êîì�

ïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè Ai′, B
′
i, B

′′
i ðåàëèçîâàíû áåñêîíå÷íîìåðíûå óíèòàð�

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äèñêðåòíîé ñåðèè óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé ãðóïïû,

ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé êîíôîðìíîé ãðóïïå SU(1,1). Òàêèå ïðåäñòàâëå�

íèÿ õàðàêòåðèçèðóþòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì r0 [38, 218] (äëÿ óíèòàðíûõ

ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(1,1) êîíñòàíòà r0 > 0 äîëæíà áûòü (ïîëó)öåëîé).
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Òàáëèöà 2.2. Êâàíòîâûå ÷èñëà SU(1, 1), SU(2)R è SU(2)L ïðåäñòàâëåíèé

r0 j i

A
(c)
k′ (x, v

+) |α|(c+1)+1
2

c
2

1
2

B
′(c)
k (x, v+) |α|(c+1)+1

2 − 1
2 sign(α)

c
2 −

1
2 0

B
′′(c)
k (x, v+) |α|(c+1)+1

2 + 1
2 sign(α)

c
2 +

1
2 0

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû�

ìè âåêòîðàìè êîìïàêòíîãî SU(1,1) ãåíåðàòîðà

T0 =
1
2

(
mK +m−1H

)
, (2.201)

ãäå m åñòü êîíñòàíòà ðàçìåðíîñòè ìàññû (ñìîòðèòå îïðåäåëåíèå â (2.2)). Ñî�

îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû r = r0 + n, n ∈ N [38, 218, 42].

Ïîä÷åðêíåì îñîáåííîñòè ïîñòðîåííîé D(2, 1;α) êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

• Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñòàíäàðòíîé SU(1, 1|2) ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõà�

íèêå [47, 50, 55], êîíñòðóêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ çäåñü, ñóùåñòâåííî èñ�

ïîëüçóåò ïåðåìåííûå zi (èëè v
+
i ), ïàðàìåòðèçóþùèå äâà-ñôåðó S

2 â äî�

ïîëíåíèè ê ñòàíäàðòíîé (äèëàòîííîé) êîîðäèíàòå x.

• Ïðèñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ �(èçî)ñïèíîâûõ� S2-ïåðåìåííûõ ïðèâî�

äèò ê áîãàòîìó êâàíòîâîìó ñïåêòðó. Êðîìå òîãî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîë�

íîâàÿ ôóíêöèÿ íåñåò ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ãðóïï SU(2), â

îòëè÷èå îò SU(1, 1|2) ìîäåëåé ðàáîò [47, 50, 55, 223, 61], ãäå áûëà ðåà�

ëèçîâàíà òîëüêî îäíà SU(2) íà ôåðìèîííûõ ïåðåìåííûõ.

• Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê ðàíåå ðàññìîòðåííûì ìîäåëÿì, çäåñü åñòåñòâåí�

íî âîçíèêàåò êâàíòîâàíèå êîíñòàíòû êîíôîðìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êî�

òîðàÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå îïåðàòîðà Êàçèìèðà ãðóïïû SU(2), ïðèíè�

ìàþùåãî öåëûå èëè ïîëóöåëûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòî âîçíèêàåò
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óæå â ÷èñòî áîçîííîì ñåêòîðå ìîäåëè è îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì

S2-ïåðåìåííûõ.

• Ïåðåìåííûå v+i â ðàçëîæåíèÿõ (2.198) è (2.199) ìîãóò áûòü èäåíòèôè�

öèðîâàíû ñ ïîëîâèíîé ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ v±i â òàðãåòíîì ïðî�

ñòðàíñòâå (õîòÿ è áåç ñòàíäàðòíûõ ñâÿçåé v+iv−i ∼ const).

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíàÿ ìîäåëü N=4 ìåõàíèêè áûëà ïîñòðîåíà â [226]. Îä�

íàêî â íàøåé ìîäåëè [146, 147, 148] êàëèáðîâî÷íûé (4,4,0) ìóëüòèïëåò ãåíå�

ðèðóåò äîïîëíèòåëüíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñâÿçü (2.183), êîòîðàÿ îòñóòñòâóåò

â [226]. Â êâàíòîâîé òåîðèè ýòà ñâÿçü (2.194) ôèêñèðóåò çíà÷åíèå îïåðàòîðà

Êàçèìèðà âòîðîãî ïîðÿäêà C2 â (2.193) è, ïîýòîìó, âûäåëÿåò òîëüêî îäíî

íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå â ñïåêòðå. Áåç ýòîé ñâÿçè ïðîñòðàíñòâî êâàíòî�

âûõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè (2.181) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ áàøíþ íåïðèâîäèìûõ

ïðåäñòàâëåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî ñïèíîâûå ïåðåìåííûå ìîæíî îïèñàòü òàêæå ñ ïîìîùüþ

ôåðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷òî áûëî îñóùåñòâëåíî â íåäàâíåé ðàáîòå

[153], ãäå ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû â ìîäåëÿõ N=4 ìåõàíèêè îïèñûâàëèñü

íå÷åòíûìè ïîëÿìè (0,4,4) ìóëüòèïëåòà.

Ìíîãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè ñ D(2, 1;α) ñèììåòðèåé

Ìàòðè÷íûå îáîáùåíèÿ êàëèáðîâî÷íîé ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäû�

äóùåì ïîäðàçäåëå, ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü íîâûå ìíîãî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû ñ

N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé. Òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

ãàðìîíè÷åñêèì ñóïåðïðîñòðàíñòâåííûì äåéñòâèåì

S = − 1
4(1+α)

∫
µHtr

(
X −1/α

)
− 1

2

∫
µ
(−2)
A V0 Z̃a+Z+

a − i
2 c

∫
µ
(−2)
A TrV ++ .

(2.202)

Ïåðâûé ÷ëåí â (2.202) ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íûì äåéñòâèåì (1,4,3) ìóëüòè�

ïëåòîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ýðìèòîâûì n×n-ìàòðè÷íûì ñóïåðïîëåì X =

(X b
a), a, b = 1, . . . , n, ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóï�

ïû U(n) è ïîä÷èíåíû êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíûì ñâÿçÿì

D++X = 0, D+D−X = 0, (D+D̄− + D̄+D−)X = 0 . (2.203)
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Âòîðîé ÷ëåí â (2.202) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì Âåññà-Çóìèíî (ÂÇ), îïèñûâà�

þùèì n êîììóòèðóþùèõ àíàëèòè÷åñêèõ ñóïåðïîëåé Z+
a , êîòîðûå ïðèíàäëå�

æàò ôóíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû U(n), îïèñûâàþò N=4 ìóëü�

òèïëåòû (4,4,0) âíå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè è óäîâëåòâîðÿþò ñâÿçÿì

D++Z+ = 0, D+Z+ = 0 , D̄+Z+ = 0 . (2.204)

Ñâÿçè (2.203), (2.204) ñîäåðæàò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ D++ = D++ +

i V ++, ãäå U(n)-êàëèáðîâî÷íàÿ ìàòðè÷íàÿ ñâÿçíîñòü V ++(ζ, u) ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêèì ñóïåðïîëåì. Êàëèáðîâî÷íûå ñâÿçíîñòè, ïðèñóòñòâóþùèå â

ñïèíîðíûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ â (2.203), ÿâíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

V ++(ζ, u) [72]. Ïàðàìåòðû êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû U(n) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè�

÷åñêèìè, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò D+ = D+ , D̄+ = D̄+. Îòìåòèì, ÷òî ïî�

ñêîëüêó X ïðèíàäëåæèò ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû U(n), òî

D++X = D++X + i [V ++,X ], è ò.ï.

Òðåòèé ÷ëåí â (2.202) ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì Ôàéå-Èëèîïîóëîñà (ÔÈ) äëÿ

V ++, ãäå âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà c � åãî íàïðÿæåííîñòü. Òîëüêî ñëåäîâàÿ

÷àñòü ìàòðè÷íîãî ñóïåðïîëÿ V ++ (ò. å., U(1)-ñâÿçíîñòü) äàåò âêëàä â ÷ëåí

ÔÈ. Ñóïåðïîëå V0(ζ, u) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì êàëèáðîâî÷�

íûì ïðåïîòåíöèàëîì äëÿ U(n)-ñèíãëåòíîãî (1,4,3) ñóïåðïîëÿ X0 ≡ tr (X ) è

ñâÿçàí ñ ïîñëåäíèì èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (1.249).

Äåéñòâèå (2.202) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé

ñèììåòðèè D(2, 1;α) (ñì. (2.178)). Îòìåòèì, ÷òî ýòà èíâàðèàíòíîñòü îáåñ�

ïå÷èâàåòñÿ ïðèñóòñòâèåì ñóïåðïîëåâîãî ìíîæèòåëÿ V0 âî âòîðîì ÷ëåíå äåé�

ñòâèÿ (2.202).

Ëîêàëüíûå U(n) ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñòàâëÿþùèå äåéñòâèå (2.202) èíâàðè�

àíòíûì, èìåþò âèä

X ′ = eiλX e−iλ, Z+′ = eiλZ+, V ++ ′ = eiλ V ++ e−iλ − i eiλ(D++e−iλ),

ãäå λba(ζ, u
±) ∈ u(n) ÿâëÿåòñÿ �ýðìèòîâûì� àíàëèòè÷åñêèì ìàòðè÷íûì ïàðà�

ìåòðîì, λ̃ = λ. Èñïîëüçóÿ ýòó êàëèáðîâî÷íóþ ñâîáîäó ìû ìîæåì âûáðàòü

êàëèáðîâêó ÂÇ

V ++ = 2i θ+θ̄+A(tA). (2.205)
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Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé α = −1/2 , ñîîòâåòñòâóþùèé ñâîáîäíîìó êîí�

ôîðìíî-èíâàðèàíòíîìó äåéñòâèþ äëÿ X â (2.202).

Ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòíûå ðàçëîæåíèÿ ñóïåðïîëåé â êàëèáðîâêå ÂÇ â

äåéñòâèå (2.202) è èñêëþ÷àÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ ñ ïîìîùüþ èõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå

S4 = Sb + Sf , (2.206)

Sb =

∫
dt
[
tr (∇X∇X + cA) + n

8 (Z̄
(iZk))(Z̄iZk) (2.207)

+ i
2 X0

(
Z̄k∇Zk −∇Z̄k Zk

) ]
,

Sf = i tr

∫
dt
(
Ψ̄k∇Ψk −∇Ψ̄kΨ

k
)
−
∫
dt

Ψ
(i
0 Ψ̄

k)
0 (Z̄iZk)

X0
, (2.208)

ãäå X0 := tr(X), Ψi
0 := tr(Ψi), Ψ̄i

0 := tr(Ψ̄i). Ðàññìîòðèì áîçîííûé ïðåäåë â

S4, òî åñòü äåéñòâèå (2.207).

Íàëîæèì êàëèáðîâêó Xb
a = 0, a ̸= b äëÿ îñòàòî÷íîé êàëèáðîâî÷íîé

èíâàðèàíòíîñòè X ′ = eiλX e−iλ, Z ′k = eiλZk, A ′ = eiλAe−iλ − i eiλ(∂te−iλ),
ãäå λba(t) ∈ u(n) � d=1 êàëèáðîâî÷íûå ïàðàìåòðû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî è ïîñëå

èñêëþ÷åíèÿ ïîëåéAb
a, a ̸= b ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, äåéñòâèå (2.207)

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä (âìåñòî Zi
a ìû ââîäèì íîâûå ïîëÿ Z ′ia = (X0)

1/2 Z i
a

è îïóñêàåì ÷åðòó â îáîçíà÷åíèÿõ ýòèõ ïîëåé),

Sb =

∫
dt

{∑
a

ẋaẋa +
i
2

∑
a

(Z̄a
k Ż

k
a − ˙̄Za

kZ
k
a ) +

∑
a̸=b

tr(SaSb)

4(xa − xb)2
− nTr(ŜŜ)

2(X0)2

}
,

(2.209)

ãäå ïîëÿ Zk
a ïîä÷èíÿþòñÿ ñâÿçÿì (çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî a)

Z̄a
i Z

i
a = c ∀ a , (2.210)

è îáëàäàþò îñòàòî÷íîé àáåëåâîé êàëèáðîâî÷íîé [U(1)]n ñèììåòðèåé, Zk
a →

eiφaZk
a , ñ ëîêàëüíûìè ïàðàìåòðàìè φa(t). Â (2.209) ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþ�

ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

(Sa)i
j := Z̄a

i Z
j
a, (Ŝ)i

j :=
∑
a

[
(Sa)i

j − 1
2δ
j
i (Sa)k

k
]
. (2.211)

Îòìåòèì, ÷òî íåòðèâèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè c ̸= 0:

ïðè c = 0 ñâÿçü (2.210) ïîäðàçóìåâàåò Z i
a = 0. Êðîìå òîãî, â N=4 ñëó÷àå íå
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âñå áîçîííûå ïåðåìåííûå Zi
a èñêëþ÷àþòñÿ ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè è ðåøåíè�

åì ñâÿçåé: âûæèâàåò íåíóëåâîé ÂÇ ÷ëåí äëÿ íèõ â äåéñòâèè (2.209). Ïîñëå

êâàíòîâàíèÿ ýòè ïåðåìåííûå ñòàíîâÿòñÿ U(2)-ñïèíîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

×ëåí ÂÇ äëÿ Z â (2.209) ïðèâîäèò ê ñêîáêàì Äèðàêà

[Z̄a
i , Z

j
b ]D = iδab δ

j
i , (2.212)

â îòíîøåíèè êîòîðûõ âåëè÷èíû (2.211) äëÿ êàæäîãî a îáðàçóþò su(2) àëãåá�

ðû

[(Sa)i
j, (Sb)k

l]
D
= iδab

{
δli(Sa)k

j − δjk(Sa)i
l
}
. (2.213)

Âåëè÷èíû (Ŝ)i
j, îïðåäåëåííûå â (2.211), ÿâëÿþòñÿ íåòåðîâñêèìè çàðÿäàìè

äëÿ SU(2)-ñèììåòðèè ñèñòåìû (2.209), ïîýòîìó ÷èñëèòåëü â ÷ëåíå ñ (X0)
−2

â (2.209) ïîñòîÿíåí íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ äëÿ Zi
a, Z̄

a
i . Òàêèì îáðàçîì, â

ïðîòèâîïîëîæíîñòü N=1, 2 ñëó÷àÿì, N=4 êàëèáðîâî÷íîå ìíîãî÷àñòè÷íîå

äåéñòâèå ñîäåðæèò êîíôîðìíûé ïîòåíöèàë òàêæå â ñåêòîðå öåíòðà ìàññ (ïî�

äîáíî êàê â [223, 61, 62]). Ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîãî êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà

(ïîñëåäíèé ÷ëåí â (2.209)), áîçîííûé ïðåäåë ïîñòðîåííîé N=4 ñèñòåìû ÿâ�

ëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê èíòåãðèðóåìîé U(2)-ñïèíîâîé ìîäåëüþ Êàëîäæåðî

â ôîðìóëèðîâêå [227].

Îòìåòèì, ÷òî â [154] áûëà ïîñòðîåíà ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ñèñòåìà ñ SU(2|1)
äåôîðìèðîâàííîé ñóïåðñèììåòðèåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññìîòðåííîãî çäåñü

êàëèáðîâàíèÿ ìàòðè÷íîé N=4, d=1 ñóïåðïîëåâîé ñèñòåìû, ñ ââåäåíèåì äî�

ïîëíèòåëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

2.4. Ìîäåëè ñ êîíôîðìíîé ãðóïïîé Ãàëèëåÿ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èìååò ìåñòî âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ê ïðèìåíåíèþ

èçâåñòíîãî AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ [39, 40, 41] ê íåðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðì�

íîé ïîëåâîé òåîðèè [228, 229] (ñìîòðèòå òàêæå [230] è ññûëêè òàì). Â ðàì�

êàõ AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò (ñóïåð)êîíôîðìíàÿ êâàí�

òîâàÿ ìåõàíèêà êàê ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìíîãîìåðíîé (ñóïåð)êîíôîðìíîé

òåîðèè ïîëÿ. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ AdS/CFT ñîîòâåòñòâèÿ íà íåðåëÿòèâèñòñêèé

ñëó÷àé æåëàòåëüíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå íåðåëÿòèâèñòñêèå âåðñèè (ñó�

ïåð)êîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Èçó÷åíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áî�
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ëåå ãëóáîêîå ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ àñïåêòîâ íåðåëÿòè�

âèñòñêîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèè è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè àíàëèçå

ñîîòâåòñòâóþùèõ (ñóïåð)ñòðóííûõ è ïîëåâûõ òåîðèé.

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ ìîäå�

ëåé ÷àñòèö, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ, ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé [231, 232]. Êàê ìû îáñóæäàëè ðàíåå,

êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà ÀÔÔ [42], êàê è åå ñóïåðñèììåòðè÷íûå ðàñøèðåíèÿ

[45, 46, 47], ìîæåò áûòü îïèñàíà â ðàìêàõ íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé D=0+1

êîíôîðìíîé ãðóïïû SL(2,R)∼SO(1,2) [211] è åå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ðàñøè�

ðåíèé [47, 50] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèçìà îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà [212].

Çäåñü ìû ïðèìåíÿåì ôîðìàëèçì îäèí-ôîðì Ìàóðåðà-Êàðòàíà (MÊ) äëÿ îïè�

ñàíèÿ íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ãàëèëååâñêîé êîíôîðìíîé (ÃÊ) ãðóïïû è ïî�

ñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ äàííîé ñèììåòðèåé. ÃÊ ãðóïïà

ðàñøèðÿåò îäíîìåðíóþ êîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ ÀÔÔ [42] äî êîíôîðìíîé

ñèììåòðèè D= d+1-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ d ≥ 1 ïðîñòðàíñòâåííû�

ìè èçìåðåíèÿìè. Â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò [209], íàçâàíèå

íåðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèè îòíîñèëîñü ê ñèììåòðèè Øðåäèí�

ãåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïèñûâàþ�

ùåãî íåðåëÿòèâèñòñêóþ ìàññèâíóþ ÷àñòèöó. Îäíàêî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåá�

ðà Øðåäèíãåðà íå òðåáóþò çàíóëåíèÿ ìàññîâûõ ïàðàìåòðîâ è íå ñîäåðæèò

íåðåëÿòèâèñòñêîãî àíàëîãà êîíôîðìíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ óñêîðåíèé. Êîí�

ôîðìíàÿ àëãåáðà Ãàëèëåÿ (ÊÀÃ) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåäüíûì êàíäè�

äàòîì íà ðîëü íåðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèè, òàê êàê îíà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà êîíòðàêöèåé (d+2)(d+3)
2 -ìåðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðìíîé

àëãåáðû o(d+ 1, 2) ïðè ñîõðàíåíèè ÷èñëà ãåíåðàòîðîâ [64, 65, 66].

ÊÀÃ â d ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèÿõ èìååò ñòðóêòóðó ïîëóïðÿìîé

ñóììû

C(d) =
(
o(2, 1)⊕ o(d)

)
nA(3d) , (d ≥ 2) , (2.214)

è C(1) = o(2, 1) n A(3), C(0) = o(2, 1). Çäåñü, o(2, 1) îïèñûâàåò îïèñûâàåò êîí�

ôîðìíûå ñèììåòðèè íà ìèðîâîé ëèíèè [42, 211], o(d) ãåíåðèðóåò ïðîñòðàí�

ñòâåííûå âðàùåíèÿ è A(3d) ïðåäñòàâëÿåò 3d-ìåðíóþ àáåëåâó ïîäàëãåáðó ïðî�

ñòðàíñòâåííûõ òðàíñëÿöèé, ãàëèëååâñêèõ áóñòîâ è íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïîñòî�

ÿííûõ óñêîðåíèé.
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2.4.1. Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ãàëèëåÿ è îäèí-ôîðìû ÌÊ

Êîíôîðìíàÿ àëãåáðà Ãàëèëåÿ (ÊÀÃ) C(d) â D= d+1, îïðåäåëåííàÿ â

(2.214), ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê àëãåáðå C(0) = o(2, 1) (2.1) àëãåáðû Ëè

ïðîñòðàíñòâåííûõ âðàùåíèé o(d), êîììóòèðóþùåé ñ C(0),

[Jab, Jcd] = i (δac Jbd − δad Jbc + δbd Jac − δbcJad) , (2.215)

[Jab, H] = [Jab, D] = [Jab, K] = 0 , (2.216)

à òàêæå 3d-ìåðíîé àáåëåâîé ïîäàëãåáðû A(3d), îáðàçîâàííîé ãåíåðàòîðàìè

Pa, Ba è Fa ñî ñëåäóþùèìè êîììóòàòîðàìè

[H,Pa] = 0 , [H,Fa] = 2iBa , [H,Ba] = iPa ,

[K,Pa] = −2iBa , [K,Fa] = 0 , [K,Ba] = −iFa ,
[D,Pa] = −iPa , [D,Fa] = iFa , [D,Ba] = 0 ,

(2.217)

[Jab,Ar,c] = i (δacAr,b − δbcAr,a) , (2.218)

[Ar,a,Aq,b] = 0 , (2.219)

ãäå A1,a = Pa, A2,a = Ba, A3,a = Fa è â ýòîì ðàçäåëå r = 0, 1, 2, a = 1, . . . , d.

Îïåðàòîðû Ba ãåíåðèðóþò ãàëèëååâñêèå áóñòû, òîãäà êàê Fa ïðîèçâîäÿò ïî�

ñòîÿííûå íåðåëÿòèâèñòñêèå óñêîðåíèÿ è èõ ïðèñóòñòâèå ïîäðàçóìåâàåò îò�

ñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ ïðè d > 2. Ïðè

d = 2 ìîæíî äîáàâèòü öåíòðàëüíûé çàðÿä áåç íàðóøåíèÿ òîæäåñòâ ßêîáè

ïîëíîé ÃÊ àëãåáðû C(2) , ÷òî áóäåò èñïîëüçîâàíî íèæå.
Îñöèëëÿòîðíàÿ òâèñòîðîïîäîáíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÃÊÀ äëÿ îáû÷íîãî ïðî�

ñòðàíñòâà-âðåìåíè (d=3) áûëà ïîëó÷åíà â [149]. Ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè ñïåêòð

ãàìèëüòîíèàíà èíäåôèíèòåí, ÷òî ïðåäïîëàãàåò àëüòåðíàòèâíîå ðàññìîòðåíèå

ñèñòåì ñ ÃÊ ñèììåòðèÿìè ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ïîäõîäîâ. Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò

ïîñòðîåíû ÃÊ ìîäåëè ìåòîäîì íåëèíåéûõ ðåàëèçàöèé.

Êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ÃÊ ñèììåòðèåé

áóäóò îïðåäåëåíû íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå K(d) = C(d)/H, H = SO(d), ñî

ñëåäóþùåé ïàðàìåòðèçàöèåé

K(d) = G0 e
ixaPa eifaFa eivaBa , (2.220)



165

ãäå C(0) = G0 îïðåäåëåíà â (2.14). Ëåâî-êîâàðèàíòíûå îäèí-ôîðìû ÌÊ, îïðå�

äåëåííûå ïîñðåäñòâîì

K(d)−1dK(d) = i
(
ωHH + ωKK + ωDD + ωP, aPa + ωF, aFa + ωB, aBa

)
, (2.221)

èìåþò âèä

ωP, a = dxa + xa ωD − va ωH , (2.222)

ωF, a = dfa − fa ωD + va ωK , (2.223)

ωB, a = dva + 2 xa ωK − 2 fa ωH , (2.224)

òîãäà êàê îñòàëüíûå ôîðìû ωH , ωK and ωD ñîâïàäàþò ñ ôîðìàìè (2.15).

Çàïèñûâàÿ (2.221) â âèäå

K(d)−1dK(d) = iωH

(
H +Dz K +DuD +Dxa Pa +Dfa Fa +DvaBa

)
(2.225)

ìû ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ìèðîâîé ëèíèè E

ωH = dtE , E = e−u , (2.226)

è âðåìåííûå êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

Dz = e2u
(
ż + z2

)
, Du = eu (u̇− 2z) ,

Dxa = euẋa + xaDu− va ,
Dfa = euḟa − faDu+ vaDz ,
Dva = euv̇a + 2 xaDz − 2 fa .

(2.227)

Ôîðìû (2.15) è (2.222)-(2.224) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî èíôèíèòåçèìàëü�

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðîâ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà

δt = a+ bt2 + ct ≡ α(t) , δz = b(1− 2tz)− cz , δu = 2bt+ c ,

δxa = e−u
[
aa + t2ba + tca

]
,

δfa = eu
[
z2aa + (1− tz)2ba − z(1− tz)ca

]
,

δva = −2zaa + 2t(1− tz)ba + (1− 2tz)ca .

(2.228)

è êîâàðèíòíû ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ SO(d), êîòîðûå äåéñòâóþò êàê ñòàíäàðò�

íûå âðàùåíèÿ âåêòîðíîãî èíäåêñà a .
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Ïî àíàëîãèè ñ àëãåáðîé o(2, 1), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå áàçèñ â

àáåëåâîé ïîäàëãåáðå A(3d) ñ ãåíåðàòîðàìè

A±a = 1
2

(
γFa ± γ−1Pa

)
, Ba , (2.229)

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîòîðûõ

[R±, A±a ] = 0 , [R±, A∓a ] = ±iBa , [R±, Ba] = −iA∓a ,
[D,A±a ] = iA∓a , [D,Ba] = 0 .

(2.230)

ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäèí-ôîðì ÌÊ

ω±A, a = γ−1ωF, a ± γωP, a , ωB, a (2.231)

èìåþò âèä

ω±A, a = dX ±a −X ∓a ωD + va ω
∓
R , ωB, a = dva + X +

a ω
−
R −X

−
a ω

+
R , (2.232)

ãäå ââåäåíû íîâûå ãðóïïîâûå ïåðåìåííûå

X ±a = ± γ xa + γ−1fa , (2.233)

êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ðàâíû

DX ±a = euẊ ±a −X ∓a Du− γ−1va
(
Dz ∓ γ2

)
,

Dva = euv̇a − γ−1X −a
(
Dz + γ2

)
+ γ−1X +

a

(
Dz − γ2

)
.

(2.234)

Â ñëó÷àåD=2+1 â ÃÊ àëãåáðó ìîæíî äîïîëíèòü öåíòðàëüíûì çàðÿäîì

Θ, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â ñëåäóþùèõ êîììóòàòîðàõ (i=1, 2)

[Ba, Bb] = i ϵabΘ , [Pa, Fb] = −2i ϵabΘ . (2.235)

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà K̃(2) = C̃(2)/SO(2), ãäå C̃(2) ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíî-ðàñøèðåííîé ÃÊ ãðóïïîé äëÿ d=2, ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå

K̃(2) = G0 e
ixaPa eifaFa eivaBa eiϕΘ . (2.236)

Êîâàðèàíòíûå îäèí-ôîðìû ÌÊ, îïðåäåëÿåìûå ïîñðåäñòâîì

K̃(2)−1dK̃(2) = i
(
ωHH+ωKK+ωDD+ωP, aPa+ωF, aFa+ωB, aBa+ωΘΘ

)
, (2.237)

äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (2.15), (2.222)-(2.224) è

ωΘ = dϕ− 2ϵabfa ωP, b +
1
2 ϵab va ωB, b + ϵab va (fb ωH + xb ωK) . (2.238)

Îäèí-ôîðìà ωΘ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íèæå ïðè ïîñòðîåíèè íîâîãî ÃÊ-èíâà�

ðèàíòíîãî äåéñòâèÿ.
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2.4.2. Îáðàòíûé ýôôåêò Õèããñà è ïîëåâûå óðàâíåíèÿ

Ïîëó÷èì ñíà÷àëà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñèñòåìàõ, èíâàðèàíòíûõ îò�

íîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ. Âûáîð íåçàâèñèìûõ äèíàìè÷å�

ñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ôàêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà. Äèíàìè÷å�

ñêèå óðàâíåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ òàêæå êàê ñâÿçè, íàêëàäûâàåìûå íà îäèí�

ôîðìû ÌÊ.

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîé êîíôîðìíîé ìå�

õàíèêè, òî èìåþò ìåñòî ñâÿçè (2.17), êîòîðûå â òåðìèíàõ êîâàðèàíòíûõ ïðî�

èçâîäíûõ ïðèíèìàþò âèä

(a) Du = 0 , (b) Dz = γ2 . (2.239)

Òîãäà îñòàëüíûå îäèí-ôîðìû ÌÊ (2.232) äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

ω+
A, a = dX +

a , (2.240)

ω−A, a = dX −a + va ω
+
R = dX −a + 2γ va ωH , (2.241)

ωB, a = dva −X −a ω+
R = dva − 2γ X −a ωH . (2.242)

Ìû èñïîëüçóåì �êîíôîðìíûé� áàçèñ (2.230), (2.231), â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ

X +
a îòùåïëÿåòñÿ îò äðóãèõ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ X −a , va è îíà ïðèñóòñòâó�

åò òîëüêî â ôîðìå ω+
A, a .

Ïîìèìî (2.17), ìû íàêëàäûâàåì òàêæå äîïîëíèòåëüíûå ñâÿçè

(a) ωB, a = 0 , (b) ω−A, a = 0 , (2.243)

êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì

(a) ρ2v̇a − 2γX −a = 0 , (b) ρ2Ẋ −a + 2γva = 0 , (2.244)

ãäå ρ = eu/2. Èñêëþ÷àÿ va ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà

(2.244 b), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

ρ2
d

dt

(
ρ2Ẋ −a

)
+ 4γ2X −a = 0 (2.245)

äëÿ ïåðåìåííûõ X −a (t).
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ X +
a îïðåäåëÿþòñÿ ñâÿçÿìè íà ôîðìû ω+

A, a.

Íàïðèìåð, äîïóñòèìûå ÃÊ-êîâàðèàíòíûå ñâÿçè ω+
A, a = 0, ïðèâîäÿò ê ïîñòî�

ÿííîìó âåêòîðó X +
a . Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ äëÿ X +
a èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ïî âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé. Óðàâ�

íåíèÿ òàêîãî òèïà
d

dt

(
ρ2Ẋ +

a

)
= 0 (2.246)

êîâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ÃÊ ïðåîáðàçîâàíèé (2.228): âàðèàöèè óðàâíåíèé

(2.246) ïðîïîðöèîíàëüíû óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ äèëàòîíà (2.9) ÃÊ-êîâàðè�

àíòíîñòü óðàâíåíèé (2.244), (2.245) è (2.246) ñòàíîâèòñÿ ÿâíîé ïîñëå çàïèñè

èõ â òåðìèíàõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (2.234). Ñ òî÷íîñòüþ äî óðàâíåíèé

(2.239), óðàâíåíèÿ (2.244) ïðèíèìàþò âèä

(a) Dva = 0 , (b) DX −a = 0 , (2.247)

òîãäà êàê (2.245) è (2.246) �

(a) DDX −a − 2γDva = 0 , (b) DDX +
a = 0 . (2.248)

Òàêèì îáðàçîì, ðàñøèðåííàÿ êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷å�

ñêèìè ïåðåìåííûìè ρ è X ±a . Ïåðåìåííàÿ ρ çäåñü ïî-ïðåæíåìó ïîä÷èíÿåòñÿ

óðàâíåíèþ (2.9), íî ïðè ýòîì îíà ñâÿçàíà ñ ïåðåìåííûìè ôàêòîð-ïðîñòðàí�

ñòâà X ±a ÷åðåç óðàâíåíèÿ (2.245) è (2.246).

Ñóùåñòâóåò èíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè�

òåëüíî ÃÊ ñèììåòðèè, íî ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû: âìåñòî

ïîëíîãî âåêòîðà X −a ïðèñóòñòâóåò òîëüêî åãî êîâàðèàíòíàÿ ïðîåêöèÿ

X ≡ X −a DX +
a . (2.249)

Ó÷èòûâàÿ (2.239), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî X= ρ2X −a Ẋ +
a . Óðàâíåíèÿ (2.245) äàþò

äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ X:

ρ2
d

dt

(
ρ2Ẋ

)
+ 4γ2X = 0 . (2.250)

Äåéñòâèå òàêîé ñèñòåìû ñ äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ρ, X +
a è X áóäåò

ïðåäñòàâëåíî íèæå. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.250) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé óðàâ�

íåíèé (2.248a) íà êîâàðèàíòíî-ïîñòîÿííûé âåêòîð DX +
a (ñìîòðèòå (2.248b)).
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Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (2.239), óðàâíåíèå (2.250) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ýêâèâà�

ëåíòíî â ÿâíî êîâàðèàíòíîì âèäå

DDX − 2γDV = 0 , (2.251)

ãäå V ≡ vaDX +
a , DV = DvaDX +

a è DX = DX −aDX +
a .

2.4.3. Ëàãðàíæèàíû ÃÊ-èíâàðèàíòíûõ ìîäåëåé

Áèëèíåéíûå äåéñòâèÿ â êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îáùèé êëàññ äåéñòâèé äëÿ ÃÊ-ðàñøèðåíèé ìå�

õàíèêè ÀÔÔ

S1 =

∫
dtE mpqDY p

a DY q
a , (2.252)

ãäå Y p
a = (xa, va, fa) è mpq ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé. ßâíàÿ ÃÊ-èíâà�

ðèàíòíîñòü ýòîãî äåéñòâèÿ î÷åâèäíà. Îòìåòèì, ÷òî ñëåäóÿ ïðåäëîæåíèþ

Ä.Â. Âîëêîâà [232], ýòî äåéñòâèå ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ïåðåïèñàòü â ãåîìåò�

ðè÷åñêîì âèäå

∫
mpqω

p
aω

q
a

ωH
, ãäå ωpa ÿâëÿþòñÿ îäèí-ôîðìàìè ÌÊ, ñîîòâåòñòâó�

þùèå ïåðåìåííûì Y p
a .

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ñëó÷àé

S1 =

∫
dt L1 =

1
2

∫
dtEDX +

a DX +
a , (2.253)

ãäå DX +
a = eu

[
Ẋ +
a − X −a (u̇− 2z) + γ−1va

(
eu
(
ż + z2

)
− γ2e−u

)]
, E = e−u.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäåëü ñ äåéñòâèåì (2.253) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìóþ âåëè÷èíàìè ρ, X +
a è X ñ óðàâíåíèÿìè

äâèæåíèÿ (2.9), (2.246) è (2.250). Èñêëþ÷àÿ â (2.253) âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðå�

ìåííóþ z ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ââîäÿ íîâóþ

ïåðåìåííóþ ρ = eu/2 , ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíûé ëàãðàíæèàí

L1 =
1
2 ρ

2
[
Ẋ +
a + γ−1va

(
ρρ̈− γ2ρ−2

)]2
. (2.254)

Â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëèðîâêå ñèñòåìà (2.253) îïèñûâàåòñÿ ïåðâè÷íû�

ìè ñâÿçÿìè

Pva ≈ 0 , P−a ≈ 0 , (2.255)

Fu ≡ pu + X−a P+
a ≈ 0 , Fz ≡ pz − γ−1euvaP+

a ≈ 0 , (2.256)
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ãäå êàíîíè÷åñêèå ïàðû ñóòü

{X±a ,P±b }P = δab , {va,Pvb}P = δab , {z, pz}P = 1 , {u, pu}P = 1 . (2.257)

Êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ðàâåí

H1 =
1
2 e
−uP+

a P+
a −

[
2zX−a + γ−1va

(
euz2 − γ2e−u

)]
P+
a .

Íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé (2.255)-(2.256)

{Fu,P−a }P = P+
a , {Fz,Pva}P = −γ−1euP+

a , {Fu,Fz}P = γ−1euvaP+
a

ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâÿçè (2.255)-(2.256) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñìåñü ñâÿçåé ïåðâî�

ãî è âòîðîãî ðîäà: ñâÿçè Fu ≈ 0, Fz ≈ 0, PvaP+
a ≈ 0, P−a P+

a ≈ 0 âòîðîãî ðîäà,

à ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçåé Pva ≈ 0 è P−a ≈ 0, îðòî�

ãîíàëüíûå ê P+
a . Èñïîëüçóÿ ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà, ìû èñêëþ÷àåì êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ va, Pva, X−a è P−a , îðòîãîíàëüíûå ê P+
a . Îñòàâøèìèñÿ ïîñëå ýòîãî

ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ X̃+
a , P+

a , u, pu, z, pz è ïðîåêöèè âåêòîðîâ

va, Pva, X−a , P−a :

V ≡ vaP+
a , PV ; X ≡ X−a P+

a , PX . (2.258)

Âàæíî, ÷òî ñêîáêè Äèðàêà äëÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò ñ èõ êàíî�

íè÷åñêèìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà. Îñòàâøèåñÿ ñâÿçè âòîðîãî ðîäà ïðèíèìàþò

âèä

PV ≈ 0 , PX ≈ 0 , Fu ≡ pu +X ≈ 0 , Fz ≡ pz − γ−1euV ≈ 0 . (2.259)

Ââîäÿ ñêîáêè Äèðàêà äëÿ íèõ è èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííûå pu, pz, PV è PX , ìû

îñòàåìñÿ ñ ïåðåìåííûìè u, z, V è X, íåíóëåâûå ñêîáêè Äèðàêà êîòîðûõ

{u,X}
D
= −1, {z, V }

D
= γe−u, {V,X}

D
= V, {X+

a ,P+
b }D = δab. (2.260)

Ãàìèëüòîíèàí ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä

H1 =
1
2 e
−uP+

a P+
a − 2zX − γ−1

(
euz2 − γ2e−u

)
V . (2.261)

Âûðàæåíèÿ (2.260), (2.261) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ìîäåëè (2.253).
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Â ïåðåìåííûõ

ρ ≡ eu/2 , pρ ≡ −2e−u/2X, y ≡ −2euV , py ≡ γ−1z, (2.262)

êîòîðûå îáðàçóþò äâå êàíîíè÷åñêèå ïàðû, {ρ, pρ}D = 1, {y, py}D = 1, (äðóãèå

ñêîáêè Äèðàêà ðàâíû íóëþ), ãàìèëüòîíèàí (2.261) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó

âèäó

H1 =
1
2 ρ
−2P+

a P+
a + γ (ρpρ + ypy) py − γρ−4y . (2.263)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìàëèçìå ïåðâîãî ïîðÿäêà äåéñòâèå ñèñòåìû èìååò âèä

S1 =

∫
dt
[
P+
i Ẋ+

i + pρρ̇+ pyẏ − 1
2 ρ
−2P+

a P+
a − γ (ρpρ + ypy) py + γρ−4y

]
.

Èñêëþ÷àÿ èìïóëüñû P+
a , pρ and py ïîñðåäñòâîì èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìû

ïîëó÷àåì

S1 =

∫
dt

[
1

2
ρ2Ẋ+

a Ẋ+
a +

1

γρ

(
ẏρ̇− y

ρ
ρ̇ρ̇

)
+
γy

ρ4

]
. (2.264)

Ýòî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äåéñòâèÿ êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêè (2.8), íî

ïîìèìî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèè

SO(2, 1), äåéñòâóþùåé íà ρ è y, ìîäåëü (2.264) èíâàðèàíòíà òàêæå îòíîñè�

òåëüíî ïîëíîé ÃÊ ñèììåòðèè.

Äåéñòâèÿ ñ êâàäðàòíûì êîðíåì

Âòîðîé ñïîñîá ââåäåíèÿ äèíàìèêè â ñåêòîð âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ ôàê�

òîð-ïðîñòðàíñòâà îáåñïå÷èâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì â âèäå êâàäðàòíîãî êîðíÿ îò

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ îäèí-ôîðì, ïîäîáíî ìîäåëè ñâîáîäíîé ðåëÿòèâèñò�

ñêîé ÷àñòèöû. Ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå èìååò âèä

S2 = m

∫ √
ω+
A, aω

+
A, a , (2.265)

ãäå m � êîíñòàíòà. Îòìåòèì, ÷òî äåéñòâèå (2.265) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

áîëåå îáùåãî äåéñòâèÿ

S2 = m

∫ √
mpq ω

p
aω

q
a , (2.266)

ãäå ωai åñòü âåêòîðíûå îäèí-ôîðìû ÌÊ.

Ìîäåëü (2.265) ïîäîáíà ìîäåëè (2.253), íî äèíàìèêà â ñåêòîðå âåêòîðíîé

ïåðåìåííîé X +
a òåïåðü äðóãàÿ. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè (2.253), âåëè÷èíû P+

a =
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mDX +
a

(
DX +

b DX
+
b

)−1/2
, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè èìïóëüñàìè äëÿ

X +
a â ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå, ïîä÷èíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçè

M≡ P+
a P+

a −m2 = 0 . (2.267)

Ñâÿçü (2.267) îçíà÷àåò, ÷òî èìïóëüñíûé âåêòîð P+
a ïàðàìåòðèçóåò ñôåðó S d−1

è ïîñòîÿííàÿ m èãðàåò ðîëü åå ðàäèóñà. Ïîñëå ôèêñàöèè êàëèáðîâêè äëÿ

ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà, ïðåäñòàâëåííûõ â (2.255), (2.256), èñêëþ÷åíèÿ âñïîìî�

ãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ (2.262), êîòîðûå ÿâëÿ�

þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Äèðàêà, ìû íàõîäèì, ÷òî ìîäåëü

(2.265) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì (ñðàâíèòå ñ (2.263)):

H2 = λ
(
P+
a P+

a −m2
)
+ γ (ρpρ + ypy) py − γρ−4y . (2.268)

Çäåñü, ïåðâûé ÷ëåí îòðàæàåò ïðèñóòñòâèå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà (2.267), ãäå λ(t)

ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ïîçâîëèëî

ïîñòðîèòü äåéñòâèÿ (2.253) è (2.265), èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ÃÊ ñèììåò�

ðèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå âåêòîðíûå ïåðåìåííûå X+
a è P+

a ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíîé ÷åðòîé íîâûõ ÃÊ-èíâàðèàíòíûõ ìîäåëåé, èã�

ðàþò ðîëü íåêîòîðûõ �óãëîâûõ� ïåðåìåííûõ â ìíîãîìåðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ

ìîäåëÿõ ñ SO(2, 1)-èíâàðèàíòíîñòüþ, ãäå ñòàíäàðòíàÿ êîíôîðìíàÿ ìåõàíèêà

îïèñûâàåò ðàäèàëüíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû.

�Ýêçîòè÷åñêèé� D=2+1 ñëó÷àé

Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèñóòñòâèå îäèí-ôîðìû (2.238), ñâÿçàííîé ñ öåíòðàëü�

íûì çàðÿäîì, ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ÃÊ ìåõàíèêó, îïðåäåëÿåìóþ äåéñòâèåì

S̃ = S̃conf + S̃θ = −γ
∫
ω+
R + θ

∫
ωΘ . (2.269)

Ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ñåêòîð ñòàíäàðòíîé êîíôîðìíîé ìåõàíèêè [42, 211],

òîãäà êàê ñåêòîð âåêòîðíûõ ïîëåé ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåí ÷ëåíîì

Âåññà-Çóìèíî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ôîðìóëèðîâêè ìû èñïîëüçóåì óñëîâèÿ îá�

ðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà

ωP, a = 0 , ωB, a = 0 (2.270)
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â äåéñòâèè (2.269). Ïîäñòàâëÿÿ â äåéñòâèå (2.269) âûðàæåíèÿ

va = eu [ẋa + (u̇− 2z)xa] , fa = eu
[
1
2 v̇a + eu(ż + z2)xa

]
, (2.271)

êîòîðûå ñëåäóþò èç îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà (2.270), à òàêæå âûðàæåíèÿ

äëÿ îäèí-ôîðì (2.15), ìû ïîëó÷àåì

ωΘ =

[
1
2 ϵabẏaÿb +

d

dt
(ϕ− zϵabyaẏb)

]
dt . (2.272)

Èñêëþ÷åíèå ïîëÿ z ñ ïîìîùüþ åãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äàåò

äåéñòâèå

S̃ =

∫
dt

(
ρ̇2 − γ2

ρ2
+
θ

2
ϵabẏaÿb

)
, (2.273)

ãäå ya ≡ euxa . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ðàñùåïëåííóþ ïàðó ÃÊ-èíâàðè�

àíòíûõ D=2+1 ìîäåëåé. Îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíîé ìåõàíèêîé ÀÔÔ

ñ äåéñòâèåì (2.8), òîãäà êàê äðóãàÿ îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì Âåññà-Çóìèíî.

2.5. Cóïåðêîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ Ãàëèëåÿ

Ðåëÿòèâèñòñêîå AdS/CFT ñîîòâåòñòâèå [39, 40, 41] èìååò ñâîå ëó÷øåå

îáîñíîâàíèå â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèÿõ (íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâèå D=5

ñóïåðãðàâèòàöèè è N =4 D=4 òåîðèè ñóïåð-ßíã-Ìèëëñà). Ïîýòîìó ÿâëÿåò�

ñÿ àêòóàëüíûì èçó÷åíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè äëÿ

áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðìíîé òåîðèè. Â ýòîì

ðàçäåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèÿìè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé

êîíôîðìíûõ àëãåáð Ãàëèëåÿ. Ñóïåðàëãåáðû ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè Ãà�

ëèëåÿ áûëè ïîñòðîåíû â [233, 234] èç ðåëÿòèâèñòñêèõ êîíôîðìíûõ ñóïåðàë�

ãåáð ìåòîäàìè êîíòðàêöèè. Çäåñü ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ñóïåðêîíôîðìíûõ àë�

ãåáð Ãàëèëåÿ (ÑÓÑÈ ÊÀÃ) ñ ñóïåðàëãåáðàìè, îïèñûâàþùèìè ìîäåëè ðàñøè�

ðåííîé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóïåðñèììåòðèçàöèÿ

àáåëåâîãî ñåêòîðà òðàíñëÿöèé, ãàëèëååâñêèõ áóñòîâ è ïîñòîÿííûõ óñêîðåíèé

òðåáóåò äîáàâëåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ñåêòîðà ãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ ôåðìè�

îííûõ ñóïåðçàðÿäîâ è, âîçìîæíî, äîïîëíèòåëüíûõ áîçîííûõ àáåëåâûõ çàðÿ�

äîâ.
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Ìû áóäåì ñòðîèòü ñóïåðêîíôîðìíûå àëãåáðû Ãàëèëåÿ ñ ïîìîùüþ ðàñ�

øèðåíèÿ ïðîñòûõ ñòàíäàðòíûõ ñóïåðàëãåáð ïîñðåäñòâîì áîçîííûõ è ôåð�

ìèîííûõ ãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâûõ çàðÿäîâ. Êîíå÷íî, ñóïåðêîíôîðìíàÿ àë�

ãåáðà Ãàëèëåÿ äîëæíà ñîäåðæàòü êàê ïîäàëãåáðó êîíôîðìíóþ àëãåáðó Ãà�

ëèëåÿ (2.214), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ïîëóïðÿìîé ñóììîé C(d) =(
o(2, 1) ⊕ o(d)

)
n A(3d) ñ âåùåñòâåííûìè ãåíåðàòîðàìè Tr (r = 0, 1, 2),

Jab = −Jba (a, b = 1, ..., d), Ar,a = (Pa, Ba, Fa), óäîâëåòâîðÿþùèå êîììóòà�

öèîííûì ñîîòíîøåíèÿì (2.3), (2.215)-(2.219) (ñîîòíîøåíèÿ (2.217) èìåþò âèä

[Tr, As,a] = i ϵrs
tAt,a).

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ñóïåðêîíôîðìíûõ àë�

ãåáð Ãàëèëåÿ. Âî-ïåðâûõ, ìû ââîäèì ïðîñòóþ ñóïåðàëãåáðó G
(d)
+ , êîòîðàÿ

ñîäåðæàò O(2, 1) ⊕ O(d) êàê áîçîííóþ ïîäàëãåáðó. Äàëåå ìû ðàñøèðÿåì ñó�

ïåðàëãåáðó G
(d)
+ ïîñðåäñòâîì ãðàäóèðîâàííîé àáåëåâîé ñóïåðàëãåáðû G

(d)
− =

(B(d)
− ,Q

(d)
− ),

[B(d)
− ,B

(d)
− ] = 0 , [B(d)

− ,Q
(d)
− ] = 0 , {Q(d)

− ,Q
(d)
− } = 0 , (2.274)

è ïîñòóëèðóåì, ÷òî ãåíåðàòîðû Ar,a ïðèíàäëåæàò ñóïåðàëãåáðå G
(d)
− (Ar,a ∈

B(d)
− ). Â íàøåé ÑÓÑÈ ÊÀÃ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì G(d),

ãðàäóèðîâàííûå àáåëåâû ãåíåðàòîðû ïîäàëãåáðû G
(d)
− = (B(d)

− ,Q
(d)
− ) óäîâëå�

òâîðÿþò (2.274) è

[G
(d)
+ , G

(d)
− } ⊂ G

(d)
− . (2.275)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÑÓÑÈ ÊÀÃ èìååò ñòðóêòóðó ïîëóïðÿìîé ñóììû

G(d) = G
(d)
+ nG

(d)
− . (2.276)

Ñòðóêòóðà (2.276) ïîäðàçóìåâàåòñÿ òàêæå ïðîöåäóðîé ôàêòîð-ïðîñòðàí�

ñòâåííîé êîíòðàêöèè Èíîíþ-Âèãíåðà [235] ðåëÿòèâèñòñêèõ êîíôîðìíûõ ñèì�

ìåòðèé.

2.5.1. N-ðàñøèðåííûå d=3 ñóïåðêîíôîðìíûå àëãåáðû Ãàëèëåÿ

Â d=3 ïðîñòåéøåé ñóïåðñèììåòðèçàöèåé ïîëóïðîñòîé ÷àñòè êîíôîðì�

íîé àëãåáðû Ãàëèëåÿ g(3) = (O(2, 1)⊕O(3)) n A(9) = h(3) n k(3) ÿâëÿåòñÿ

OSp(3|2) ≡ OSp(3|2;R). Íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæíî ðàñøèðèòü
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òàêóþ ñóïåðàëãåáðó ïîñðåäñòâîì ãðàäóèðîâàííîãî àáåëåâîãî ñåêòîðà, ñîäåð�

æàùåãî A(9) = (Pa, Ba, Fa) (a = 1, 2, 3). Ñëåäóþùèì êàíäèäàòîì äëÿ ñóïåð�

ñèììåòðèçàöèè h(3) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðãðóïïà OSp(4|2) ≡ OSp(4|2;R), èìåþùàÿ
âíóòðåííèé ñåêòîð O(4) = O(3)⊕O(3). Ïðè òàêîì ñïîñîáå ñóïåðñèììåòðèçà�

öèè O(2, 1)⊕O(3) ìû äîáàâëÿåì åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé ôàêòîð O(3). Íî

òàêàÿ áîçîííàÿ ñèììåòðèÿ èìååò ìåñòî â N=4 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêå.

Ïîýòîìó, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âîçìîæíîãî âûáîðà G
(3)
+ ñàìóþ

îáùóþ N=4 ñóïåðêîíôîðìíóþ àëãåáðó D(2, 1;α).

Cóïåðàëãåáðà D(2, 1;α) [221, 148] îáðàçîâàíà ãåíåðàòîðàìè (2.152),

(2.156), íåíóëåâûå (àíòè)êîììóòàòîðû êîòîðûõ îïðåäåëåíû â (2.153)-(2.155)

è Q+
αii′ ≡ Qαii′. Ïîñòðîèì ãðàäóèðîâàííîå àáåëåâîå ðàñøèðåíèå ñóïåðàëãåáðû

D(2, 1;α) äîáàâëåíèåì ãåíåðàòîðîâ

G
(3)
− =

(
Q−αii′;Aαβ,ij, A0

)
, (2.277)

ãäå Aαβ,ij îïèñûâàåò â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òðè 3-âåêòîðà Ar,a
∼=

(Pa, Ba, Fa). Ãåíåðàòîðû (2.277) îáðàçóåò àáåëåâó ïîäàëãåáðó. Ïîìèìî óñëî�

âèé êîâàðèàíòíîñòè [Tαβ, Q
−
γii′] = −i ϵγ(αQ

−
β)αA, [Tαβ, Aγδ,ij] = −i ϵγ(αAβ)δ,ij −

i ϵδ(αAβ)γ,ij, [Tab, A0] = 0 è ò.ä., íåòðèâèàëüíûìè ïåðåêðåñòíûìè àíòèêîììó�

òàòîðû G
(3)
− è G

(3)
+ = D(2, 1;α) ÿâëÿþòñÿ

{Q+
αii′, Q

−
βjj′} = β ϵi′j′Aαβ,ij + γ ϵαβϵijϵi′j′A0 , (2.278)

[Q+
αii′, Aβγ,jk] = −4i ϵα(βϵi(jQ−γ)k)i′ , [Q+

aii′, A0] = iQ−aii′ , (2.279)

Íî âûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ (Q+, Q+, Q−) ïðèâîäèò ê åäèíñòâåííûì

âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì êîíñòàíò β è γ â (2.278):

β = γ = 1 . (2.280)

Áîëåå òîãî, ýòè òîæäåñòâà ôèêñèðóþò çíà÷åíèå α = 1 äëÿ ïàðàìåòðà α, õàðàê�

òåðèçèðóþùåãî ñóïåðàëãåáðóD(2, 1;α). ÍîD(2, 1;α=1) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåá�

ðîé OSp(4∗| 2). Ìû âèäèì, ÷òî ñóïåððàñøèðåíèå d=3 ÊÀÃ îäíîçíà÷íî âûáè�

ðàåò èç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà D(2, 1;α) ñóïåðñèììåòðèé òîëüêî

îäèí ïðåäñòàâèòåëü � OSp(4∗| 2).
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ N -ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèçàöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

G
(3)
+ = OSp (4∗| 2N) . (2.281)
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Áàçèñ ýòîé ñóïåðàëãåáðû îáðàçîâàí ãåíåðàòîðàìè

G
(3)
+ =

{
Q+
αiA;R(αβ), J[ab], T

+A
B

}
, (2.282)

ãäå ãåíåðàòîðû T+A
B (A,B = 1, ..., 2N) îïèñûâàþò âíóòðåííþþ êâàòåðíèîí�

íóþ àëãåáðó U(N |H) ∼= USp(2N). 8N ñóïåðçàðÿäîâQ+
αiA óäîâëåòâîðÿþò Ìàé�

îðàíà-ñèìïëåêòè÷åñêîìó óñëîâèþ âåùåñòâåííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [236]).

Ïîëó÷èì N -ðàñøèðåííóþ d=3 ÑÓÑÈ ÊÀÃ ñ òàêîé ñòðóêòóðîé êàê ðå�

çóëüòàò êîíòðàêöèè Èíîíþ-Âèãíåðà (ÈÂ) 2N -ðàñøèðåííîé ðåëÿòèâèñòñêîé

D=3+1 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðû SU(2, 2|2N). Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþ�

ùåå ðàçëîæåíèå 2N -ðàñøèðåííîé êîíôîðìíîé ñóïåðàëãåáðû

SU(2, 2|2N) = OSp(4∗|2N) ⊂+ SU(2, 2|2N)

OSp(4∗|2N)
= H

(3)
N ⊂+K

(3)
N (2.283)

è îñóùåñòâèì êîíòðàêöèþ ÈÂ λ → ∞ ïîñëå ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ãåíåðàòîðîâ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà

H
(3)
N = Ĥ

(3)
N , K

(3)
N = λ K̂

(3)
N ; Ĥ

(3)
N = G

(3)
+ , K̂

(3)
N = G

(3)
− . (2.284)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî âûäåëÿåì O(3)-êîâàðèàíòíûå âåëè÷èíû èç

O(3, 1)-âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ è U(N |H) ∼= USp(2N) ìàéîðàíîâñêèå ñïèíîðû

èç U(2N)-ñïèíîðíûõ ñóïåðçàðÿäîâ. Ãåíåðàòîðû âíóòðåííåé ñèììåòðèè TAB
ðàñùåïëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì

T±AB ≡ TAB ± ΩAC TDC ΩDB (2.285)

íà ñëåäóþùèå äâà ìíîæåñòâà(
T+A

B

)
= USp(2N) ,

(
T−AB

)
=

SU(2N)

USp(2N)
. (2.286)

Çäåñü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà Ω = (ΩAB) (ΩAB ≡ (ΩAB) = ΩAB) ÿâëÿåòñÿ

2N × 2N ñèìïëåêòè÷åñêîé ìåòðèêîé, Ω2 = −1, ΩT = −Ω. Ïîñëå êîíòðàêöèè
USp(2N)-ìàéîðàíîâñêèå ñóïåðçàðÿäû ðàçäåëÿþòñÿ íà ìíîæåñòâà Q±. Àíà�

ëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ñ ãåíåðàòîðàìè R-ñèììåòðèè T±AB .
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2.5.2. N-ðàñøèðåííûå ñóïåðêîíôîðìíûå ìåõàíèêè è èõ ñâÿçü ñ

ñóïåðêîíôîðìíûìè àëãåáðàìè Ãàëèëåÿ ïðè d=1, 2, 4, 5

d=1

Ìíîæåñòâî G
(1)
+ ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ãåíåðàòîðîâ (2.81), îáðàçóþùèõ

ñóïåðàëãåáðó OSp (1|2) è îïèñûâàþùèõ ãðàäóèðîâàííûå ñèììåòðèè N=1

ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè [50]. Íåíóëåâûìè àíòèêîììóòàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ

(2.5), (2.82). Ãðàäóèðîâàííîå ðàñøèðåíèå àëãåáðû OSp (1|2) äàåòñÿ ãåíåðàòî�
ðàìè

G
(1)
− =

(
Q−α ;Aαβ

)
, (Q−α )

† = Q−α , (Aαβ)
† = Aαβ = Aβα , (2.287)

êîòîðûå îáðàçóþò àáåëåâó ïîäàëãåáðó {Q−α , Q−β } = [Q−α , Aβγ] = [Aαβ, Aγδ] = 0

è ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ OSp (1|2):

{Q+
α , Q

−
β } = bAαβ , [Q+

α , Aβγ] = 2i ϵα(βQ
−
γ) , (2.288)

[Tαβ, Q
−
γ ] = −i ϵγ(αQ−β) , [Tαβ, Aγδ] = −i ϵγ(αAβ)δ − i ϵδ(αAβ)γ , (2.289)

ãäå âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð b ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèåì b = 1, ñëåäóþùèì èç

âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâ ßêîáè (Q+, Q+, Q−).

Êîíå÷íîìåðíàÿ D=d+1=2 êîíôîðìíàÿ ñóïåðàëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

d=0 ãàëèëååâñêèõ êîíôîðìíûõ ñóïåðàëãåáð OSp(1|2)⊕OSp(1|2). d=1 ïðî�

ñòàÿ ÑÓÑÈ ÊÀÃ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ÈÂ-êîíòðàêöèåé ðàçëîæåíèÿ

OSp(1|2)⊕OSp(1|2) = OSp(1|2)D ⊂+
OSp(1|2)L⊕OSp(1|2)R

OSp(1|2)D
, (2.290)

ãäå ãåíåðàòîðû G
(1)
+ = OSp(1|2)D ïîëó÷àþòñÿ èç äèàãîíàëüíûõ ñóìì 1√

2
(ĝL+

ĝR) = ĝD ëåâûõ è ïðàâûõ ãåíåðàòîðîâ. Êîíòðàêöèÿ ìàñøòàáíî-ïðåîáðàçîâàí�

íûõ ðàçíîñòåé 1√
2
(ĝL − ĝR) ïðîèçâîäèò 3 ãåíåðàòîðû ïîäàëãåáðû Aαβ.

Ñåìåéñòâî ðàñøèðåííûõ d=1 ÑÓÑÈ ÊÀÃ ïàðàìåòðèçîâàííî ïà�

ðîé ÷èñåë (N,M), êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê ïîäõîäÿ�

ùèå ÈÂ êîíòðàêöèè ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàçëîæåíèé ñóïåðàëãåáð

OSp(N |2)L⊕OSp(M |2)R.
d=2

Ãåíåðàòîðû (2.84), (2.85) ìíîæåñòâà G
(2)
+ îáðàçóþò ñóïåðàëãåáðó

SU(1, 1|1)∼=OSp (2|2) ñ îäíèì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì [45, 46, 47, 50],
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íåíóëåâûå (àíòè)êîììóòàòîðû êîòîðîé (2.5), (2.86)-(2.88). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ðàñøèðåíèÿ ñóïåðàëãåáðû SU(1, 1|1), ñîîòâåòñòâóþùåãî d=2 ÑÓÑÈ ÊÀÃ,

ìû äîáàâëÿåì ãåíåðàòîðû

G
(2)
− =

(
Q−α , Q̄

−
α ;Aαβ, Āαβ

)
, (Q−α )

† = Q̄−α , (Aαβ)
† = Āαβ = Āβ , (2.291)

êîòîðûå îáðàçóþò àáåëåâó ïîäàëãåáðó {Q−α , Q−β } = {Q−α , Q̄
−
β } = [Q−α , Aβγ] =

[Q−α , Āβγ] = [Aαβ, Aγδ] = [Aαβ, Āγδ] = 0 è ïðåîáðàçóþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþ�

ùèõ ïðåäñòàâëåíèé ñóïåððóïïû SU(1, 1|1) (ñì. (2.275))

{Q+
α , Q

−
β } = 2 bAαβ , {Q̄+

α , Q̄
−
β } = 2 b Āαβ , (2.292)

[Q+
α , Āβγ] = −2i ϵα(βQ̄−γ) , [Q̄+

α , Aβγ] = −2i ϵα(βQ−γ) , (2.293)

[C,Q−α ] = −2 bQ−α , [C,Aαβ] = −2 bAαβ , , (2.294)

[Tαβ, Q
−
γ ] = −i ϵγ(αQ−β) , [Tαβ, Aγδ] = −i ϵγ(αAβ)δ − i ϵδ(αAβ)γ , (2.295)

[J,Q−α ] = −Q−α , [J,Aαβ] = −2Aαβ , (2.296)

ãäå ââåäåíû äâà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðà b è c. Âûïîëíåíèå òîæäåñòâ ßêîáè(
Q+, Q̄+, Q−

)
ïðèâîäÿò ê ôèêñàöèè ýòèõ êîíñòàíò: b = c = 1. Îòìåòèì, ÷òî

äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè ïîëó÷åííîé àëãåáðû G(2) íåîáõîäèì ãåíåðàòîð C, êîòî�

ðûé ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì â G
(2)
+ , íî â ïîëíîé ñóïåðàëãåáðå G(2) îí

ãåíåðèðóåò U(1) ïðåîáðàçîâàíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà G
(2)
− .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ N -ðàñøèðåííîé ÑÓÑÈ ÊÀÃ ìû áåðåì öåíòðàëüíîå ðàñ�

øèðåíèå ñóïåðàëãåáðû SU(1, 1|N)

G
(2)
+ = SU(1, 1|N)⊕ U(1) (2.297)

â êà÷åñòâå ñóïåðàëãåáðû G
(2)
+ è ââîäèì åå â ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâåííîå ðàçëî�

æåíèå D=1+2 ðåëÿòèâèñòñêîé êîíôîðìíîé ñóïåðàëãåáðû OSp (4| 2N)

OSp (4| 2N) =
(
SU(1, 1|N)⊕ U(1)

)
⊂+ OSp (4| 2N)

SU(1, 1|N)⊕ U(1)
= H

(2)
N ⊂+K

(2)
N .

Ôàêòîð K
(2)
N = OSp (2N | 4)

SU(1,1|N)⊕U(1) ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå äâóõ áîçîííûõ ôàêòî�

ðîâ Sp (4)
SU(1,1)⊕U(1) ·

O(2N)
U(N) . Ïîñëå êîíòðàêöèè ÈÂ H

(2)
N ⊂+K

(2)
N → G

(2)
+ ⊂+G

(2)
− ïåðâûé

ôàêòîð Sp (4)
SU(1,1)⊕U(1) ïðîèçâîäèò ìíîæåñòâî ãåíåðàòîðîâ (Pa, Ba, Fa), a = 1, 2,
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òîãäà êàê âòîðîé ôàêòîð O(2N)
U(N) äàåò âíóòðåííèå áîçîííûå àáåëåâû çàðÿäû

N -ðàñøèðåííîé d=2 ÑÓÑÈ ÊÀÃ.

d=4

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòåéøàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ D=5 ñóïåðêîíôîðìíàÿ àëãåáðà

îïèñûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ñóïåðàëãåáðîé F (4), èëè, áîëåå òî÷íî, åå âå�

ùåñòâåííîé ôîðìîé, îïðåäåëÿåìîé ñóïåðàëãåáðîé F (4) = F (4; 2) [221], êî�

òîðàÿ ñîäåðæèò áîçîííóþ ïîäàëãåáðó O(5, 2)⊕O(3). Ýòîò âûáîð áîçîííîé

ôîðìû îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîé âåùåñòâåííîé ñóïåðàëãåáðû F (4) = F (4; 0) ∋
O(2, 1)⊕O(7), èñïîëüçóåìîé â N=8 ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêå. Îòìåòèì,

÷òî N> 1 D=5 ñóïåðêîíôîðìíàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òîëüêî

èç ðàçìåðíîé ðåäóêöèè D=6 ñóïåðêîíôîðìíûõ àëãåáð (ñì., íàïðèìåð,

[237, 238]).

Ñóïåðñèììåòðè÷íîå îáîáùåíèå G
(4)
+ áîçîííîé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû

O(2, 1)⊕O(4) ïðèâîäèò, êàê è â ñëó÷àå d=3, ê ñóïåðàëãåáðå G
(3)
+ =

OSp (4∗| 2), îïðåäåëåííîé â (2.153)-(2.155). Ââîäÿ ðàçëîæåíèå

F (4; 2) = OSp (4∗| 2) ⊂+ F (4; 2)

OSp (4∗| 2)
= H

(4)
N ⊂+K

(4)
N (2.298)

è âûïîëíÿÿ êîíòðàêöèþ ÈÂ H
(4)
N ⊂+K

(4)
N → G

(4)
+ ⊂+G

(4)
− ìû ïîëó÷àåì d=4 ÑÓ�

ÑÈ ÊÀÃ. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî K
(4)
N ñòàíîâèòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àáåëåâîé ñó�

ïåðàëãåáðîé G
(4)
− ñ 8 ôåðìèîííûìè ãðàäóèðîâàííûìè àáåëåâûìè ñóïåðçàðÿ�

äàìè Q−αiA è 15 áîçîííûìè àáåëåâûìè çàðÿäàìè, ïîëó÷àåìûìè èç êîíòðàêöèè
O(5,2)⊕O(3)
O(2,1)⊕O(4) è âêëþ÷àþùèìè d=4 ãåíåðàòîðû (Pa, Ba, Fa).

d=5

N -ðàñøèðåííîé D=6 ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðîé [236], êîòîðàÿ ñîäåðæèò

D=6 êîíôîðìíóþ àëãåáðó O(6, 2), ÿâëÿåòñÿ ñóïåðàëãåáðà OSp (8∗| 2N) ñ

16N âåùåñòâåííûìè ñóïåðçàðÿäàìè è áîçîííûì ñåêòîðîìO(6, 2)⊕USp(2N).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñóïåðàëãåáðû G
(5)
+ íåîáõîäèìî ñóïåðñèììåòðèçîâàòü áî�

çîííûé ñåêòîð O(2, 1)⊕O(5). Ìèíèìàëüíîé ñóïåðàëãåáðîé åñòü G
(5)
+ =

OSp (4∗| 4) ñ 16 âåùåñòâåííûìè ñóïåðçàðÿäàìè è áîçîííîé ïîäàëãåáðîé

O(3)⊕O(2, 1)⊕O(5).
N=1 d=5 ÑÓÑÈ ÊÀÃ ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ÈÂ êîíòðàêöèè ñëåäóþ�

ùåãî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ D=6 N=2 ðåëÿòèâèñòñêîé êîí�
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ôîðìíîé ñóïåðàëãåáðû

OSp (8∗| 4) = OSp (4∗| 4) ⊂+ OSp (8∗| 4)
OSp (4∗| 4)

= H(5) ⊂+K(5) . (2.299)

Ïîñëå ÈÂ êîíòðàêöèè H(5)⊂+K(5) → G
(5)
+ ⊂+G

(5)
− ôàêòîð-àëãåáðà K(5) ñòàíî�

âèòñÿ ãðàäóèðîâàííîé àáåëåâîé ñóïåðàëãåáðîé G
(5)
− ñ 16 ôåðìèîííûìè ãðà�

äóèðîâàííûìè àáåëåâûìè çàðÿäàìè è 22 áîçîííûìè àáåëåâûìè çàðÿäàìè,

êîòîðûå âêëþ÷àþò d=5 ãåíåðàòîðû (Pa, Ba, Fa), ïîëó÷àåìûå èç êîíòðàêöèè
O(6,2)

O(2,1)⊕O(3) .

Ïðè N> 1 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êîíòðàêöèþ D=6 ñóïåðêîíôîðìíîé

àëãåáðû ñ ÷åòíûì N = 2n, G
(5)
+ = OSp (4∗| 4n), è N -ðàñøèðåííàÿ d=5 ÑÓÑÈ

ÊÀÃ ïîëó÷àåòñÿ èç êîíòðàêöèè ÈÂ ñðåäóþùåãî ôàêòîð-ðàçëîæåíèÿ

OSp (8∗| 4n) = OSp (4∗| 4n) ⊂+ OSp (8∗| 4n)
OSp (4∗| 4n)

= H
(5)
N ⊂+K

(5)
N . (2.300)

Ãðàäóèðîâàííàÿ ñóïåðàëãåáðà G
(5)
− , ïîëó÷àåìàÿ èç K

(5)
N , ñîäåðæèò 16n ôåðìè�

îííûõ àíòèêîììóòèðóþùèõ çàðÿäîâ è 22 áîçîííûõ àáåëåâûõ çàðÿäîâ. Êàê

âèäèì, ÷èñëî áîçîííûõ ãåíåðàòîðîâ â ïîäàëãåáðå G
(5)
− íå çàâèñèò îò n.

2.6. Ðåçþìå

Â äàííîé ãëàâå ïîñòðîåíû íîâûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè, îáëà�

äàþùèå d=1 êîíôîðìíîé è ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé, à òàêæå ñèñòåìû

ñ êîíôîðìíîé è ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãàëèëåÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îïðåäå�

ëåííûìè îáîáùåíèÿìè ïåðâûõ.

Ìîäåëè êîíôîðìíîé ìåõàíèêè è ìíîãî÷àñòè÷íûå ìîäåëè Êàëîäæåðî ïî�

ëó÷åíû èç êàëèáðîâàíèÿ íåäèíàìè÷åñêèìè d=1 êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè ñïå�

öèàëüíîé ìàòðè÷íîé ìîäåëè. Êðîìå òîãî, ðàñøèðåíèå ñòàíäàðòíîé êîíôîðì�

íîé ìåõàíèêè �ïîëó-äèíàìè÷åñêèìè� èçîñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè îáåñïå÷è�

âàåò íîâûé ìåõàíèçì ãåíåðàöèè êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà.

Ïîäðîáíî èçó÷åíû N=1 and N=2 ñóïåððàñøèðåíèÿ êîíôîðìíîé ãðóï�

ïû ñ ðàññìîòðåíèåì ìîäåëåé ñîîòâåòñòâóþùåé ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè

êàê íà ñóïåðïîëåâîì, òàê è íà êîìïîíåíòíîì óðîâíÿõ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñó�

ïåðñèììåòðè÷íîé âåðñèè ïðîöåäóðû êàëèáðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû íîâûå N=1
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è N=2 ñóïåðêîíôîðìíûå ðàñøèðåíèÿ áîçîííîé ìîäåëè Êàëîäæåðî, îòëè÷�

íûå îò ðàíåå èçâåñòíûõ ìîäåëåé, íàïðèìåð, îò N=2 ìîäåëè ñóïåð-Êàëîäæå�

ðî â ôîðìóëèðîâêå Ôðèäìàíà-Ìåíäå.

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû òàêæå íîâûå ìîäåëè N=4 ñóïåðêîí�

ôîðìíîé ìåõàíèêè, êàê â îäíî÷àñòè÷íîì, òàê è â ìíîãî÷àñòè÷íîì ñëó�

÷àÿõ. Äàííûå ìîäåëè, è îäíî÷àñòè÷íûå ñèñòåìû è N=4 ñóïåðñèììåòðè�

çàöèè ìîäåëè Êàëîäæåðî, ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè N=4 êâàíòîâî-ìåõàíè÷å�

ñêèìè ìîäåëÿìè è îïèñûâàþò âíåìàññîâîå âçàèìîäåéñòâèå äèíàìè÷åñêèõ

(1,4,3) è ñïèíîâûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ. Îíè íàñëåäóþò ñóïåðêîíôîðìíóþ

D(2, 1;α)-èíâàðèàíòíîñòü äèíàìè÷åñêîé (1,4,3) ñèñòåìû è, ïðè ýòîì, îáëà�

äàþò íîâûì ìåõàíèçìîì ïîÿâëåíèÿ êîíôîðìíîãî ïîòåíöèàëà ∼ x−2 ñ êâàí�

òîâàííîé íàïðÿæåííîñòüþ äëÿ áîçîííîãî ïîëÿ x(t) â ìóëüòèïëåòå (1,4,3)

âñëåäñòâèå ïðèñóòñòâèÿ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ. Áîçîííûå ïåðåìåííûå ñïèíî�

âîãî (4,4,0) ìóëüòèïëåòà [147, 148] îáðàçóþò SU(2) äóáëåòû è ïîñëå êâàíòî�

âàíèÿ ïî Äèðàêó ïðîèçâîäÿò àëãåáðó Ãåéçåíáåðãà áîçîííûõ îñöèëëÿòîðîâ,

îïðåäåëÿþùèõ ðàçìûòóþ ñôåðó â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êâàíòîâîé âåðñèèè

ðàññëîåíèÿ Õîïôà S 3 → S 2.

Â äàííîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñèñòåì c ñèììåòðèÿìè îòíîñè�

òåëüíî êîíôîðìíîé ãðóïïû Ãàëèëåÿ â ïðîèçâîëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íîé ðàçìåðíîñòèD = d+1, ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì îäíîìåðíîé êîíôîðìíîé

ãðóïïû. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè åäèíñòâåííîé èçâåñòíîé ëàãðàíæåâîé ìîäåëüþ

êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ñ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãàëèëåÿ áûëà ñèñòåìà, êî�

òîðàÿ îïèñûâàëàñü äåéñòâèåì ÷åðí-ñàéìîíîâñêîãî òèïà ñ âûñøèìè ïðîèçâîä�

íûìè â �ýêçîòè÷åñêîé� ðàçìåðíîñòè D=2+1. Òðóäíîñòè ñ ïîèñêîì äèíàìè�

÷åñêèõ ðåàëèçàöèé ïðè d ̸=2 áûëè îäíèìè èç ïðîáëåìíûõ îñîáåííîñòåé êîí�

ôîðìíîé ñèììåòðèè Ãàëèëåÿ. C ïîìîùüþ ïîäõîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé

íàìè ïîëó÷åíû íîâûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, â òîì ÷èñëå äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòè d. Àíàëèç îäèí-ôîðì Ìàóðåðà-Êàðòàíà ñ ïîä�

õîäÿùèìè óñëîâèÿìè îáðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà è äèíàìè÷åñêèìè êîâàðèàíò�

íûìè ñâÿçÿìè ïîçâîëèë ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ìîäåëåé êëàññè÷åñêîé ìåõàíè�

êè ñ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãàëèëåÿ, êîòîðûå ñîäåðæàò, ïîìèìî ñêàëÿðíîé

êîîðäèíàòû ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà, òàêæå äîïîëíèòåëüíûå íåðåëÿòèâèñòñêèå

âåêòîðíûå ïåðåìåííûå.
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Öåëüþ ýòîé ãëàâû áûëî òàêæå ÿâíîå îïèñàíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóê�

òóðû ñóïåðêîíôîðìíîé àëãåáðû Ãàëèëåÿ (ÑÓÑÈ ÊÀÃ) â 1≤ d≤ 5 ïðîñòðàí�

ñòâåííûõ èçìåðåíèÿõ. Ñíà÷àëà áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòàÿ N=1 d=3 ÑÓÑÈ

ÊÀÃ, ïîëó÷àåìàÿ êàê ïîäõîäÿùåå ðàñøèðåíèå ïðîñòåéøåé ñóïåðñèììåòðè�

çàöèè àëãåáðû O(2, 1)⊕O(3) = O∗(4), è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîñòü

ñóïåðñèììåòðèçàöèè àáåëåâîé ïîäàëãåáðû âûáèðàåò èç áåñêîíå÷íîãî ñåìåé�

ñòâà ñóïåðàëãåáð D(2, 1;α), îïèñûâàþùåãî ðàçëè÷íûå âåðñèè N=4 ñóïåð�

êîíôîðìíîé ìåõàíèêè [47, 50, 69, 147, 148], òîëüêî îäíî çíà÷åíèå α=1, ïðè

êîòîðîì D(2, 1;α) ∼= OSp (4∗| 2). Ðàññìîòðåíû òàêæå N -ðàñøèðåííûå ñóïåð�

ñèììåòðè÷íûå ÊÀÃ ïðè d = 1, 2, 3, 4, 5 àëãåáðû ñ îáñóæäåíèåì êîíòðàê�

öèè Èíîíþ-Âèãíåðà ðåëÿòèâèñòñêèõ êîíôîðìíûõ ñóïåðñèììåòðèé. Ïîëó÷å�

íèå N -ðàñøèðåííûõ ÑÓÑÈ ÊÀÃ èç ðàñøèðåíèÿ ïîëóïðîñòûõ ñóïåðàëãåáð

G
(d)
+ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ N -ðàñøèðåííûå ñóïåð�

ñèììåòðèè â ìîäåëÿõ ñóïåðêîíôîðìíîé ìåõàíèêè

G
(d)
+ =


OSp (1|2) ïðè d = 1 ∼= N = 1 ,

SU(1, 1| 1)⊕U(1) ïðè d = 2 ∼= N = 2 ,

OSp (4∗|2) ïðè d = 3 è d = 4 ∼= N = 4 ,

OSp (4∗|4) ïðè d = 5 ∼= N = 8 .

(2.301)

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [146, 147, 148, 149,

150, 151, 152, 153, 154] è òðóäàõ êîíôåðåíöèé [155, 156, 157].
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Ãëàâà 3

Òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè ñïèíîâîé ÷àñòèöû

è ñóïåð÷àñòèöû

3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå êîììåíòàðèè è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëüþ äàííîé ãëàâû áóäåò ïîñòîðîåíèå è èçó÷åíèå òâèñòîðíûõ ìîäå�

ëåé ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö, êàê áåçìàññîâûõ, òàê è ìàññèâíûõ, îáëàäàþùèõ

ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ñïèíîì (ñïèðàëüíîñòüþ, â áåçìàññîâîì ñëó�

÷àå). Òàêæå áóäóò ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ ïðåäëîæåííûõ êîíñòðóêöèé íà

ñëó÷àè íàëè÷èÿ ñóïåðñèììåòðèè â òàðãåòíîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëåé. Âñëåä�

ñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ äàííîé çàäà÷è, ñëåäóåò äàòü îïðåäåëåííûå

êîììåíòàðèè, ïðîÿñíÿþùèå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ðåøåíèå äàííûõ çàäà÷ òðåáóåò ïðåîäîëåíèÿ äâóõ âàæíûõ ïðîáëåì.

Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ìàññèâíûõ ÷à�

ñòèö â òâèñòîðíîì ôîðìàëèçìå, èçíà÷àëüíî ðàçâèòîì è ïî ñâîåìó îïðåäåëå�

íèþ ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ îïèñàíèÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö. Õîðîøî èçâåñòíî,

÷òî îïèñàíèå ìàññèâíûõ ñîñòîÿíèé â òâèñòîðíîì ïîäõîäå òðåáóåò èñïîëüçîâà�

íèå â ìèíèìàëüíîì ñëó÷àå áèòâèñòîðíîãî ôîðìàëèçìà. Íî òâèñòîðíîå îïè�

ñàíèå ìàññèâíûõ ÷àñòèö ðàçâèòî ïîêà íåäîñòàòî÷íî è â äàííîé ãëàâå ìû

îñòàíàâëèâàåìñÿ íà åãî ïðèíöèïèàëüíûõ ìîìåíòàõ íà ïðèìåðàõ êëàññè÷å�

ñêèõ òâèñòîðíûõ ìîäåëåé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû è ìàññèâíîé

ñóïåð÷àñòèöû è èõ ïîñëåäóþùåãî êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ.

Âòîðîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñïèíà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé â òâèñòîðíîé òåîðèè ñâÿçàí

ñ ââåäåíèåì êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Íî òàêîé âàðè�

àíò ââåäåíèÿ â òåîðèþ ñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷å�

ñêèì è íå ïðîÿñíÿåò ñâÿçü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî è òâèñòîðíîãî îïèñà�

íèé ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû. Îïèñàíèå ñïèíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé çàäà÷åé

è ïðåäïîëàãàåò åå ðåøåíèå óæå â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ôîðìàëèçìå.

Ïðè ýòîì, ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèå ñïèíà ïîçâîëèò

óâèäåòü äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè â òâèñòîðíîì ôîðìàëèçìå.
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå ñïèí îïèñûâàåòñÿ â òåî�

ðèè ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò, ÷àñòü èç êîòîðûõ ìî�

ãóò áûòü âñïîìîãàòåëüíûìè. Ýòè ñïèíîâûå ïåðåìåííûå, êîììóòèðóþùèå èëè

àíòèêîììóòèðóþùèå, ÿâëÿòüñÿ ðàçíûìè òåíçîðíûìè îáúåêòàìè ãðóïïû Ëî�

ðåíöà. Âûáîð ñïèíîðîâ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ

âûäåëåííûì, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ñïèíà â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñâÿçà�

íî ñ ïðîñòðàíñòâîì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàëîé ãðóïïû, êâàíòîâî�

ìåõàíè÷åñêèì àíàëîãîì êîòîðîé äëÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ñïèíîðíàÿ

ãðóïïà SU(2), èìåþùàÿ â êà÷åñòâå íàäëåæàùåãî êîìïëåêñíîãî ðàñøèðåíèÿ

êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ ãðóïïó Ëîðåíöà SL(2,C). Ïðèìåíåíèå âåéëåâñêîãî

�óíèòàðíîãî� òðþêà ñâÿçûâàåò íåïðèâîäèìûå óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîì�

ïàêòíîé ãðóïïû SU(2) ñ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû SL(2,C).
Ïîñòðîåíèå ìîäåëè ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ìîæåò áûòü ðåàëè�

çîâàíî â ñèñòåìå ïîêîÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: èñïîëüçóÿ ëèáî êîììóòèðóþùèå

(áîçîííûå) êîîðäèíàòû èëè àíòèêîììóòèðóþùèìè (ôåðìèîííûå èëè ãðàñ�

ñìàíîâû) ïåðåìåííûå.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè áîçîííûõ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ íåðåëÿòèâèñòñêèé

ñïèí îïèñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì ïåðâîãî ïîðÿäêà αi(ζ ˙̄ζ− ζ̇ ζ̄)−λ(ζζ̄−1), ãäå

òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ýâîëþöèè τ , λ ÿâëÿåòñÿ ìíîæè�

òåëåì Ëàãðàíæà, α ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ïîñòîÿííîé. Çäåñü èñïîëüçîâàíû

áåçèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñâåðòîê ñïèíîðà ζ è åãî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí�

íîãî ζ̄. Ñïèíîâàÿ ñâÿçü ζζ̄ − 1 ≈ 0, ïðèñóòñòâóþùàÿ â äåéñòâèè, îãðàíè÷èâà�

åò êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äî ãðóïïîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ SU(2). Ïàðà

êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé pζ ≈ −iαζ̄ è pζ̄ ≈ iαζ ïðèíàäëå�

æèò âòîðîìó ðîäó.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ðàñøèðåíèé ýòèõ ìîäåëåé ñëåäóåò ïî�

ñòðîèòü ëàãðàíæèàí, â êîòîðîì �ñïèíîðíàÿ ÷àñòü� â ñèñòåìå ïîêîÿ ñâîäèòñÿ

ê âûðàæåíèÿì, ïðèâåäåííûì âûøå. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò î÷åâèäíûõ ïðå�

îáðàçîâàíèé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòåé

αi(ζ ˙̄ζ − ζ̇ ζ̄)→ i(ζp̂ ˙̄ζ − ζ̇ p̂ζ̄) , (ζζ̄ − 1)→ (ζp̂ζ̄ − j) .

Çäåñü pµ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà, p̂ ÿâëÿåòñÿ åãî ñâåðòêîé ñ ìàò�

ðèöàìè Ïàóëè σµ, òàê ÷òî â ñèñòåìå ïîêîÿ p̂ = mσ0, ãäå m ÿâëÿåòñÿ ìàññîé
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÷àñòèöû. Â ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ áûëè ñäåëàíû åñòåñòâåííûå ïåðåîïðåäå�

ëåíèÿ: ñïèíîð ïðèîáðåë ðàçìåðíîñòü è ñòàë âåéëåâñêèì ñïèíîðîì ãðóïïû

Ëîðåíöà. Ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû âîçíèêàåò ïîñëå äîáàâëåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî

÷ëåíà pẋ è ïîòåíöèàëà −e
2(p

2 − m2) äëÿ êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

ñâîáîäíîé ÷àñòèö áåç ñïèíà, ãäå e ÿâëÿåòñÿ àéíáàéíîì. Òàêèì îáðàçîì ïîëó�

÷àåì ýâðèñòè÷åñêîå îïèñàíèå èñïîëüçóåìîãî â ýòîé ãëàâå äåéñòâèÿ ñïèíîâîé

÷àñòèöû [158, 159], ãäå çíàê ýíåðãèè ÷àñòèöû ñîâïàäàåò ñî çíàêîì �êëàññè�

÷åñêîãî ñïèíà� j èç-çà ñâÿçè ζp̂ζ̄ − j = 0. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêîé ìîäåëè

ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó ïî âñåì èíäåêñàì îáû÷íî�

ãî ñïèí-òåíçîðíîãî ïîëÿ ñ êîìïîíåíòàìè ñïèíîðà ζ. Ïîýòîìó, ýòîò ñïèíîð

íàçâàí èíäåêñíûì.

Êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí ýòîé ìîäåëè ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç áîçîííóþ ñóïåð�

ôîðìó dx− i(dζσζ̄ − ζσdζ̄), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî áîçîííîé ñó�
ïåðñèììåòðèåé ζ → ζ + ε, x→ x+ i(ζσε̄− εσζ̄), ãäå ε ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì
êîììóòèðóþùèì ñïèíîðîì. Ýòà ñèììåòðèÿ íàðóøàåòñÿ ñïèíîðíûì ïîòåíöè�

àëüíûì ÷ëåíîì λ(ζp̂ζ̄ − j) â äåéñòâèè. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå ζ

íå÷åòíîãî ñïèíîðà è áåç ââåäåíèÿ ñâÿçè äëÿ ôèêñàöèè ñïèíà âîçíèêàåò ñóïåð�

ñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå Êàñàëáóîíè-Áðèíêà-Øâàðöà [22, 23], êîòîðîå ìîæåò

áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèè [75].

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, êàê áîçîííîì, òàê è ôåðìèîííîì, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü

îïèñàòü áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó â ïðåäåëå m→ 0. Òàêèå ìîäåëè îáëàäàþò ñâÿ�

çÿìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Íî â ñëó÷àå áîçîííûõ ñïèíîðíûõ êîîðäèíàò

íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ êîâàðèàíòíûì è íåïðèâîäèìûì ðàçäåëåíèåì ñâÿçåé

ïî ðîäàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêòîðîâ, ïîñòðîåííûì èç ñïèíîðîâ ζ è p̂ζ̄.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþò êîììóòèðóþùèå ñïè�

íîðû â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ ñïèí. Ïðåæäå âñåãî � ýòî èñïîëü�

çîâàíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëåííîé

ãðóïïû ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè. Ýòè ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ

ãàðìîíèêàìè, âïåðâûå èñïîëüçîâàííûå â ñóïåðïîëåâûõ N=2, 4D òåîðèÿõ

[67]. Êàê îòìå÷àëîñü â [81], â ìîäåëÿõ ÷àñòèö ãàðìîíèêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòü�

ñÿ êàê ÷èñòî êàëèáðîâî÷íûå âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûìè, êîòîðûå ïàðà�

ìåòðèçóþò ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ïî îòíîøåíèþ ê âûáðàííîé êàíîíè÷åñêîé

è îïðåäåëÿþò ìîñò, ñâÿçûâàþùèé ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè
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åå ïîäãðóïïû. Îíè ïðèîáðåòàþò äèíàìè÷åñêèé ñòàòóñ òîëüêî ïîñëå ÷àñòè÷�

íîãî çàêðåïëåíèÿ êàëèáðîâêè â ìîäåëÿõ ÷àñòèö, êîãäà íåêîòîðûå íà÷àëüíûå

äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûå ïåðåäàþò èì ÷àñòü ñâîèõ äèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Âìåñòå ñî ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ÷èñòî êàëèáðîâî÷íûé

õàðàêòåð ãàðìîíèê, èõ ìàòðèöû äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñâÿçÿìè, êîòîðûå

îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó. Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ ñ ãàðìîíèêàìè

ñèëüíî îãðàíè÷åíà. Òùàòåëüíûé ó÷åò ýòèõ ñâÿçåé â ïðîöåäóðå êâàíòîâàíèÿ

÷àñòî äîâîëüíî íåòðèâèàëüíûé [88] è, ïîýòîìó, çà÷àñòóþ ðàññìîòðåíèå ïðî�

âîäèòñÿ â ðàìêàõ êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî ïîäõîäà ñ äèíàìè÷åñêèìè �ãàðìîíè�

êàìè� [84]. Íåêëàññè÷åñêàÿ ïðèðîäà ñïèíîðíîé ãðóïïû â âûñøèõ èçìåðåíèÿõ

[82, 83, 85, 86, 87] ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ

èíäåêñíûõ ïåðåìåííûõ â äîïîëíåíèè ê ãàðìîíè÷åñêèì.

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå, ïðèñïîñàáëèâàÿ ãàðìîíè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà

ê âåêòîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà, òî åñòü íàïðàâëÿÿ îäèí èç ñâîèõ áàçèñíûõ âåê�

òîðîâ âäîëü èçîòðîïíîãî âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, ìîæíî ðåøèòü ìàññîâóþ

ñâÿçü p2 ≈ 0 â òåðìèíàõ ãàðìîíè÷åñêèõ ñïèíîðîâ v è v̄ â âèäå p ∼ vσv̄. Òî�

ãäà, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ôèêñàöèè êàëèáðîâêè, äèíàìè÷åñêàÿ ðîëü ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïåðåìåííûõ ïåðåäàåòñÿ ãàðìîíèêàì v è èõ êàíîíè�

÷åñêè-ñîïðÿæåííûì èìïóëüñàì. Èìåííî òàêèì îáðàçîì âîçíèêàþò òâèñòîð�

íûå ôîðìóëèðîâêè [77, 78, 79, 80, 89, 82, 83, 90]. Êîíå÷íî, ââåäåíèå òâèñòî�

ðîâ ìîæåò è íå ñëåäîâàòü îïèñàííîé ñõåìå, òî åñòü ìîæíî ââåñòè òâèñòîðû

áåçîòíîñèòåëüíî ê ãàðìîíèêàì. Êðîìå òîãî, ìîæíî ââåñòè òâèñòîðû ïàðàë�

ëåëüíî ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì, êîòîðûé çàòåì ìîæíî îòêàëèáðîâàòü. Âàæíî,

÷òî èñïîëüçîâàíèå äàæå ÿâíî êàëèáðîâî÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñó�

ùåñòâåííî ìåíÿåò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé çà ñ÷åò íîâûõ

òîïîëîãè÷åñêè-íåòðèâèàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Èìåííî ýòî äàåò âîçìîæíîñòü

ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ñïèíû â áåçìàññîâîì ñëó÷àå áåç ââåäåíèÿ íåêàëèáðîâî÷�

íûõ ïåðåìåííûõ [88].

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåíû òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè ìàññèâíûõ

è áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà è èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü èõ ñ ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ôîðìóëèðîâêàìè.
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3.2. Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà áåçìàññîâîé

(ñóïåð)÷àñòèöû íåíóëåâîé (ñóïåð)ñïèðàëüíîñòè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó â ÷åòûðåõìåðíîì

(D=4) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàÿ ñòàíäàðòíóþ òâèñòîðíóþ ôîð�

ìóëèðîâêó Ïåíðîóçà, ìû óâèäèì íåîáõîäèìîñòü îáîáùåíèÿ íåêîòîðûõ êîí�

ñòðóêöèé ïðè îïèñàíèè óæå áåçìàññîâûõ ÷àñòèö íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè.

Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî ñòàíäàðòíûå âûðàæåíèÿ òâèñòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ïåíðîóçà, ñâÿçûâàþùèõ òâèñòîðíîå è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèÿ,

ïðåäïîëàãàþò íóëåâóþ ñïèðàëüíîñòü ïðè ðàññìîòðåíèè âåùåñòâåííîãî ïðî�

ñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü

áåçìàññîâîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â òâèñòîðíîì ôîðìàëèçìå ãåíåðèðóåò ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåò êàê âåùåñòâåííûå âåê�

òîðíûå êîîðäèíàòû, òàê è äîïîëíèòåëüíûå ñïèíîðíûå êîîðäèíàòû â êà÷åñòâå

ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ, è ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ñïèíîâîé áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì, ïðåäëîæåííîé â [158] è èçó÷åíîé äåòàëüíî â [159, 239].

3.2.1. Òâèñòîðû Ïåíðîóçà è òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà

áåçìàññîâîé ÷àñòèöû íóëåâîé ñïèðàëüíîñòè

Âàæíûì ñâîéñòâîì òâèñòîðíîãî ôîðìàëèçìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ðåàëè�

çàöèÿ â íåì êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

(xµ, pµ), µ = 0, 1, 2, 3 ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëåíû

ñëåäóþùèìè íåëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

δxµ = aµ + lµνxν + cxµ + 2(k · x)xµ − x2kµ , (3.1)

δpµ = lµνp
ν − cpµ + 2(k · p)xµ − 2(k · x)pµ − 2(x · p)kµ , (3.2)

ãåíåðàòîðû êîòîðûõ

Pµ = pµ , Mµν = xµpν − xνpµ , D = xµpµ , Kµ = 2(x · p)xµ − x2pµ (3.3)

îáðàçóþò êîíôîðìíóþ àëãåáðó so(2, 4)

[Mµν,Mλσ]P = ηµλMνσ − ηµσMνλ − (µ↔ ν) , (3.4)
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[Mµν, Pλ]P = ηµλPν − (µ↔ ν) , [Mµν, Kλ]P = ηµλKν − (µ↔ ν) , (3.5)

[Pµ, Kν]P = 2Mµν − 2ηµνD , [Pµ, D]
P
= −Pµ , [Kµ, D]

P
= Kµ (3.6)

ãðóïïû ñèììåòðèè 6�ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ âðåìåíàìè SO(2, 4). Ñî�

îòâåòñòâóþùåé ñïèíîðíîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SU(2, 2). Ñëåäîâàòåëü�

íî, èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïåðåôîðìóëèðîâêè êîíôîðìíî

èíâàðèàíòíûõ ñèñòåì â òåðìèíàõ êîîðäèíàò, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî òåíçîð�

íûì (îáû÷íî, ôóíäàìåíòàëüíûì, äëÿ îõâàòà âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé)

ïðåäñòàâëåíèÿì SO(2, 4) èëè SU(2, 2). Òîãäà âñå êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿ, ëèíåéíûå îäíîðîäíûå, íåîäíîðîäíûå è íåëèíåéíûå, ðåàëèçóþòñÿ â âèäå

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, 6-ìåðíûõ âðàùåíèé èëè ñïèíîðíûõ ïðåîáðàçîâà�

íèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ. Âûïîëíåíèå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðè�

âåëî Ð.Ïåíðîóçà [77] ê ââåäåíèþ òâèñòîðîâ.

Â òâèñòîðíîé òåîðèè êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíûå ñèñòåìû ôîðìóëèðóþò�

ñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ïàðàìåòðèçîâàííîì êîììóòèðóþùèì SU(2, 2)-ñïèíîðîì

Za, a = 1, ..., 4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî çàìåíÿåò, ôàêòè÷åñêè, îáû÷íîå ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå 4-âåêòîðàìè xµ è pµ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ îáû÷íûõ 4D ñïèí-òåíçîðíûõ

ïîëåé óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèå, ãäå â SU(2, 2)-ñïèíîðå

Za = (λα, µ
α̇) (3.7)

âûäåëåíû äâà 4D âåéëåâñêèõ ñïèíîðà (α = 1, 2, α̇ = 1, 2) ïðîòèâîïîëîæíîé

êèðàëüíîñòè: λα è µα̇. Âàæíî, ÷òî ýòè ñïèíîðû ÿâëÿþòñÿ êîììóòèðóþùè�

ìè (c-÷èñëîâûìè). Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííûå ñïèíîðû λ̄α̇ = (λα), µ̄
α = (µα̇)

Z̄ȧ = (λ̄α̇, µ̄
α) è SU(2, 2)-èíâàðèàíòíûé òåíçîð gaḃ, êîòîðûé â âûáðàííîì

ïðåäñòàâëåíèè (3.7) èìååò âèä gaḃ =

(
0 δαβ

−δβ̇α̇ 0

)
, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü

SU(2, 2)-ñïèíîð

Z̄a = gaḃZ̄ḃ = (µ̄α,−λ̄α̇) , (3.9)

êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé SU(2, 2)�ìàòðèöû.1

1 Çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ ãðóïïû Spin(1, 3) ≃ SL(2, C) è Spin(2, 4) ≃
SU(2, 2). Â ñëó÷àå 4D âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ, àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð ïîäíèìàåò è îïóñêàåò òî÷å÷íûå

èëè íåòî÷å÷íûå èíäåêñû: λα = ϵαβλβ , λ̄
α̇ = ϵα̇β̇λ̄β̇ . Â ñëó÷àå 6D è ñèãíàòóðû − − + + ++ íåòî÷å÷íûå

íèæíèå (âåðõíèå) èíäåêñû ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü â òî÷å÷íûå âåðõíèå (íèæíèå). Äåòàëüíûé àíàëèç

ñâîéñòâ ñïèíîðîâ â ïðîèçâîëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ è ïðè ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàòóðàõ ñäåëàí â [236].
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Ñâåðòêà ñïèíîðà (3.7) è åãî ñîïðÿæåííîãî (3.9) îïðåäåëÿåò ýðìèòîâó

ôîðìó

Λ ≡ i
2 Z̄

aZa =
i
2 g

aḃZ̄ḃZa =
i
2 (µ̄

αλα − λ̄α̇µα̇) , (3.10)

êîòîðàÿ åñòü SU(2, 2)-èíâàðèàíò è ÿâëÿåòñÿ íîðìîé SU(2, 2)-ñïèíîðà Za.

Ïî îïðåäåëåíèþ, òâèñòîðíîå ïðîñòðàíñòâî T � ýòî ñïèíîðíîå ïðîñòðàí�

ñòâî (ïðîñòðàíñòâî C4) êîíôîðìíîé ãðóïïû SU(2, 2) ñ ýðìèòîâîé ôîð�

ìîé (3.10). SU(2, 2)-ñïèíîðû Za, îïðåäåëåííûå íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå, íàçû�

âàþòñÿ òâèñòîðàìè [77, 78, 79]. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ôîð�

ìû (3.10), âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà òâèñòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíûõ òâèñòîðîâ T+, êîãäà Λ > 0; ïðîñòðàíñòâî îòðè�

öàòåëüíûõ òâèñòîðîâ T−, êîãäà Λ < 0 è ïðîñòðàíñòâî èçîòðîïíûõ òâèñòîðîâ

T0, êîãäà Λ = 0. Êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.1)-(3.2) ðåàëèçîâàíû â òâè�

ñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

δλα = lαβλ
β − 1

2 c λα − kαβ̇µ
β̇ , δµα̇ = l̄α̇β̇µβ̇ + 1

2 c µ
α̇ + aα̇βλβ , (3.11)

ãåíåðèðóåìûìè áèëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè òâèñòîðíûõ êîìïîíåíò

Pαα̇ = λαλ̄α̇ , Mαβ = λ(αµ̄β) , M̄α̇β̇ = λ̄(α̇µβ̇) , (3.12)

D = 1
2 (µ̄

αλα + λ̄α̇µ
α̇) , K α̇α = µα̇µ̄α . (3.13)

Ãåíåðàòîðû (3.12)-(3.13) îáðàçóþò êîíôîðìíóþ àëãåáðó (3.4)-(3.6) îòíîñè�

òåëüíî òâèñòîðíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

[Z̄a, Zb]P = δab , (3.14)

êîòîðûå â ñïèíîðíûõ êîìïîíåíòàõ èìåþò âèä

[µ̄α, λβ]P = δαβ , [µα̇, λ̄β̇]P = δα̇
β̇
. (3.15)

Â òåðìèíàõ 4-êîìïîíåíòíûõ òâèñòîðîâ ãåíåðàòîðû (3.12)-(3.13) ïðåäñòàâëÿ�

þòñÿ â âèäå áåçñëåäîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ òâèñòîðà (3.7) è åãî ñîïðÿæåííî�

ãî (3.9): Z̄aZb − 1
4 δ

a
b Z̄

cZc .

Èìåÿ ëèíåéíóþ ðåàëèçàöèþ êîíôîðìíîé ñèììåòðèè â òåðìèíàõ òâè�

ñòîðíûõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ òâèñòîðíóþ ôîðìóëè�

ðîâêó áåçìàññîâîé áåçñïèíîâîé ÷àñòèöû è, äàëåå, ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèå.
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Ñâÿçü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ è òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿ�

åòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

pαα̇ = λαλ̄α̇ , (3.16)

µα̇ = xα̇βλβ , µ̄α = λ̄β̇x
β̇α , (3.17)

ãäå èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè 4-âåêòîðíûõ è 2-ñïèíîð�

íûõ âåëè÷èí: pαα̇ = pµσ
µ
αα̇, p

α̇α = ϵαβϵα̇β̇pββ̇ è ò.ä. Ïðè ýòîì, çäåñü è íèæå

σ-ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (σµ)αγ̇(σ
ν)γ̇β + (σν)αγ̇(σ

µ)γ̇β = δβα,

êàê â [77, 78, 79]. Ñîîòíîøåíèÿ (3.16), (3.17) ñóòü òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿ Ïåíðîóçà äëÿ êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå ïðîçðà÷íûé

ôèçè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Óðàâíåíèå (3.16) ïîäðàçóìåâàåò àâòî�

ìàòè÷åñêè èçîòðîïíîñòü 4-èìïóëüñà: èç (3.16) ñëåäóåò p2 = 0 c ó÷åòîì òîæ�

äåñòâà λαλα ≡ 0, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ êîììóòèðóþùèõ 4D ñïèíîðîâ. Óñëîâèÿ

èíöèäåíòíîñòè (3.17) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâ�

ñêîãî ñ òâèñòîðíûìè ïåðåìåííûìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî òâè�

ñòîðà ðåøåíèå óðàâíåíèé (3.17) xα̇α = xα̇α0 + aλαλ̄α̇ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíóþ

âåùåñòâåííóþ êîíñòàíòó a, ïàðàìåòðèçóþùóþ ñâåòîïîäîáíóþ ïðÿìóþ (òðà�

åêòîðèþ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñ íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðîì λαλ̄α̇.

Ïîìèìî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà, óðàâíåíèÿ (3.17) èìåþò âàæíîå ôèçè�

÷åñêîå ñëåäñòâèå, ïîñêîëüêó ïîäðàçóìåâàþò èçîòðîïíîñòü ôèãóðèðóþùùåãî

â íèõ òâèñòîðà:

Λ = i
2 Z̄

aZa =
i
2 (µ̄

αλα − λ̄α̇µα̇) = 0 . (3.18)

Â ïîëó÷åíèè (3.18) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýðìèòîâîñòü ïðèñóòñòâóþùåé â (3.17)

ìàòðèöû xα̇α, ÷òî îòðàæàåò âåùåñòâåííîñòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî âåê�

òîðà xµ. Íî òâèñòîðíîå óñëîâèå èçîòðîïíîñòè èìååò âàæíûé ôèçè÷åñêèé

ñìûñë, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà Ïàóëè�Ëþáàíüñêîãî

Wµ = 1
2 εµνλρP

νMλρ . Â òâèñòîðíîé ðåàëèçàöèè ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû Ïóàíêà�

ðå (3.12)�(3.13) èìååì

Wαα̇ = ΛPαα̇ , (3.19)

ãäå Λ � íîðìà òâèñòîðà, îïðåäåëåííàÿ â (3.10). Òàêèì îáðàçîì, íîðìà òâèñòî�

ðà ñîâïàäàåò ñî ñïèðàëüíîñòüþ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, êîòîðóþ îí îïèñûâà�

åò. Cëåäîâàòåëüíî, òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.16), (3.17) ñâÿçûâàþò ïðî�
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ñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ è òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

íóëåâîé ñïèðàëüíîñòè.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà

ñóïåðñèììåòðè÷íîå îáîáùåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà [80]

pαα̇ = λαλ̄α̇ ; (3.20)

µα̇ = xα̇αλα + i θ̄α̇χ , µ̄α = λ̄α̇x
α̇α − iχ̄ θα ; (3.21)

χ = θαλα , χ̄ = λ̄α̇θ̄
α̇ . (3.22)

ñâÿçûâàþò ñóïåðòâèñòîðíûå ïåðåìåííûå ZA = (λα, µ
α̇, χ) (ñóïåðòâèñòîð Ôåð�

áåðà) ñ ñóïåðïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè (xµ, θα, θ̄α̇). Ïðè òàêîì îïðå�

äåëåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà íîðìà ñóïåðòâèñòîðà,

ñîâïàäàþùàÿ ñ ñóïåðñïèðàëüíîñòüþ áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû, ðàâíà

N ≡ i
2 Z̄

AZA = i
2 (µ

αλα − λ̄α̇µ̄α̇)− χ̄χ = 0 . (3.23)

Òî åñòü, ôóíäàìåíòàëüíûå òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.20)-(3.22) ñîîòâåò�

ñòâóþò, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ñóïåð÷àñòèöå íóëåâîé ñóïåðñïèðàëüíîñòè. Êîð�

ðåêòíûå óñëîâèÿ èíöèäåíòíîñòè äëÿ íåíóëåâîé (ñóïåð)ñïèðàëüíîñòè äîëæíû

äàâàòü íåíóëåâûå íîðìû, â îòëè÷èå îò (3.18) èëè (3.23).

Ìîäèôèêàöèÿ óñëîâèé èíöèäåíòíîñòè (3.17) â ðàìêàõ èñïîëüçóåìûõ ïå�

ðåìåííûõ íå ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Òàê, èçìåíåíèå îïðåäåëåíèÿ

ñïèíîðà µ â (3.17) �òâèñòîðíûì ñäâèãîì� [240] íà âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëü�

íóþ ñïèíîðó λ (ïðè ýòîì ââîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äëèíà äëÿ ñîãëà�

ñîâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé), ïî ïðåæíåìó ñîõðàíÿåò íîðìó òâèñòîðà. Îïèñàíèå

ñïèðàëüíîñòè áåçìàññîâîé ÷àñòèöû òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, ðàñ�

øèðåííûõ äîïîëíèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòè

äîïîëíèòåëüíûå êîîðäèíàòû ïðèçâàíû îïèñûâàòü ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò � ðàññìîòðåíèå

âìåñòî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè (xα̇β)+ =

xβ̇α åãî êîìïëåêñèôèêàöèè ñ êîîðäèíàòàìè zα̇β ̸= (zβ̇α)+, ñîîòâåòñòóþùèìè

íåâåùåñòâåííîìó ÷åòûðå-âåêòîðó zµ. Òîãäà, ìîäèôèöèðîâàííûå óñëîâèÿ èí�

öèäåíòíîñòè

µα̇ = zα̇βλβ , µ̄α = λ̄β̇ z̄
β̇α (3.24)
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íå ïðåäïîëàãàþò íóëåâóþ íîðìó òâèñòîðà, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ íóëåâîé ìíè�

ìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñèôèöèðîâàííîé êîîðäèíàòû zα̇β. Òàêîé ñïîñîá îïèñà�

íèÿ íåíóëåâîãî ñïèíà èñïîëüçóåòñÿ â òâèñòîðíîé òåîðèè Ïåíðîóçà, ïðèìå�

íÿåìûé, ôàêòè÷åñêè, íà óðîâíå ïîëåâîãî ïîäõîäà. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íûå ïîëÿ, ãåíåðèðóåìûå òâèñòîðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (3.33) â êîìïëåêñè�

ôèöèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ïîëåé àêñè�

îìàòè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Íî ïðè èñïîëüçîâàíèè êîìïëåêñèôèöèðîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ïîëíîñòüþ òåðÿåòñÿ âàæíûé ýëåìåíò òâèñòîðíîé

ïðîãðàììû, ñâÿçàííûé ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì îïèñàíèåì íà óðîâíå

êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì ïðè àíàëèçå

ñîâðåìåííûõ òåîðèé, êàê òî ñòðóííîé è ñóïåðñòðóííîé òåîðèé.

Â òâèñòîðíîé ïðîãðàìå áåçìàññîâîé ÷àñòèöû íóëåâîé ñïèðàëüíîñòè, åå

ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîå îïèñàíèå è åãî ñâÿçü ïîñðåäñòâîì òâèñòîðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà ñ òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêîé õîðîøî îïðåäåëåíû.

Äëÿ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòüþ òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêæå îä�

íîçíà÷íî îïðåäåëåíà. Íî âîçíèêàåò äâà âàæíûõ âîïðîñà îòíîñèòåëüíî äâóõ

äðóãèõ ýëåìåíòîâ òâèñòîðíîé ïðîãðàìû: êàêîé âèä èìåþò òâèñòîðíûå ïðåîá�

ðàçîâàíèÿ â ñëó÷àå íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè è êàêàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò òâèñòîðíîé â ýòîì ñëó÷àå? Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû

òðåáóþò âîññòàíîâëåíèÿ âñåé òâèñòîðíîé ïðîãðàììû íà óðîâíå êëàññè÷åñêèõ

ëàãðàíæèàíîâ ÷àñòèö, ÷òî âàæíî äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ òâèñòîðîâ

â ñòðóííîé òåîðèè.

3.2.2. Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñïèíîâîé áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

Ïîñêîëüêó â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå ñïèðàëüíîñòü ÷àñòèöû îïðåäåëÿ�

åòñÿ òâèñòîðíîé íîðìîé (3.10), ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

ñïèðàëüíîñòè j äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî ñâÿçüþ

Λ− j = i
2Z̄

aZa − j = i
2(µ̄

αλα − λ̄α̇µα̇)− j ≈ 0 , (3.25)

îáîáùàþùåé ñâÿçü (3.18) äëÿ ÷àñòèöû íóëåâîé ñïèðàëüíîñòè. Äåéñòâèå

Stwistors =

∫
dτ
[
1
2 (Z̄

aŻa − ˙̄ZaZa)− l ( i2 Z̄
aZa − j)

]
, (3.26)
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â êîòîðîì l ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì äëÿ ñâÿçè (3.25), îïðåäåëÿåò

òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñïèðàëüíîñòè s.

Ïðè ïåðåõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè ñêîáêè Ïóàññîíà (3.14) ïåðåõîäÿò â

êîììóòàòîð

[ ˆ̄Za, Ẑb] = iδab . (3.27)

Êâàíòîâàíèå òâèñòîðíîé ÷àñòèöû óäîáíî ïðîâîäèòü â ãîëîìîðôíîì ïðåäñòàâ�

ëåíèè (ïðåäñòàâëåíèè Ïåíðîóçà), êîãäà îïåðàòîðû Ẑa äèàãîíàëüíû, à
ˆ̄Za ðå�

àëèçîâàíû êàê îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ˆ̄Za = i
∂

∂Za
: ˆ̄λα̇ = −i ∂

∂µα̇
, ˆ̄µα = i

∂

∂λα
. (3.28)

Òâèñòîðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ(Z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Λ̂Ψ(Z) = jΨ(Z) , (3.29)

ÿâëÿþùèìñÿ êâàíòîâûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé ñâÿçè (3.25). Ïðîâîäÿ âåé�

ëåâñêîå óïîðÿäî÷åíèå â îïåðàòîðå ñïèðàëüíîñòè

Λ = i
2 Z̄

aZa → Λ̂ = i
4 (

ˆ̄ZaẐa + Ẑa
ˆ̄Za) = i

2 Ẑa
ˆ̄Za − 1 = −1

2 Za
∂

∂Za
− 1 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.29) äëÿ òâèñòîðíîé âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âèä

1
2Za

∂

∂Za
Ψ = −(1 + j)Ψ . (3.30)

Òàêèì îáðàçîì, òâèñòîðíîå ïîëå áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñïèðàëüíîñòè j � ãîëî�

ìîðôíàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè (−2− 2j):

Ψ(−2−2j)(αZ) = α−2−2jΨ(−2−2j)(Z) , (3.31)

ãäå α � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

Îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ èç òâèñòîðíî�

ãî (3.31) ïîñðåäñòâîì òâèñòîðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïåíðîóçà äëÿ ïîëåé. Îíî

ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â òâèñòîðíîì ïîëå ñïèíîð µ ðàçðåøàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ óñëîâèÿ èíöèäåíòíîñòè (3.17)

Ψ(−2−2j)(Z)
∣∣∣
µα̇=xα̇αλα

= Ψ(−2−2j)(λα, x
α̇αλα) . (3.32)
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Áëàãîäàðÿ îäíîðîäíîñòè (3.31) ôóíêöèÿ (3.32) îïðåäåëåíà, ôàêòè÷åñêè, íà

êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå CP1 è çàâèñèò ýôôåêòèâíî îò îä�

íîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, åñëè ó÷åñòü îäíîðîäíîñòü (3.31). Íàïðèìåð, îò

z ≡ λ1/λ2 ïðè λ2 ̸= 0. Èíòåãðèðóÿ ïî ýòîé ïåðåìåííîé òâèñòîðíîå ïîëå ñ

íàäëåæàùèì âåñîì, ïîëó÷àåì îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå. Â êîâà�

ðèàíòíîé çàïèñè, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà íåçàâèñèìîé êîîðäèíàòû íà CP1,

ïîëå (3.32) èíòåãðèðóåòñÿ ñ ìåðîé λdλ ≡ λαdλα. Êðîìå òîãî, ïîäèíòåãðàëü�

íîå âûðàæåíèå äîëæíî ñîäåðæàòü 2s êîìïîíåíò ñïèíîðà λ äëÿ êîìïåíñàöèè

îòðèöàòåëüíîãî âåñà òâèñòîðíîãî ïîëÿ, ÷òîáû ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

áûëî èíâàðèàíòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ λ → αλ, ò. å. (3.31) äëÿ òâèñòîðíîãî ïî�

ëÿ. Â èòîãå, èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Φα1...α2j
(x) =

∮
(λdλ)λα1

. . . λα2j
Ψ(−2−2j)(λα, x

α̇αλα) (3.33)

ñîïîñòàâëÿåò òâèñòîðíîìó ïîëþ (3.31) îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå

ïîëå Φα1...α2j
(x). Â èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè (3.33), îïðåäåëÿþùèì òâè�

ñòîðíîå ïîëåâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ïåíðîóçà, èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî çà�

ìêíóòîìó êîíòóðó ïðîñòðàíñòâà íåçàâèñèìîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, îõâà�

òûâàþùåì ïîëþñà òâèñòîðíîãî ïîëÿ. Âàæíî, ÷òî ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëå Φα1...α2j
(x) àâòîìàòè÷åñêè ñèììåòðè÷íî â îòíîøåíèè

ñïèíîðíûõ èíäåêñîâ âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè òâèñòîðíûõ êîìïîíåíò,

Φα1...α2j
= Φ(α1...α2j), è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà

∂α̇α1Φα1...α2j
(x) = 0 . (3.34)

Òî åñòü, êîìïëåêñíîå ïîëå (3.33) ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíîé íàïðÿæåííîñòüþ áåç�

ìàññîâîé ÷àñòèöû ñïèðàëüíîñòè j. Âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ (3.34) ÿâëÿåòñÿ ðå�

çóëüòàòîì çàâèñèìîñòè òâèñòîðíîãî ïîëÿ îò xα̇α òîëüêî â êîìáèíàöèè xα̇αλα

ñ êîììóòèðóþùèì ñïèíîðîì λα.

3.2.3. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ òâèñòîðíàÿ è ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêè ÷àñòèöû íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè

Ïîñòðîèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ òâèñòîðíîé ôîðìóëè�

ðîâêå áåçìàññîâîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû (3.26), íî, â òî æå âðåìÿ, ïîçâîëÿþ�
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ùóþ ñäåëàòü ïåðåõîä ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó îïè�

ñàíèþ, êîòîðûé ñãåíåðèðóåò ìîäèôèöèðîâàííûå òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿ. Â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ

äåéñòâèåì

Ss =

∫
dτ
[
1
2 (Z̄

aŻa − ˙̄ZaZa) + i( ˙̄ξξ − ξ̄ξ̇)− ℓ
(
i
2Z̄

aZa − ξξ̄
)

−v
(
ξξ̄ − j

)]
.

(3.35)

Ïîìèìî òâèñòîðà Ïåíðîóçà Za, ñðåäè äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñèñòå�

ìû (3.35) ïðèñóòñòâóåò êîìïëåêñíûé c-÷èñëîâîé ñêàëÿð ξ, ξ̄ = (ξ), êîìïî�

íåíòû êîòîðîãî êàíîíè÷åñêè ñàìîñîïðÿæåíû: èõ êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè ðàâíû

[ ξ, ξ̄ ]
P
= i

2 (3.36)

áëàãîäàðÿ êèíåòè÷åñêîìó ÷ëåíó äëÿ ξ â äåéñòâèè (3.26).

Êðîìå ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, åñëè ñðàâíèâàòü ñ äåé�

ñòâèåì (3.26), äåéñòâèå (3.35) ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ ñâÿçü

ξξ̄ − j ≈ 0 . (3.37)

Î÷åâèäíî, îíà ïåðâîãî ðîäà è èñêëþ÷àåò êàê ðàç äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïðè�

ñóòñòâóþùèå â ξ. Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå arg ξ = const ôèêñèðóåò êàëèáðîâêó

äëÿ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãåíåðèðóåìûõ ñâÿçüþ (3.37). Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé ξ ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó (3.26). Îòìåòèì, ÷òî

ââåäåíèå ñêîáêè Äèðàêà äëÿ ñâÿçè (3.37) è ôèêñàöèè êàëèáðîâêè íå èçìåíÿåò

êàíîíè÷åñêèõ ñêîáîê äëÿ òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ.

Èìåÿ ôîðìóëèðîâêó òâèñòîðíîé ÷àñòèöû íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòè â âè�

äå ñèñòåìû (3.35), ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü êàê òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿ, òàê è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó, åñëè âîñïîëüçîâàòü�

ñÿ àíàëîãèÿìè ñ òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêîé Ôåðáåðà [80] äëÿ ñóïåð÷àñòèöû

(3.20)-(3.22). Òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ÷àñòèöû íåíóëåâîé ñïèðàëüíî�

ñòè, ñâÿçûâàþùèå òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó (3.35) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé, îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pαα̇ = λαλ̄α̇ ; (3.38)

µα̇ = xα̇αλα + i ζ̄ α̇ξ , µ̄α = λ̄α̇x
α̇α − iξ̄ ζα ; (3.39)
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ξ = ζαλα , ξ̄ = λ̄α̇ζ̄
α̇ . (3.40)

Â âûðàæåíèÿõ (3.38)�(3.40) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âåéëåâñêèé ñïè�

íîð ζα, ζ̄ α̇ = (ζα), ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé ôîðìóëèðîâ�

êå, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò ñóïåðñëó÷àÿ, ÿâëÿåòñÿ c-÷èñëîâûì. Êàê óâèäèì

íèæå, îí îïèñûâàåò ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû.

Ìîäèôèöèðîâàííûå òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.38)�(3.40) ðåøàþò

ïîñòàâëåííóþ âûøå çàäà÷ó � îïèñàíèå òâèñòîðà íåíóëåâîé íîðìû. Èìåí�

íî, ñîîòíîøåíèÿ (3.39), (3.40) ðàçðåøàþò ïðèñóòñòâóþùóþ â äåéñòâèè (3.35)

ñâÿçü
i
2Z̄

aZa − ξξ̄ ≈ 0 , (3.41)

êîòîðàÿ, ñ ó÷åòîì ñâÿçè (3.37), ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåíèþ (íåíóëåâîé ïðè

s ̸= 0) òâèñòîðíîé íîðìû (3.25). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì òâèñòîð�

íóþ ôîðìóëèðîâêó ñ íåèçîòðîïíûì òâèñòîðîì, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêîé áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ âòîðûõ ÷ëåíîâ â

óñëîâèÿõ èíöèäåíòíîñòè (3.39).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (3.39), îïðåäåëÿþùèå ñïèíîð µ, ìîãóò áûòü ïðåä�

ñòàâëåíû â âèäå òâèñòîðíîãî ñäâèãà µα̇ → µα̇ − iξζ̄ α̇, µ̄α → µ̄α + iξ̄ζα âäîëü

ñïèíîðà ζ. Ïîñêîëüêó ζ è λ îðòîãîíàëüíû, ζλ ̸= 0, ìû ïîëó÷àåì èçìåíåíèå

çíà÷åíèÿ ñïèðàëüíîñòè i
2(λ̄α̇µ

α̇ − µ̄αλα)→ i
2(λ̄α̇µ

α̇ − µ̄αλα) + j. Ýòîò òâèñòîð�

íûé ñäâèã îòëè÷àåòñÿ îò òâèñòîðíîãî ñäâèãà µα̇ → µα̇ + lλ̄α̇, µ̄α → µ̄α + lλα

âäîëü ñïèíîðà λ, èñïîëüçóåìîãî â ðàáîòå [120]. Çäåñü, l � ïîñòîÿííàÿ ðàçìåð�

íîñòè äëèíû. Òàêîãî òèïà ñäâèã ïðèâîäèò ê ìîäèôèêàöèè âçàèìîäåéñòâèÿ

÷àñòèöû (èëè ñòðóíû) ñ ôîíîâûìè ïîëÿìè [120] è íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ

ñïèðàëüíîñòè, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ñäâèãå λ̄α̇µ
α̇ − µ̄αλα = inv.

Ïåðåìåííûå òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè (3.35) � êîîðäèíàòû òâèñòîðà

Za = (λα, µ
α̇) è êîìïëåêñíûé ñêàëÿð ξ � ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â âåëè÷èíó

ZA = (Za; ξ) = (λα, µ
α̇; ξ), êîòîðàÿ èìååò ïÿòü êîìïëåêñíûõ êîìïîíåíò è ìî�

æåò áûòü íàçâàíà áîçîííûì ñóïåðòâèñòîðîì. Ââîäÿ ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû

Z̄Ȧ = (Z̄ȧ; ξ̄) = (λ̄α̇, µ̄
α; ξ̄), Z̄A = gAḂZ̄Ḃ = (Z̄a;−2iξ̄) = (µ̄α,−λ̄α̇;−2iξ̄), ìû

âèäèì, ÷òî ëàãðàíæèàí (3.35) áåç ïîñëåäíåãî ÷ëåíà −v(ξ̄ξ−j) ïðèíèìàåò âèä
1
2(Z̄

AŻA − ˙̄ZAZA)− ℓ Z̄AZA .
Â ïåðåìåííûõ α, β, γ, δ, ââåäåííûõ ïîñðåäñòâîì λ1 = i(α + β),

λ2 = i(γ + δ), µ1 = α − β, µ2 = γ − δ, íîðìà áîçîííîãî ñóïåðòâèñòîðà
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i
2Z̄
AZA = i

2(µ̄
αλα−λ̄α̇µα̇)+ξ̄ξ ïðèíèìàåò âèä i

2Z̄
AZA = β̄β+δ̄δ+ξ̄ξ−ᾱα−γ̄γ è

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ýðìèòîâîé ôîðìîé ñèãíàòóðû (+++−−). Òàêèì îá�

ðàçîì, ëàãðàíæèàí (3.35) áåç ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, îïèñûâàåþùèé áåçìàñ�

ñîâûå ÷àñòèöû âñåõ âîçìîæíûõ ñïèðàëüíîñòåé, èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî

ãëîáàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû U(3, 2), êîòîðàÿ èãðàåò ðîëü áîçîííîé

ñóïåðêîíôîðìíîé ãðóïïû â òâèñòîðíîì ôîðìàëèçìå. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêå ýòè U(3, 2)-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòàíîâÿò�

ñÿ íåëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, âêëþ÷àþùèìè êîíôîðìíûå ïðåîáðàçî�

âàíèÿ, �áîçîííûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå� òðàíñëÿöèè è �áîçîííûå ñóïåðáóñòû�.

Ïîäñòàâëÿÿ òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.38)�(3.40) â òâèñòîðíîå äåé�

ñòâèå áåçìàññîâîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû (3.35), ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå

(zA) = (xµ, ζα, ζ̄ α̇), ïàðàìåòðèçîâàííîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäè�

íàòîé xα̇α è êîììóòèðóþùèì âåéëåâñêèì ñïèíîðîì ζα. Äåéñòâèå äàííîé ñè�

ñòåìû â ôîðìàëèçìå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä [158]

S =

∫
dτ
(
p ω − e(p2 −m2)− λ(ζp̂ζ̄ − j)

)
, (3.42)

ãäå êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ áîçîííîé �ñóïåðôîðìîé�

ω = ẋ− iζ̇σζ̄ + iζσ ˙̄ζ . (3.43)

Çäåñü pµ � èìïóëüñ ÷àñòèöû ìàññû m, òàê êàê ìîäåëü (3.42) ïîçâîëÿåò óíè�

âåðñàëüíî îïèñûâàòü åäèíûì îáðàçîì êàê áåçìàññîâóþ, òàê è ìàññèâíóþ ñïè�

íîâóþ ÷àñòèöó, à òàêæå ÷àñòèöó âûñøèõ ñïèíîâ ñ íåêîòîðîé ìîäèôèêàöèåé,

êàê óâèäèì íèæå. Îäíîìåðíûå ïîëÿ e è λ ÿâëÿþòñÿ ëàãðàíæåâûìè ìíîæèòå�

ëÿìè â äåéñòâèè (3.42). Áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà j èãðàåò ðîëü êëàññè÷åñêî�

ãî ñïèíà. Â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ëàãðàíæèàí äåéñòâèÿ (3.42) èìååò âèä

L = pαα̇ω
α̇α + 1

2 e(pαα̇p
α̇α −m2)− λ(ζαpαα̇ζ̄ α̇ − j) , ãäå �áîçîííàÿ ñóïåðôîðìà�

â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâíà ωα̇α = ẋα̇α − iζ̄ α̇ζ̇α + i ˙̄ζ α̇ζα .

Êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí pω̇ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñòàíäàðòíîãî êèíåòè�

÷åñêîãî ÷ëåíà äëÿ áåññïèíîâîé ÷àñòèöû pẋ è ñïèíîâîé ÷àñòè, êîòîðàÿ ïðè�

íèìàåò ñòàíäàðòíûé îñöèëëÿòîðíûé âèä im(ζσ0
˙̄ζ − ζ̇σ0ζ̄) â ñèñòåìå ïîêîÿ.

Ôîðìà ω (3.43) ñîâïàäàåò ñ N=1 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ω-ôîðìîé ïîñëå çàìå�

íû èíäåêñíîãî ñïèíîðà íà ãðàññìàíîâûé ñïèíîð. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
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ýòî ñîâïàäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì êàêîãî-òî ïðÿìîãî èëè íàèâíîãî îáîá�

ùåíèÿ èçâåñòíîãî âûðàæåíèÿ èç ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé. Íà ñàìîì äåëå,

ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæàåò îáùóþ ÷åðòó îïèñàíèÿ ñïèíà â òåðìèíàõ àíòè�

êîììóòèðóþùèìè è êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ. Êàê îòìå÷àëîñü â ïåðâîì

ðàçäåëå ýòîé ãëàâû, îáà ýòè îïèñàíèÿ âîçíèêàþò ïðÿìî èç ðåëÿòèâèçàöèè

ïðåäñòàâëåíèé ìàëîé ãðóïïû â òåðìèíàõ c-÷èñåë è a-÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, òî

åñòü, èç ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäóöèðîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóï�

ïû Ïóàíêàðå. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ýòî èíäóöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê áîçîííîé

è ôåðìèîííîé ñóïåðñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êèíåòè÷åñêèõ ÷ëåíîâ â ìå�

õàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. �Ê ñîæàëåíèþ� áîçîííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ ðàçðóøàåò�

ñÿ íåîáõîäèìûì îãðàíè÷åíèåì â áîçîííîì êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå

ââåäåíèåì ñïèíîâîé ñâÿçè [158], êîòîðàÿ ïðèñóòñòâóåò â ëàãðàíæèàíå [158]

ñ ìíîæèòåëåì Ëàãðàíæà. Â ïîñëåäíåé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåíà ñèñòåìà áåç

ýòîé ñâÿçè è ñ áîçîííîé ñèììåòðèåé è áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îíà îïèñûâàåò

÷àñòèöó âûñøåãî ñïèíà.

Â äåéñòâèè (3.42) çàëîæåíû ñëåäóþùèå ñêàëÿðíûå ñâÿçè: ìàññîâàÿ ñâÿçü

T ≡ 1
2(p

2 −m2) ≈ 0 , (3.44)

ãåíåðèðóåìàÿ êàðòàíîâñêèì ðàçðåøåíèåì 4-èìïóëüñà (3.38), è ñâÿçü (3.37),

êîòîðàÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

ζαpαα̇ζ̄
α̇ − j ≈ 0 . (3.45)

Ñèñòåìà (3.42) îáëàäàåò òàêæå áîçîííûìè ñïèíîðíûìè ñâÿçÿìè

∇α ≡ πα + ipαα̇ζ̄
α̇ ≈ 0 , ∇̄α̇ ≡ π̄α̇ − iζαpαα̇ ≈ 0 , (3.46)

âîçíèêàþùèìè ïðè îïðåäåëåíèè èìïóëüñîâ πα è π̄α̇, ñîïðÿæåííûõ ñïèíîð�

íûì êîîðäèíàòàì ζα è ζ̄ α̇: [ζα, πβ]P = δαβ , [ζ̄ α̇, π̄β̇]P = δα̇
β̇
. Ñèñòåìà ñâÿ�

çåé (3.44)�(3.46) � ñìåñü ñâÿçåé ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Î÷åâèäíî, ìàññîâàÿ

ñâÿçü (3.44) � ïåðâîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó i
2(ζ∇−∇̄ζ̄)+(ζp̂ζ̄−j) = i

2(ζπ−π̄ζ̄)−j,
ñâÿçü (3.45) ýêâèâàëåíòíà íà ïîâåðõíîñòè ñïèíîðíûõ ñâÿçåé (3.46) ñâÿçè

S ≡ Sζ − j ≡
i

2
(ζπ − π̄ζ̄)− j ≈ 0 , (3.47)
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êîòîðàÿ êîììóòèðóåò â ñëàáîì ñìûñëå ñî âñåìè îñòàëüíûìè ñâÿçàìè,

{S,∇} = i
2∇, {S, ∇̄} = −

i
2∇̄, è ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ v è ω

ñïèíîðíûå ñâÿçè∇ è ∇̄ ïðèíèìàþò âèä v ∼ p̂ω̄ è ê. ñ. è ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì

ñìûñëå äóàëüíûìè òâèñòîðíûì óñëîâèÿì ω = x̂v̄ è ê. ñ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

èíäåêñíûå ñïèíîðû ζ, pζ è òâèñòîðíûå ñïèíîðû ω, v ñìåíÿþò äðóã äðóãà ïðè

ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå â îïèñàíèè áåçìàññîâûõ ÷àñòèö.

Íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà ñïèíîðíûõ ñâÿçåé (3.46) ñóòü

[∇α, ∇̄α̇]P = 2ipαα̇ . (3.48)

Â ñëó÷àå ìàññèâíîé ÷àñòèöû p̂p̃ = m2 > 0 âñå ñïèíîðíûå ñâÿçè (3.46) âòîðîãî

ðîäà. Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå, êîãäà m = 0 è ìàòðèöà p̂ ñèíãóëÿðíà, ïîëîâèíà

ñïèíîðíûõ ñâÿçåé � ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà, âûäåëÿåìûå ïðîåêöèåé íà ñïèíîð

pαα̇ζ̄
α̇ è åìó êîìïëåêñíî�ñîïðÿæåííûé:

F ≡ ζ̄α̇p
α̇α∇α ≈ 0 , F̄ ≡ ∇̄aα̇p

α̇αζα ≈ 0 . (3.49)

Ñâÿçè âòîðîãî ðîäà, ïðèñóòñòâóþùèå â ñïèíîðíûõ ñâÿçÿõ, � ýòî

G ≡ ζα∇α ≈ 0 , Ḡ ≡ ∇̄α̇ζ̄
α ≈ 0 . (3.50)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3.42) îïèñûâàåòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî (3.44), (3.47),

(3.49) è âòîðîãî (3.50) ðîäà, ðàçäåëåíèå êîòîðûõ ïðîèçâåäåíî êîâàðèàíòíûì

ñïîñîáîì áëàãîäàðÿ ïðèñóòñòâèþ áîçîííîãî ñïèíîðà ζ â ñèñòåìå. Òàêàÿ ñòðóê�

òóðà ñâÿçåé ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü ãóïòà�áëåéëåðîâñêîå êâàíòîâàíèå.

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå êâàíòîâûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè âîëíî�

âóþ ôóíêöèþ ÷àñòèöû Φ(x, ζ, ζ̄), ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

2Φ = 0 , ∇̄α̇Φ = 0 , ∂α̇α∇αΦ = 0 , (3.51)

1

2

(
ζα

∂

∂ζα
− ζ̄ α̇ ∂

∂ζ̄ α̇

)
Φ = jΦ , (3.52)

ãäå îïåðàòîðû ∇α ≡ −i(
∂

∂ζα
+ i∂αα̇ζ̄

α̇), D̄α̇ ≡ −i(
∂

∂ζ̄ α̇
− iζαpαα̇) ÿâëÿþòñÿ

êâàíòîâûìè àíàëîãàìè ñâÿçåé (3.46). Ðåøåíèåì óðàâíåíèé (3.51), (3.52) ÿâ�

ëÿåòñÿ ïîëå

Φ(x
L
, ζ) = ζα1 . . . ζα2jΦα1...α2j

(x
L
) , (3.53)
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îïðåäåëåííîå, áëàãîäàðÿ âòîðîìó óðàâíåíèþ â (3.51), íà ïðîñòðàíñòâå, ïàðà�

ìåòðèçîâàííîì êîîðäèíàòàìè xα̇α
L

= xα̇α + iζ̄ α̇ζα è ζα. Óðàâíåíèå (3.52) îïðå�

äåëÿåò ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïîëÿ (3.53) â îòíîøåíèè ñïèíîðà ζ, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò òèï êîìïîíåíòíîãî ïîëÿ Φα1...α2j
. Ýòî ïðîñòðàíñòâåí-

íî-âðåìåííîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äèðàêà-Ïàóëè-Ôèðöà (3.34) áëà�

ãîäàðÿ òðåòüåìó óðàâíåíèþ â (3.51), ñèììåòðè÷íî ïî 2j ñïèíîðíûì èíäåêñàì

è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò áåçìàññîâóþ ÷àñòèöó ñïèðàëüíîñòè j.

Ïîëå (3.53) ìîæíî ðàçðåøèòü ÷åðåç òâèñòîðíîå ïîëå (3.31) ñ ïîìîùüþ

èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íîãî òâèñòîðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì

(3.33). Èìåííî, ïðåîáðàçîâàíèå

Φ(x
L
, ζ) =

∮
(λdλ) ξ2j Ψ(−2−2j)(λα, µ

α̇)
∣∣∣
µα̇=xα̇α

L
λα , ξ=ζαλα

(3.54)

âîññòàíàâëèâàåò ïîëå (3.53) ïî òâèñòîðíîìó ïîëþ (3.31). Îòìåòèì, ïîëå

Ψ(λ, µ, ξ) = ξ2j Ψ(−2−2j)(λ, µ) ,

ïðèñóòñòâóþùåå â (3.54) êàê ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå, ÿâëÿåòñÿ, ôàêòè�

÷åñêè, âîëíîâîé ôóíêöèåé ñèñòåìû (3.35).

3.3. Áèòâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíîé ñïèíîâîé

÷àñòèöû

Â îïðåäåëåíèè òâèñòîðîâ çàëîæåíà ÿâíî êîíôîðìíàÿ ñèììåòðèÿ, ÷òî

ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó îïèñàíèþ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â òâèñòîðíîì ïîä�

õîäå. Íî îäíîé èç çàäà÷ òâèñòîðíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå, àëüòåðíà�

òèâíîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêå, ôèçè÷åñêîãî ìèðà, âêëþ�

÷àþùåãî êîíôîðìíî-íåèíâàðèàíòíûå ñèñòåìû. Â ôèçèêå ÷àñòèö åñòåñòâåí�

íûì ïðèìåðîì ïîñëåäíèõ ÿâëÿåòñÿ ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ, â îáùåì,

íåíóëåâûì ñïèíîì. Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíî òâèñòîðíîå îïèñàíèå

ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì ñ ìàññîé.

Ïîìèìî ñïåöèôèêè îïèñàíèÿ ìàññèâíîãî ñïèíà, îáëàäàþùåãî èíûì ÷èñ�

ëîì ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî ñðàâíåíèþ ñ áåçìàññîâûì ñëó÷àåì, îò�

ëè÷èÿ âîçíèêàþò òàêæå ïðè îïèñàíèè âðåìåíèïîäîáíîãî èìïóëüñà. Åñëè â
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áåçìàññîâîì ñëó÷àå ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð èìïóëüñà ðàçðåøàåòñÿ â âèäå åäèí�

ñòâåííîãî ñïèíîðà ïîñðåäñòâîì (3.16), ñïèíîðíîå ïðåäñòàâëåíèå âðåìåíèïî�

äîáíîãî èìïóëüñà ìàññèâíîé ÷àñòèöû p2 = m2 äîëæíî èñïîëüçîâàòü êàê ìè�

íèìóì äâà ñïèíîðà

pαα̇ = λiα λ̄α̇ i, (3.55)

ãäå λ̄α̇ i = (λiα). Èíòåðïðåòèðóÿ, ïî àíàëîãèè ñ áåçìàññîâûì ñëó÷àåì, ñïèíîðû

λi êàê ïîëîâèíû òâèñòîðîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà, íåçàâèñèìî îò

åå ñïèíà, äîëæíà èñïîëüçîâàòü êàê ìèíèìóì áèòâèñòîðíîå îïèñàíèå. Êðîìå

òîãî, ïðè îïèñàíèè ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû ñ ôèêñèðîâàííîé ìàññîé, èñïîëü�

çóåìûå äâà ñïèíîðà äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçüþ

|λαiλαi|2 = 2m2 (3.56)

èëè, âîçìîæíî, áîëåå ñèëüíûìè óñëîâèÿìè, íàïðèìåð

λαiλαi =
√
2m, λ̄α̇iλ̄

α̇i =
√
2m, (3.57)

êîòîðûå íàðóøàþò êîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ äî ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Äðóãèì âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âèä ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî

îïèñàíèÿ ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû, êîòîðîå äîëæíî áûòü ñâÿçàíî ñ

òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêîé ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ïåíðîóçà.

Äëÿ ýòîé öåëè èç âñåõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ôîðìóëèðîâîê íàèáîëåå

ïîäõîäÿùåé ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ, â êîòîðîé ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû îïèñûâàþò�

ñÿ ñ ïîìîùüþ êîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëü�

íûì, ÷òîáû òàêèå ôîðìóëèðîâêè èñïîëüçîâàëè ñïèíîðû â êà÷åñòâå ñïèíîâûõ

ïåðåìåííûõ (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñïèíîâ, â òîì ÷èñëå ïîëóöåëûõ)

è îïèñûâàëè åäèíîîáðàçíî ïðîèçâîëüíûå ñïèíû. Ôîðìóëèðîâêà ðåëÿòèâèñò�

ñêîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì [158] ñ äåéñòâèåì (3.42) ÿâëÿåò�

ñÿ íàèáîëåå óäîáíîé ôîðìóëèðîâêîé äëÿ ýòèõ öåëåé. Ïðåèìóùåñòâà ýòîé ôîð�

ìóëèðîâêè äåìîíñòðèðóþòñÿ íå òîëüêî êàíîíè÷åñêèì êâàíòîâàíèåì ìîäåëè,

âûïîëíåííûì â [158], à òàêæå êâàíòîâàíèåì ñ ïîìîùüþ BFV-BRST ïîäõîäà

[241, 242, 243, 244]. Ïîñëåäíåå êâàíòîâàíèå ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñ èíäåêñíûì

ñïèíîðîì, ïðîâåäåííîå â [159, 160], ïðîèçâîäèò ïðàâèëüíûå ïðîïàãàòîðû ïî�

ñëå âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ.



202

3.3.1. Ïîëó÷åíèå òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè èç ãàðìîíè÷åñêîãî

ïîäõîäà

Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó (3.42) ÷èñòî êà�

ëèáðîâî÷íûå ïåðåìåííûå, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âîçüìåì ëîðåíöåâû ãàðìîíè�

êè [81, 84, 88] � äâà ñïèíîðà viα, v̄α̇i = (viα), i = 1, 2, îáðàçóþùèå 2 × 2 êîì�

ïëåêñíóþ ìàòðèöó ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì, ÷òî îòðàæåíî â íàëè÷èè

ñâÿçåé

h ≡ vαivαi − 2 ≈ 0 , h̄ ≡ v̄α̇iv̄
α̇i − 2 ≈ 0 . (3.58)

ãäå vαi = ϵijv
j
α, v̄

i
α̇ = ϵij v̄α̇j. Óñëîâèÿ (3.58) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ýêâèâàëåíò�

íîì âèäå vαivβi +ϵ
αβ ≈ 0, v̄α̇iv̄

i
β̇
+ϵα̇β̇ ≈ 0 .Ìû äîáàâëÿåì ê ëàãðàíæèàíó (3.42)

êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí äëÿ ãàðìîíèê viα, v̄α̇i è êàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûõ ïåðå�

ìåííûõ pv
α
i , p̄v

α̇i, {viα, pv
β
j } = δβαδ

i
j, {v̄α̇i, p̄vβ̇j} = δβ̇α̇δ

j
i , à òàêæå ëèíåéíóþ êîì�

áèíàöèþ ïîëíîãî ìíîæåñòâà ñâÿçåé, êîýôôèöèåíòû â êîòîðîé � ëàãðàíæåâû

ìíîæèòåëè. ×èñëî ñâÿçåé äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íûì äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âñåõ

ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Â äîïîëíåíèè ê êèíåìàòè÷åñêèì ñâÿçÿì (3.58),

ìû íàêëàäûâàåì ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé íàáîð ñâÿçåé äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ

pv
α
i ≈ 0 , p̄v

α̇i ≈ 0 . (3.59)

Ñèñòåìà ñâÿçåé (3.58) è (3.59) ñîäåðæèò äâå ïàðû ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà

è øåñòü ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà. Ðàçäåëåíèå ñâÿçåé (3.59) ïî ðîäàì îñóùåñòâ�

ëÿåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì èõ íà ñïèíîðû viα, v̄α̇i. Âñëåäñòâèå íåñèíãóëÿðíîñòè

ãàðìîíè÷åñêîé ìàòðèöû viα (3.58), ìíîæåñòâî ñâÿçåé (3.59) è íàáîð ëîðåíö�

èíâàðèàíòíûõ ñâÿçåé

pv
α
i v

j
α ≈ 0 , v̄α̇ip̄v

α̇j ≈ 0 (3.60)

ýêâèâàëåíòíû.

Ñëåäîâûå ÷àñòè ñâÿçåé (3.60) pv
α
i v

i
α ≈ 0, v̄α̇ip̄v

α̇i ≈ 0 êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ�

æåíû êèíåìàòè÷åñêèì ñâÿçÿì (3.58). Â âåùåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñâÿçè

i(h− h̄) = i(vαivαi − v̄α̇iv̄α̇i) ≈ 0 , h+ h̄ = vαivαi + v̄α̇iv̄
α̇i + 4 ≈ 0 (3.61)

D0 ≡ i(pv
α
i v

i
α − v̄α̇ip̄vα̇i) ≈ 0 , B0 ≡ pv

α
i v

i
α + v̄α̇ip̄v

α̇i ≈ 0 (3.62)

îáðàçóþò ïàðû (i(h− h̄),D0), (h+ h̄,B0) ñîïðÿæåííûõ ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà.
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Áåññëåäîâûå ÷àñòè ñâÿçåé (3.60) êîììóòèðóþò ñî ñâÿçÿìè (3.61) è (3.62)

è ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà. Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýòè ñâÿçè â âèäå ëî�

ðåíö-èíâàðèàíòíûõ 3-âåêòîðîâ

Dr ≡ i
2(σr)i

j(pv
α
j v

i
α − v̄α̇j p̄vα̇i) ≈ 0 , Br ≡ 1

2(σr)i
j(pv

α
j v

i
α + v̄α̇j p̄v

α̇i) ≈ 0 (3.63)

ãäå σr, r = 1, 2, 3 åñòü îáû÷íûå ýðìèòîâû ìàòðèöû Ïàóëè.

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà ñ äîïîëíèòåëüíûì ÷èñòî êàëèáðîâî÷�

íûì ãàðìîíè÷åñêèì ñåêòîðîì îïèñûâàåòñÿ ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè xµ, pµ;

ζα, ζ̄ α̇, pζα, p̄ζα̇; v
i
α, v̄α̇i, pv

α
i , p̄v

α̇i è ñâÿçÿìè (3.44), (3.45), (3.46), (3.58), (3.62),

(3.63). Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ ÷àñòè ñâÿçåé ïåðåìåííûå x, p, ζ, pζ è èì êîì�

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, èñïîëüçóåìûå â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëè�

ðîâêå, ìû ïîëó÷èì òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû.

Ñâÿçè Br â (3.63) ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèãíåðà â ãàð�
ìîíè÷åñêîì áàçèñå c êîîðäèíàòàìè x(0) = 1

2 v̄α̇kx
α̇αvkα, x(r) =

1
2 v̄α̇jx

α̇αviα(σr)i
j.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ÷åòûðå-èìïóëüñ

â ãàðìîíè÷åñêîì áàçèñå ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, êîãäà

p(r) =
1
2 v

α
j pαα̇v̄

α̇i(σr)i
j ≈ 0 , r = 1, 2, 3 . (3.64)

Ýòè óñëîâèÿ ôèêñèðóþò êàëèáðîâêó äëÿ ñâÿçåé Br ≈ 0, êîòîðûå îïðåäåëÿ�

þò x(r) =
1
2 v̄α̇jx

α̇αviα(σr)i
j â ãàðìîíè÷åñêîì áàçèñå. Èç-çà ðàçðåøåííîãî âèäà

óñëîâèé ôèêñàöèè êàëèáðîâêè (3.64), ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ äðóãèõ ïåðåìåí�

íûõ ñîâïàäàþò ñî ñêîáêàìè Äèðàêà. Ìàññîâîå óñëîâèå p2 = m2 äëÿ ñîñòîÿíèé

ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè â ãàðìîíè÷åñêîì áàçèñå ïðèíèìàåò òåïåðü âèä

p(0) +m = 1
2 v

α
k pαα̇v̄

α̇k +m ≈ 0 . (3.65)

Ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè äëÿ íåå åñòü óñëîâèå

x(0) = 1
2 v̄α̇kx

α̇αvkα ≈ 0 , (3.66)

êîòîðîå òàêæå èìååò ðàçðåøåííûé âèä.

Ïîñëå ýòèõ ôèêñàöèé êàëèáðîâêè è ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ

ξi = (m/
√
2)1/2ζαviα , ξ̄i = (m/

√
2)1/2v̄α̇iζ̄

α̇ , (3.67)

λiα = (m/
√
2)1/2viα , λ̄α̇i = (m/

√
2)1/2v̄α̇i , (3.68)
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ñâÿçè (3.45), (3.46) ïðèíèìàþò âèä

ξ̄iξ
i − j ≈ 0 , (3.69)

ψi ≡ ipξi − ξ̄i ≈ 0 , ψ̄i ≡ ip̄iξ + ξi ≈ 0 . (3.70)

Ñâÿçè (3.70) ψi ≈ 0, ψ̄i ≈ 0 ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà,

{ψi, ψ̄j} = −2iδji . Ïîñëå ââåäåíèÿ ñêîáîê Äèðàêà äëÿ íèõ {A,B}
∗ = {A,B}−

i
2

(
{A,ψi}{ψ̄i, B} − {A, ψ̄i}{ψi, B}

)
ïåðåìåííûå pξi, p̄

i
ξ èñêëþ÷àþòñÿ, òîãäà

êàê îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå ξi, ξ̄i èìåþò ñëåäóþùèå ñêîáêè Äèðàêà {ξi, ξ̄j}∗ =
− i

2δ
i
j, òî åñòü ïåðåìåííûå ξ

i è ξ̄i êàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó. Ýòî óñëî�

âèå ãåíåðèðóåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùèì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì äëÿ

ξi è ξ̄i â ëàãðàíæèàíå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èñêëþ÷èëè ïîëíîñòüþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå

ïåðåìåííûå è ïîëó÷èëè ñèñòåìó ñ ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè: ñïèíîðàìè λiα,

λ̄α̇i; êàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûìè ê íèì ñïèíîðàìè µ̄αi , µ
α̇i è ñêàëÿðàìè ξi, ξ̄i,

îãðàíè÷åííûìè ñâÿçÿìè

h ≡ λαiλαi −
√
2m ≈ 0 , h̄ ≡ λ̄α̇iλ̄

α̇i −
√
2m ≈ 0 , (3.71)

D0 = D0 + 2ξ̄iξ
i = i(µ̄αi λ

i
α − λ̄α̇iµα̇i) + 2ξ̄iξ

i ≈ 0 , (3.72)

Dr = Dr + (σr)i
j ξ̄jξ

i = (σr)i
j
[
i
2(µ̄

α
j λ

i
α − λ̄α̇jµα̇i) + ξ̄jξ

i
]
≈ 0 , (3.73)

S − j ≡ ξ̄iξ
i − j ≈ 0 , (3.74)

B0 = B0 = µ̄αi λ
i
α + λ̄α̇iµ

α̇i ≈ 0 . (3.75)

Ñâÿçè B0 ≈ 0 (3.75), h + h̄ ≈ 0 îáðàçóþò ïàðó ñîïðÿæåííûõ ñâÿçåé

âòîðîãî ðîäà. Ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñâÿçü B0 ≈ 0 êàê óñëîâèå ôèêñàöèè

êàëèáðîâêè äëÿ ñâÿçè h+ h̄ ≈ 0. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó,

èìåþùóþ ñâÿçè (3.71)-(3.74), à ñâÿçü B0 ≈ 0 íàêëàäûâàåòñÿ ïðè íåîáõîäèìî�

ñòè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 8 è â

òâèñòîðíîé ñèñòåìå ñî ñâÿçÿìè (3.71)-(3.74) è â ìîäåëè ìàññèâíîé ñïèíîâîé

÷àñòèöû (3.42). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñâÿçè (3.72) è (3.73) îáúåäèíÿþòñÿ â âèäå

òåíçîðà

Di
j ≡ i

2

(
µ̄αi λ

j
α − λ̄α̇iµα̇j

)
+ ξ̄iξ

j ≈ 0 . (3.76)
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Òîãäà D0 ≈ 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäîâîé ÷àñòüþ òåíçîðà Di
j ≈ 0, D0 = Di

i,

òîãäà êàê Dr ≈ 0 ïðîïîðöèîíàëüíû áåññëåäîâûì ÷àñòÿì Di
j − 1

2δi
jDk

k ≈ 0,

Dr = (σr)i
jDj

i.

3.3.2. Òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è òâèñòîðíûé ëàãðàíæèàí

ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû

Âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, ïîçâîëÿþò íàì ïî�

ëó÷èòü ïîëíûé íàáîð óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïîñëå ôèêñàöèè êàëèáðîâîê (3.64), (3.65) ìû ïîëó÷àåì òâèñòîðîïî�

äîáíîå ïðåäñòàâëåíèå âðåìåíèïîäîáíîãî ÷åòûðå-èìïóëüñà (3.55). Óðàâíåíèÿ

(3.67), (3.68) äàþò âûðàæåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ξi, ξ̄i ÷åðåç ñïèíîðíûå

ξi = ζαλiα , ξ̄i = λ̄α̇iζ̄
α̇ . (3.77)

Èç ÿâíîãî âèäà êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îò áàçèñà ñ êîîðäèíàòàìè xµ, pµ

è äð. ê áàçèñó, ïàðàìåòðèçîâàííîì x(0), x(r), p
(0), p(r) è äð. (ñìîòðèòå [161]), è

èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (3.64), (3.65), (3.59), ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ èíöèäåíòíîñòè

µ̄αi = λ̄α̇ix
α̇α + iξ̄iζ

α , µα̇i = xα̇αλiα − iξiζ̄ α̇ , (3.78)

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñïèíîð µ ÷åðåç äðóãèå ïåðåìåííûå. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîëó÷àåì òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.55), (3.78), (3.77) äëÿ ìàññèâíîé ñïè�

íîâîé ÷àñòèöû, ñâÿçûâàþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó ñ

ôàçîâûìè ïåðåìåííûìè xµ, pµ; ζ
α, ζ̄ α̇ è òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó ñ ôàçî�

âûìè ïåðåìåííûìè λiα, λ̄α̇i, µ̄
α
i , µ

α̇i; ξi, ξ̄i. Îòìåòèì, ÷òî â òâèñòîðíîé ôîðìó�

ëèðîâêå ñïèí ìàññèâíîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ êîìïëåêñíûìè ñêàëÿð�

íûìè ïåðåìåííûìè ξi, ξ̄i, i = 1, 2.

Òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.55)-(3.78) äàþò íàì æåëàåìûé âèä êèíå�

òè÷åñêîãî ÷ëåíà â òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ:

pαα̇Π
α̇α = −1

2(dµ̄
α
i λ

i
α− dλ̄α̇i µα̇i− µ̄αi dλiα+ λ̄α̇i dµ

α̇i) + i(dξ̄i ξ
i− ξ̄i dξi) . (3.79)

Â òåðìèíàõ áèòâèñòîðà

Zi
a =

(
λiα , µ

α̇i
)

(3.80)

è åãî ñîïðÿæåííîãî

Z̄a = gaḃZ̄ḃ =
(
µ̄αi , −λ̄α̇i

)
, (3.81)
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(ñì. (3.7), (3.9)) êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí (3.79) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

pµΠ
µ =

1

2
pαα̇Π

α̇α = −1
2(dZ̄

a
i Z

i
a − Z̄a

i dZ
i
a) + i(dξ̄i ξ

i − ξ̄i dξi) . (3.82)

Òàêèì îáðàçîì, òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû îïè�

ñûâàåòñÿ ëàãðàíæèàíîì

L = −1
2

(
˙̄Za
i Z

i
a − Z̄a

i Ż
i
a

)
+ i
(
˙̄ξi ξ

i − ξ̄i ξ̇i
)

−M (S − j)−Nj
iDi

j −Kh− K̄h̄ , (3.83)

ãäåM , Nj
i, K è K̄ � ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè äëÿ ñâÿçåé (3.74), (3.76) è (3.71).

Îòìåòèì, ÷òî òâèñòîðíûå �ìàññîâûå� ñâÿçè (3.71) ìîãóò áûòü çàïèñàíû

â âèäå

h = Z i
aI

abZbi +
√
2m ≈ 0 , h̄ = Z̄a

i IabZ̄
bi −
√
2m ≈ 0 , (3.84)

ãäå ââåäåíû áåñêîíå÷íûå (àñèìïòîòè÷åñêèå) òâèñòîðû

Iab =

(
ϵαβ 0

0 0

)
, Iab =

(
0 0

0 ϵα̇β̇

)
,

à ñâÿçè (3.76) � â âèäå êîâàðèàíòíûõ ñâåðòîê òâèñòîðîâ

Di
j = i

2Z̄
a
i Z

j
a + ξ̄iξ

j ≈ 0 . (3.85)

Ìû ìîæåì ââåñòè òàêæå òàê íàçûâàåìûå �áîçîííûå ñóïåðòâèñòîðû�

Z iA = (Zi
a; ξ

i) , Z̄Ai = (Z̄a
i ;−2iξ̄i) , (3.86)

â âèäå êîòîðûõ êèíåòè÷åñêèå ÷ëåíû ëàãðàíæèàíà (3.83) çàïèñûâàþòñÿ êàê

−1
2

(
˙̄ZAi Z iA − Z̄Ai Ż iA

)
, à ñâÿçè (3.85) � â âèäå Di

j = i
2Z̄
A
i Z

j
A ≈ 0.

3.3.3. Êâàíòîâàíèå òâèñòîðíîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû

Âûïîëíèì êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå ïî Äèðàêó ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷à�

ñòèöû â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå, îïðåäåëÿåìîé ñâÿçÿìè (3.71)�(3.74)

Ñâÿçü D0 = 2Di
i ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ôèêñàöèè êàëèáðîâêè äëÿ ñâÿ�

çè h − h̄ ≈ 0. Ìû íàêëàäûâàåì òàêæå ôèêñàöèþ êàëèáðîâêè (3.75) B0 =

λiαµ̄
α
i + µα̇iλ̄α̇i ≈ 0 äëÿ ñâÿçè h + h̄ ≈ 0 è ñ÷èòàåì, ÷òî ñâÿçè D0, B0, h, h̄
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âûïîëíÿþòñÿ â ñèëüíîì ñìûñëå. Ââåäåíèå ñêîáîê Äèðàêà äëÿ íèõ íå èçìå�

íÿåò êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ äðóãèõ ñâÿçåé [23], [24] è ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü òâèñòîðíûå ïåðåìåííûå µ è λ ñî ñòàíäàðòíûìè êîììóòàöèîí�

íûìè ñîîòíîøåíèÿìè

{λiα, µ̄
β
j } = δβαδ

i
j , {λ̄α̇i, µβ̇j} = δβ̇α̇δ

j
i (3.87)

â SU(2)-ñâÿçÿõ (3.73). Ìû áóäåì ðåàëèçîâûâàòü êâàíòîâûå êîììóòàòîðû ñïè�

íîðíûõ ïåðåìåííûõ

[µ̄αi , λ
j
β] = −iδ

α
βδ

j
i , [µα̇i, λ̄β̇j] = −iδ

α̇
β̇
δij

â âèäå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áåðåì ïðåä�

ñòàâëåíèå ñ äèàãîíàëüíûì ñïèíîðîì λ, òîãäà êàê ðåàëèçàöèÿ ñïèíîðà ω â

ñâÿçè (3.73) áóäåò

µ̄αi = −i∂/∂λiα , µα̇i = −i∂/∂λ̄α̇i .

Êèíåòè÷åñêèé ÷ëåí â (3.83) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñêîáêàì Äèðàêà äëÿ

ïåðåìåííûõ ξ

{ξ̄i, ξj}∗ = − i
2δ
j
i . (3.88)

Êâàíòîâîé àëãåáðîé ξ-ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ

[ξi, ξ̄j] = −1
2δ
i
j .

Òîãäà ïåðåìåííûå

ai ≡
√
2ξ̄i , a+i ≡

√
2ξi (3.89)

ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ äâóõìåðíîãî îñöèëëÿòîðà[
ai, a

+j
]
= δji .

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ(λ, λ̄) áåðåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ýòèõ

îïåðàòîðîâ. Îíà ïîä÷èíåíà ñâÿçÿì ïåðâîãî ðîäà

(S − J)Ψ ≡
(
1
2a

+iai − J
)
Ψ = 0 , (3.90)

DrΨ = (Dr +∆r)Ψ = 0 , r = 1, 2, 3 , (3.91)
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ãäå

Dr ≡ 1
2

[
λiα(σr)i

j ∂

∂λjα
− ∂

∂λ̄α̇i
(σr)i

jλ̄α̇j

]
, ∆r ≡ 1

2a
+i(σr)i

jaj . (3.92)

Êîíñòàíòà J â ñâÿçè (3.90) åñòü êëàññè÷åñêàÿ êîíñòàíòà j â (3.74), ïåðåíîð�

ìèðîâàííàÿ êîíñòàíòàìè óïîðÿäî÷åíèÿ.

Îïåðàòîðû Dr è ∆r îáðàçóþò àëãåáðû SU(2):

[Dr,Ds] = iϵrspDp , [∆r,∆s] = iϵrsp∆p .

Àíàëîãè÷íî, êâàíòîâàÿ àëãåáðà ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà Dr òàêæå SU(2),

[Dr, Ds] = iϵrspDp ,

è âîçìîæíûå êîíñòàíòû óïîðÿäî÷åíèÿ â îïåðàòîðàõ D3 è ∆3 êîìïåíñèðóþò

âçàèìíî äðóã äðóãà.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèé ñïåêòðà, êîòîðûå îïðåäå�

ëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå.

Îïåðàòîð òðàíñëÿöèé â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ ôóíêöèé Ψ(λ, λ̄) èìååò

âèä Pαα̇ = λiαλ̄α̇i, òîãäà êàê îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà �

Mαα̇ββ̇ = 2i(ϵα̇β̇Mαβ + ϵαβM̄α̇β̇) , (3.93)

ãäå Mαβ = λi(α
∂

∂λβ)i
, M̄α̇β̇ = λ̄(α̇i

∂

∂λ̄β̇)i
.

Âñëåäñòâèå óñëîâèé íîðìèðîâêè (3.71) äëÿ λ-ñïèíîðîâ, èìååì

P 2 = m2 , (3.94)

òî åñòü, ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþò ÷àñòèöó ìàññû m.

Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî ïñåâäî-âåêòîð Ïàóëè-Ëþáàíü�

ñêîãî

Wαα̇ = P β̇
α M̄β̇α̇ − P

β
α̇Mβα

ïðèíèìàåò âèä

Wαα̇ = iurαα̇Dr , (3.95)

ãäå

urαα̇ ≡ λiα(σr)i
jλ̄α̇j , ur · us = −m2δrs
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è îïåðàòîðû Dr îïðåäåëåíû â (3.92). Îòìåòèì, ÷òî [Dr, usαα̇] = ϵrspupαα̇. Òî

åñòü,

W 2 = m2DrDr . (3.96)

Èç (3.91) ñëåäóåò, ÷òî íà ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ Dr = Dr−∆r è DrDr =
DrDr − 2∆rDr +∆r∆r, ïîýòîìó íà ñîñòîÿíèÿõ ñïåêòðà

W 2 = m2∆r∆r . (3.97)

Íî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò íàì

∆r∆r =
1
2a

+iai(
1
2a

+iai + 1) = S(S + 1) .

Âñëåäñòâèå ñâÿçè (3.90) îïåðàòîð S ðàâåí J íà ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ. Ñëå�

äîâàòåëüíî, íà ñîñòîÿíèÿõ ñïåêòðà

W 2 = m2S(S + 1) (3.98)

òî åñòü, äàííàÿ òâèñòîðíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ìàññèâíóþ ÷àñòèöó ñïèíà J .

Îïåðàòîðû ∆r îáðàçóþò àëãåáðó SU(2), ðåàëèçîâàííóþ îïåðàòîðàìè

äâóõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïóñòü öåëûå íåíóëåâûå ÷èñëà n1 è n2 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè

çàïîëíåíèÿ, òî åñòü n1 è n2 åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ a+1a1 è

a+2a2. Ñâÿçè (3.90) äàþò óñëîâèå 1
2(n1 + n2) = J ≥ 0. Òîãäà 1

2(n1 − n2) ≡ M

ïðèíèìàåò (2J + 1) çíà÷åíèé M = −J,−J + 1, ..., J − 1, J . Â íîðìèðîâàí�

íîì áàçèñå äåéñòâèå îïåðàòîðîâ ∆± = ∆1 ± i∆2, ∆3 íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ,

èìåþùóþ âíåøíèé èíäåêñ M , ΨM(λ, λ̄), èìååò âèä

∆3ΨM =MΨM , ∆±ΨM =
√
(J ∓M)(J ±M + 1)ΨM±1 .

Òîãäà ñâÿçè (3.91) íà (2J + 1)-êîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ΨM(λ, λ̄)

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

D3ΨM = −MΨM , D±ΨM = −
√

(J ∓M)(J ±M + 1)ΨM±1 , (3.99)

ãäå D± = D1 ± iD2. Âñå (2J + 1) êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç îäíîé êîìïîíåíòû, íàïðèìåð, èç êîìïîíåíòû âûñøåãî Ψ+J èëè

íèçøåãî Ψ−J âåñîâ

ΨM =

√
(J ±M)!

(J ∓M)!(2J)!
(−1)M(D∓)J∓MΨ±J .
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Ýòè êîìïîíåíòû Ψ±J îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

D3Ψ±J = ±JΨ±J , D±Ψ±J = 0 , (D∓)2J+1Ψ±J = 0 . (3.100)

Îïåðàòîðû Dr ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè SU(2)-ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâó�

þùèõ íà èíäåêñû i, j, k, ... â SL(2, C)-ìàòðèöå λiα. Ñâÿçè (3.99) óòâåðæäàþò,

÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ΨM(λ, λ̄) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ëîêàëüíûõ ïðå�

îáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùèõ íà èíäåêñ M

Ψ′M(λ′) = DJ
MN(h)ΨN(λ) , (3.101)

ãäå h ∈ SU(2) è λ′iα = hijλ
j
α. Çäåñü, D

J
MN ìàòðèöà SU(2)-ïðåîáðàçîâàíèé

âåñà J . Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â äåéñòâèòåëüíîñòè íà

îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâåM = G/H = SL(2, C)/SU(2).

Ïðåäñòàâëÿÿ èíäåêñ M êàê ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ M = (i1 . . . i2J)

SU(2)-èíäåêñîâ i = 1, 2, ìû ïðåäñòàâëÿåì òâèñòîðíîå ïîëå ìàññèâíîé ñïè�

íîâîé ÷àñòèöû â âèäå ìóëüòèñïèíîðíîãî ïîëÿ

ΨM(λ, λ̄) = Ψi1... i2J (λ, λ̄) , (3.102)

ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî ïî âíåøíèì èíäåêñàì: Ψi1... i2J = Ψ(i1... i2J).

Ãàðìîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà

SL(2, C), èìååò âèä [245]

Φ(λ) = − 1

8π2

∫
Tr
(
F (χ)T−1χ (λ)

)
c(χ)dχ

= − 1

32π2

∞∫
−∞

∞∑
n=−∞

dρ(n2 + ρ2)Tr
(
F (χ)T−1χ (λ)

)
, (3.103)

ãäå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (χ) èíäåêñà χ äåéñòâóåò ïîñðåäñòâîì

F (χ)φ(z) ≡
∫

Φ(λ)Tχ(λ)φ(z)dλ

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé φ(z), îïðåäåëåííûõ íà äâóõìåðíîé êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè z = zα, α = 1, 2. Çäåñü Tχ(λ) åñòü îïåðàòîð

SL(2, C)-ïðåîáðàçîâàíèé:

Tχ(λ)φ(z) = φ(zλ) .
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Â ðàçëîæåíèè (3.103) ñóììà áåðåòñÿ òîëüêî ïî ïðåäñòàâëåíèÿì îñíîâíîé ñå�

ðèè, èìåþùèì ííäåêñ χ = ((n+ iρ)/2, (−n+ iρ)/2), c(χ) = n2 + ρ2.

Äëÿ SU(2)-êîâàðèàíòíîé ôóíêöèè, ïîä÷èíåííîé óñëîâèÿì (3.101), ìû

èìååì

n =M .

Ïîýòîìó, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñïèíà J èìååò ãàðìîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ïî ïðåäñòàâëåíèÿì îñíîâíîé ñåðèè ñëåäóþùåãî âèäà [245]

ΨM(λ) = − 1

32π2

∞∫
−∞

dρ(M 2 + ρ2)Tr
(
FM(χ)T−1χ (λ)

)
, (3.104)

ãäå

χ = ((M + iρ)/2, (−M + iρ)/2) .

Ñâÿçü îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñïèí-òåíçîðíûõ ïî�

ëåé Φα1...α2J
(x) ñ òâèñòîðíûìè ïîëÿìè (3.102) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïî�

ìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà. Ìû ñòðîèì

SU(2)-èíâàðèàíòíûå âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùè ñâåðòîê òâèñòîðíûõ ïîëåé

Ψi1...i2J (λ, λ̄) è òâèñòîðíûõ ñïèíîðîâ λi1α1
, . . . , λi2Jα2J

. Ïîëó÷àåìûå âûðàæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ëîðåíöåâûìè ñïèí-òåíçîðàìè, îïðåäåëåííûìè íà îäíîðîä�

íîì ïðîñòðàíñòâå SL(2, C)/SU(2). Èíòåãðèðóÿ èõ ñ èíâàðèàíòíîé íà

SL(2, C)/SU(2) ìåðîé d3λ ñî ñòàíäàðòíîé Ôóðüå-ýêñïîíåíòîé eix
µpµ, ãäå

pµ = pαα̇σ
α̇α
µ = λiσµλ̄i, ìû ïîëó÷àåì îáû÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå

ïîëÿ2

Φα1... α2J
(x) =

∫
d3λeix

µλkσµλ̄kλi1α1
. . . λi2Jα2J

Ψi1... i2J (λ, λ̄) . (3.105)

Ýòè ïîëÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íû ïî ñïèíîðíûì èíäåêñàì Φα1...α2J
(x) =

Φ(α1...α2J)(x) è äàþò ñòàíäàðòíîå (2J + 1)-êîìïîíåíòíîå îïèñàíèå ìàññèâíîé

÷àñòèöû ñïèíà J . Âñëåäñòâèå ïðèñóòñòâèÿ ýêñïîíåíòû â èíòåãðàëüíîì ïðåîá�

ðàçîâàíèè äëÿ ïîëåé (3.105), îíè àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþò ìàññèâíîìó

óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà (∂µ∂µ +m2) Φα1... α2J
(x) = 0.

2 Ïîäîáíûå èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ áåçìàññîâûõ òâèñòîðíûõ ïîëåé ðàññìàòðèâàëèñü

â [86, 96]
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Èñïîëüçóÿ äàííîå òâèñòîðíîå ïîëå, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äðóãîå, íî

ýêâèâàëåíòíîå, ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåííîå îïèñàíèå (ïîëå) ìàññèâíîé ÷à�

ñòèöû ñïèíà J . SU(2)-èíâàðèàíòû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñâåðòêàìè òâè�

ñòîðíîãî ïîëÿ Ψi1...i2J (λ, λ̄) ñ òâèñòîðíûìè ñïèíîðàìè λ̄iα̇. Â ýòîì ñëó�

÷àå ìû ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ïîëå òîëüêî ñ òî÷å÷íûìè èí�

äåêñàìè. Êîãäà ïðè ïîñòðîåíèè SU(2)-èíâàðèàíòîâ ÷àñòü SU(2)-èíäåêñîâ

òâèñòîðíîãî ïîëÿ Ψi1...i2J (λ, λ̄) ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ n ñïèíîðàìè λiα è 2J −
n ñïèíîðàìè λ̄iα̇, ìû ïîëó÷àåì ñïèí-òåíçîðíîå ïîëå Φα1... αn

α̇n+1... α̇2J (x) ñ

n íåòî÷å÷íûìè è 2J − n òî÷å÷íûìè ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè. Ïî ïî�

ñòðîåíèþ, ýòî ïîëå ñèììåòðè÷íî ïî âñåì íåòî÷å÷íûì è âñåì òî÷å÷íûì

èíäåêñàì, óäîâëåòâîðÿåò ìàññèâíîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà, à òàê�

æå óñëîâèþ ïîïåðå÷íîñòè ∂µσµ
α1

α̇n+1
Φα1... αn

α̇n+1... α̇2J (x) = 0. Òàêèå ïîëÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîì J îïèñûâàþò ìàññèâíóþ ÷àñòèöó ñïèíà J è ñâÿçà�

íû äðóã ñ äðóãîì óðàâíåíèÿìè Ïàóëè-Ôèðöà i ∂µ σβ̇αn
µ Φα1... αn

α̇1... α̇2J−n =

mΦα1... αn−1

α̇1... α̇2J−nβ̇, i ∂µ σµβα̇n
Φα1... α2J−n

α̇1... α̇n = mΦα1... α2J−nβ
α̇1... α̇n−1. Îáüåäè�

íÿÿ ýòè ïîëÿ Φα1... αn

α̇n+1... α̇2J (x) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè J â îäíî ñïèí�

òåíçîðíîå ïîëå ïîëå ñ âíåøíèìè ñïèíîðíûìè äèðàêîâñêèìè èíäåêñàìè, ìû

ïîëó÷èì îïèñàíèå ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñïèíà J â ôîðìàëèçìå Áàðãìàíà-Âèã�

íåðà (èëè ïîäõîäå Ðàðèòû-Øâèíãåðà ïðè äðóãîì îáúåäèíåíèè ñïèí-òåíçîð�

íûõ ïîëåé).

Îòìåòèì, ÷òî â [164] áûëà ðàññìîòðåíà ìàññèâíàÿ ñïèíîâàÿ ñóïåð÷àñòè�

öà â áèòâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñïèíîâûìè ïåðåìåííû�

ìè, îïèñûâàþùèìè ïîñëå êâàíòîâàíèÿ êîîðäèíàòû ðàçìûòîé ñôåðû. Êâàí�

òîâûé ñïåêòð ìîäåëè [164] ñîâïàäàåò ñî ñïåêòðîì òâèñòîðíîé ìîäåëè ýòîãî

ðàçäåëà.

3.4. Îáîáùåíèå ìîäåëè Øèðàôóäæè äëÿ ìàññèâíîé

÷àñòèöû ñî ñïèíîì

Åñòü òðè ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà îïèñàíèÿ áåçìàññîâûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ

÷àñòèö. Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî è ÷èñòî òâèñòîðíîãî îïèñàíèÿ

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [168]) ñìåøàííîå òâèñòîðíîå�ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèå ñ ïåðâè÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè êî�
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îðäèíàòàìè, ñîñòàâíûì èìïóëüñîì pαβ̇ = λαλ̄β̇ è ëàãðàíæèàíîì Øèðàôóäæè

[117]

L0 = λαλ̄β̇ẋ
αβ̇ . (3.106)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîáùèì áåçìàññîâóþ ìîäåëü Øèðàôóäæè íà ìîäåëü

ìàññèâíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò�

âåòñòâóþùèìè îäèí-ôîðìàìè Ëèóâèëëÿ [246, 247]. Äëÿ áèòâèñòîðà (3.80),

(3.81) ñâîáîäíàÿ îäèí-ôîðìà Ëèóâèëëÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä

Θ2 =
1

2

(
µ̄αidλαi + λ̄α̇idµ

α̇i − h.c.
)
. (3.107)

Èñïîëüçóÿ áèòâèñòîðíîå îáîáùåíèå êîìïëåêñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà

(3.24), ãäå ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷åòûðå-âåêòîðà zαβ̇ = xαβ̇ + iyαβ̇ îïè�

ñûâàåò ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû, ìû ïîëó÷àåì

Θ′2 = λ i
α λ̄β̇idx

αβ̇ + iyαβ̇(λ i
α dλ̄β̇i − λ̄β̇idλ

i
α ) . (3.108)

Ââîäÿ íîâûå ñïèíîâûå ïåðåìåííûå

sij = −2yαβ̇λiαλ̄β̇j = (sji) , (3.109)

f =
1√
2
λ̄α̇kλ̄

α̇k , f̄ =
1√
2
λαkλ

αk , (3.110)

ìû ïîëó÷àåì èç (3.108)

Θ′2 = pαβ̇dx
αβ̇ + is j

i

[
1√
2f̄

λαkdλαjϵ
ki +

1√
2f

λ̄α̇idλ̄ k
α̇ ϵkj

]
. (3.111)

Îäèí-ôîðìà Ëèóâèëëÿ (3.111) îïðåäåëÿåò ìîäåëü ÷àñòèöû, ÿâëÿþùåéñÿ

äâóõ-òâèñòîðíûì îáîáùåíèåì íà ìàññèâíûé ñëó÷àé äåéñòâèÿ Øèðàôóäæè

(3.106). Ñîîòâåòñòóþùèå çíà÷åíèÿ ñïèíà è ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà áóäóò îïðå�

äåëÿòüñÿ ïîñòóëèðîâàíèåì ïîäõîäÿùèõ ôèçè÷åñêèõ ñâÿçåé.

3.4.1. Äåéñòâèå, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ôèçè÷åñêèå ñâÿçè ìîäåëè

Ìû îïèñûâàåì äèíàìèêó ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû â îáîáùåííîì êî�

îðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïàðàìåòðèçîâàííîì
(
xµ(τ), λαk(τ), λ̄

k
α̇(τ), sk

j(τ)
)
,
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ãäå xµ � âåêòîð ïîëîæåíèÿ, λαk, λ̄
k
α̇ = (λαk) (k, j = 1, 2) � äâå ïàðû êîììó�

òèðóþùèõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ è ÷åòûðå âåëè÷èíû sk
j = (sjk), � ëîðåíöåâû

ñêàëÿðû. Ôîðìà (3.111) ãåíåðèðóåò äåéñòâèå

S =

∫
dτ L =

∫
dτ

[
pαβ̇ẋ

αβ̇ + isk
j

(
1√
2f̄

λαkλ̇αj +
1√
2f

λ̄α̇j
˙̄λkα̇

)
+ ℓaTa

]
,

(3.112)

ãäå Ta ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè, êîòîðûå ìû îïðåäåëèì èç òðåáóåìûõ ôèçè÷åñêèõ

óñëîâèé íèæå, à ïåðåìåííûå ℓa(τ) � ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè äëÿ íèõ.

Âûðàæåíèÿ äëÿ èìïóëüñîâ, ïîëó÷åííûå èç ëàãðàíæèàíà (3.112), ïðèâî�

äÿò ê øåñòíàäöàòè ïåðâè÷íûì ñâÿçÿì

pαα̇ − λiα λ̄α̇ i ≈ 0 , (3.113)

P αj − i√
2f̄

λαksk
j ≈ 0 , P̄ α̇

j −
i√
2f

sj
kλ̄α̇k ≈ 0 , (3.114)

P(s)
k
j ≈ 0 , (3.115)

ãäå P αj, P̄ α̇
j , P(s)

k
j � ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû äëÿ λαj, λ̄

j
α̇, sk

j, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâÿçè Ta îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå, äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìåþùèì âèä PµP
µ = pµp

µ = ff̄ , W µWµ =

−ff̄ s2. Ïîýòîìó, ìû ðàññìàòðèâàåì â äåéñòâèè (3.112) ñëåäóþùèå ÷åòûðå

ñâÿçè Ta (a = 1, 2, 3, 4):

T1 : T ≡ ff̄ −m2 ≈ 0 , (3.116)

T2 : S ≡ s2 − s(s+ 1) ≈ 0 , (3.117)

T3 : S3 ≡ s3 −m3 ≈ 0 , (3.118)

T4 : Q ≡ s0 − q ≈ 0 . (3.119)

Âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû s = (sr) = (s1, s2, s3) è s0, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â

(3.117)-(3.119), îïðåäåëåíû êàê ñëåäîâàÿ è áåññëåäîâûå ÷àñòè ïåðåìåííûõ sjk:

s0 =
1

2
sk
k , sr =

1

2
sk
j(σr)j

k , r = 1, 2, 3 , (3.120)

ãäå (σr)j
k � ìàòðèöû Ïàóëè. Êîíå÷íî, ñâÿçü (3.116) îïðåäåëÿåò ìàñcó m ÷à�

ñòèöû. Ñâÿçè (3.117) è (3.118) ââåäåíû â äåéñòâèå (3.112) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèê�

ñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñïèíà s è åãî �êîâàðèàíòíîé ïðîåêöèè� s3, òîãäà êàê
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ñâÿçü (3.119) îïðåäåëÿåò U(1) çàðÿä q ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé íàáîð

ñâÿçåé ñîñòîèò èç ôèçè÷åñêèõ ñâÿçåé (3.116)-(3.119) è ñâÿçåé (3.113)-(3.115).

Âòîðè÷íûå ñâÿçè íå âîçíèêàþò â äàííîé ìîäåëè.

3.4.2. Àíàëèç ñâÿçåé è ðåøåíèå ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äâåíàäöàòè ñâÿçåé (3.113), (3.114) ê ýêâèâàëåíò�

íîìó íàáîðó ëîðåíö-èíâàðèàíòíûõ ñâÿçåé ñ ïîìîùüþ ñâåðòîê èõ ñî ñïèíî�

ðàìè λαk è λ̄
k
α̇ (ìàòðèöû λkα, λ̄

k
α̇ îáðàòèìû áëàãîäàðÿ (3.116)) àíàëèç ñâÿçåé

óïðîùàåòñÿ è èõ ðàçäåëåíèå ïî ðîäàì ñòàíîâèòñÿ íàãëÿäíûì. Ñâÿçè (3.114)

ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó ñâÿçåé:

Dk
j ≡ Dkj + sk

j ≈ 0 , Bk
j ≡ Bkj ≈ 0 , (3.121)

ãäå âåëè÷èíû (ñì. òàêæå (3.63))

Dkj ≡ i(λαkP
αj − P̄ α̇

k λ̄
j
α̇) , Bkj ≡ λαkP

αj + P̄ α̇
k λ̄

j
α̇ (3.122)

ñîäåðæàò òîëüêî ñïèíîðíûå ôàçîâûå ïåðåìåííûå.

Ïîñëå ñâåðòêè ñî ñïèíîðàìè ÷åòûðå ñâÿçè (3.113) ïðèíèìàþò âèä

Ck
l ≡ Pkl +m2δk

l ≈ 0 , (3.123)

ãäå

Pkl ≡ 4λαkP
αβ̇λ̄ l

β̇
. (3.124)

Àëãåáðà ñâÿçåé (3.121), (3.123) è (3.115) ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íîé ïîñëå

ââåäåíèÿ ñëåäóþùèõ SU(2)-ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ âåëè÷èí:

Dr =
1

2
Dkj(σr)jk , D0 =

1

2
Dkk; Br =

1

2
Bkj(σr)jk , B0 =

1

2
Bkk; (3.125)

Pr =
1

2
Pkj(σr)jk , P0 =

1

2
Pkk; P (s)

r =
1

2
P

(s)
k

j(σr)j
k , P

(s)
0 =

1

2
P (s)
k

k .

(3.126)

Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ (3.125) è (3.126) ñâÿçè (3.121), (3.123) è (3.115) ïðè�
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íèìàþò âèä

Rr ≡ P (s)
r ≈ 0 , R0 ≡ P

(s)
0 ≈ 0 , (3.127)

Dr ≡ Dr + sr ≈ 0 , D0 ≡ D0 + s0 ≈ 0 , (3.128)

Br ≡ Br ≈ 0 , B0 ≡ B0 ≈ 0 , (3.129)

Cr ≡ Pr ≈ 0 , C0 ≡ P0 +m2 ≈ 0 . (3.130)

Òàêèì îáðàçîì, íàøà ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìà ôèçè÷åñêèìè ñâÿçÿìè

(3.116)-(5.102) è øåñòíàäöàòüþ ñâÿçÿìè (3.127)-(3.130).

Cêîáêè Ïóàññîíà {xµ, Pν} = δµν , {skj, P(s)
n
l} = δnkδ

j
l , {λαk, P βj} = δβαδ

j
k,

λ̄kα̇, P̄
β̇
j } = δβ̇α̇δ

k
j , {s0, P(s)0} = 1

2 , {sr, P(s)q} = 1
2δrq äàþò íåíóëåâûìè ñêîáêè äëÿ

âåëè÷èí (3.125)-(3.126)

{Dr,Dp} = −ϵrpqDq , {Dr,Bp} = −ϵrpqBq , {Br,Bp} = −ϵrpqDq , (3.131)

{Pr,Dp} = −ϵrpqPq , {Pr,Bp} = iδrpP0 , {P0,Br} = iPr , (3.132)

{Pr,B0} = iPr , {P0,B0} = iP0 . (3.133)

Ìû âèäèì èç (3.131), ÷òî Dr ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè SO(3), à Br ðàñøèðÿþò
àëãåáðó SO(3) äî ëîðåíöåâîé àëãåáðû SO(3, 1) ≃ sl(2;C). Âåëè÷èíû P0, Pr
ðàñøèðÿþò ëîðåíöåâó àëãåáðó ãåíåðàòîðîâ (Dr,Br) äî àëãåáðû Ïóàíêàðå.

Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âñåõ ñâÿçåé

HC = ℓ(D)
r Dr + ℓ

(D)
0 D0 + ℓ(B)

r Br + ℓ
(B)
0 B0 + ℓ(C)r Cr + ℓ

(C)
0 C0 +

+ℓ(R)r Rr + ℓ
(R)
0 R0 + ℓ(T )T + ℓ(S)S + ℓ(S3)S3 + ℓ(Q)Q . (3.134)

Èç ñîõðàíåíèÿ âñåõ ñâÿçåé âî âðåìåíè íàõîäèì, ÷òî ÷åòûðå ëàãðàíæåâûõ

ìíîæèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè è ãàìèëüòîíèàí (5.96) ïðèíèìàåò ñëå�

äóþùèé îêîí÷àòåëüíûé âèä

H = ℓ
(C)
0 F + ℓ(S)S + ℓ(S3)S3 + ℓ(Q)Q , (3.135)

ãäå

F = C0 +
1

2
T ≃ 0 , (3.136)

S = S − 2srDr ≃ 0 , (3.137)
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S3 = S3 −D3 − 2ϵ3rqsqRr ≃ 0 , (3.138)

Q = Q−D0 ≃ 0 (3.139)

îïèñûâàþò ÷åòûðå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà. Îñòàâøèåñÿ øåñòíàäöàòü ñâÿçåé ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê âîñåìü ïàð êàíîíè÷åñêè-ñîïðÿæåííûõ ñâÿçåé âòîðãî

ðîäà

Dr ≡ Dr + sr ≈ 0 ⇔ Rr ≡ P(s)r ≈ 0 , (3.140)

D0 ≡ D0 + s0 ≈ 0 ⇔ R0 ≡ P(s)0 ≈ 0 , (3.141)

Br ≡ Br ≈ 0 ⇔ Cr ≡ Pr ≈ 0 , (3.142)

B0 ≡ B0 ≈ 0 ⇔ T ≈ 0 . (3.143)

×åòûðå ïàðû ñâÿçåé (3.140)-(3.141) èìåþò òàê íàçûâàåìûé ðàçðåøåííûé

âèä3. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû èñêëþ÷èì ïåðåìåííûå sr, s0 è P(s)r, P(s)0 ñ

ïîìîùüþ ñâÿçåé (3.140), (3.141),

sr = −Dr , s0 = −D0 , P(s)r = 0 , P(s)0 = 0 . (3.144)

ñêîáêè Äèðàêà äëÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ áóäóò ñîâïàäàòü ñ êàíîíè÷åñêèìè

ñêîáêàìè Ïóàññîíà.

Äëÿ ó÷åòà òðåõ ïàð ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (3.142) óäîáíî ââåñòè â ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî íîâûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåí�

íûìè ê ñâÿçÿì Pr. Òîãäà ñâÿçè (3.142) áóäóò òàêæå èìåòü ðàçðåøåííûé âèä è
ââåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîáêè Äèðàêà íå áóäåò èçìåíÿòü ñêîáîê Ïóàññîíà

äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû ìû îñòàåìñÿ

ñ âîñåìíàäöàòüþ ïåðåìåííûìè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

x̃0 , P0; λαk , Pαk; λ̄kα̇ , P̄ α̇k , (3.145)

êîòîðûå îãðàíè÷åíû äâóìÿ îñòàâøèìèñÿ ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà

T = ff −m2 = 0 , (3.146)

B0 = B0 − ix̃0P0 = 0 . (3.147)

3 Ïàðà ñâÿçåé A ≈ 0, B ≈ 0 èìååò ðàçðåøåííûé âèä â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (xi, pi) i = 1, . . . , N ,

åñëè ýòè ñâÿçè ïðåäñòàâèìû â âèäå A = x1 − f(xr, pr) ≈ 0, B = p1 ≈ 0, r = 2, 3, . . . , N . Â ýòîì ñëó÷àå

ñêîáêè Äèðàêà ñîâïàäàþò ñî ñêîáêàìè Ïóàññîíà [248].
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Â äàëüíåéøåì ìû ââîäèì ñêîáêè Äèðàêà â îòíîøåíèè íèõ. Îòìåòèì, ÷òî

ñîîòíîøåíèå (3.146) ðåäóöèðóåò îäíó ñïèíîðíóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, òî åñòü,

ìû îñòàåìñÿ ñ ñåìüþ íåîãðàíè÷åííûìè ñïèíîðíûìè êîîðäèíàòàìè.

3.4.3. Ïåðâè÷íîå êâàíòîâàíèå è ðåøåíèå ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà

Ïîñëå îáðàáîòêè ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà ÷åòûðå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

(3.136)-(3.139) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

P0 +m2 ≈ 0 , (3.148)

DrDr − s(s+ 1) ≈ 0 , (3.149)

D3 +m3 ≈ 0 , (3.150)

D0 + q ≈ 0 , (3.151)

ãäå êîíñòàíòû m, s,m3 è q îïèñûâàþò ìàññó, ñïèí, ïðîåêöèþ ñïèíà è âíóò�

ðåííèé àáåëåâ (ýëåêòðè÷åñêèé) çàðÿä.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà (3.148)-(3.151) êàê âîëíîâûõ óðàâ�

íåíèé ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåäñòàâëåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ êâàíòîâàííûõ ïå�

ðåìåííûõ (3.145) ñ êîììóòèðóþùèìè êîîðäèíàòàìè (x̃0, λαj, λ̄
j
α̇). Ñ ó÷åòîì

ñêîáêè Äèðàêà äëÿ ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (3.146), (3.147) ñîîòâåòñòâóþùèå èì�

ïóëüñû (P0,Pβj,P
β̇
j) èìåþò ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ:

P0 = −i
∂

∂x̃0
, (3.152)

Pβj = −i ∂

∂λβj
+ i

f

2m2
λβj
(
λαk

∂

∂λαk
+ λ̄kα̇

∂

∂λ̄kα̇
− 2x̃0

∂

∂x̃0

)
, (3.153)

P̄ β̇j = −i ∂
∂λ̄j

β̇

− i f̄

2m2
λ̄β̇j

(
λαk

∂

∂λαk
+ λ̄kα̇

∂

∂λ̄kα̇
− 2x̃0

∂

∂x̃0

)
. (3.154)

Ýòè âûðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðîñòûì âûðàæåíèÿì äëÿ îïåðàòîðîâ Dr,D0,

îïðåäåëÿþùèõ ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà (5.157)-(3.151) (r = 1, 2, 3):

D0 =
1

2

(
λαk

∂

∂λαk
− λ̄kα̇

∂

∂λ̄kα̇

)
, Dr =

1

2
(τr)j

k

(
λαk

∂

∂λαj
− λ̄jα̇

∂

∂λ̄kα̇

)
. (3.155)
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Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùóþ êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü

Ψ = Ψ(x̃0, λαk, λ̄
k
α̇) . (3.156)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.152) è (3.155) â (3.148)-(3.151), ìû ïîëó÷àåì îáîáùåííûå âîë�

íîâûå óðàâíåíèÿ. Áóäåì ðåøàòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.

i) Ìàññîâàÿ ñâÿçü (3.148).

Îáùåå ðåøåíèå ñâÿçè (3.148)

i
∂

∂x̃0
Ψ(x̃0, λαk, λ̄

k
α̇) = m2Ψ(x̃0, λαk, λ̄

k
α̇) , (3.157)

èìååò âèä

Ψ(x̃0, λαk, λ̄
k
α̇) = e−im

2x̃0 Φ(λαk, λ̄
k
α̇) . (3.158)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ x̃0 ÷åðåç èñõîäíûå ïåðåìåííûå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ýêñïîíåíòà â âîëíîâîé ôóíêöèè (5.59) èìååò ñòàíäàðòíûé âèä ïëîñêîé âîëíû

Ψ(x̃0, λαk, λ̄
k
α̇) = e−ixµp

µ

Φ(λαk, λ̄
k
α̇) , (3.159)

ãäå ÷åòûðå-èìïóëüñ pµ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì, pαβ̇ = λαλ̄β̇.

ii) Íîðìèðîâàííûå ñïèíîðû è ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä.

Ïåðåìåííûå λαk, λ̄
k
α̇ îïèñûâàþò äâå âåùåñòâåííûå ñòåïåíè ñâîáîäû, ñî�

îòâåòñòâóþùèå

λαkλαk =
√
2f̄ , λ̄α̇kλ̄

α̇k =
√
2f , (3.160)

è øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû, îïðåäåëÿåìûõ íîðìèðîâàííûìè ñïèíîðàìè

uαi =

(
f̄

f

)−1/4
λαi , ūiα̇ = (uαi) =

(
f̄

f

)1/4

λ̄iα̇ , (3.161)

èãðàþùèå ðîëü ñïèíîðíûõ ëîðåíöåâûõ ãàðìîíèê (ñì., íàïðèìåð, [84, 88]). Â

ðåçóëüòàòå ñâÿçè (3.146) ìîäóëü f îïðåäåëÿåòñÿ ìàññîâûì ïàðàìåòðîì |f | =
m, à ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ y ≡ f̄/f , y ∈ S1 èñêëþ÷àåòñÿ ñâÿçüþ (3.151).

Ñïèíîðû λαk, λ̄
k
α̇ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì äèðàêîâñêîãî âèäà ñ êîì�

ïëåêñíîé ìàññîé f

√
2 pαα̇λ̄

α̇i = fλiα ,
√
2 pα̇αλαi = f̄ λ̄α̇i . (3.162)
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.161) â (3.162) ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ

âåùåñòâåííîé ìàññîé m äëÿ äâóõ-êîìïîíåíòíûõ âåéëåâñêèõ ñïèíîðîâ

√
2 pαα̇ū

α̇i = muiα ,
√
2 pα̇αuαi = mūα̇i . (3.163)

Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ y, uαi, ū
i
α̇ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (3.155)

ïðèíèìàþò âèä

D0 = 2y
∂

∂y
, Dr =

1

2
(τr)j

k

(
uαk

∂

∂uαj
− ūjα̇

∂

∂ūkα̇

)
. (3.164)

Òåïåðü ñâÿçü ïåðâîãî ðîäà (3.151) ñòàíîâèòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

(2y
∂

∂y
+ q)Φm(y, uαk, ū

k
α̇) = 0, (3.165)

ðåøåíèåì êîòîðîãî åñòü

Φm(y, uαk, ū
k
α̇) = y−q/2Φ̃m(uαk, ū

k
α̇) , (3.166)

ãäå ôóíêöèÿ Φ̃m(uαk, ū
k
α̇) çàâèñèò òîëüêî îò ñïèíîðîâ uαi è ū

i
α̇.

iii) Îïèñàíèå ñïèíà.

Íàéäåì òåïåðü ðåøåíèå ñâÿçåé (5.157), (5.156) äëÿ ôóíêöèè Φ̃(uαk, ū
k
α̇),

ïðåäïîëàãàÿ ïîëèíîìèàëüíóþ çàâèñèìîñòü åå îò ñïèíîðíûõ ïåðåìåííûõ

Φ̃(uαk, ū
k
α̇) =

∞∑
k,n=0

1

k!n!
uα1i1 . . . uαkikū

j1
β̇1
. . . ūjn

β̇n
ϕα1...αkβ̇1...β̇ni1...ik

j1...jn
(pµ) . (3.167)

Êîìïîíåíòíûå ïîëÿ ϕα1...αkβ̇1...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïî âñåì

èíäåêñàì îäíîãî òèïà

ϕα1...αkβ̇1...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) = ϕ(α1...αk)(β̇1...β̇n)(i1...ik)
(j1...jn)

(pµ) , (3.168)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áåññëåäîâîñòè

ϕα1...αkβ̇1...β̇nii2...ik
ij2...jn

(pµ) = 0 . (3.169)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.157) ÿâëÿåòñÿ

Φ̃(uαk, ū
k
α̇) =

∑
k,n; k+n=2s

1

k!n!
uα1i1 . . . uαkikū

j1
β̇1
. . . ūjn

β̇n
ϕα1...αkβ̇1...β̇ni1...ik

j1...jn
(pµ) ,

(3.170)
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ãäå â ðàçëîæåíèè ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ñïèíîðíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè 2s (k =

k1 + k2, n = n1 + n2),

k + n = 2s . (3.171)

ki (i = 1, 2) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñïèíîðîâ uαi è ni (i = 1, 2) � ÷èñëî ñïèíîðîâ uα̇i .

Ñîîòíîøåíèÿ (3.163) ìåæäó ñïèíîðàìè uαk, u
k
α ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì

äëÿ êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (3.170), ìû

íàõîäèì, ÷òî êîìïîíåíòíûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííûì óðàâíåíèÿì

Äèðàêà

√
2 pββ̇1ϕα1...αk

β̇1β̇2...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) +mϕβα1...αk

β̇2...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) = 0 , (3.172)

√
2 pα̇α1ϕα1α2...αk

β̇1...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) +mϕα2...αk

α̇β̇1...β̇ni1...ik
j1...jn

(pµ) = 0 (3.173)

è óñëîâèÿì ïîïåðå÷íîñòè

pα1β̇1
ϕα1...αkβ̇1...β̇ni1...ik

j1...jn
(pµ) = 0 . (3.174)

Óðàâíåíèå (5.156), ñ ó÷åòîì

(D3 − s3)(uα1i1 · · ·uαkiku
j1
β̇1
· · ·ujn

β̇n
) = 0, (3.175)

îñòàâëÿåò â ñïåêòðå êîìïîíåíòíûå ïîëÿ ñ ôèêñèðîâàííîé êîâàðèàíòíîé ïðî�

åêöèåé ñïèíà

s3 = k1 − k2 − (n1 − n2) . (3.176)

3.5. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ýòîì ãëàâå ðàññìîòðåíà ìîäåëü áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñ ïðîèçâîëüíîé

ôèêñèðîâàííîé ñïèðàëüíîñòüþ, êîòîðàÿ âçàèìîñâÿçàíà ñ òâèñòîðíîé ôîðìó�

ëèðîâêîé îáîáùåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ïåíðîóçà ïðè âåùåñòâåííîì ÷å�

òûðå-âåêòîðå êîîðäèíàòû. Äàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâ�

êà èñïîëüçóåò â êà÷åñòâå ñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû èíäåêñíûé ñïèíîð è èìå�

åò ïðÿìîå îáîáùåíèå íà ìàññèâíûé ñëó÷àé. Èñïîëüçóÿ ýòó ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû, ââîäÿ â íåå ÷èñòî

êàëèáðîâî÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå è âûïîëíÿÿ ÷àñòè÷íûå ôèêñàöèè

êàëèáðîâîê, ìû ïîëó÷èëè òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñ
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ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ñïèíîì. Ýòà ôîðìóëèðîâêà îïèñûâàåòñÿ äâó�

ìÿ òâèñòîðàìè (áèòâèñòîðîì) è äâóìÿ êîìïëåêñíûìè ñêàëÿðàìè. Â ðåçóëüòà�

òå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ òâèñòîðíûõ ïðå�

îáðàçîâàíèé Ïåíðîóçà. Áûëî ïðîâåäåíî êâàíòîâàíèå òâèñòîðíîé ñïèíîâîé

÷àñòèöû. Íà ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ îïåðàòîðû Êàçèìèðà ãðóïïû Ïóàíêàðå

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàññèâíîé ÷àñòèöå ôèêñèðîâàííîãî

íåíóëåâîãî ñïèíà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òâèñòîðíîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû îïðå�

äåëåíà íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå SL(2,C)/SU(2) è èìååò ãàðìîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ïî ïðåäñòàâëåíèÿõ îñíîâíîé ñåðèè ãðóïïû Ëîðåíöà. Òàêæå áûëè

ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìàññèâíûå òâèñòîð�

íûå ïîëÿ ñ îáû÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ïîëÿìè.

Ìû îáîáùèëè òàêæå ìîäåëü Øèðàôóäæè [117] äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö

ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòîé è ñîñòàâíûì ÷åòûðå-èìïóëüñîì

íà ìîäåëü ìàññèâíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì. Îñíîâíû�

ìè ïåðåìåííûìè â ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ÷åòûðå-âåê�

òîð, ÷åòûðå ñêàëÿðà, îïèñûâàþùèå ñïèíîâûå è çàðÿäîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû, à

òàêæå ïàðà ñïèíîðîâ Âåéëÿ. Ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå, ïðåäëîæåííîå â ýòîì

ðàçäåëå, ïðåäñòàâëÿåò ïðîìåæóòî÷íûé øàã ìåæäó ñâîáîäíîé ÷èñòî òâèñòîð�

íîé ìîäåëüþ â áèòâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðîì è ïðîñòðàíñòâåííî-âðå�

ìåííûå ÷åòûðå-âåêòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñîñòàâíûå, è ñòàíäàðòíîé

ìîäåëüþ ÷àñòèöû, ãäå ýòè âåêòîðû ÿâäÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Ìû êâàíòóåì

ìîäåëü è ÿâíî íàõîäèì ïåðâè÷íî-êâàíòîâàííûå âîëíîâûå ôóíêöèè, îïèñûâà�

þùèå ðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû ñ ìàññîé, ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì.

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [158, 159, 160, 161,

162, 163, 164] è òðóäàõ êîíôåðåíöèé [165, 166, 167].
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Ãëàâà 4

Ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà è ñóïåð÷àñòèöà â òåíçîðíîì

ïðîñòðàíñòâå

Ðÿä ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé äîïóñêàþò â ñóïåðàëãåáðå ïîìèìî ñêà�

ëÿðíûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ, êîòîðûå ïðèñóòñòâóþò â òðàäèöèîííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè Ïóàíêàðå, òàêæå òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû [91]. Íåñìîòðÿ

íà òî, ÷òî òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû â àëãåáðå ñóïåðñèììåòðèè îáû÷íî

ñâÿçàíû ñ òîïîëîãè÷åñêèìè âêëàäàìè îò ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ â êîíñòðóê�

öèÿõ M -òåîðèè [92, 93, 94, 95, 91], îíè òàêæå ïîëåçíû â ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ìåõàíèêå, ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëåé ñóïåð÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ýòîé îáîá�

ùåííîé ñóïåðñèììåòðèåé. Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå òàêèå ñóïåðñèììåòðè÷íûå

ìîäåëè ÷àñòèö áûëè ïîëó÷åíû â [96, 97] äëÿ D = 4 ñ äâóìÿ èëè òðåìÿ ëîêàëü�

íûìè κ-ñèììåòðèÿìè. Àíàëîãè÷íàÿ ìîäåëü ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ ñîõðà�

íåíèåì 1/4 òàðãåòíûõ ñóïåðñèììåòðèé áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â [102, 103],

íî áåç ÿâíîé ëîðåíöåâîé êîâàðèàíòíîñòè. Öåëüþ äàííîé ãëàâû áóäåò èçó÷å�

íèå ìîäåëåé ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö è ñóïåð÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ñóïåðñèì�

ìåòðèÿìè ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Âàæíûì ýëåìåíòîì â íà�

øåì ðàññìîòðåíèè ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ëîðåíö-êîâàðèàíòíîñòè ìîäåëåé, äëÿ

÷åãî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ðàñøèðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñïèíîð�

íûìè êîîðäèíàòàìè, ïîìèìî òåíçîðíûõ êîîðäèíàò.

Âîâëå÷åíèå òåíçîðíûõ êîîðäèíàò â îïèñàíèå ñóïåð÷àñòèöû ïîçâîëèò

íàì îáîáùèòü íà ìàññèâíûé ñëó÷àé çàìå÷åòåëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäå�

ëè ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ïñåâäîêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå [16, 22] ñ ãðàññìàíî�

âûìè âåêòîðíûìè ïåðåìåííûìè è ñóïåð÷àñòèöû Êàñàëáóîíè-Áðèíêà-Øâàð�

öà [22, 23]. Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå [98, 99] ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà ýêâèâàëåíòíà,

ïî êðàéíåé ìåðå íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå, ñóïåð÷àñòèöå Êàñàëáóîíè-Áðèíêà�

Øâàðöà áåç êàêèõ-ëèáî öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ. Ýòîò ôàêò èäåíòèôèêàöèè

ëîêàëüíîé ôåðìèîííîé èíâàðèàíòíîñòè â ìîäåëè ñïèíîâîé ÷àñòèöû êàê ôåð�

ìèîííîé κ-ñèììåòðèè â ìîäåëè ñóïåð÷àñòèöû èìååò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ñó�

ïåðïîëåâîé ôîðìóëèðîâêå áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû [98, 99] è ïîñëåäóþùèõ

îáîáùåíèé íà ñóïåðáðàíû [100, 101]. Ìû ïðîäîëæèì ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü íà
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ìàññèâíûé ñëó÷àé, íî íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå

â äåéñòâèå ñóïåð÷àñòèöû òåíçîðíûõ êîîðäèíàò öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíî òàêæå ïðèìåíåíèå òåíçîðíûõ ïåðåìåííûõ

ïðè îïèñàíèè ñèñòåì ñ ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà [104, 105], îïèñûâàþùåé âçàè�

ìîäåéñòâèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ âíåøíèì ïîñòîÿííûì ýëåêòðîìàãíèò�

íûì ïîëåì [105, 106]. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ðàñøèðåííîå ïðîñòðàíñòâî�

âðåìÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè òåíçîðíûìè êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó�

þò íàïðÿæåííîñòÿì ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4.1. Ìàññèâíàÿ ñóïåð÷àñòèöà ñ òåíçîðíûìè

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

Â ýòîì ðàçäåëå, îñíîâàííîì íà ðàáîòå [169], áóäåò ïîñòðîåíà ìîäåëü ìàñ�

ñèâíîé N = 1 D = 4 ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè,

îáëàäàþùåé îäíîé èëè äâóìÿ ëîêàëüíûìè κ-ñèììåòðèÿìè. Áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî â îáû÷íîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíîé ðàçìåðíîñòè D = 4 ñóïåð÷àñòèöà

ñ îäíîé κ-ñèììåòðèåé êëàññè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé ñïèíîâîé (ñïèíà

1/2) ÷àñòèöå [15, 17, 18, 19, 20, 21] â ñåêòîðå ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè.

Â ïñåâäîêëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ëàãðàíæèàí ñïèíîâîé ÷àñòèöû èìååò ñëå�

äóþùèé âèä [15, 17, 18, 19, 20, 21]

L1/2 = pµẋµ +
i

2

(
ψµψ̇µ − ψ5ψ̇5

)
− e

2

(
p2 −m2

)
− iχ (pψ −mψ5) . (4.1)

Ñïèíîâûå ïåðåìåííûå â ýòîì îïèñàíèè � ãðàññìàíîâ (ïñåâäî)âåêòîð ψµ è

ãðàññìàíîâ (ïñåâäî)ñêàëÿð ψ5. Ïîìèìî ìàññîâîé ñâÿçè T ≡ p2 − m2 ≈ 0 â

ãàìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå ôèçè÷åñêèé ñåêòîð ìîäåëè ïîä÷èíÿåòñÿ øåñòè

ãðàññìàíîâûì ñâÿçÿì, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà è ãåíå�

ðèðóåò óðàâíåíèå Äèðàêà

D ≡ pµψµ −mψ5 ≈ 0, (4.2)

à ïÿòü ñàìîñîïðàæåííûõ ñâÿçåé íà ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå

gµ ≡ pµψ −
i

2
ψµ ≈ 0 , g5 ≡ pψ5 +

i

2
ψ5 ≈ 0 (4.3)
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� ñâÿçè âòîðîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ãðàññìàíîâûõ ïåðå�

ìåííûõ â ìîäåëè (4.1) ðàâíî [÷èñëî ïåðåìåííûõ (ψµ, ψ5, pψµ, pψ5)] � [÷èñëî

ñâÿçåé 2-ãî ðîäà (gµ, g5)] � 2[÷èñëî ñâÿçåé 1-ãî ðîäà (D)] = 3.

Îáû÷íàÿ ìîäåëü ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû Êàñàëáóîíè-Áðèíêà-Øâàðöà

[22, 23] ñ ãðàññìàíîâûìè ñïèíîðíûìè êîîðäèíàòàìè θα, θ̄α̇ îïèñûâàåòñÿ ñëå�

äóþùèìè ôåðìèîííûìè ñïèíîðíûìè ñâÿçÿìè

dθα ≡ −ipθα − (p̂θ̄)α ≈ 0 , d̄θα̇ ≡ −ip̄θα̇ − (θp̂)α̇ ≈ 0,

êîòîðûå âñå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà. Çäåñü ÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ãðàñ�

ñìàíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî [÷èñëî ïåðåìåííûõ (θα, θ̄α̇, pθα, p̄θα̇)] � [÷èñ�

ëî ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (dθ, d̄θ)] = 4. ×òîáû ïîëó÷èòü æåëàåìûõ òðè ôèçè�

÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íåîáõîäèìî, ÷òîáû èç ÷åòûðåõ ôåðìèîííûõ ñâÿçåé

òðè ñâÿçè áûëè âòîðîãî ðîäà, à îäíà ñâÿçü � ïåðâîãî ðîäà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ

ñ íåñèììåòðè÷íûì ðàçäåëåíèåì ôåðìèîííûõ ñâÿçåé ïî ðîäàì áûëà ïðåäëî�

æåíà â ìîäåëÿõ áåçìàññîâîé [96, 97] è ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû [102]. Èìåí�

íî ñèòóöèÿ ñ îäíîé ôåðìèîííîé ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà áûëà ïðåäñòàâëåíà â

[102] ïðè ïîñòðîåíèè N = 4 → N = 1 ÷àñòè÷íîãî íàðóøåíèÿ ãëîáàëüíîé

ñèììåòðèè â d = 1. Òàêèì îáðàçîì, â ìàññèâíîì ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü

ýêâèâàëåíòíîñòü ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû è ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ

òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè ñ îäíîé κ-ñèììåòðèåé. Íèæå ìû ïî�

ñòðîèì êîâàðèàíòíûé ïåðåõîä, ïðè ñîõðàíåíèè ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ, îò

ìîäåëè ìàññèâíîé ñïèíîâîé ÷àñòèöû ê ñèñòåìå ñ ãðàññìàíîâûìè ñïèíîðíûìè

ïåðåìåííûìè.

Êîâàðèàíòíûé ïåðåõîä îò ãðàññìàíîâîãî âåêòîðà ψµ è ãðàññìàíîâîãî

ñêàëÿðà ψ5 ê ãðàññìàíîâûì ñïèíîðíûì ïåðåìåííûì θα, θ̄α̇ òðåáóåò èñïîëüçî�

âàíèÿ êîììóòèðóþùèõ ñïèíîðíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî ìû ââîäèì äèíà�

ìè÷åñêèå ñïèíîðû ζα, ζ̄ α̇ = (ζα) è êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå èì ïåðåìåííûå

vα, v̄α̇. Ââåäåííûå ñïèíîðû ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ

r − j ≡ ζp̂ζ̄ − j ≈ 0 (r ≡ ζp̂ζ̄) . (4.4)

Ýòà ñâÿçü, ïðèñóùàÿ ïîäõîäó ñ èíäåêñíûì ñïèíîðîì [158, 159, 160], êîòîðûé

äåòàëüíî îïèñàí â ïðåäûäóùåé ãëàâå, äàåò óñëîâèå ïîëíîòû

rδβα = ζα(ζ̄ p̃)
β + (p̂ζ̄)αζ

β
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äëÿ ζ, p̂ζ â ñïèíîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü ìàòðèöà p̃ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ïðî�

ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èìïóëüñà è σ-ìàòðèö ñ âåðõíèìè ñïèíîðíûìè èí�

äåêñàìè, p̃ ≡ pµσ̃µ, p̃ = (pα̇α). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ñ íèæíèìè èíäåê�

ñàìè îáîçíà÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì p̂, p̂ = pµσµ = (pαα̇). ×èñëåííàÿ êîíñòàíòà

j ̸= 0 èãðàåò ðîëü �êëàññè÷åñêîãî ñïèíà� â ôîðìàëèçìå èíäåêñíîãî ñïèíîðà

[158, 159, 160]. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèíàìèêà áîçîííûõ ñïèíîðíûõ ïåðå�

ìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ëàãðàíæèàíîì

Lb.s. = ζ̇π + π̄ ˙̄ζ − λ(ζp̂ζ̄ − j) . (4.5)

Êîíå÷íî, ìîæíî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííûå ζ ñ ïîìîùüþ èõ óðàâíåíèé äâèæå�

íèÿ. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí âòîðîãî ïîðÿäêà

L
(2)
b.s. = Λ−1

[
m−1v̇p̂ ˙̄v + Λ2(j/m)

]
ñ Λ ≡ mλ. Ýòîò ëàãðàíæèàí îïèñûâàåò äâèæåíèå òî÷êè â êîìïëåêñíîì äâóõ�

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïàðàìåòðèçîâàííîì âåéëåâñêèì ñïèíîðîì v, ãäå êîí�

ñòàíòà j/m èãðàåò ðîëü �ìàññû�. Êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî,

ïàðàìåòðèçîâàííîå ñïèíîðîì ζ, îãðàíè÷åíî ñâÿçüþ (4.4) è èçîìîðôíî êîì�

ïàêòíîìó ãðóïïîâîìó ìíîãîîáðàçèþ SU(2).

Ñèñòåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê èñõîäíóþ ïðè ïåðåõîäå ê ãðàñ�

ñìàíîâûì ñïèíîðàì, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ñåêòîðîâ � ñåêòîðà ìàññèâíîé ñïè�

íîâîé ÷àñòèöû ñ ëàãðàíæèàíîì (4.1) è ñåêòîðà áîçîííîãî ñïèíîðà ñ ëàãðàí�

æèàíîì (4.5), âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäè�

íàòû. Òî åñòü, ëàãðàíæèàí èñõîäíîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèé âèä

L = pẋ+
i

2
(ψψ̇ + ψ5ψ̇5)−

e

2
(p2 −m2)− iχ(pψ +mψ5)

+ ζ̇v + v̄ ˙̄ζ − λ(ζp̂ζ̄ − j) . (4.6)

Áëàãîäàðÿ ñâÿçè ζp̂ζ̄ = j çíàê êîíñòàíòû j îïðåäåëÿåò çíàê ýíåðãèè. Íèæå

ìû ðàññìàòðèâàåì ñåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé, êîãäà j > 0.

4.1.1. Ìàññèâíàÿ ñóïåð÷àñòèöà ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè

çàðÿäàìè. Ëàãðàíæèàí.

Ïðåîáðàçîâàíèå ìîäåëè ñïèíîâîé ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîé ãðàññìàíîâûìè

ïåðåìåííûìè ψµ, ψ5, â ìîäåëü ñ ãðàññìàíîâûìè ñïèíîðíûìè ïåðåìåííûìè



227

θα, θ̄α̇ ðåàëèçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ðàçðåøåíèé [159]

ψµ = r−1/2(θσµp̃ζ + ζ̄ p̃σµθ̄)−mρζσµζ̄ , (4.7)

ψ5 = r−1/2m(ζθ + θ̄ζ̄)− rρ− ψ̃5 . (4.8)

Èñõîäíûå ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå ψµ, ψ5 (5 ïåðåìåííûõ) âûðàæàþòñÿ ÷å�

ðåç äâà ãðàññìàíîâûõ ñêàëÿðà ρ, ψ̃5 è òðè êîìïîíåíòû ñïèíîðà θ. Ïðîåêöèè

âåêòîðà ψµ ≡ 1
2 σ̃µ

α̇αψ̂αα̇ â ñïèíîðíîì áàçèñå ζα, (ζ̄ p̃)α èìåþò ñëåäóþùèå âû�

ðàæåíèÿ

ζψ̂ζ̄ = 2r1/2(ζθ + θ̄ζ̄) , ζ̄ p̃ψ̂p̃ζ = 2mr2ρ , (4.9)

ζψ̂p̃ζ = 2r1/2(ζp̂θ̄) , ζ̄ p̃ψ̂ζ̄ = 2r1/2(θp̂ζ̄) , (4.10)

ãäå ψ̂ = ψµσµ. ×åòâåðòàÿ êîìïîíåíòà ñïèíîðà

ϕ = i(θζ − ζ̄ θ̄) (4.11)

íå ó÷àâñòâóåò â âûðàæåíèÿõ äëÿ ψ-ïåðåìåííûõ. Îáðàùåíèå âûðàæåíèé (4.7),

(4.8), (4.11) èìååò âèä

θα =
1

4
r−3/2

[
(ζψ̂ζ̄)(p̂ζ̄)α + 2(ζ̄ p̃ψ̂ζ̄)ζα

]
+
i

2
r−1ϕ(p̂ζ̄)α ,

θ̄α̇ =
1

4
r−3/2

[
(ζψ̂ζ̄)(ζp̂)α̇ + 2(ζψ̃p̂ζ)ζ̄α̇

]
− i

2
r−1ϕ(ζp̂)α̇ ,

ρ =
1

2m
r−2(ζ̄ p̃ψ̂p̃ζ) , ψ̃5 = −

1

m
(pµψµ +mψ5) + (2mr)−1(ζψ̂ζ̄)(p2 −m2) .

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ äèðàêîâñêàÿ ñâÿçü ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä:

D = pψ −mψ5 = mψ̃5 ≈ 0 . (4.12)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíîé ôåðìèîííîé ñèììåòðèè [15, 17, 18, 19, 20, 21] (ñó�

ïåðñèììåòðèè íà ìèðîâîé ëèíèè)

δχ = ϵ̇ , δe = −2iϵχ , δψµ = −ϵpµ , δψ5 = ϵm , δxµ = iϵψµ

â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò âèä

δθα = −1
4
ϵr−1/2(p̂ζ̄)α , δθ̄α̇ = −1

4
ϵr−1/2(ζp̂)α̇ ,



228

δρ = −1
2
ϵmr−1 , δψ̃5 = −

1

2m
ϵ(p2 +m2) ≈ 0 .

Åäèíñòâåííûìè ïðåîáðàçóþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè åñòü ρ è δ(θζ+ζ̄ θ̄) = 1
2 ϵr

1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîìáèíàöèÿ èõ ρ+mr−3/2(θζ+ ζ̄ θ̄) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, δ[ρ+mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄)] = 0, òîãäà êàê

ρ−mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄) (4.13)

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êàëèáðîâî÷íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, δ[ρ − mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄)] =

−mr−1ϵ.
Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ áîçîííîãî ñïèíîðà ζ̇ = 0 è ïîäñòàâ�

ëÿÿ âûðàæåíèÿ (4.7), (4.8) äëÿ ψµ, ψ5 â ëàãðàíæèàí (4.6), ìû ïðèõîäèì ê

ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L = p(ẋ− iθ̇σθ̄ + iθ̇σ ˙̄θ)− im2r−1(θζζ̄ ˙̄θ − θ̇ζζ̄ θ̄)

+
i

2
r2
[
ρ+mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄)

] [
ρ̇+mr−3/2(θ̇ζ + ζ̄ ˙̄θ)

]
+
i

2
r
[
ρ−mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄)

]
˙̃ψ5 +

i

2
rψ̃5

[
ρ̇−mr−3/2(θ̇ζ + ζ̄ ˙̄θ)

]
− i

2
ψ̃5

˙̃ψ5 − imχψ̃5 −
e

2
(p2 −m2)

+ ζ̇v + v̄ ˙̄ζ − λ(ζp̂ζ̄ − j) . (4.14)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óðàâíåíèå ζ̇ = 0 äëÿ áîçîííîãî ñïèíîðà, êîòîðîå

áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè ïîëó÷åíèè ëàãðàíæèàíà (4.14), âîñïðîèçâîäèòñÿ òàê�

æå ëàãðàíæèàíîì (4.14). Êàê ìû âèäèì, êàëèáðîâî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ (4.13)

ρ−mr−3/2(θζ+ ζ̄ θ̄) îïðåäåëÿåò ñîïðÿæåííóþ ïåðåìåííóþ äëÿ ψ̃5, ÷òî ãåíåðè�

ðóåò ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðîñòåéøåå óñëîâèå ôèêñàöèè êàëèáðîâêè

ρ−mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄) = 0 ðàçðåøàåò ñêàëÿð ρ â òåðìèíàõ ñïèíîðíîé ïðîåêöèè

(θζ + ζ̄ θ̄). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùåå óñëîâèå

ρ−mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄) = 2(k − 1)mr−3/2(θζ + ζ̄ θ̄), (4.15)

êîòîðîå ôèêñèðóåò êàëèáðîâêó ïðè âñåõ k ̸= 0.

Ïîäñòàâëÿÿ â ëàãðàíæèàí (4.14) óñëîâèå ñâÿçè ψ̃5 = 0 (óðàâíåíèå äâèæå�

íèÿ äëÿ ëàãðàíæåâîãî ìíîæèòåëÿ χ) è âûðàæåíèå ρ = (2k−1)mr−3/2(θζ+ζ̄ θ̄),
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ñëåäóþùåå èç óñëîâèÿ ôèêñàöèè êàëèáðîâêè (4.15), ïîëó÷àåì ëàãðàíæèàí

L = p ω̇θ + iZαβθ
αθ̇β + iZ̄α̇β̇ θ̄

α̇ ˙̄θβ̇ + iZαβ̇(θ
α ˙̄θβ̇ − θ̇αθ̄β̇)− e

2
(p2 +m2)

+ ζ̇v + v̄ ˙̄ζ − λ(ζp̂ζ̄ − j) . (4.16)

Â ýòîì âûðàæåíèè ωθ ≡ ω̇θ dτ = dx− idθσθ̄+ iθσdθ̄ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé N = 1

ñóïåðèíâàðèàíòíîé ω-ôîðìîé. Âåëè÷èíû Zαβ = Zβα, Z̄α̇β̇ = (Zαβ) è Zαβ̇ =

(Zβα̇) âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ áîçîííîãî ñïèíîðà ζ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì.

[96, 97])

Zαβ = 2k2m2j−1ζαζβ , Zαβ̇ = (2k2 − 1)m2j−1ζαζ̄β̇ . (4.17)

Âåëè÷èíû Zαβ è Z̄α̇β̇ ÿâëÿþòñÿ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè (òèïîâ

(1, 0) è (0, 1)), à Zαβ̇ � âåêòîðíûì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì (òèïà (1/2, 1/2)) äëÿ

D = 4 N = 1 àëãåáðû ñóïåðñèììåòðèè [92, 93, 94, 95, 91].

Äðóãèì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (4.6) è (4.16)

ÿâëÿåòñÿ èõ âçàèìîñâÿçü ïîñðåäñòâîì êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â ãà�

ìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî, íåîáõîäèìî óðàâíÿòü êî�

ëè÷åñòâî ãðàññìàíîâûìè ïåðåìåííûõ â ìîäåëÿõ ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ÷èñòî

êàëèáðîâî÷íîé ïåðåìåííîé ϕ â ìîäåëü (4.6). Åå êàëèáðîâî÷íûõ õàðàêòåð äî�

ñòèãàåòñÿ íàëè÷èåì ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

pϕ ≈ 0 . (4.18)

Òî åñòü, â êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÷ëåí pϕϕ̇ − µpϕ

äîáàâëåí â ëàãðàíæèàí (4.6), ãäå µ � ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü. Ðàçðåøåíèå ïå�

ðåìåííîé ϕ ÷åðåç ñïèíîðû äàåòñÿ âûðàæåíèåì (4.11).

Â êà÷åñòâå ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îò ñè�

ñòåìû ñ êîîðäèíàòàìè ψµ, ψ5, ϕ, x
µ, ζα, ζ̄ α̇ ê ñèñòåìå ñ êîîðäèíàòàìè θα, θ̄α̇,

ρ, ψ̃5, x
′µ, ζ ′α, ζ̄ ′α̇ ìû áåðåì

F = −pµψψµ(pµ, ζ, θ, ρ)− pψ5ψ5(ζ, θ, ρ, ψ̃5)− pϕϕ(ζ, θ)
+ ζαv′α + v̄′α̇ζ̄

α̇ − pµx′µ . (4.19)

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ âûðàæåíèÿ (4.7), (4.8), (4.11) ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç

íîâûå ïåðåìåííûå. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (4.19) âîñïðî�

èçâîäèò âûðàæåíèÿ (4.7), (4.8), (4.11) èñõîäíûõ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ ÷å�

ðåç ñïèíîðû ïîñðåäñòâîì ψµ = −∂lF/∂pµψ, ψ5 = −∂lF/∂pψ5, ϕ = −∂lF/∂pϕ è
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îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûìè áîçîííûå ñïèíîðíûå êîîðäèíàòû ζ ′α = ∂F/∂v′α =

ζα, ζ̄ ′α̇ = ∂F/∂v̄′α̇ = ζ̄ α̇ è âåêòîðíûé èìïóëüñ p′µ = −∂F/∂x′µ = pµ. Âûðàæå�

íèÿ íîâûõ ãðàññìàíîâûõ èìïóëüñîâ â òåðìèíàõ èñõîäíûõ èìåþò âèä

pθα = −∂rF/∂θα = r−1/2(σµp̃ζ)αp
µ
ψ −mr

−1/2ζαpψ5 + iζαpϕ ,

p̄θα̇ = −∂rF/∂θ̄α̇ = r−1/2(ζ̄ p̃σµ)α̇p
µ
ψ −mr

−1/2ζ̄α̇pψ5 − iζ̄α̇pϕ ,

pρ = −∂rF/∂ρ = −m(ζσµζ̄)p
µ
ψ + rpψ5 , pψ̃5 = −∂rF/∂ψ̃5 = −pψ5 .

ßâíûé âèä âûðàæåíèé èñõîäíûõ áîçîííûõ ñïèíîðíûõ èìïóëüñîâ vα =

∂F/∂ζα, v̄α̇ = ∂F/∂ζ̄ α̇ è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíàòû xµ =

−∂F/∂pµ â òåðìèíàõ íîâûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ íàì íå ïîíàäîáèòñÿ íèæå,

ïîñêîëüêó âñå ñâÿçè íå çàâèñÿò îò ýòèõ ïåðåìåííûõ.

Òåïåðü èñêëþ÷èì ïåðåìåííûå ψ̃5, pψ̃5 ñ ïîìîùüþ äèðàêîâñêîé ñâÿçè

(1.99) è ôèêñàöèè êàëèáðîâêè äëÿ íåå

pψ̃5 − i(k − 1)mr−1/2
[
θζ + ζ̄ θ̄

]
≈ 0 (4.20)

ïðè k ̸= 0. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâà�

íèÿ pρ → pρ′ = pρ−ikmr1/2
[
θζ + ζ̄ θ̄

]
, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ðàçðåøåííîìó âèäó

pρ′ ≈ 0 îäíîé ôåðìèîííîé ñâÿçè èç (4.3), ìû èñêëþ÷àåì ïåðåìåííûå ρ, pρ ñ

ïîìîùüþ äâóõ èç ïÿòè ôåðìèîííûõ ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà (4.3). Âñëåäñòâèå

ðàçðåøåííîãî âèäà ñâÿçåé îòíîñèòåëüíî èñêëþ÷àåìûõ ïåðåìåííûõ, ψ̃5 ≈ 0 è

pρ′ ≈ 0, ñêîáêè Äèðàêà äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò ñî ñêîáêàìè

Ïóàññîíà. Ïîñëå ýòîãî, îñòàâøèåñÿ ôåðìèîííûå ñâÿçè ïðèíèìàþò âèä

ζ̄ p̃pθ − p̄θp̃ζ ≈ 0 , (4.21)[
ζ̄ p̃pθ + p̄θp̃ζ

]
− 4ik2m2

[
θζ + ζ̄ θ̄

]
≈ 0 , (4.22)

ζ
[
−ipθ − p̂θ̄

]
≈ 0 , [−ip̄θ − θp̂] ζ̄ ≈ 0, (4.23)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ïðîåêöèÿìè íà ñïèíîðû ζ, p̂ζ̄ ôåðìèîí�

íûõ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé

dθα ≡ −ipθα − (p̂θ̄)α − θβZβα − Zαβ̇ θ̄
β̇ ≈ 0 , (4.24)

d̄θα̇ ≡ −ip̄θα̇ − (θp̂)α̇ − Z̄α̇β̇ θ̄
β̇ − θβZβα̇ ≈ 0 (4.25)
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ñ âåëè÷èíàìè Zαβ, Zαβ̇, îïðåäåëåííûìè â (4.17). Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè

ïåðåìåííûõ ζα, ζ̄ α̇, pµ ïðè êàíîíè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè âñå áîçîííûå ñâÿçè,

ò. å. p2 − m2 ≈ 0 è ζp̂ζ̄ − j ≈ 0, íå èçìåíÿþòñÿ. Ñèñòåìà ñ îñòàâøèìèñÿ

ïåðåìåííûìè è ñâÿçÿìè âîñïðîèçâîäèòñÿ âûøå ïðèâåäåííûì ëàãðàíæèàíîì

(4.16).

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè êëàññè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëè

ñ ëàãðàíæèàíîì L = L1/2 + Lb.s. è ìîäåëè ñ ëàãðàíæèàíîì L = Lsuper +

Lb.s.. Çäåñü L1/2 ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæèàíîì (4.1) ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñïèíà 1/2,

òîãäà êàê Lsuper � ëàãðàíæèàí ìàññèâíîé N = 1 ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè (4.17)

Lsuper = pω̇θ + iZαβθ
αθ̇β + iZ̄α̇β̇ θ̄

α̇ ˙̄θβ̇ + iZαβ̇(θ
α ˙̄θβ̇ − θ̇αθ̄β̇)− e

2
(p2−m2) . (4.26)

Ëàãðàíæèàíû Lb.s. äëÿ áîçîííîãî ñïèíîðà â îáîèõ ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëè�

ðîâêàõ ñîâåðøåííî èäåíòè÷íû.

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòà k â ôîðìóëå (4.17) äëÿ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ

ñóïåð÷àñòèöû íåíóëåâàÿ, k ̸= 0, â ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòè ê ìîäåëè ñïèíîâîé

÷àñòèöû. Íî, â îáùåì, çíà÷åíèå k = 0 íå çàïðåùåíî â ìîäåëè ñóïåð÷àñòèöû

ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Â ïîñëåäóþùåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè

êàê ñ k ̸= 0, òàê è ñ k = 0. Êàê óâèäèì, ïðè k ̸= 0 èëè k = 0 ìû ïîëó÷àåì

ìîäåëè ñóïåð÷àñòèöû ñ îäíîé èëè äâóìÿ κ-ñèììåòðèÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

Äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì êëàññè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ìàññèâíîé

÷àñòèöû ñïèíà 1/2 (4.1) è ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

(4.16) (ïðè k ̸= 0), îáëàäàþùåé îäíîé κ-ñèììåòðèåé åñòü ïîëó÷åíèå îäíîé è

òîé æå ìîäåëè ïîñðåäñòâîì ðåäóêöèè îáîèõ ìîäåëåé ê ôèçè÷åñêèì ñòåïåíÿì

ñâîáîäû. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñåêòîðå ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè ïîñëå âûáîðà

êàëèáðîâêè ψ+ = ψ0 + ψ5 = 0 äëÿ äèðàêîâñêîé ñâÿçè è èñêëþ÷åíèÿ ψ− =

ψ0−ψ5 ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ñâÿçè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé

ñâîáîäû ñïèíîâîé ÷àñòèöû ëàãðàíæèàí (4.1) ïðèíèìàåò âèä L
(ph)
1/2,Gr =

i
2ψ⃗

˙⃗
ψ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðàññìàíîâà ÷àñòü ëàãðàíæèàíà ñóïåð÷àñòèöû Lsuper â

òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ

η = mr−1/2(θζ + ζ̄ θ̄) , σ = −imr−1/2(θζ − ζ̄ θ̄) , (4.27)

q = r−1/2(θp̂ζ̄) , q̄ = r−1/2(ζp̂θ̄) (4.28)
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ïðèíèìàåò âèä

L
(ph)
super,Gr = iq̄q̇ − iq ˙̄q + 2k2iηη̇ .

Ââîäÿ ïåðåìåííûå q = (ψ1+ iψ2)/2, q̄ = (ψ1− iψ2)/2, η = ψ3/2k ìû ïîëó÷àåì

òîò æå ëàãðàíæèàí äëÿ ãðàññìàíîâîé ÷àñòè

L
(ph)
super,Gr = L

(ph)
1/2,Gr =

i

2
ψ⃗
˙⃗
ψ . (4.29)

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé æå ëàãðàíæèàí äëÿ ôèçè÷åñêèõ ãðàññìàíîâûõ ïå�

ðåìåííûõ âîçíèêàåò òàêæå â [102] â íåêîâàðèàíòíîì ãðàññìàíîâîì ñåêòîðå

ìîäåëè ñ N=4 → N=1 ÷àñòè÷íûì íàðóøåíèåì ãëîáàëüíîé ñèììåòðèè. Â

ôîðìàëèçìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ëàãðàíæèàí ýòîé ðàáîòû èìååò âèä

L = P⃗ Π⃗− P 0Π0 +
e

2
(P 02 − P⃗ 2 − 1)−ΘΘ̇− Ψ⃗

˙⃗
Ψ , (4.30)

ãäå Π0 = Ẋ0+ΘΘ̇+Ψ⃗
˙⃗
Ψ, Π⃗ =

˙⃗
Y − Θ̇Ψ⃗+Θ

˙⃗
Ψ (çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

èç [102]). Ââîäÿ ïåðåìåííûå

ψ⃗ =
√
2(P 0 + 1)1/2

[
Ψ⃗− 1

P 0 + 1
P⃗Θ

]
,

ìû ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè ëàãðàíæèàí (4.29) äëÿ ãðàññìàíîâûõ ïåðåìåííûõ.

4.1.2. Èíâàðèàíòíîñòè ìîäåëè

Ìàññèâíàÿ ñóïåð÷àñòèöà ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè (4.16)

îáëàäàåò ñóïåðñèììåòðèåé òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà

δθα = ϵα , δθ̄α̇ = ϵ̄α̇ , δxµ = iθσµδθ̄ − iδθσµθ̄ (4.31)

ñ ïîñòîÿííûì ãðàññìàíîâûì ïàðàìåòðîì ϵα. Ãåíåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèé ñó�

ïåðñèììåòðèè

Qα =
∂

∂θα
+ (p̂θ̄)α + θβZβα + Zαβ̇ θ̄

β̇ ,

Q̄α̇ =
∂

∂θ̄α̇
+ (θp̂)α̇ + Z̄α̇β̇ θ̄

β̇ + θβZβα̇ (4.32)

ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå �àíîìàëüíûå� ÷ëåíû ñ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

(4.17) [75, 92]. Àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ ñóïåðñèììåòðèè

{Qα, Qβ} = 2Zαβ ,
{
Qα, Q̄β̇

}
= 2(pαβ̇ + Zαβ̇) (4.33)
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ÿâëÿåòñÿ N = 1 D = 4 àëãåáðîé ñóïåðñèììåòðèè, ðàñøèðåííîé öåíòðàëüíû�

ìè çàðÿäàìè [92, 93, 94, 95, 91].

Ñèñòåìà (4.16) îáëàäàåò òàêæå ëîêàëüíîé κ-ñèììåòðèåé. Ïðè ëîêàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ãðàññìàíîâîãî ñïèíîðà

δθα = iκ(ζ̄ p̃)α , δθ̄α̇ = −iκ̄(p̃ζ)α̇ (4.34)

è ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [75, 76] ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîîðäèíà�

òû

δxµ = −iθσµδθ̄ + iδθσµθ̄ (4.35)

ñ ëîêàëüíûì êîìïëåêñíûì ãðàññìàíîâûì ïàðàìåòðîì κ(τ) âàðèàöèÿ ëàãðàí�

æèàíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ðàâíà

δL = −2k2m2(θζ + ζ̄ θ̄)(κ− κ̄)· + 2k2m2(θζ + ζ̄ θ̄)·(κ− κ̄)
− 4km2j−1[(θp̂ζ̄)ζζ̇ + (ζp̂θ̄) ˙̄ζζ̄](κ− κ̄) . (4.36)

Êàê âèäèì, δL = 0 ïðè âåùåñòâåííîì κ = κ̄ è ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè êîí�

ñòàíòû k. Íî ïðè k = 0 èìååò ìåñòî δL = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî

ïàðàìåòðà κ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè k ̸= 0, êîãäà ïðèñóòñòâóåò òåíçîðíûé öåí�

òðàëüíûé çàðÿä Zαβ, ìîäåëü îáëàäàåò îäíîé κ-ñèììåòðèåé ñ âåùåñòâåííûì

ïàðàìåòðîì κ = κ̄. Íî ïðè k = 0, êîãäà åñòü òîëüêî âåêòîðíûé öåíòðàëüíûé

çàðÿä Zαβ̇, èìååòñÿ äâå κ-ñèììåòðèè ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì κ.

Ñ êàæäîé ëîêàëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ ñâÿçàíà ñâÿçü ïåðâîãî ðîäà â ãà�

ìèëüòîíîâîì ôîðìàëèçìå. Êàê îòìå÷àëîñü, íàøè ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ôåð�

ìèîííûìè ñâÿçÿìè (êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè) (4.24), (4.25). Àëãåáðà

èõ ñêîáîê Ïóàññîíà

{dθα, dθβ} = 2iZαβ ,
{
dθα, d̄θβ̇

}
= 2i

(
pαβ̇ + Zαβ̇

)
(4.37)

ñîäåðæèò öåíòðàëüíûå çàðÿäû (4.17). Êîâàðèàíòíîå ðàçäåëåíèå ôåðìèîííûõ

ñâÿçåé ïî ðîäàì äîñòèãàåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì èõ íà ñïèíîðû ζα, (p̂ζ̄)α. Ïî�

ëîæèì

χθ ≡ ζdθ = −iζpθ − ζp̂θ̄ ≈ 0 , χ̄θ ≡ d̄θζ̄ = −ip̄θζ̄ − θp̂ζ̄ ≈ 0 , (4.38)

gθ ≡ ζ̄ p̃dθ + d̄θp̃ζ = −i(ζ̄ p̃pθ + p̄θp̃ζ)− 4k2m2(θζ + ζ̄ θ̄) ≈ 0 , (4.39)
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fθ ≡ i(ζ̄ p̃dθ − d̄θp̃ζ) = ζ̄ p̃pθ − p̄θp̃ζ ≈ 0 . (4.40)

Íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà ýòèõ ïðîåêöèé ðàâíû

{χθ, χ̄θ} = 2ij , {gθ, gθ} = 16k2m2ij . (4.41)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçè χθ, χ̄θ ÿâëÿþòñÿ âñåãäà ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà, òîãäà

êàê ñâÿçü fθ � âñåãäà ñâÿçü ïåðâîãî ðîäà, ãåíåðèðóþùàÿ îäíó κ-ñèììåòðèþ

ñ ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì (κ + κ̄): δ(θζ − ζ̄ θ̄) = ir(κ + κ̄). Ñâÿçü gθ ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçüþ âòîðîãî ðîäà ïðè k ̸= 0. Íî ïðè k = 0 ýòà ñâÿçü gθ ñòàíîâèòñÿ ñâÿ�

çüþ ïåðâîãî ðîäà è ãåíåðèðóåò äîïîëíèòåëüíóþ κ-ñèììåòðèþ ñ ëîêàëüíûì

ïàðàìåòðîì i(κ− κ̄): δ(θζ + ζ̄ θ̄) = ir(κ− κ̄).
Ñóììèðóÿ, ìû ïîëó÷èëè ìîäåëè D = 4 N = 1 ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòè�

öû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, îáëàäàþùèå îäíîé èëè äâóìÿ

κ-ñèììåòðèÿìè. Íà ÿçûêå ñóïåðáðàííûõ òåîðèé ýòè ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò

ÁÏÑ áðàííûì êîíôèãóðàöèÿì, ñîõðàíÿþùèì 1/4 èëè 1/2 ÷àñòü ñóïåðñèì�

ìåòðèè (ñì. [95] è ññûëêè òàì).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ k ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñóïåð÷àñòè�

öû âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ôèêñàöèè êàëèáðîâêè ïðè ïåðåõîäå îò ñïèíîâîé

÷àñòèöû. Ïîýòîìó, ìîäåëè ïðè âñåõ k ̸= 0 ýêâèâàëåíòíû è ïðè ïðåîáðàçîâà�

íèÿõ,

θα → θα + br−1(θζ + ζ̄ θ̄)(ζ̄ p̃)α , θ̄α̇ → θ̄α̇ + br−1(θζ + ζ̄ θ̄)(p̃ζ)α̇ , (4.42)

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãäå b ÿâëÿ�

åòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, ëàãðàíæèàí L (èëè L′) ïåðåõîäèò â ëàãðàíæèàí

ñ ak âìåñòî k, ãäå a ≡ 1+2b. Òàêèì îáðàçîì, íà óðîâíå ñâîáîäíîé ñóïåð÷àñòè�

öû ó íàñ åñòü äâå ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ

òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Ïåðâàÿ èç íèõ, ïðè k = 1/
√
2, èìååò

òîëüêî òåíçîðíûé öåíòðàëüíûé çàðÿä Zαβ è îáëàäàåò îäíîé κ-ñèììåòðèåé.

Âòîðàÿ ìîäåëü, ïðè k = 0, èìååò òîëüêî âåêòîðíûé öåíòðàëüíûé çàðÿä Zαβ̇
è îáëàäàåò äâóìÿ κ-ñèììåòðèÿìè.
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4.2. Òâèñòîðîïîäîáíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñóïåð÷àñòèöû ñ

òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà ðàññìîòðåíà ðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìóëèðîâ�

êà ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, êîòîðàÿ

îïèñûâàåò ñóïåð÷àñòèöó ñ ÁÏÑ-íàðóøåíèåì äâóõ èëè òðåõ N = 1, D = 4

ñóïåðñèììåòðèé òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåò�

ñÿ àíàëèç òâèñòîðîïîäîáíîé ôîðìóëèðîâêè ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåí�

òðàëüíûìè çàðÿäàìè, â êîòîðîé ìàññèâíûé è áåçìàññîâûé ñëó÷àè îïèñàíû

åäèíîîáðàçíî.

4.2.1. Ñóïåðàëãåáðà ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

Ïðîèçâîëüíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå íåðàñøèðåííîé àëãåáðû D = 4

ñóïåðñèììåòðèè [249, 96] ñ ìàéîðàíîâñêèìè çàðÿäàìèQ ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â âèäå

{Q,Q} = 2Z . (4.43)

Çäåñü, ZT = Z � ìàòðèöà ñ äåñÿòüþ íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè êîìïî�

íåíòàìè. Îïåðàòîðû öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ âîçíèêàþò â ðàçëîæåíèè

ZC = (γµ)Pµ +
i

2
(γµν)Zµν . (4.44)

Âåêòîð Pµ ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñóììîé âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà è âåêòîðíîãî

�ñòðóííîãî çàðÿäà�. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Pµ óäîâëåòâîðÿåò ñïåêòðàëüíîìó

ñâîéñòâó: îí èëè âðåìåíèïîäîáíûé èëè ñâåòîïîäîáíûé âåêòîð, P 2 = m2, ãäå

m � ìàññà. Øåñòü âåùåñòâåííûõ çàðÿäîâ Zµν = −Zνµ îïðåäåëÿþò ñòàíäàðò�
íûì îáðàçîì êîìïëåêñíûå ñïèí-òåíçîðû Zαβ è Z̄α̇β̇ = (Zαβ), ÿâëÿþùèìèñÿ

ñàìîäóàëüíîé è àíòèñàìîäóàëüíîé ÷àñòÿìè öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Z

Π(λ) ≡ det(Z − λ) = 0

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìà [91] ïî λ,

Π(λ) =
4∑

k=0

Πkλ
k ,
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Π0 = [(P0)
2 − a]2 + 8bP0 − 4c , Π1 = 4P0[(P0)

2 − a] + 8b ,

Π2 = 2[3(P0)
2 − a] , Π3 = 4P0 , Π4 = 1 .

Çäåñü,

a = E2 +H2 +P2 , b = P(E×H) , c = |P× E|2 + |P×H|2 + |E×H|2 ,

òîãäà êàê

Ei = Z0i , Hi =
1

2
ϵijkZ

jk

� ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé âåêòîðû òåíçîðíûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Ìàññèâíàÿ ñóïåð÷àñòèöà ñ îäíîé íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé (Π0 =

0, Π1 ̸= 0) ïîëó÷àåòñÿ ïðè

(m2 − E2 −H2)2 = 4|E×H|2 ̸= 0 .

Ñ òî÷íîñòüþ äî âðàùåíèé, ìíîæåñòâî òàêèõ êîíôèãóðàöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ

ìîäóëÿìè íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ E,H è óãëîì ϑ ìåæäó íèìè. Íà ãðàíèöå

ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, êîãäà m2 = E2 +H2 ̸= 0 è ïðè êîëèíåàðíûõ E è

H, ó íàñ åñòü äâå ñîõðàíÿþùèåñÿ ñóïåðñèììåòðèè (Π0 = Π1 = 0, Π2 ̸= 0).

Óñëîâèÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ áîëåå ÷åì äâóõ ñóïåðñèììåòðèé (Π0 = Π1 = Π2 = 0)

â ìàññèâíîì ñëó÷àå ïðîòèâîðå÷èâû.

Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå åñòü äâà òèïà êîíôèãóðàöèé, ñîõðàíÿþùèõ îäíó

ñóïåðñèììåòðèþ. Îäíà èç íèõ èìååò ìåñòî ïðè êîëëèíåàðíûõ E è H ñ íåêîë�

ëèíåàðíûì ê íèì P è åñëè E2 + H2 = 4H2 sin2 φ ̸= 0, ãäå φ � óãîë ìåæäó

P è E. Äðóãàÿ âîçíèêàåò ïðè âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè òðåõ âåêòîðîâ E, H

è P, îáðàçóþùèõ ïðàâóþ òðîéêó, PEH > 0, è ïðè ðàâåíñòâå äâóõ ìîäóëåé,

|E| = |H| ̸= P 0. Íà ãðàíèöå ïåðâîé èç ýòèõ êîíôèãóðàöèé ìû ïîëó÷àåì ñåê�

òîð îáû÷íîé áåçìàññîâîé ÷àñòèöû áåç öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ (E = H = 0),

ñîõðàíÿþùåé äâå ñóïåðñèììåòðèè. Äâå ñîõðàíÿþùèåñÿ ñóïåðñèììåòðèè ïî�

ëó÷àþòñÿ òàêæå, åñëè òðè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðàE,H èP îáðàçóþò

ëåâóþ òðîéêó PEH < 0 è äâà èç íèõ èìåþò ðàâíûå äëèíû

|E| = |H| ̸= P 0 .

Íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè, êîãäà âñå òðè âåêòîðû èìåþò ðàâíûå äëèíû

|E| = |H| = P 0 ,
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ñîõðàíÿåòñÿ òðè ñóïåðñèììåòðèè. Âñå ñóïåðñèììåòðèè íå ìîãóò ñîõðàíÿòüñÿ,

òàê êàê Π3 = 4P0 ̸= 0.

Òàáëèöà 4.1. Óñëîâèÿ íà `ýëåêòðè÷åñêèé' è `ìàãíèòíûé' âåêòîðû òåíçîðíûõ öåí�

òðàëüíûõ çàðÿäîâ è âåêòîð ýíåðãèè-èìïóëüñà äëÿ ñîñòîÿíèé N = 1 D = 4 áåçìàññîâîé

(m = 0) è ìàññèâíîé (m ̸= 0) ñóïåð÷àñòèöû, ñîõðàíÿþùåé 1/4, 1/2 è 3/4 òàðãåòíîé ñóïåð�

ñèììåòðèè. Çäåñü ε = +1 ïðè PEH > 0 è ε = −1 ïðè PEH < 0.

1/4 1/2 3/4

E×H = 0, E2 +H2 = 4P 2
0 EH = 0,

(PE = PH = 0) E2 −H2 = 0,

m = 0 èëè PE = PH = 0,

EH = 0, |E| − ε|H| = ±P 0

(PE = PH = 0) E2 +H2 ̸= 2P 2
0 E2 +H2 = 2P 2

0

m ̸= 0 (m2 − E2 −H2)2 = E×H = 0, íåò

= 4|E×H|2 ̸= 0 E2 +H2 = m2

Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû ñ 1/4 íåíàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèåé, â Òàáëèöå 4.1 ïðèâåäåí ïîëíûé íàáîð íåîáõîäèìûõ óñëî�

âèé. Äëÿ áåçìàññîâûõ ñóïåð÷àñòèöû (m = 0) ñ 1/4 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèåé ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû òîëüêî íåîá�

õîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîãî, êîãäà âåêòîðà E, H îðòîãîíàëüíû ê P.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäñòàâëÿåì òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó ñóïåð÷àñòè�

öû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, â êîòîðîé âñå ðàçðåøåííûå ñëó�

÷àè íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè ðåàëèçîâàíû êàê äëÿ ìàññèâíûõ, òàê è äëÿ

áåçìàññîâûõ ñóïåð÷àñòèö.

4.2.2. Ëàãðàíæèàí òâèñòîðíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

Ïàðàìåòðèçóåì òðàåêòîðèþ ñóïåð÷àñòèöû îáû÷íûìè ñóïåðïðîñòðàí�

ñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè xµ, θα, θ̄α̇ è êîîðäèíàòàìè òåíçîðíûõ öåíòðàëüíûõ
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çàðÿäîâ yαβ = yβα, ȳα̇β̇ = (yαβ). Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ñóïåð÷à�

ñòèöû ìû èñïîëüçóåì ïàðó áîçîííûõ ñïèíîðîâ (ñïèíîðîâ áèòâèñòîðà) λα
i,

λ̄α̇i = (λαi), i = 1, 2. Òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åòíû�

ìè ñïèíîðíûìè ïåðåìåííûìè vα
i, v̄α̇i = (vαi). Èíäåêñû i, j, k . . . , êîòîðûìè

îáëàäàþò ñïèíîðû λα
i, λ̄α̇i è vα

i, v̄α̇i, ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ êàê SU(2)

èíäåêñû.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, êàê

áåçìàññîâîé, òàê è ìàññèâíîé, ìû èñïîëüçóåì äåéñòâèå S =
∫
dτL ñ ëàãðàí�

æèàíîì [172] òâèñòîðîïîäîáíîãî âèäà

L = PµΠ
µ
τ + ZαβΠ

αβ
τ + Z̄α̇β̇Π̄

α̇β̇
τ − ℓvhv − ℓ̄vh̄v − ℓuhu − ℓ̄uh̄u . (4.45)

Çäåñü, îäèí-ôîðìû

Πµ ≡ dτΠν
τ = dxµ − idθσµθ̄ + iθσµdθ̄ , Παβ ≡ dτΠαβ

τ = dyαβ + iθ(αdθβ)

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãëîáàëüíîé ñóïåðñèììåòðèè

δθα = ϵα ; δxµ = iθσµδθ̄ − iδθσµθ̄ ; δyαβ = iθ(αδθβ) ,

äåéñòâóþùåé â ðàñøèðåííîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå c êîîðäèíàòàìè xµ, θα, θ̄α̇;

yαβ, ȳα̇β̇.

Âåëè÷èíû Pµ, Zαβ, Z̄α̇β̇ = (Zαβ) â äåéñòâèè, èãðàþùèå ðîëü èìïóëüñîâ

äëÿ xµ, yαβ, ȳα̇β̇, ðàçðåøåíû ÷åðåç áîçîííûå âåéëåâñêèå ñïèíîðû λα
i, λ̄α̇i è

vα
i, v̄α̇i ïîñðåäñòâîì

Pαβ̇ = Pµσ
µ

αβ̇
= λα

iλ̄α̇i , Zαβ = vα
ivβ

jCij , Z̄α̇β̇ = v̄α̇iv̄β̇jC̄
ij (4.46)

ãäå Cij, C̄
ij = (Cij) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ëàãðàíæèàíå (4.45) åñòü ñóììà êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé

hλ ≡ λαiλαi −
√
2m ≈ 0 , h̄λ ≡ λ̄α̇iλ̄

α̇i −
√
2m ≈ 0 ; (4.47)

hv ≡ vαivαi − 2 ≈ 0 , h̄v ≡ v̄α̇iv̄
α̇i − 2 ≈ 0 (4.48)

ñ ëàãðàíæåâûìè ìíîæèòåëÿìè. Ñâÿçè (4.47) èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå (ñì.

(3.71)) â îïðåäåëåíèè áèòâèñòîðà â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå ìàññèâíîé ÷à�

ñòèöû, òîãäà êàê ñâÿçè (4.48) ÿâëÿþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèìè ñâÿçÿìè ñïèíîðíûõ

ëîðåíöåâûõ ãàðìîíèê (ñì. (3.58)).
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Áëàãîäàðÿ ñâÿçÿì (4.47), êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû λαiλαj =
m√
2
δij , λ̄α̇iλ̄

α̇j = m√
2
δji , ìû èìååì P 2 ≡ P µPµ = m2 . Òî åñòü, êîíñòàíòà |m|

èãðàåò ðîëü ìàññû è ìû èñïîëüçóåì òâèñòîðíîå ðàçðåøåíèå [77, 78] âåêòîðà

ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷åðåç áîçîííûå ñïèíîðû, îáñóæäàåìîå â ïðåäûäóùåé

ãëàâå. Íî â áåçìàññîâîì ñëó÷àå (m = 0) ñïèíîðû λα
1 è λα

2 ïðîïîðöèîíàëüíû

äðóã äðóãó, λα
1 ∝ λα

2, âñëåäñòâèå ñâÿçè (4.47) λα1λα
2 = 0.

Áëàãîäàðÿ ñâÿçÿì (4.48), ñïèíîðû vα
i, v̄α̇i èãðàþò ðîëü ãàðìîíè÷åñêèõ

ïåðåìåííûõ [67, 68, 84, 88] è ïàðàìåòðèçóþò íåêîòîðîå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

ãðóïïû Ëîðåíöà, êîíêðåòíûé òèï êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ êàê âèäîì âåêòîðà

ýíåðãèè-èìïóëüñà, òàê è âèäîì òåíçîðíûõ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ.

Êðîìå êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé (4.47), (4.48) áîçîííûå ñïèíîðû ìîäåëè

ïîä÷èíåíû ñâÿçÿì íà ñïèíîðíûå èìïóëüñû pλ ≈ 0, pv ≈ 0 è ê.ñ. Íåêîòîðûå èç

ýòèõ ñâÿçåé êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåíû ñâÿçÿì (4.46)-(4.48) è ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè

âòîðîãî ðîäà. Îñòàëüíûå ñâÿçè íà ñïèíîðíûå èìïóëüñû, êîòîðûå ñîõðàíÿþò

ñâÿçè (4.46), � ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà, ãåíåðèðóþùèå ïîäãðóïïó ñòàáèëüíîñòè

ãðóïïû Ëîðåíöà, äåéñòâóþùåé íà èíäåêñû i, j. Âûáîð êàëèáðîâêè äëÿ ýòèõ

ñâÿçåé ñâÿçûâàåò ãàðìîíè÷åñêèå è òâèñòîðíûå ñïèíîðû äëÿ îïðåäåëåííûõ

ñëó÷àåâ öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ è ìàññû ÷àñòèöû.

4.2.3. Ñîñòîÿíèÿ ñóïåð÷àñòèöû, ñîõðàíÿþùèå ïðîèçâîëüíóþ äîëþ

ñóïåðñèììåòðèè òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà

Âûðàæåíèÿ (4.46) äëÿ Zαβ, Z̄α̇β̇ ñîäåðæàò øåñòü âåùåñòâåííûõ ïîñòîÿí�

íûõ, ñîáðàííûõ â cèììåòðè÷íûå ìàòðèöû Cij, C̄
ij, êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ

ïî ñèììåòðè÷íûì ìàòðèöàì Ïàóëè (σr)ij = ϵjk(σr)i
k, (σr)

ij = ϵik(σr)k
j, ãäå

(σr)i
j, r = 1, 2, 3 � îáû÷íûå ìàòðèöû Ïàóëè, â âèäå

Cij = Cr(σr)ij , C̄ ij = −C̄r(σr)ij

ãäå C̄r = (Cr). Èìååò ìåñòî

CijC
jk = −CrCrδki = (E2 −H2 + 2iEH)δki , CijC̄

ij = 2CrC̄r = 2(E2 +H2) ,

ãäå âåùåñòâåííûå 3-âåêòîðû E è H îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

C = i(E+ iH) .
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Âåêòîðû E èH ÿâëÿþòñÿ `ýëåêòðè÷åñêèì' è `ìàãíèòíûì' âåêòîðàìè öåí�

òðàëüíûõ çàðÿäîâ, êîòîðûå îïðåäåëåíû â áàçèñå, çàäàâàåìîì ëîðåíöåâûìè

ãàðìîíèêàìè vα
i, v̄α̇i. Â ýòîì áàçèñå êîìïîíåíòû ýíåðãèè-èìïóëüñà ðàâíû

P (0) =
1

2
Pi

i , P (r) =
1

2
Pi

j(σr)j
i,

ãäå ìàòðèöû Pi
j and Pαβ̇ ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, ãåíåðèðóåìûìè

ãàðìîíè÷åñêîé ìàòðèöåé vα
i, ò.å.

Pαβ̇ = 1
2 vα

iv̄β̇jPi
j .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå
1
2 vα

iv̄β̇jPi
j = λα

iλ̄β̇i (4.49)

ñâÿçûâàåò áèòâèñòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå ýíåðãèè-èìïóëüñà è ïðåäñòàâëåíèå

åãî â ãàðìîíè÷åñêîì áàçèñå.

Äëÿ äàííîãî âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà P äîëÿ ñîõðàíÿþùèõñÿ ñóïåð�

ñèììåòðèé îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì `ýëåêòðè÷åñêîãî' E è `ìàãíèòíîãî' H âåê�

òîðîâ. Ïîñêîëüêó öåíòðàëüíûå çàðÿäû çàïèñàíû â òåðìèíàõ ãàðìîíèê, ëþ�

áîé âûáîð E è H íå ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ëîðåíöåâîé èíâàðèàíòíîñòè. Â

ïîñëåäóþùåì óäîáíî ïðîâîäèòü àíàëèç â áàçèñå ñòàíäàðòíîãî èìïóëüñà.

4.2.4. Ìàññèâíûé (m ̸= 0) ñëó÷àé

Â áàçèñå ñòàíäàðòíîãî èìïóëüñà P (0)=m , P (r)=0 âûðàæåíèå (4.49) äàåò

mvα
iv̄β̇i = 2λα

iλ̄β̇i .

Ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêèå vα
i è òâèñòîðíûå λα

i ñïèíîðû ñîâïàäàþò ñ òî÷�

íîñòüþ äî óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, äåéñòâóþùèõ íà èíäåêñ i. Áåç ïîòåðè

îáùíîñòè, ìû áåðåì

m1/2vα
i =
√
2λα

i .

Ýòî îòîæåñòâëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñðåäñòâîì ôèêñàöèè êàëèáðîâêè

ãàðìîíè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî êàëèáðîâî÷íûìè

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â èñõîäíîì äåéñòâèè (4.45). Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, ìû ïîëó�

÷àåì ìîäåëü ñóïåð÷àñòèöû òîëüêî ñ òâèñòîðíûìè ñïèíîðàìè. Òàêàÿ ìîäåëü
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ðàññìàòðèâàëàñü â [172] è äàâàëà âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ñîõðàíåíèÿ ñóïåð�

ñèììåòðèè òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû.

1/2 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé äîñòèãàåòñÿ, åñëè êîýôôèöèåíòû

öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

C ijC̄ij = 2m2 , C ijCijC̄
klC̄kl = 4m4 , (4.50)

êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû E2+H2 = m2, E×H = 0. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [172],

óñëîâèÿ (4.50) ïðèâîäÿò ê óñëîâèÿì óíèòàðíîñòè ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ

öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ C ijC̄jk = m2δik. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìû ìîæåì âçÿòü

äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó C ij ñ ìîäóëÿìè äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ, ðàâíûìè m,

êîãäà îáà âåêòîðû E è H ëåæàò â ïëîñêîñòè XY .

Ñëó÷àé ñ 1/4 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé ïîëó÷àåòñÿ ïðè E×H ̸= 0

è ïðè âûïîëíåíèè

|E2 +H2 −m2| = 2|E×H| ,

êîãäà òîëüêî îäèí èç äâóõ ÷ëåíîâ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Cij ðàâåí m.

4.2.5. Áåçìàññîâûé (m = 0) ñëó÷àé

Ïåðåéäåì â (êîâàðèàíòèçîâàíûé) áàçèñ ñòàíäàðòíîãî èìïóëüñà áåçìàñ�

ñîâîé ÷àñòèöû

P (µ) = (P (0), 0, 0, P (0)) , Pi
j = 2P (0)(σ+)i

j,

ãäå σ+ = (12 + σ3)/2. Â áåçìàññîâîì ñëó÷àå òâèñòîðíûå ñïèíîðû ïðîïîðöèî�

íàëüíûå äðóã äðóãó è ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàâíûìè λα ≡ λα
1 = λα

2. Òîãäà,

âûðàæåíèå (4.49) ïðèâîäèò ê

P (0)vα
1v̄β̇1 = 2λαλ̄β̇

è, ñëåäîâàòåëüíî, îäèí ãàðìîíè÷åñêèé ñïèíîð vα
1 ñ òî÷íîñòüþ äî ôàçîâîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ òâèñòîðíûì ñïèíîðîì λα. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì

îñòàâèòü òâèñòîðíûé ñïèíîð λα è îäèí ãàðìîíè÷åñêèé ñïèíîð vα
2, òîãäà êàê

âòîðîé ãàðìîíè÷åñêèé ñïèíîð çàäàåòñÿ òâèñòîðíûì (íàïðèìåð, â âèäå vα
1 =

(P
(0)

2 )−1/2λα). Ïðè ýòîì, ìàòðèöà öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
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âèä

Cij =

(
H1 − E2 − i(H2 + E1) −H3 + iE3

−H3 + iE3 −H1 − E2 − i(H2 − E1)

)
.

Â ñëó÷àÿõ 1/2 è 3/4 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè âåêòîðû E è H

îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è ê âåêòîðó P (ñì. Òàáëèöó 4.1), íàïðàâëåííîìó

âäîëü òðåòüåé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, E3 = H3 = 0 è ìàòðèöà Cij äèàãîíàëüíà.

Òàêæå â ýòèõ ñëó÷àÿõ âåêòîðû E è H èìåþò ðàâíûå äëèíû |E| = |H| ≡ V .

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Cij ðàâíû C11 = 2V e−iϕ â ñëó÷àå PEH > 0 è

C22 = −2V eiϕ ïðè PEH < 0, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó ïåðâîé îñüþ è âåêòîðîì

H. Â ñëó÷àå 1/2 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè âûïîëíÿåòñÿ V ̸= P (0), òîãäà

êàê ïðè 3/4 íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè èìååò ìåñòî V = P (0). Ñëó÷àé

ñ PEH > 0 è åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì C11 ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò òâèñòîðíîé

ìîäåëè ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, ðàññìîòðåííîé

â [96, 97].

Ñîñòîÿíèÿ áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû, ñîõðàíÿþùèå 1/4 ñóïåðñèììåò�

ðèè, ðåàëèçóþòñÿ ïðè |E| ̸= |H| è êîãäà EH = 0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìàòðèöà

Cij èìååò äâà íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòà:

C11 = (|E|+ |H|)e−iϕ , C22 = (|E| − |H|)eiϕ

êîãäà PEH > 0 èëè

C11 = −(|E| − |H|)e−iϕ , C22 = −(|E|+ |H|)eiϕ

ïðè PEH < 0. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû ëèøü ñ îä�

íîé κ-ñèììåòðèåé èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè íàëè÷èèè äâóõ ñïèíîðîâ â ìîäåëè

� èñïîëüçîâàíèå îäíîãî òâèñòîðíîãî ñïèíîðà, êàê â [96, 97], ÿâëÿåòñÿ íåäî�

ñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî. Äðóãèìè ñëîâàìè, áîëåå ñèëüíîå íàðóøåíèå òàðãåòíîé

ñóïåðñèììåòðèè òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåãî ÷èñëà ãàðìîíè÷åñêèõ ñïè�

íîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ öåíòðàëüíûå çàðÿäû àëãåáðû ñóïåðñèììåòðèè.
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4.3. Íîâàÿ ìîäåëü ÷àñòèöû â òåíçîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ

ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà

Ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî äî òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâ�

ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè îïèñàíèè ñèñòåìû áåçìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ ñïè�

íîâ, îáëàäàþùèõ îáîáùåííîé êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Sp(8) (ñì., íàïðèìåð,

[96, 97, 176]). Â äàííîì ðàçäåëå, èñïîëüçóÿ ïîäõîä òåíçîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

ìû ðàññìîòðèì ôîðìóëèðîâêó ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðèé ãðóïïû Ïóàíêàðå äî

ãðóïïû Ìàêñâåëëà [104, 105].

Ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (xµ → XM =

(xµ, yµν)) â ìîäåëÿõ ñ ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùèõ ñèñòåìû ñ ïîñòî�

ÿííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ôîíîâûì ïîëåì â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Ìèíêîâ�

ñêîãî, áûëî ïðåäëîæåíî â [105, 106], íî ðîëü è ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò îñòàëàñü òàì íåÿñíîé.

Ëàãðàíæèàí ñêàëÿðíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé

ñ ïîñòîÿííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì (ÝÌ) ïîëåì f
(0)
µν ñ ïîòåíöèàëîì A

(0)
µ =

−1
2 f

(0)
µν xν (F

(0)
µν = ∂µA

(0)
ν − ∂νA(0)

µ = f
(0)
µν ), èìååò âèä

L = −m
√
ẋµẋµ + eA(0)

µ ẋµ . (4.51)

Âíåøíåå ïîñòîÿííîå ïîëå f
(0)
µν íàðóøàåò ñèììåòðèþ Ïóàíêàðå è ñîõðàíÿåò

òîëüêî àëãåáðó Áàêðè-Êîìáå-Ðè÷àðäà (ÁÊÐ) [104] ñ øåñòüþ ãåíåðàòîðàìè

G = Mµνf
(0)
µν , G = Mµνf

(0) ∗
µν , Pµ, ãäå (Mµν, Pµ) � àëãåáða Ïóàíêàðå è f

(0) ∗
µν =

1
2 ϵµνλρf

(0)λρ. Àëãåáðà ÁÊÐ èìååò äâóõìåðíîå öåíòðàëüíîå ðàñøèðåíèå [104]

[Pµ, Pν] = i f (0)µν Ze + i f (0) ∗µν Zg . (4.52)

Äëÿ ìîäåëè (4.51) öåíòðàëüíûå çàðÿäû ðàâíû (Ze, Zg) = (e, 0).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå ñèñòåìû (4.51), â êîòîðîé ïîñòîÿííûå

f
(0)
µν ïîâûøàþòñÿ äî íîâûõ øåñòè äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû fµν = −fνµ
è ââîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé êàëèáðîâî÷íûé ïîòåíöèàë Aµ = −1

2 fµνx
ν ñ íåçà�

âèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò ïîëåâîé íàïðÿæåííîñòüþ Fµν = fµν.

Êîâàðèàíòèçîâàííûå èìïóëüñû â ïðèñóòñòâèè òàêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�

ëÿ πµ = pµ +
1
2 e fµνx

ν, ãäå {xµ, pν}P = δµν , íå êîììóòèðóþò: {πµ, πν}P = e fµν.

Èçâåñòíî [106], ÷òî ìîäåëü (4.51) ñ f
(0)
µν → fµν è A

(0)
µ → Aµ îáåñïå÷èâàåò ðåàëè�

çàöèþ àëãåáðû Ìàêñâåëëà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç àëãåáðû Ïóàíêàðå çàìåíîé
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êîììóòàòèðóþùèõ ãåíåðàòîðîâ Pµ íà íåêîììóòèðóþùèå: [Pµ, Pν] = ie Zµν,

Zµν = −Zνµ, ãäå e � êîíñòàíòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòà ïðî�
öåäóðà ðåàëèçóåò ïåðåõîä îò àëãåáðû ÁÊÐ ê àëãåáðå Ìàêñâåëëà, êîòîðàÿ, êàê

è àëãåáðà Ïóàíêàðå, íå èìååò öåíòðàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Íîâûå òåíçîðíûå ãå�

íåðàòîðû Zµν àáåëåâû è îïèñûâàþò òàê íàçûâàåìûå òåíçîðíûå öåíòðàëüíûå

çàðÿäû. Äîïîëíÿÿ ñîîòíîøåíèÿìè [Zµν, Zλρ] = [Zµν, Pλ] = 0, ìû ïîëó÷àåì

äåñÿòèìåðíóþ àëãåáðó Ëè ãðóïïû ìàêñâåëëîâñêèõ òðàíñëÿöèé.

Â ìàêñâåëëîâñêîé ìîäèôèêàöèè ëàãðàíæèàíà (4.51) [106]

L = −m
√
ẋµẋµ + fµν

(
ẏ µν + 1

2 e x
[µẋν]

)
(4.53)

çíà÷åíèÿ ãåíåðàòîðîâ Zµν îïèñûâàþòñÿ íîâîé òåíçîðíîé ïåðåìåííîé fµν.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç (4.53) â êàëèáðîâêå ñîáñòâåííîãî âðå�

ìåíè ẋµẋµ = 1, èìåþò âèä

mẍµ = −fµνẋν , ẏ µν = −1
2 e x

[µẋν] , ḟµν = 0 . (4.54)

Ïåðâîå óðàâíåíèå â (4.54) îïèñûâàåò ñòàíäàðòíóþ äèíàìèêó çàðÿæåííîé ÷à�

ñòèöû â ÝÌ ïîëå, îïèñûâàþùåé ñèëîé Ëîðåíöà. Âòîðîå óðàâíåíèå â (4.54)

îïèñûâàåò äâèæåíèå â òåíçîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå yµν îáîáùåííîãî ìàêñâåë�

ëîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè XM = (xµ, y µν), M = 1, . . . , 10. Â ýòîì ðàç�

äåëå ìû ïîñòðîèì áîëåå îáùóþ ìàêñâåëë-èíâàðèàíòíóþ ìîäåëü ÷àñòèöû â

òåíçîðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (xµ, y µν), êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ôèêñèðî�

âàííûå çíà÷åíèÿ òðåõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà àëãåáðû Ìàêñâåëëà ïîñðåäñòâîì

ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà, è ïðîâåäåì ïåðâè÷íîå êâàíòîâàíèå ìîäåëè ñ âûÿñíåíèåì

ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âîëíîâîé ôóíêöèèè è îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà.

4.3.1. Àëãåáðà Ìàêñâåëëà è ìàêñâåëëîâñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

Îïðåäåëèì àëãåáðó Ìàêñâåëëà, åå îïåðàòîðû Êàçèìèðà è ðàññìîòðèì

ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè Ìàêñâåëëà â îáîáùåííîì ìàêñâåëëîâñêîì ïðî�

ñòðàíñòâå-âðåìåíè.

Àëãåáðà Ìàêñâåëëà m [104, 105] ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ

àëãåáðû Ïóàíêàðå (Pµ, Mµν) øåñòüþ òåíçîðíûìè çàðÿäàìè Zµν = −Zνµ =

(Zµν)
+

[Pµ, Pν] = i e Zµν, [Zµν, Zλρ] = [Zµν, Pλ] = 0 , (4.55)
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[Mµν, Pλ] = 2i ηλ[µ Pν] , [Mµν, Zλρ] = 2i
(
ηλ[µ Zν]ρ − ηρ[µ Zν]λ

)
, (4.56)

ãäå Mµν = −Mνµ = (Mµν)
+ ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè àëãåáðû Ëîðåíöà. Òàêèì

îáðàçîì, àëãåáðà Ìàêñâåëëà m = (Pµ,Mµν, Zµν) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìîé ñóììîé

àëãåáðû Ëîðåíöà l = (Mµν) ∼= sl(2,C) è ïîäàëãåáðû g = (Pµ, Zµν): m = l ⊂+ g .

Ïîäàëãåáðà g (4.55) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òîãäà êàê m � ìàêñèìàëüíîé íèëü�

ïîòåíòíîé ïîäàëãåáðîé â ïîëíîé àëãåáðå Ìàêñâåëëà. Îïåðàòîðû Êàçèìèðà

àëãåáðû Ìàêñâåëëà èìåþò âèä [104, 105]

C1 = P µPµ + eZµνMµν , (4.57)

C2 = 1
2 Z

µνZµν , (4.58)

C3 = 1
2 Z

µνZ∗µν , (4.59)

C4 = P µP νZ∗µλZ
∗
ν
λ + 1

4 eZ
µνZ∗µνM

λρZ∗λρ (4.60)

ãäå Z∗µν =
1
2 ϵµνλρZ

λρ � äóàëüíûé òåíçîð.

Ââåäåì êîîðäèíàòû (xµ, y µν), y µν=−yνµ, äóàëüíûå ê ãåíåðàòîðàì Pµ,

Zµν. Îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ïàðàìåòðèçîâàííîå ýòèìè êîîðäèíàòà�

ìè, îïèñûâàåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì

G =
M

O(3, 1)
= ei x

µPµei y
µνZµν , (4.61)

ãäå M � ìíîãîîáðàçèå ãðóïïû Ìàêñâåëëà. Îäèí-ôîðìû Ìàóðåðà-Êàðòàíà,

ïîëó÷àåìûå èç Ω = −iG−1dG = eµPµ + ω µνZµν, ðàâíû

eµ = dxµ , ω µν = dy µν + 1
2 e x

[µdxν] . (4.62)

Ôîðìû (4.62) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ (ïàðà�

ìåòðû aµ) è òåíçîðíûõ (ïàðàìåòðû bµν = −bνµ) òðàíñëÿöèé

δxµ = aµ , δyµν = bµν − 1
2 e a

[µxν] (4.63)

è êîâàðèàíòíû ïðè ëîðåíöåâûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (ïàðàìåòðû ℓµν = −ℓνµ)

δxµ = ℓµλx
λ , δyµν = 2ℓ[µλy

ν]λ . (4.64)

Åñëè îáîçíà÷èì ãðóïïîâûå ïàðàìåòðû â M ÷åðåç (Λ, a, b) ≡ (Λµν, a
µ, bµν), ãäå

ηνρΛµνΛ
λ
ρ = ηµλ, çàêîí ãðóïïîâîé êîìïîçèöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

(Λ, a, b) (Λ ′, a ′, b ′) = (ΛΛ ′, a+ Λa ′, b+ Λb ′ + e a ∧ (Λa ′)) , (4.65)
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ãäå ∧ îáîçíà÷àåò àíòèñèììåòðèçàöèþ â îòíîøåíèè ñâîáîäíûõ âåêòîðíûõ èí�

äåêñîâ. Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïîâîé çàêîí (4.65) îïðåäåëÿåò êîìïîçèöèþ äâóõ

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ òðàíñëÿöèé a, a′ êàê òåíçîðíóþ òðàíñëÿöèþ

ñ ïàðàìåòðîì a ∧ a ′. Ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ Fµν è êâàíòîâî-ìåõàíè�

÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò ôàçîâîå ïðåîáðàçîâàíèå

exp{ie aµF µνa ′ν} â ïðîåêòèâíîì ïðåäñòàâëåíèè ãðóïïû ÁÊÐ [105].

4.3.2. Ìîäåëü ÷àñòèöû â òåíçîðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

Èñïîëüçóÿ îäèí-ôîðìû (4.62), ìû ñòðîèì äèíàìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ

ñèììåòðèè Ìàêñâåëëà, îïðåäåëÿåìîé äåéñòâèåì

S = −m
∫ √

e·e − κ
∫ √

ω·ω + i ω·ω∗ − κ̄
∫ √

ω·ω − i ω·ω∗ . (4.66)

Â (4.66) è íèæå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ e·e = eµeµ, ω·ω = ωµνωµν,

ω·ω∗ = ωµνω∗µν è ω
∗
µν = 1

2 ϵµνλρ ω
λρ. Âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ m è êîìïëåêñ�

íàÿ êîíñòàíòà κ = κ1+iκ2 (κ̄ = κ1−iκ2) ïàðàìåòðèçóþò ìîäåëü è, êàê áóäåò

âèäíî íèæå, îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ òðåõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà àëãåáðû Ìàêñ�

âåëëà.

Êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

pµ = −m
ẋµ√
ė·ė
− 1

2 e fµνx
ν , fµν = −κ

ω̇µν + i ω̇∗µν√
ω̇·ω̇ + i ω̇·ω̇∗

− κ̄
ω̇µν − i ω̇∗µν√
ω̇·ω̇ − i ω̇·ω̇∗

,

ãäå eµ = ėµdτ , ωµν = ω̇µνdτ . Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ìîäåëè (4.66)

ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

ṗµ − 1
2 e fµνẋ

ν = 0 , ḟµν = 0 . (4.67)

Ïåðâîå óðàâíåíèå (4.67) âîñïðîèçâîäèò ïåðâîå óðàâíåíèå (4.54) â êàëèáðîâêå

ñîáñòâåííîãî âðåìåíè. Âòîðîå óðàâíåíèå (4.67) ñîâïàäàåò ñ òðåòüèì óðàâíå�

íèåì (4.54), òîãäà êàê ïîäñòàíîâêà (4.3.2) â (4.67) äàåò ïîëåâûå óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ êîîðäèíàò yµν(τ).

Èç âûðàæåíèé èìïóëüñîâ ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâÿçè

ϕ1 = π·π −m2 ≈ 0 , (4.68)

ϕ2 = 1
2 f ·f − c2 ≈ 0 , (4.69)

ϕ3 = 1
2 f ·f

∗ − c3 ≈ 0 , (4.70)
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ãäå

πµ = pµ +
1
2 e fµνx

ν , (4.71)

c2 = κ2 + κ̄2 = 2(κ21 − κ22) , c3 = −i(κ2 − κ̄2) = 4κ1κ2 . (4.72)

Ïðè àíàëèçå ñâÿçåé ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà ω̇∗∗ = −ω̇, ω̇∗·ω̇∗ = −ω̇·ω̇, (ω̇ +

iω̇∗)·(ω̇ − iω̇∗) = 0 è êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà

{xµ, pν}P = δµν , {y µν, fλρ}P = δ
[µ
λ δ

ν]
ρ . (4.73)

Äèíàìèêà íàøåé ìîäåëè ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ñâÿçÿìè (4.68)-(4.70),

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà è ïðåäñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ íà ñîá�

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïåðâûõ òðåõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà (4.57)-(4.59). Òàê,

íåòåðîâñêèå çàðÿäû, ãåíåðèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìàêñâåëëà (4.63)-(4.64)

â íàøåé ìîäåëè, îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Pµ = pµ − 1
2 e fµνx

ν , Mµν = 2
(
x[µpν] + 2y[µ

λfν]λ
)
, Zµν = −fµν , (4.74)

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

C1 = PµPµ + eMµνZµν = πµπµ . (4.75)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü (4.68) îïèñûâàåò ðåàëèçàöèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ïåðâîãî îïåðàòîðà Êàçèìèðà C1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåìm2, òîãäà êàê îñòàâ�

øèåñÿ ñâÿçè (4.69), (4.70) ðåàëèçóþò îïåðàòîðû Êàçèìèðà C2, C3 ñ ñîáñòâåí�

íûìè çíà÷åíèÿìè (4.72). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4.67) ÿâ�

ëÿþòñÿ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ äëÿ íåòåðîâñêèõ çàðÿäîâ (Ṗµ = 0, Żµν = 0).

Èìïóëüñíûå ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèé

δpµ =
1
2 e a

νfνµ + ℓµ
λpλ , δfµν = 2ℓ[µ

λfν]λ (4.76)

îòíîñèòåëüíî ìàêñâåëëîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðåìåííûå (4.71) ÿâëÿþò�

ñÿ êîâàðèàíòíûìè èìïóëüñàìè. Îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííûõ è òåíçîðíûõ òðàíñëÿöèé è ïðåîáðàçóþòñÿ ëèíåéíî îòíî�

ñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

δπµ = ℓµ
λπλ . (4.77)



248

Ìîäåëü (4.66) èìååò ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà

S =

∫ (
πµe

µ+fµνω
µν
)
+1

2

∫
dτ
[
g1

(
π·π−m2

)
+g2

(
f ·f−2c2

)
+g3

(
f ·f ∗−2c3

)]
,

(4.78)

ãäå πµ, fµν ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à g1, g2 è g3 � ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà. Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ðàñøèðèòü äåéñòâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

(4.78) äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì

S4 =
1
2

∫
dτg4

(
πµπνf ∗µλf

∗
ν
λ − c4

)
(4.79)

è ðàññìîòðåòü ìîäåëü ñ äåéñòâèåì S̃ = S+S4. ×ëåí (4.79) ôèêñèðóåò çíà÷åíèå

Êàçèìèðà C4, îïðåäåëåííîãî âûðàæåíèåì (4.60), òàê êàê â ðåàëèçàöèè (4.74)

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

C4 = PµPνZ∗µλZ∗ν λ + 1
4 eZ

µνZ∗µνMλρZ∗λρ = ηλρ(πµf ∗µλ)(π
νf ∗νρ) . (4.80)

Íèæå óâèäèì, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå c4 ÷åòâåðòîãî Êàçèìèðà (4.80) ïðî�

ïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ýíåðãèè.

4.3.3. Ïåðâè÷íî-êâàíòîâàííàÿ òåîðèÿ è îðáèòû Ëàíäàó

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ:

x̂µ = i
∂

∂pµ
, p̂µ = pµ , ŷ µν = i

∂

∂fµν
, f̂ µν = fµν . (4.81)

Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà fµν ìîãóò áûòü âûðà�

æåíû ÷åðåç òðè-âåêòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E = (Ei), i = 1, 2, 3 è ìàãíèò�

íîãî ïîëÿ H = (Hi) ñëåäóþùèì îáðàçîì

f0i = Ei , fij = −ϵijkHk , f ∗0i = Hi , f ∗ij = ϵijkEk . (4.82)

Òîãäà, ëîðåíö-èíâàðèàíòû, îïèñûâàþùèå ñâÿçè (4.69), (4.70), ðàâíû

fµνfµν = 2
(
H2 − E2

)
, fµνf ∗µν = −4EH . (4.83)

Îòìåòèì, ÷òî det(fµν) = det(f ∗µν) =
1
16 (f

µνf ∗µν)
2 = (EH)2.
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Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìîäåëè çàâèñèò îò çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ Êà�

çèìèðà, îïðåäåëÿþùèõ ÷åòûðå ñëó÷àÿ (ìû ïðåíåáðåãàåì òðèâèàëüíûì ñëó�

÷àåì fµν = 0):

I) det(fµν) ̸= 0 ; (4.84)

II) det(fµν) = 0


a) fµνfµν > 0 − ìàãíèòíûé ñëó÷àé,

b) fµνfµν < 0 − ýëåêòðè÷åñêèé ñëó÷àé,

c) fµνfµν = 0 − ðàäèàöèîííûé ñëó÷àé.

(4.85)

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé IIa), êîòîðûé â ÷àñòíîì ëîðåíöåâîì

áàçèñå ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ è íåíóëåâîìó ïîñòîÿí�

íîìó ìàãíèòíîìó ïîëþ.

Â ñëó÷àå det(f) = 0 âàæíóþ ðîëü èãðàåò ÷åòûðå-âåêòîð

qµ ≡ p νf ∗νµ , (4.86)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíííûõ

è òåíçîðíûõ òðàíñëÿöèé, ïðåîáðàçóåòñÿ ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà�

íèé Ëîðåíöà, δqµ = ℓµ
λqλ, è èìååò ñëåäóþùåå îïèñàíèå â òåðìèíàõ 3-âåêòîðîâ

qµ = (q0, qi) = (pH , p 0H+ p×E) , (4.87)

ãäå pµ = (p0,p). Â ìàãíèòíîì ñëó÷àå ìîæíî âçÿòü E = 0 è íàïðàâèòü ìàã�

íèòíîå ïîëå âäîëü òðåòüåé îñè H = (H1, H2, H3) = (0, 0,H). Òîãäà

qµ = (q0; q1, q2, q3) = H(p3; 0, 0, p0) (4.88)

è c3 = 0. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà äåñÿòèìåðíîì èìïóëüñíîì ïðî�

ñòðàíñòâå Ìàêñâåëëà Ψ = Ψ(pµ, fµν) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

ñâÿçåé

(C1 − c1)Ψ = 0 ⇒ πµπµΨ = m2Ψ , (4.89)

(C2 − c2)Ψ = 0 ⇒ fµνfµν Ψ = 2c2Ψ , (4.90)

(C3 − c3)Ψ = 0 ⇒ fµνf ∗µν Ψ = 0 , (4.91)

(C4 − c4)Ψ = 0 ⇒ qµqµΨ = c4Ψ , (4.92)
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ãäå πµ ïðèíèìàåò âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

πµ = pµ +
i
2 e fµν(∂/∂pν) (4.93)

è âåêòîð qµ äàí â (4.86).

Ïåðåõîä â ìàãíèòíîì ñëó÷àå îò òåíçîðà fµν ê òåíçîðó f̃µν ñ E = 0 è

H = (H1, H2, H3) = (0, 0,H) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùèõ ïðåîá�

ðàçîâàíèé Ëîðåíöà

fµν = Λ̃µ
λΛ̃ ν

ρf̃λρ . (4.94)

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λ̃µ
ν ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ fµν

(Λ̃ = Λ̃(f)), êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âðåìåíè áëàãîäàðÿ âòîðîìó óðàâíåíèþ

(4.67). Òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî åäèíñòâåííûìè íåíóëåâûìè êîìïîíåí�

òàìè f̃µν ÿâëÿþòñÿ f̃12 = −f̃21 = −H, ñîîòíîøåíèå (4.94) ïðèíèìàåò âèä

fµν = −H ϵab u aµu bν , ϵ12 = −ϵ21 = 1 , (4.95)

ãäå u aµ := Λ̃µ
a, a = 1, 2. Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì îðòîãîíàëüíîñòè ëîðåíöåâîé

ìàòðèöû Λ̃ âåêòîðû u aµ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì u aµu bµ = −δab è îïèñûâàþò

ïÿòèìåðíîå ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî O(3, 1)/O(1, 1). Ñîîòíîøåíèÿ (4.95) èíâà�

ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ O(2)-ïðåîáðàçîâàíèé

δ u 1
µ = cosφ u 2

µ , δ u 2
µ = − sinφ u 1

µ , φ = φ(u) . (4.96)

Òî åñòü, ïåðåìåííûå fµν, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (4.95) è îãðàíè÷åííûå äâó�

ìÿ ñâÿçÿìè f ·f = 2c2, f ·f ∗ = 0, ñîäåðæàò òîëüêî ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ñòå�

ïåíåé ñâîáîäû. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.94) â óðàâíåíèÿõ (4.90), (4.91),

ìû íàõîäèì, ÷òî êîíñòàíòà c2 îïðåäåëÿåò íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ

c2 = H2 , (4.97)

ïîñòîÿííîãî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (ñì. âòîðîå óðàâíåíèå (4.67)).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà Λ̃, pµ = Λ̃µ
ν p̃ ν, ìû ïîëó÷àåì ÷åòûðå�

èìïóëüñ p̃µ = (p̃ 0; p̃ 1, p̃ 2, p̃ 3). Èç (4.86) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð qµ èìååò âèä (4.88)

â êîìïîíåíòàõ `òèëüäîâàíîãî' èìïóëüñà, ò.å.

q̃µ = H(p̃ 3; 0, 0, p̃ 0) . (4.98)



251

Êðîìå òîãî, ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà p̃µ =
˜̃Λµ

ν ˜̃p ν â ïëîñêîñòè (0, 3), êîòîðîå ïðèâîäèò ê çàíóëåíèþ òðåòüåé ïðîñòðàí�

ñòâåííîé êîìïîíåíòû ÷åòûðå-èìïóëüñà ˜̃pµ = (˜̃p 0; ˜̃p 1, ˜̃p 2, 0). Èñïîëüçóÿ (4.88),

ìû ïîëó÷àåì
˜̃qµ = H(0; 0, 0, ˜̃p 0) . (4.99)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü (4.92) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñòàöèîíàðíûõ ñî�

ñòîÿíèé E ≡ |p̃ 0| â `äâàæäû-òèëüäîâàííîì' áàçèñå:

c4 = H2 E2 . (4.100)

Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ˜̃Λ îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì òåíçîð f̃µν ñ åäèí�

ñòâåííûìè íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè f̃12 = −f̃21.
Äëÿ àíàëèçà îñòàâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ (4.89) ñðàâíèì åãî ñ óðàâíåíèåì

(4.92) â ëîðåíöåâîì áàçèñå ïîñëå Λ̃-ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.94). Âû÷èòàÿ óðàâíåíèå

(4.92), çàïèñàííîå â `òèëüäîâàííîì' ëîðåíöåâîì áàçèñå (4.98)[
(p̃ 0)

2 − (p̃ 3)
2
]
Ψ = E2Ψ , (4.101)

èç óðàâíåíèÿ (4.89)[
(p̃ 0)

2 − (p̃ 3)
2 −

(
p̃ 1 −

ieH

2

∂

∂p̃ 2

)2

−
(
p̃ 2 +

ieH

2

∂

∂p̃ 1

)2
]
Ψ = m2Ψ , (4.102)

ìû ïîëó÷àåì äâóõìåðíîå óðàâíåíèå[(
p̃ 1 −

ieH

2

∂

∂p̃ 2

)2

+

(
p̃ 2 +

ieH

2

∂

∂p̃ 1

)2
]
Ψ = ε2Ψ , ε2 = E2 −m2 .

(4.103)

Óðàâíåíèå (4.103) îïèñûâàåò äâóõìåðíûå ïëàíàðíûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

â ïðîáëåìå Ëàíäàó è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà

â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå [250]. Îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè (4.103) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ÷àñòîòû ω = 2eH ñ êâàíòîâàí�

íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè. Â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóå�

ìîé âîëíîâîé ôóíêöèè â (4.103) ðàçðåøåíû òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ε2,

êîòîðûå ïðèâîäÿò ê äèñêðåòíûì ýíåðãåòè÷åñêèì óðîâíÿì En, ãäå ε2 = E2n−m2
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ðàâåí ω(n+ 1
2) = eH(2n+1), n ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êâàíòîâàí�

íûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè Ëàíäàó

En = ±
[
m2 + eH(2n+ 1)

]1/2
, n ∈ Z , (4.104)

ãäå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà E =

±
(
ε2 +m2

)1/2
ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (4.102).

4.4. Ðåçþìå

Â ýòîé ãëàâå èçó÷åíû ìîäåëè ÷àñòèöû è ñóïåð÷àñòèöû, êîíôèãóðàöèîí�

íîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò òåíçîðíûå êîîðäèíàòû. Ïîñëåäíèå ñîîò�

âåòñòâóþò èçîìåòðèÿì, ãåíåðèðóåìûì òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè

îáîáùåííîé àëãåáðû ñèììåòðèé ìîäåëåé.

Ìû ïîñòðîèëè òâèñòîðîïîäîáíóþ ôîðìóëèðîâêó D = 4 ñóïåð÷àñòèöû

ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, â êîòîðîé ìàññèâíûé è áåçìàññîâûé

ñëó÷àè îïèñàíû â åäèíîîáðàçíîé ôîðìå. Ìîäåëü èñïîëüçóåò îäíîâðåìåííî

êàê êîîðäèíàòû öåíòðàëüíûõ çàðÿäîâ, òàê è âñïîìîãàòåëüíûå áîçîííûå ñïè�

íîðíûå ïåðåìåííûå � òâèñòîðíûå ïåðåìåííûå è ñïèíîðíûå ëîðåíöåâû ãàð�

ìîíèêè. Èñïîëüçîâàíèå ñïèíîðîâ ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü àíàëèç

ïðè ñîõðàíåíèè åãî êîâàðèàíòíîñòè. Ïðè íóëåâîé ìàññå íàøà ìîäåëü ñâî�

äèòñÿ ê òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Â ìàññèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì áèòâèñòîðíóþ

ôîðìóëèðîâêó ìàññèâíîé ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëüíûìè çàðÿ�

äàìè, ñîõðàíÿþùóþ 1/4 èëè 1/2 òàðãåòíûõ ñóïåðñèììåòðèé. Ìû ïîêàçàëè,

÷òî â ìàññèâíàÿ D = 4 ñóïåð÷àñòèöà ñ îäíîé κ-ñèììåòðèåé êëàññè÷åñêè ýê�

âèâàëåíòíà îáû÷íîé ñïèíîâîé (ñïèíà 1/2) ÷àñòèöå â ñåêòîðå ïîëîæèòåëüíîé

ýíåðãèè.

Ìû ðàññìîòðåëè òàêæå ïðèìåíåíèå òåíçîðíûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìàõ ñ

ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà. Íîâèçíà ïðåäëîæåííîãî çäåñü ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ

â îïèñàíèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé

ñ ïîñòîÿííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, êàê ïåðâè÷íî-êâàíòîâàííîãî ñâîáîä�

íîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â òåíçîðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, îáëàäàþùåì ñèì�

ìåòðèåé Ìàêñâåëëà. Òî åñòü, â íàøåì ïîäõîäå èñïîëüçóåòñÿ íîâàÿ êîíöåïöèÿ
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ðàñøèðåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñ äîïîëíèòåëüíûìè èçìåðåíèÿìè, ñâÿ�

çàííûìè ñ îïèñàíèåì âçàèìîäåéñòâèé. Àëãåáðà Ìàêñâåëëà è äîïîëíèòåëüíûå

òåíçîðíûå êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþ ÷àñòèöû ñ íàïðÿæåí�

íîñòÿìè ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â ãëàâå ðàññìîòðåíà òîëüêî ÷àñòèöà íóëåâîãî ñïèíà â ìàêñ�

âåëë-êîâàðèàíòíîé ôîðìóëèðîâêå. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé îïèñàíèÿ ÷àñòèö ñ

íåíóëåâûìè ñïèíàìè â ýòîì ïîäõîäå ñîñòîèò â ìàêñâåëë-èíâàðèàíòíîì îáîá�

ùåíèè ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ïñåâäîêëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ñ âåêòîðíûìè ãðàñ�

ñìàíîâûìè ïåðåìåííûìè [17, 18, 20]. Â ñëó÷àå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 îáîá�

ùåíèå äåéñòâèÿ (4.78) èìååò âèä

S1 =

∫ (
πµe

µ + fµν ω
µν
)

(4.105)

+ 1
2

∫
dτ
[
g1

(
π·π + i

2 e fµνψ
µψ ν −m2

)
+ g2

(
f ·f − 2c2

)
+ g3

(
f ·f ∗ − 2c3

)]
+

∫
dτ
[
i
2 ψµψ̇

µ − i
2 ψ5ψ̇5 + χ

(
πµψ

µ −mψ5

)]
,

ãäå ψµ, ψ5 è χ � ãðàññìàíîâû ïåðåìåííûå. Ìîäåëü (4.105) ïðîäóöèðóåò ñâÿçè

(4.69), (4.70) è ñëåäóþùóþ ìîäèôèêàöèþ ñâÿçè (4.68)

π·π + i
2 e fµνψ

µψ ν −m2 ≈ 0 . (4.106)

Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíóþ ôåðìèîííóþ ñâÿçü

πµψ
µ −mψ5 ≈ 0 , (4.107)

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé îáîáùåíèå ïñåâäîêëàññè÷åñêîãî àíàëîãà óðàâíåíèÿ

Äèðàêà (4.2). Òàê êàê ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ïåðåìåííûå ψµ, ψ5 ðåàëèçóþò�

ñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèö Äèðàêà γµ, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèðàêîâ�

ñêèì ñïèíîðîì Ψα(p, f), óäîâëåòâîðÿþùèì óðàâíåíèÿì (4.90), (4.91) è ìî�

äèôèöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ (4.89), êîòîðîå îïèñûâàåò ìàêñâåëëîâñêîå ðàñ�

øèðåíèå óðàâíåíèÿ Ôåéíìàíà-ÃåëëÌàííà [251] (σ µν = i
2 [γ

µ, γ ν])
(
πµπ

µ +

e fµνσ
µν
)
Ψ = m2Ψ . Êðîìå òîãî, èç (4.107) ñëåäóåò óðàâíåíèå Äèðàêà â ïðè�

ñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
(
πµγ

µ − m
)
Ψ = 0 , ãäå πµ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.93). Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå îáîáùåíèå äëÿ ÷à�

ñòèö ïðîèçâîëüíîãî ñïèíà, ðàâíîãî N/2, ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ ïîäõîäà [20]
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(N = 1, 2, . . .) ñ ââåäåíèåì â ìîäåëü N êîïèé âåêòîðíûõ ãðàññìàíîâûõ ïåðå�

ìåííûõ. Ýòî îáîáùåíèå ìîæåò ïðîÿñíèòü ïðîáëåìó âçàèìîäåéñòâèÿ âûñøèõ

ñïèíîâ ñ ïîñòîÿííûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, âêëþ÷àÿ ñåêòîðà, îïèñûâàå�

ìûå ñîîòíîøåíèÿìè (4.85b,c), à òàêæå ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ çíà÷åíèåì îïåðà�

òîðà Êàçèìèðà C2 (ñì. (4.84)).

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [169, 170, 171] è

òðóäàõ êîíôåðåíöèé [172, 173, 174].
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Ãëàâà 5

Òâèñòîðíûå ìîäåëè ÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ è

ïðîòÿæåííûõ îáúåêòîâ

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè (ñóïåð)÷àñòèö, áåçìàññî�

âûõ è ìàññèâíûõ, èìåþùèõ ôèêñèðîâàííûé (ñóïåð)ñïèí. Ïîìèìî ñïèíîâûõ

(ñóïåð)÷àñòèö ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì (ñóïåð)ñïèíîâ, â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåí�

ñèâíî èçó÷àþòñÿ ìîäåëè (ñóïåð)÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, êâàíòîâûé ñïåêòð

êîòîðûõ ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, îïèñûâàþùèõ âñå (èëè ïî�

÷òè âñå) ñïèíû.

Ïîìèìî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà ê ïðîáëåìå ïîëåé âûñøåãî ñïèíà

[109, 110, 111], êàê òî ðàçíûå ôîðìóëèðîâêè ëàãðàíæåâîãî îïèñàíèÿ ñ âêëþ�

÷åíèåì êàëèáðîâî÷íîãî è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òåîðèÿ âûñøèõ

ñïèíîâ òåñíî ñâÿçàíà ñî ñòðóííîé òåîðèåé [10, 13], îïåðèðóþùåé òàêæå ñ

áåñêîíå÷íûìè áàøíÿìè ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé â ôèçè÷åñêîì ñïåêòðå. Îäèí èç

âàðèàíòîâ ñâÿçè ýòèõ òåîðèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòðóííóþ òåîðèþ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ôàçó ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ òåîðèè âûñøèõ

ñïèíîâ, îáëàäàþùåé áîëåå øèðîêîé ñèììåòðèåé. Åñëè ýòî òàê, òî òåîðèÿ áåç�

ìàññîâûõ ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðèé.

Ðÿä íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ôîðìóëèðîâîê òåîðèé âûñøèõ ñïèíîâ (ÂÑ)

èñïîëüçóþò (ñóïåð)ïðîñòðàíñòâà ñ äîïîëíèòåëüíûìè áîçîííûìè êîîðäèíà�

òàìè (ñì., íàïðèìåð, [112, 113, 114, 115]). Ïðîñòûì è, â òî æå âðåìÿ, ýô�

ôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì â àíàëèçå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû òàêèõ (ñó�

ïåð)ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñîñòîÿíèé (ñóïåð)÷àñòèö, ðàñïðîñòðàíÿ�

þùèõñÿ â íèõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçâåðíóòàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðèè ÂÑ [115] âîñ�

ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì êâàíòîâàíèÿ òåíçîðíîé ÷àñòèöû [96, 97] èëè ýêâèâàëåíò�

íîé ÷àñòèöû ÂÑ [115] ñ îòêàëèáðîâàíûìè òåíçîðíûìè êîîðäèíàòàìè. Òàêèå

ôîðìóëèðîâêè îáëàäàþò Sp(8) è OSp(1|8) ñèììåòðèÿìè, êîòîðûå ñêðûòû

âî âòîðîé ôîðìóëèðîâêå. Òàêæå ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ÷àñòèö

ÂÑ, ïðîÿâëÿþùàÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ÷åòíîãî àíàëîãà ñóïåðñèì�

ìåòðèè [162, 185]. Êâàíòîâàíèå ýòîé ìîäåëè ïðîèçâîäèò ìóëüòèïëåòû ÂÑ ñî

âñåìè ñïèðàëüíîñòÿìè, òî÷íî êàê è â ñëó÷àå ðàçâåðíóòîé ÷àñòèöû ÂÑ. Â
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äàííîé ãëàâå áóäåò ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëèðîâêà òàêîé ìîäåëè ñ îïèñàíèåì

ñèììåòðèé ÂÑ.

Ñèììåòðèÿ ñèñòåìû ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîçðà÷íîé è íà�

ãëÿäíîé ïðè èñïîëüçîâàíèè òâèñòîðíîãî ôîðìàëèçìà (ñì., íàïðèìåð, [78]),

êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ ïðè îïèñàíèè ÷àñòèö è ñóïåð÷àñòèö [80, 117, 118, 99,

90, 247], à òàêæå ñòðóí è ñóïåðñòðóí [119, 120, 121, 122, 123, 130, 124, 125].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûòåêàþùèå èç ìîäåëåé îòêðûòûõ òâèñòîðíûõ ñòðóí

[122, 123], òåñíî ñâÿçàíû ñ êàëèáðîâî÷íûìè òåîðèÿìè ñóïåð-ßíãà-Ìèëë�

ñà, ÷òî ïðèâåëî ê íîâîìó òâèñòîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äåðåâåñíûõ è ïåòëå�

âûõ àìïëèòóä â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ (ñì., íàïðèìåð,

[126, 127]. Çàìêíóòàÿ ñóïåðñòðóíà áåç íàòÿæåíèÿ òàêæå ïðèìåíÿëàñü â îïèñà�

íèè ñåêòîðà êîíôîðìíîé ñóïåðãðàâèòàöèè [130]; âçàèìîñâÿçü ñ àìïëèòóäàìè

ñòàíäàðòíîé (Ïóàíêàðå) ñóïåðãðàâèòàöèè âïîñëåäñòâèè áûëà ïîëó÷åíà ïóòåì

äîáàâëåíèÿ ÷ëåíîâ, íàðóøàþùèõ êîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ, è ââåäåíèÿ ðàç�

ìåðíîãî ïàðàìåòðà. Ñëåäóåò äîáàâèòü òàêæå, ÷òî ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ßíãà�

Ìèëëñà è òâèñòîðíîé ñòðóíîé èìååò äàëüíåéøåå ïðîäîëæåíèå â ïîñòðîåíèè

äåéñòâèÿ ßíãà-Ìèëëñà (â D = 4) â òåðìèíàõ ïîëåé íà òâèñòîðíîì ïðîñòðàí�

ñòâå [128, 129].

Òâèñòîðíûå ñòðóííûå ìîäåëè, ðàçðàáîòàííûå â [122, 123, 130, 124, 125],

îïèñûâàëèñü ñòðóíîé áåç íàòÿæåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àíàëî�

ãîì áåçìàññîâûõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Êàê îáñóæäàëîñü â Ãëàâå 3, îïèñàíèå ìàñ�

ñèâíûõ (ñóïåð)÷àñòèö òðåáóåò ââåäåíèå áè-(ñóïåð)òâèñòîðíîé ãåîìåòðèè. Â

äàííîé ãëàâå, ó÷èòûâàÿ ðàáîòó [119] è èñïîëüçóÿ áèòâèñòîðíîå òàðãåòíîå ïðî�

ñòðàíñòâî, ìû ïðåäñòàâèì òàêæå íîâóþ ôîðìóëèðîâêó òâèñòîðíîé ñòðóíû ñ

íàòÿæåíèåì, êîòîðàÿ êëàññè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñòðóíå Íàìáó-Ãîòî è ïîñëå

ñîîòâåòñòâóþùåé ôèêñàöèè êàëèáðîâêè ïðîèçâîäèò áèëèíåéíûé òâèñòîðíûé

ëàãðàíæèàí ñî ñòàíäàðòíûìè òâèñòîðíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿ�

ìè [119, 252].

5.1. Ñèììåòðèè âûñøèõ ñïèíîâ

Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåçìàññîâûõ ïîëåé ïðîèç�

âîëüíûõ ñïèíîâ (ñïèðàëüíîñòåé), ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáëàäàåò áåñêîíå÷íîìåð�
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íîé ñèììåòðèåé. Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê òàêîé ñèììåòðèè � îíà äîëæíà

áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì ðàñøèðåíèåì êîíôîðìíîé ñèììåòðèè. Ïî ýòîé ïðè�

÷èíå, òâèñòîðû, ðåàëèçóþùèå ëèíåéíî êîíôîðìíóþ ñèììåòðèþ, èãðàþò âàæ�

íóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè òåîðèè âûñøèõ ñïèíîâ. Â èíûõ ïåðåìåííûõ, íàïðè�

ìåð, â òåðìèíàõ ëîðåíöåâûõ òåíçîðîâ, ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè âûñøèõ

ñïèíîâ ñêðûòàÿ è, çà÷àñòóþ, ìàëîïîíÿòíàÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äðóãèå

âîïðîñû, êàê òî ëàãðàíæåâà ôîðìóëèðîâêà ïîëåé âûñøèõ ñïèíîâ, ïîñòðîå�

íèå âçàèìîäåéñòâèÿ è èíûå ïðîáëåìû, ïî-âèäèìîìó òðåáóþò èñïîëüçîâàíèÿ,

ïîìèìî òâèñòîðîâ, äðóãèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå áåñêîíå÷íîìåðíîå ðàñøèðåíèå êîíôîðìíîé ãðóï�

ïû. Ðàñøèðåíèå ñóïåðêîíôîðìíîé ãðóïïû èìååò ðÿä îñîáûõ ñâîéñòâ è áóäåò

ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ñèììåòðèÿ â òåîðèè âûñøèõ ñïèíîâ îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ åå àëãåá�

ðîé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà âûñøèõ ñïèíîâ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì

êîíôîðìíîé àëãåáðû, íå åäèíñòâåííà. Â çàâèñèìîñòè îò åå âûáîðà ïîëó÷àåì

ðàçíûé íàáîð ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé, íà êîòîðûõ çàìûêàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ðåàëèçóþùèå ýòó ñèììåòðèþ. Íèæå îïèøåì äâà ñïîñîáà ðàñøèðåíèÿ êîí�

ôîðìíîé àëãåáðû.

5.1.1. Sp(8) è åå ðàñøèðåíèå

Ãåíåðàòîðû êîíôîðìíîé àëãåáðû (3.12)-(3.13) îáðàçîâàíû âñåìè áèëè�

íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïîíåíò òâèñòîðà è åãî ñîïðÿæåííîãî, ñîõðàíÿþ�

ùèìè òâèñòîðíóþ íîðìó (3.10). Ïîìèìî 16 áèëèíåéíûõ âåëè÷èí (3.12)-(3.13),

(3.10), äðóãèå 20 ïðîèçâåäåíèé âòîðîé ñòåïåíè ñóòü

Zαβ = λαλβ , Z̄α̇β̇ = λ̄α̇λ̄β̇ , (5.1)

Z̃αβ = µ̄αµ̄β , ¯̃Z α̇β̇ = µα̇µβ̇ , (5.2)

Fα
β̇ = λαµ

β̇ , F̄α̇
β = λ̄α̇µ̄

β . (5.3)

Â îòëè÷èå îò ãåíåðàòîðîâ (3.12)-(3.13), (3.10), îáðàçîâàííûõ ïðîèçâåäåíèÿìè

êîìïîíåíò òâèñòîðà è åãî ñîïðÿæåííîãî, ãåíåðàòîðû (5.1)-(5.3) â òåðìèíàõ

SU(2, 2)-ñïèíîðîâ èìåþò âèä

ZaZb = (Zαβ,
¯̃Z α̇β̇, Fα

β̇) , Z̄aZ̄b = (Z̄α̇β̇, Z̃
αβ, F̄α̇

β) . (5.4)
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Îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà (3.14) ãåíåðàòîðû (5.1)-(5.3) âìåñòå ñ ãåíåðà�

òîðàìè (3.12)-(3.13), (3.10) îáðàçóþò àëãåáðó Sp(8) � îäíî èç êîíå÷íîìåðíûõ

ðàñøèðåíèé êîíôîðìíîé àëãåáðû [116, 96, 97, 115]. Òâèñòîðû îïðåäåëÿþò,

ôàêòè÷åñêè, îñöèëëÿòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáð SU(2, 2) è Sp(8).

Áåñêîíå÷íîìåðíîå ðàñøèðåíèå êîíôîðìíîé ñèììåòðèè ïîëó÷àåòñÿ

îñëàáëåíèåì òðåáîâàíèÿ áèëèíåéíîñòè ïî òâèñòîðàì äëÿ ãåíåðàòîðîâ ñèì�

ìåòðèè. Â òåðìèíàõ ìîíîìîâ n-îé ñòåïåíè òâèñòîðîâ

Za(k) ≡ Za1 . . . Zak , Z̄b(l) ≡ Z̄b1 . . . Z̄bl (5.5)

è èõ ñïèíîðíûõ êîìïîíåíò

λα(k) ≡ λα1
. . . λαk

, λ̄α̇(l) ≡ λ̄α̇1
. . . λ̄α̇l

,

µ̄β(m) ≡ µ̄β1 . . . µ̄βm , µβ̇(n) ≡ µβ̇1 . . . µβ̇n
(5.6)

ãåíåðàòîðàìè áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

[115]

G
b(r)
a(p) = Za(p) Z̄

b(r) , (5.7)

êîòîðûå â òåðìèíàõ ñïèíîðíûõ âåëè÷èí èìåþò âèä

G
β(m),α̇(n)

α(k),β̇(l)
= λα(k) λ̄β̇(l) µ̄

β(m) µα̇(n) , (5.8)

ãäå k+n = p,m+l = r. Ãåíåðàòîðû (5.7), (5.8) îáðàçóþò çàìêíóòóþ àëãåáðó. Â

îáîçíà÷åíèÿõ G(N) ≡ G
b(r)
a(p), N = p+ r àëãåáðà ãåíåðàòîðîâ èìååò ñëåäóþùèé

ñèìâîëè÷åñêèé âèä

[G(N1), G(N2)]
P
= G(N1+N2−2) , (5.9)

ãäå äëÿ íàãëÿäíîñòè îïóùåíû â ïðàâîé ÷àñòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.

Ýëåìåíòû G(1) � îáðàçóþùèå àëãåáðû (5.7) � ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûìè òâèñòî�

ðàìè è êîììóòèðóþò íà åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ýëåìåíòû G(N) ñ N ≥ 2 îá�

ðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè. Êàê âèäèì èç (5.9), ãåíåðàòîðû G(2),

îáúåäèíÿþùèå â ñåáå ãåíåðàòîðû (3.12)-(3.13), (3.10) è (5.1)-(5.3), îáðàçóþò

êîíå÷íîìåðíóþ ïîäàëãåáðó, [G(2), G(2)]
P
= G(2) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé

Sp(8). Ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå àëãåáðû ãåíåðàòîðàìè G(3) ãåíåðèðóåò áåñ�

êîíå÷íûé íàáîð ãåíåðàòîðîâ: [G(3), G(3)]
P
= G(4), [G(3), G(4)]

P
= G(5) , · · ·
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Àëãåáðà, îáðàçîâàííàÿ ãåíåðàòîðàìè (5.7), (5.8), ïðèâîäèìà è ñîäåðæèò

â ñåáå äðóãèå (áåñêîíå÷íîìåðíûå) ïîäàëãåáðû. Èç (5.9) ñëåäóåò, ÷òî ãåíåðà�

òîðû G(N) ÷åòíîé ñòåïåíè îáðàçóþò ïîäàëãåáðó. Äàëüíåéøåå ñóæåíèå âîç�

íèêàåò ïðè âûäåëåíèè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé â ãåíåðàòîðàõ (5.7).

Îòìåòèì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ïðåäïîëàãàåò âûäåëåíèå íåïðèâîäèìûõ

SU(2, 2) êîíôîðìíûõ ïðåäñòàâëåíèé, à íå íåïðèâîäèìûõ SL(2, C) ëîðåí�

öåâûõ ïðåäñòàâëåíèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì óñëîâèåì. Âûäåëåíèå

â SU(2, 2) òåíçîðàõ (5.7) íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðîèñõîäèò ïîñðåä�

ñòâîì âûäåëåíèÿ ñëåäîâûõ ÷àñòåé, îáðàçîâàííûõ çäåñü òâèñòîðíîé íîðìîé

( i2ZaZ̄
a), è áåññëåäîâûõ ÷àñòåé. Ïîñëåäíèå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ñêîáêàìè ⟨ ⟩,

òî åñòü òåíçîðû â ñêîáêàõ ⟨ ⟩ ïî îïðåäåëåíèþ áåññëåäîâû: ⟨Mab...
ac... ⟩ ≡ 0. Íåïðî�

âîäèìûìè ãåíåðàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ

T (n)b(r)
a(p) = ( i2ZcZ̄

c)n ⟨Za(p) Z̄b(r)⟩ . (5.10)

Êîììóòèðóþùèìè ñ îïåðàòîðîì (3.10) åñòü ãåíåðàòîðû (5.10) ñ p = r:

T (n)b(p)
a(p) = ( i2ZcZ̄

c)n ⟨Za(p) Z̄b(p)⟩ . (5.11)

Ýòè ãåíåðàòîðû îïðåäåëÿþò ñåðèþ êîíôîðìíûõ àëãåáð âûñøèõ ñïèíîâ êàê

ôàêòîð-àëãåáð (äåòàëè ñìîòðèòå, íàïðèìåð, â [112, 219, 253, 114]).

Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè�

òåëüíî áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèììåòðèè âûñøèõ ñïèíîâ, ãåíåðèðóåìûõ îïåðàòî�

ðàìè (5.7), ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëè (3.26) ñíÿòèåì ôèêñàöèè ñïèíà, êîòîðàÿ

äîñòèãàëàñü ñâÿçüþ (3.25). Îïóñêàÿ ýòó ñâÿçü, ïîëó÷àåì äåéñòâèå [96, 97]

Stwistors = 1
2

∫
dτ (Z̄aŻa − ˙̄ZaZa) =

∫
dτ( ˙̄µαλα + λ̄α̇µ̇

α̇) . (5.12)

Òâèñòîðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîäåëè (5.12) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöè�

åé êîìïîíåíò òâèñòîðà

Ψ(Z) = Ψ(λα, µ
α̇) (5.13)

áåç äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé ñâÿçè, êàê òî (3.30), è îïèñûâàåò áåñêîíå÷�

íóþ áàøíþ áåçìàññîâûõ ñîñòîÿíèé âñåõ ñïèðàëüíîñòåé, êîòîðûå îïèñûâàþò�

ñÿ îäíîðîäíûìè ñîñòàâëÿþùèìè. Îáû÷íûå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïîëÿ
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ñïèðàëüíîñòè s, îïèñûâàåìûå òâèñòîðíûì ïîëåì (5.13), ìîæíî ïîëó÷èòü ïî�

ñðåäñòâîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Φα1...α2s
(x) =

∮
(λdλ)λα1

. . . λα2s
Ψ(λα, x

α̇αλα) , (5.14)

êîòîðîå àâòîìàòè÷åñêè âûäåëÿåò ñëàãàåìîå ñ ïðàâèëüíîé ñòåïåíüþ îäíîðîä�

íîñòè, êàê â (3.33); ÷ëåíû ñ äðóãèìè îäíîðîäíîñòÿìè âêëàäà íå äàþò.

Ñèììåòðèè âûñøèõ ñïèíîâ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ãðóïïû Sp(8) è åå ñóïåð�

ñèììåòðè÷íîãî îáîáùåíèÿ OSp(1|8), ðåàëèçóþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â

(ñóïåð)ïðîñòðàíñòâàõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè áîçîííûìè êîîðäèíàòàìè (ñì., íà�

ïðèìåð, [112, 113, 114, 115, 254, 255, 256]). Ïåðâîé ðåàëèçàöèåé Sp(8) ñèì�

ìåòðèè áûëà ìîäåëü òåíçîðíîé ñóïåð÷àñòèöû [96, 97], êîòîðàÿ âîñïðîèçâîäèò

ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ðàçâåðíóòóþ ôîðìóëèðîâêó ñóïåðïîëåâîé òåîðèè âûñøèõ

ñïèíîâ [115].

Ñóùåñòâóåò òàêæå âåðñèÿ ðàçâåðíóòîé ôîðìóëèðîâêè, êîòîðàÿ íå èñ�

ïîëüçóåò äîïîëíèòåëüíûõ òåíçîðíûõ êîîðäèíàò [115, 254] (ïîñòðîåíèå êîí�

ôîðìíûõ òîêîâ ÂÑ â òàêîé ôîðìóëèðîâêå áûëà ïðåäìåòîì ðàáîòû [257]). Ýòà

âåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íîé, õîòÿ çäåñü ñèììåòðèÿ Sp(8) (è OSp(1|8))
ñêðûòà. Â ÷èñòîì áîçîííàÿ ñëó÷àå îñíîâíîå óðàâíåíèå äëÿ ÂÑ ïîëÿ Φ(y, ȳ, x)

[115] èìååò âèä (
∂αα̇ + i

∂

∂yα
∂

∂ȳα̇

)
Φ = 0 , (5.15)

ãäå yα � êîììóòèðóþùèé âåéëåâñêèé ñïèíîð, ȳα̇ = (yα). Â ðåøåíèè ðàçâåðíó�

òîãî óðàâíåíèÿ (5.15)

Φ(x, y, ȳ) =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

yα1 . . . yαmȳα̇1 . . . ȳα̇nφα1...αmα̇1...α̇n
(x) (5.16)

íåçàâèñèìûìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ïîëÿìè åñòü ñàìîäóàëüíûå

φα1...αm
è àíòèñàìîäóàëüíûå φα̇1...α̇n

ïîëåâûå íàïðÿæåííîñòè âñåõ ñïèðàëüíî�

ñòåé (â òîì ÷èñëå, ïîëóöåëûõ). Îñòàëüíûå ïîëÿ âûðàæåíû êàê x-ïðîèçâîäíûå

ýòèõ áàçèñíûõ ïîëåé. Êëàññè÷åñêèì àíàëîãîì ýòîé ôîðìóëèðîâêè ÿâëÿåòñÿ

ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äåéñòâèåì [115]

SHS1 =

∫
dτ
(
λαλ̄α̇ẋ

α̇α + λαẏ
α + λ̄α̇ ˙̄y

α̇
)
, (5.17)
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ãäå λα, λ̄α̇ � êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû äëÿ yα, ȳα̇ . Ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

Tαα̇ ≡ Pαα̇ − λαλ̄α̇ ≈ 0 (5.18)

âîñïðîèçâîäÿò ïîñëå êâàíòîâàíèÿ ðàçâåðíóòîå óðàâíåíèå (5.15).

5.1.2. SU(3, 2) è åå ðàñøèðåíèå

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ìóëüòèïëåòîâ ÂÑ óïîìèíàëñÿ â Ãëàâå 3 è ñî�

ñòîèò â äîáàâëåíèè êîììóòèðóþùèõ ñïèíîðíûõ ïåðåìåííûõ ζα, ζ̄ α̇ = (ζα) ê

÷åòûðåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì êîîðäèíàòàì xαβ̇ . Îòëè÷èòåëüíîé îñî�

áåííîñòüþ äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå ÿâíàÿ êîâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

÷åòíîãî àíàëîãà 4D ñóïåðñèììåòðèè è åå äåéñòâèå ïîäîáíî äåéñòâèþ äëÿ

îáû÷íîé áåçìàññîâîé N = 1 ñóïåð÷àñòèöû

SHS2 =

∫
dτ
(
pαα̇ω

α̇α − epαα̇pαα̇
)
, (5.19)

ãäå ωα̇α îïðåäåëåíà â (3.43). Ìíîæåñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ñâÿçåé â ñèñòåìå

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàññîâóþ ñâÿçü pαα̇p
αα̇ ≈ 0 è ÷åòíûå ñïèíîðíûå ñâÿçè (3.46).

Ñïèíîðíûå ñâÿçè îáðàçóþò àëãåáðó ñêîáîê Ïóàññîíà (5.114), êîòîðàÿ ïðåä�

ñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêóþ âåðñèþ ÷åòíîé �àëãåáðû ñóïåðñèììåòðèè� êîâà�

ðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ êîììóòàòîðàìè âìåñòî àíòèêîììóòàòîðîâ. Âîëíî�

âàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû ñ ÷åòíîé �ñóïåðñèììåòðèåé�, ïîëó÷åííàÿ êâàíòîâàíèåì

ïî ìåòîäó Ãóïòû-Áëåéëåðà, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì àíàëîãîì êèðàëüíîãî N = 1 ñó�

ïåðïîëÿ

Ψ(xL, ζ) =
∞∑
n=0

ζα1 . . . ζαnψα1...αn
(xL) , (5.20)

çàâèñÿùåãî îò xα̇α
L

= xα̇α + iζ̄ α̇ζα, ζα è ïîä÷èíÿþùåãîñÿ óðàâíåíèÿì (3.51),

áëàãîäàðÿ êîòîðûì ïîëÿ â ðàçëîæåíèè (5.20) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ñàìî�

äóàëüíûìè ïîëåâûìè íàïðÿæåííîñòÿìè áåçìàññîâûõ ÷àñòèö âñåõ ñïèðàëüíî�

ñòåé. Êàê ðåçóëüòàò ýòîãî, ñïåêòð äàííîé ìîäåëè ñîäåðæèò âñå ñïèðàëüíîñòè.

Ïðè ýòîì, íåíóëåâûå ñïèðàëüíîñòè ïðèñóòñòâóþò ïî ðàçó, òîãäà êàê ñêàëÿð�

íîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, â îòëè÷èå îò âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

â ïîëå ÂÑ (5.16) ðàçâåðíóòîé ôîðìóëèðîâêè.
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×åòíûå ñóïåðòðàíñëÿöèè äåéñòâèÿ (5.19) èìåþò âèä

δxα̇α = i(ϵ̄α̇ζα − ζ̄ α̇ϵα) , δζα = ϵα , δζ̄ α̇ = ϵ̄α̇ (5.21)

ãäå ϵα � ïîñòîÿííûé êîììóòèðóþùèé ñïèíîð. Îñòàëüíûå ñèììåòðèè ñòàíî�

âÿòñÿ ïðîçðà÷íûìè ïîñëå ïåðåõîäà ê òâèñòîðíûì ïåðåìåííûì ïîñðåäñòâîì

áîçîííîãî àíàëîãà ñóïåðòâèñòîðíûõ ñîîòíîøåíèé èíöèäåíòíîñòè [80]

µ̄α̇ = xα̇αλα + i ζ̄ α̇ξ , ξ = ζαλα è c.c. , (5.22)

ãäå ñêàëÿð ξ ÿâëÿåòñÿ áîçîííîé ïåðåìåííîé. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè òâèñòîðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (5.22) â äåéñòâèå (5.19), ìû ïîëó÷àåì òâèñòîðíóþ ôîðìóëè�

ðîâêó

S =

∫
dτ
(
λα ˙̄µ

α + λ̄α̇µ̇
α̇ + i( ˙̄ξξ − ξ̄ξ̇)− ΛU

)
. (5.23)

Ñâÿçü, äîáàâëåííàÿ â (5.23) ñ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì Λ, èìååò âèä

U ≡ i(µ̄αλα − λ̄α̇µα̇)− 2ξ̄ξ ≈ 0 (5.24)

è ñëåäóåò èç ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû xαα̇.

Êîíå÷íîìåðíûå ñèììåòðèè ìîäåëè (5.23) ãåíåðèðóþòñÿ áèëèíåéíûìè

ïðîèçâåäåíèÿìè ïåðåìåííûõ (λα, µ
α̇, ξ), ñîõðàíÿþùèõ ñâÿçü (5.24):

• Ãåíåðàòîðû SU(2, 2) ïðåîáðàçîâàíèé (3.12), (3.13);

• Ãåíåðàòîðû ÷åòíûõ ñóïåðòðàíñëÿöèé è ÷åòíûõ ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ

Rα = −2i ξ̄λα , R̄α̇ = 2i ξλ̄α̇ , (5.25)

Cα = −2i ξ µ̄α , C̄ α̇ = 2i ξ̄ µα̇ ; (5.26)

• Ãåíåðàòîð U(1) ïðåîáðàçîâàíèé

A = i
2(µ̄

αλα − λ̄α̇µα̇) + 4ξ̄ξ . (5.27)

Ãåíåðàòîðû (3.12), (3.13), (5.26), (5.27) îáðàçóþò îñöèëëÿòîðíîå ïðåä�

ñòàâëåíèå àëãåáðû SU(3, 2) . Ìû ïðèâåäåì çäåñü ëèøü áîçîííûå àíàëîãè

àíòèêîììóòàòîðîâ ñóïåðàëãåáðû SU(2, 2|1):

[Rα, R̄α̇]P = −2iPαα̇ , [Cα, C̄ α̇]
P
= 2iK α̇α ,
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[Rα, C
β]

P
= 2iMα

β + i(D − iA)δαβ , [R̄α̇, C̄
β̇]

P
= −2iM̄α̇

β̇ − i(D + iA)δα̇
β̇ .

Ïåðåìåííûå (λα, µ
α̇, ξ) îáðàçóþò SU(3, 2)-ñïèíîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü íà�

çâàí SU(3, 2) òâèñòîðîì èç-çà èíòåðïðåòàöèè SU(3, 2) êàê ðàñøèðåííîé êîí�

ôîðìíîé ãðóïïû. Âåëè÷èíà U â (5.24) ÿâëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíòíîé íîðìîé.

Îòìåòèì, ÷òî ãåíåðàòîðû (5.25), (5.26) ïðîèçâîäÿò ñëåäóþùèå áîçîííûå ñó�

ïåðñèììåòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

δλα = 2iραξ , δµα̇ = 2iϵ̄α̇ξ , δξ = ϵαλα − ρ̄α̇µα̇ , (5.28)

ãäå ϵα è ρα åñòü ïàðàìåòðû ÷åòíîé ñóïåðñèììåòðèè è ÷åòíûõ ñóïåðêîíôîðì�

íûõ áóñòîâ.

Áåñêîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñèììåòðèé âûñøèõ ñïèíîâ, îñíîâàííàÿ íà

ðàñøèðåíèè SU(3, 2), áóäåò îïèñàíà â ðàçäåëå 5.3.4 ïîñëå èçó÷åíèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé.

5.2. Ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà âûñøèõ ñïèíîâ ñ áîçîííîé

ñóïåðñèììåòðèåé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ìàññèâíîé ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòè�

öû, ðàñøèðåííîé N êîììóòèðóþùèìè âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè ïðè N = 1 è

N = 2 è èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî áîçîííîãî àíàëîãà D = 4 ñóïåðñèììåò�

ðèè. Â îòëè÷èå îò ñóïåðàëãåáðàN = 1 ñóïåðñèììåòðèè ñ øåñòüþ òåíçîðíûìè

çàðÿäàìè (4.43), (4.44), åå áîçîííûé àíàëîã

[Ra, Rb] = 2(γµγ5C)abPµ + 2CabZ
(1) + 2(γ5C)abZ

(2) (5.29)

îáðàçîâàí áîçîííûìè ñóïåðçàðÿäàìè Ra, îáðàçóþùèì ìàéîðàíîâñêèé ñïè�

íîð, è ñîäåðæèò ñêàëÿðíûé Z(1) è ïñåâäîñêàëÿðíûé Z(2) öåíòðàëüíûå çàðÿäû,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìàññîâûì ïàðàìåòðîì ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

5.2.1. Ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà ñ N = 1 áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèåé.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå S =

∫
dτ L ñî ñëåäóþùèì ëàãðàíæèàíîì

L = −m(ωµω
µ)1/2 − i(zζ̇αζα − z̄ζ̄α̇ ˙̄ζ α̇) (5.30)
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ãäå èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî (5.21) ôîðìà ωµ îïðåäåëåíà â (3.43), ïîñòî�

ÿííàÿ m ÿâëÿåòñÿ ìàññîé ÷àñòèöû, òîãäà êàê z � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé

ïàðàìåòð ðàçìåðíîñòè ìàññû. Âûïîëíÿÿ ïîäõîäÿùèå ôàçîâûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿ ζ ′α = eiaζα, ζ̄
′
α̇ = e−iaζ̄α̇, ãäå a = 1

2 arg z, ìîæíî äîáèòüñÿ âåùåñòâåííîñòè

ïàðàìåòðà z.

Ñîõðàíÿþùèåñÿ í¼òåðîâñêèå ñïèíîðíûå çàðÿäû ðàâíû

Rα ≡ πα − ipαβ̇ ζ̄
β̇ − izζα , R̄α̇ ≡ π̄α̇ + iζβpβα̇ + iz̄ζ̄α̇ (5.31)

ãäå pµ, πα, π̄α̇ � êàíîíè÷åñêèå èìïóëüñû äëÿ xµ, ζα, ζ̄ α̇, îáðàçóþò àëãåáðó

{Rα, R̄β̇} = −2ipαβ̇ , {Rα, Rβ} = 2izϵαβ , {R̄α̇, R̄β̇} = −2iz̄ϵα̇β̇ , (5.32)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà àëãåáðå (5.29) ïðè Z = Z(1) + iZ(2) = z. Êðîìå òîãî,

îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñîâ äàþò ìàññîâóþ ñâÿçü T ≡ p2 − m2 ≈ 0 è ÷åòûðå

ñïèíîðíûå ñâÿçè

∇α ≡ πα + ipαβ̇ ζ̄
β̇ + izζα ≈ 0 , ∇̄α̇ ≡ π̄α̇ − iζβpβα̇ − iz̄ζ̄α̇ ≈ 0 (5.33)

Êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí ðàâåí íóëþ H = ẋµpµ + ζ̇απα + π̄α̇
˙̄ζ α̇ − L =

0 è ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñâÿçåé ïåðâîãî

ðîäà ñ ëàãðàíæåâûìè ìíîæèòåëÿìè. Ñâÿçè (5.33) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì

ñêîáêàì Ïóàññîíà

{∇α, ∇̄β̇} = 2ipαβ̇ , {∇α,∇β} = −2izϵαβ , {∇̄α̇, ∇̄β̇} = 2iz̄ϵα̇β̇ . (5.34)

Ñêàëÿðíàÿ ñâÿçü T ≈ 0 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà, òîãäà êàê âñå ñïè�

íîðíûå ñâÿçè (5.33) � âòîðîãî ðîäà: äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ñêîáîê Ïóàññîíà

ñïèíîðíûõ ñâÿçåé ðàâåí 16(p2 + |z|2)2.
Ïåðâè÷íîå êâàíòîâàíèå ìîäåëè ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïîñðåäñòâîì ââå�

äåíèÿ ñêîáêè Äèðàêà äëÿ ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà. Äðóãèì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ

êâàíòîâàíèå ïî ìåòîäó Ãóïòû-Áëåéëåðà. Òàêîé ìåòîä ïîäðàçóìåâàåò ðàçäå�

ëåíèå ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ïàðû, â êîòîðûõ ãî�

ëîìîðôíûå è àíòèãîëîìîðôíûå ÷àñòè îáðàçóþò îòäåëüíî ïîäàëãåáðû ñâÿçåé

ïåðâîãî ðîäà. Àëãåáðà (5.34 ñâÿçåé (5.33) íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó òðåáîâàíèþ.

Îäíàêî, íîâûå ñâÿçè

Dα = ∇α +
b
z̄pαβ̇D̄

β̇ , D̄α̇ = ∇̄α̇ +
b̄
zD

βpβα̇ , (5.35)
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D̄α̇ = (Dα), ãäå êîíñòàíòà b óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (b2− 2b)m
2

|z|2 − 1 = 0 (òî

åñòü, ïðè b = (1±
√

1 + |z|2
m2 )) ïîä÷èíÿþòñÿ àëãåáðå

{Dα,Dβ} = 2i
z̄ ϵαβT , {Dα, D̄β̇} = −4b(1 +

m2

|z|2 )ipαβ̇ −
2b2i
|z|2 pαβ̇T .

Òî åñòü, ñâÿçè (5.35) ïðèãîäíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êâàíòîâàíèè ïî Ãóïòå�

Áëåéëåðó. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå îò ñâÿçåé (∇α, ∇̄α̇) ê ñâÿçÿì

(Dα, D̄α̇) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.
Áëàãîäàðÿ ìàññîâîé ñâÿçè T ≈ 0, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�

íåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà. Ïîýòîìó, íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (5.35) ïðè�

íèìàþò âèä

Dα = π′α−2b(1+ m2

|z|2 )ipαβ̇λ̄
′β̇ ≈ 0 , D̄α̇ = π̄′α̇+2b(1+ m2

|z|2 )iλ
′βpβα̇ ≈ 0 , (5.36)

ãäå íîâûå ïåðåìåííûå ââåäåíû ïîñðåäñòâîì êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

π′α ≡ πα +
b
z̄pαβ̇π̄

β̇ , π̄′α̇ ≡ π̄α̇ +
b
zπ

βpβα̇ , (5.37)

ζ ′α ≡ |z|2
|z|2+b2p2 (ζ

α − b
z ζ̄β̇p

β̇α) , ζ̄ ′α̇ ≡ |z|2
|z|2+b2p2 (ζ̄

α̇ − b
z̄p

α̇βζβ) . (5.38)

Â ðåàëèçàöèè π′α = −i∂/∂ζ ′α, π̄′α̇ = −i∂/∂ζ̄ ′α̇ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ =

Ψ(pµ, ζ
′α, ζ̄ ′α̇), óäîâëåòâîðÿþùàÿ D̄α̇Ψ = 0, òî åñòü

(−∂/∂ζ̄ ′α̇ + 2b(1 + m2

|z|2 )ζ
′βpβα̇)Ψ = 0 , (5.39)

èìååò âèä

Ψ(pµ, ζ
′α, ζ̄ ′α̇) = e

2b(1+
m2

|z|2 )ζ
′βpβα̇ζ̄

′α̇

Ψ̃(pµ, ζ
′α) , (5.40)

ãäå ïîëå Ψ̃(pµ, ζ
′α) çàâèñèò òîëüêî îò âåéëåâñêîãî ñïèíîðà ζ ′α è ÿâëÿåòñÿ áî�

çîííûì àíàëîãîì D = 4 N = 1 êèðàëüíîãî ñóïåðïîëÿ.

Áëàãîäàðÿ áîçîííîé ïðèðîäå ñïèíîðà ζ ′α, â ðàçëîæåíèè ïîëÿ Ψ̃(pµ, ζ
′α)

ïðèñóòñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîëåé ψα1···αn
(p) = ψ(α1···αn)(p), n =

0, 1, . . . ,∞. Ìàññîâîå óñëîâèå ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè�

âîäèò ê óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà (2 ≡ ∂µ∂
µ)

(2+m2)Ψ(x; ζ, ζ̄) = 0 ⇔ (2+m2)ψα1···αn
(x) = 0 . (5.41)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êâàíòîâàíèè ìàññèâíîé ÷àñòèöû ñN = 1 áîçîííîé ñóïåð�

ñèììåòðèåé ìû íå ïîëó÷àåì â ñïåêòðå óðàâíåíèé Äèðàêà äëÿ êîìïîíåíòíûõ
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ïîëåé. Ýòè íåîáõîäèìûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò â ñëó÷àå áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

ñ N = 1 áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèåé (ñì. Ðàçäåë 5.1.2) è â ìàññèâíîì ñëó÷àå

ñ N = 2 áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèåé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì ñåé÷àñ.

5.2.2. Ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà âûñøèõ ñïèíîâ ñ N = 2 áîçîííîé

ñóïåðñèììåòðèåé.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà êîììóòèðóþùèõ âåéëåâñêèõ ñïè�

íîðà ζαi , ζ̄
α̇
i = (ζαi ) (i = 1, 2). Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ëàãðàíæèàíà (5.30)

ÿâëÿåòñÿ

L = −m(ωµω
µ)1/2 − i(zij ζ̇αi ζαj − z̄ij ζ̄α̇j ˙̄ζ α̇i ) , (5.42)

ãäå ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà zij ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, zij = zji. Íàèáîëåå îá�

ùèìè N = 2 ω-ôîðìàìè åñòü

ωµ = ẋµ − iκij(ζ̇αi σ
µ

αβ̇
ζ̄ β̇j − ζ

α
j σ

µ

αβ̇
˙̄ζ β̇i ) , (5.43)

ãäå κij = κji � 2×2 ýðìèòîâà ìàòðèöà. Ó÷èòûâàÿ âîçìîæíûå ïåðåîïðåäåëåíèÿ

ñïèíîðîâ ζαi , ìû ìîæåì âçÿòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè κij =

(
1 0

0 κ

)
, ãäå κ

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåíîé íåíóëåâîé êîíñòàíòîé.

Âûðàæåíèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïðîèçâîäÿò ìàññîâóþ ñâÿçü

T ≡ p2 −m2 ≈ 0 è ñïèíîðíûå ñâÿçè

∇αi ≡ παi+iκijpαβ̇ ζ̄
β̇
j +izijζαj ≈ 0 , ∇̄α̇i ≡ π̄α̇i−iκijζβj pβα̇−iz̄ij ζ̄α̇j ≈ 0 , (5.44)

íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà êîòîðûõ

{∇αi, ∇̄β̇j} = 2iκijpαβ̇ , {∇αi,∇βj} = −2izijϵαβ , {∇̄α̇i, ∇̄β̇j} = 2iz̄ijϵα̇β̇ .

(5.45)

Ñâÿçü T ≈ 0 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà. Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ñêîáîê

Ïóàññîíà ñïèíîðíûõ ñâÿçåé (5.44) ðàâåí ∼ [det(ẑ ˆ̄z+p2κ̂ˆ̄z−1κ̂ˆ̄z)]2, ãäå `øëÿïêà'

îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû, òî åñòü ẑ = (zij), ˆ̄z = (z̄ij) è κ̂ = (κij).

Èìååò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ:

i) Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ẑ = (zij) èìååò ìåñòî det(ẑ ˆ̄z+p
2κ̂ˆ̄z−1κ̂ˆ̄z) =

(|z1|2 + p2)(|z2|2 + p2κ2) ̸= 0 ïðè ïðîèçâîëüíûõ κ, z1, z2 è âñå ñâÿçè (5.44) âòî�

ðîãî ðîäà.
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ii) Â ñëó÷àå àíòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (zij) =

(
0 z

z 0

)
ïîëó÷àåì det(ẑ ˆ̄z +

p2κ̂ˆ̄z−1κ̂ˆ̄z) = (|z|2 + p2κ)2. Òî åñòü, ïðè κ = − |z|
2

m2 < 0 â ìîäåëè ïðèñóò�

ñòâóþò ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè z = m, òî åñòü, êî�

ãäà κ = −1, óíèòàðíûé òåíçîð κij ïîäðàçóìåâàåò èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû

ωµ (ñìîòðèòå (5.43)) îòíîñèòåëüíî U(1, 1) ñèììåòðèè. Îäíàêî ïðèñóòñòâèå

öåíòðàëüíîãî çàðÿäà ðåäóöèðóåò ýòó ñèììåòðèþ äî ãðóïïû èíâàðèàíòíîñòè

O(1, 1) = U(1, 1)∩O(2; c) è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå â ìîäåëè (5.42) ïðèñóòñòâó�

þò ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà. Èìåííî ýòîò ôèçè÷åñêèé âûáîð z = m, κ = −1 ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü íèæå.

Ââîäÿ ÷åòûðå-êîìïîíåíòíûé äèðàêîâñêèé ñïèíîð ψa =

(
ζ1α

ζ̄ α̇2

)
, ψ̄a =

(ζα2 , ζ̄1α̇), a = 1, 2, 3, 4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ëàãðàíæèàí (5.42) ïðèíèìàåò ñëåäó�

þùèé ïðîñòîé âèä

L = −m(ω̇µω̇
µ)1/2 − im( ˙̄ψψ − ψ̄ψ̇) , (5.46)

ãäå

ω̇µ = ẋµ + i( ˙̄ψγµψ − ψ̄γµψ̇) . (5.47)

Ñâÿçè (5.44) ïðè z = m (κ = −1) çàïèñûâàþòñÿ â äèðàêîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ
â âèäå

∇a ≡ πa + iψ̄b(p̂−m)b
a ≈ 0 , ∇̄a ≡ π̄a − i(p̂−m)a

bψb ≈ 0 . (5.48)

Çäåñü πa è π̄a ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè èìïóëüñàìè äëÿ ψa è ψ̄
a. Òàêæå ìû

èñïîëüçóåì çäåñü îáîçíà÷åíèÿ p̂ ≡ γµpµ. Ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé (5.48) ðàâíû

{∇̄a,∇b} = −2i(p̂−m)a
b , {∇a,∇b} = 0 , {∇̄a, ∇̄b} = 0 , (5.49)

ïîýòîìó ìàññîâàÿ ñâÿçü è ïîëîâèíà ñïèíîðíûõ ñâÿçåé (5.48) ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿ�

ìè ïåðâîãî ðîäà.

Ðàçäåëåíèå ñïèíîðíûõ ñâÿçåé ïî ðîäàì â (5.48) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêòî�

ðàìè P± ≡ 1
2m(m± p̂), 1 = (P+ +P−), äëÿ êîòîðûõ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

p2 = m2 âûïîëíÿåòñÿ P±P± = P±, P+P− = 0. Âîñåìü âåùåñòâåííûõ ñïèíîð�

íûõ ñâÿçåé (5.48) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì ìíîæåñòâàì ïðèâîäèìûõ ñâÿçåé

F a = ∇b(p̂+m)b
a , F̄a = (p̂+m)a

b∇̄b ; (5.50)
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Ga = ∇b(p̂−m)b
a , Ḡa = (p̂−m)a

b∇̄b . (5.51)

Âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé

F b(p̂−m)b
a = 0 , (p̂−m)a

bF̄b = 0 ;

Gb(p̂+m)b
a = 0 , (p̂+m)a

bD̄b = 0 ,

èìåþùèõ ìåñòî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, íàáîðû ñâÿçåé (F a, F̄a) è (Ga, Ḡa)

òàêæå ñîäåðæàò ïî ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ñâÿçåé. Îáðàòíûå âû�

ðàæåíèÿ ñâÿçåé (5.48) ÷åðåç ñâÿçè (5.50), (5.51) èìåþò âèä

∇a = 1
2m(F

a −Ga) , ∇̄a =
1
2m(F̄a − Ḡa) .

Ñâÿçè (5.50), (5.51) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé àëãåáðå ñêîáîê Ïóàññîíà

{F̄a, F b} = −2i(p̂+m)a
bT , {F a, F b} = {F̄a, F̄b} = 0 ,

{F̄a, Gb} = {Ḡa, F
b} = −2i(p̂−m)a

bT , {F̄a, Ḡb} = {F a, Gb} = 0 ,

{Ḡa, G
b} = −8im2(p̂+m)a

b−2i[2mδba+(p̂+m)a
b]T , {Ga, Gb} = {Ḡa, Ḡb} = 0 .

Èç âîñüìè ñïèíîðíûõ ñâÿçåé, ïðèñóòñòâóþùèõ â (5.48), ÷åòûðå íåçàâèñèìûå

ñâÿçè â (F a, F̄a) ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà, òîãäà êàê ÷åòûðå íåçàâèñè�

ìûå ñâÿçè â (Ga, Ḡa) � âòîðîãî ðîäà.

Âûïîëíèì êâàíòîâàíèå ìåòîäîì Ãóïòû-Áëåéëåðà ïóòåì íàëîæåíèÿ íà

âîëíîâóþ ôóíêöèþ âñåõ ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà (T , F a, F̄a) è ïîëîâèíû ñâÿçåé

âòîðîãî ðîäà (Ga èëè Ḡb). Ìû ïîëó÷àåì äâà âàðèàíòà:

� áîçîííîå êèðàëüíîå êâàíòîâàíèå ñî ñâÿçÿìè

T |Ψ⟩ = 0 , F a|Ψ⟩ = 0 , F̄a|Ψ⟩ = 0 , Ḡa|Ψ⟩ = 0 ; (5.52)

� áîçîííîå àíòèêèðàëüíîå êâàíòîâàíèå ñî ñâÿçÿìè

T |Ψ⟩ = 0 , F a|Ψ⟩ = 0 , F̄a|Ψ⟩ = 0 , Ga|Ψ⟩ = 0 . (5.53)

Ïðèâîäèìûå ñâÿçè F̄a è Ḡa ýêâèâàëåíòíû ïåðâè÷íûì ñâÿçÿì ∇̄a; ïîäîáíî,

ñâÿçè F a è Ga ýêâèâàëåíòíû ∇a. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü âîë�

íîâûå óðàâíåíèÿ (5.52), (5.53) ýêâèâàëåíòíûì ñïîñîáîì â âèäå
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� áîçîííîå êèðàëüíîå êâàíòîâàíèå:

T |Ψ⟩ = 0 , ∇̄a|Ψ⟩ = 0 , F a|Ψ⟩ = 0 (5.54)

� áîçîííîå àíòèêèðàëüíîå êâàíòîâàíèå:

T |Ψ⟩ = 0 , ∇a|Ψ⟩ = 0 , F̄a|Ψ⟩ = 0 . (5.55)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (5.54). Ïðè ðåàëèçàöèè πa = −i∂/∂ψa, π̄a = −i∂/∂ψ̄a

è èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(p, ψ, ψ̄) ñîîòíîøå�

íèÿ (5.54) ïðèíèìàþò âèä

∇̄aΨ = −i[ ∂
∂ψ̄a

+ (p̂−m)a
bψb]Ψ = 0 , (5.56)

F aΨ = −i ∂
∂ψb

(p̂+m)b
aΨ = 0 , (5.57)

TΨ = (p2 +m2)Ψ = 0 . (5.58)

Óðàâíåíèå (5.56) èìååò ñëåäóþùåå îáùåå ðåøåíèå

Ψ(p, ψ, ψ̄) = e−ψ̄(p̂−m)ψΨ̃(p, ψ) , (5.59)

ãäå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ̃(p, ψ) çàâèñèò òîëüêî îò ψ è èìååò ðàçëîæåíèå

Ψ̃(p, ψ) =
∞∑
n=0

ψa1 · · ·ψanϕa1···an(p) . (5.60)

Âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè ñïèíîðà ψa, êîìïîíåíòíûå ïîëÿ ϕ
a1···an(p) ïîë�

íîñòüþ ñèììåòðè÷íû ϕa1···an(p) = ϕ(a1···an)(p) . Óðàâíåíèÿ (5.57) ïðèâîäÿò ê

óðàâíåíèÿì Äèðàêà äëÿ ýòèõ ïîëåé

(p̂+m)a1
bϕa1a2···an(p) = 0 . (5.61)

Òàêèì îáðàçîì, ìóëüòèñïèíîðíûå ïîëÿ ϕa1···an(p) ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè Áàðãìàíà�

Âèãíåðà, îïèñûâàþùèìè ÷àñòèöû ñïèíà n/2.
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5.3. Ìàñòåð-÷àñòèöà âûñøèõ ñïèíîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì ìîäåëü áåçìàññîâîé ÷àñòèöû âûñøèõ

ñïèíîâ, êîòîðàÿ îáëàäàåò òîëüêî ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà è èãðàåò ðîëü �ìà�

ñòåð-ñèñòåìû� êàê äëÿ ìîäåëè ÷àñòèöû (5.17), ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçâåðíóòîé

ôîðìóëèðîâêå, òàê è äëÿ ìîäåëè (5.19) ñ ÿâíîé ÷åòíîé �ñóïåðñèììåòðèåé�.

5.3.1. Äåéñòâèå è ñâÿçè

Ìàñòåð-ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïåðåìåííûå îáåèõ ñèñòåì (5.17), (5.19),

à òàêæå äîïîëíèòåëüíûé êîìïëåêñíûé ñêàëÿð η, è îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

SHSmast =

∫
dτ
[
λαλ̄α̇ω

α̇α + λαẏ
α + λ̄α̇ ˙̄y

α̇ + i(η ˙̄η − η̇η̄) (5.62)

−2iη̄ζ̇αλα + 2iηλ̄α̇
˙̄ζ α̇ − l (N − c)

]
.

Äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïðèñóòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ ïîëåé, êðîìå ζ, ζ̄. Ýòè ôàçîâûå ïðåîáðàçî�

âàíèÿ ãåíåðèðóþòñÿ U(1) òîêîì

N ≡ i (yαλα − λ̄α̇ȳα̇)− 2ηη̄ . (5.63)

Ïîëå l èãðàåò ðîëü ëàãðàíæåâîãî ìíîæèòåëÿ äëÿ ñâÿçè

i (yαλα − λ̄α̇ȳα̇)− 2ηη̄ − c ≈ 0 , (5.64)

ÿâëÿþùåéñÿ ÂÑ-îáîáùåíèåì �ñïèíîâîé� ñâÿçè (3.47) áåçìàññîâîé ÷àñòèöû

ôèêñèðîâàííîé ñïèðàëüíîñòè. Êîíñòàíòà c � íàïðÿæåííîñòü 1D ÷ëåíà �Ôàéå�

Èëèîïîóëîñà�.

Ïîìèìî (5.64), äåéñòâèå (5.62) ïðèâîäèò òàêæå ê ïåðâè÷íûì ñâÿçÿì,

ñðåäè êîòîðûõ � ìàññîâàÿ ñâÿçü (5.18) è ñïèíîðíûå ñâÿçè

Dα ≡ ∇α + 2iη̄λα ≈ 0 , D̄α̇ ≡ ∇̄α̇ − 2iηλ̄α̇ ≈ 0 , (5.65)

ãäå ∇α and ∇̄α̇ îïðåäåëåíû â (3.46). Ñâÿçè âòîðîãî ðîäà

pη + iη̄ ≈ 0 , p̄η − iη ≈ 0 , (5.66)
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ñëåäóþùèå òàêæå èç (5.62), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ñèëüíîì ñìûñëå, ââîäÿ

ñêîáêè Äèðàêà äëÿ íèõ. Òîãäà êîìïëåêñíûé ñêàëÿð η è åãî êîìïëåêñíî ñî�

ïðÿæåííûé îáðàçóþò êàíîíè÷åñêóþ ïàðó

[η, η̄]
D
= i

2 . (5.67)

Êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ íå èçìåíÿþòñÿ:

[xα̇α, Pββ̇]D = δαβδ
α̇
β̇
, [ζα, πβ]D = δαβ , [yα, λβ]D = δαβ (5.68)

è ê.ñ. Åäèíñòâåííûìè íåíóëåâûìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà ñâÿçåé (5.64)-(5.65) ÿâ�

ëÿþòñÿ

[Dα, D̄α̇]D = 2i Tαα̇ . (5.69)

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñâÿçè (5.64)-(5.65) ïåðâîãî ðîäà è ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ

äëÿ íèõ ïðÿìîëèíåéíàÿ.

Ìàñòåð-ñèñòåìà (5.62) êàëèáðîâî÷íî-ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìàì ÷àñòèö ÂÑ

(5.19) è (5.17).

Ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì (5.19) è (5.62) ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìå�

òîäà êîâåðñèè ñâÿçåé, ïðåäëîæåííîãî âïåðâûå â [89] äëÿ ñëó÷àÿ îáû÷íîé ñó�

ïåð÷àñòèöû. ×òîáû ïðåîáðàçîâàòü äâå ñâÿçè âòîðîãî ðîäà, ñîäåðæàùèåñÿ â

ñïèíîðíûõ ñâÿçÿõ (3.46), â ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà ââåäåì äâå äîïîëíèòåëüíûå

ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòîðûå íåñåò êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå η. Ââåäåì òàêæå

êîììóòèðóþùèé âåéëåâñêèé ñïèíîð λα äëÿ îáåñïå÷åíèÿ Ëîðåíö-êîâàðèàíò�

íîñòè íîâûõ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé (5.65). Çàìûêàíèå àëãåáðû íîâûõ ñïèíîðíûõ

ñâÿçåé (5.69) äàåò ñâÿçü (5.18), ðàçðåøàþùóþ ÷åòûðå-èìïóëüñ ÷åðåç ïðîèç�

âåäåíèå ñïèíîðîâ. Ýòî ðàçðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëü�

íîãî ôàçîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ λα λ̄α̇. ×òîáû îáåñïå÷èòü ýòó êàëèáðîâî÷íóþ

U(1)-èíâàðèàíòíîñòâ â ïîëíîì ìîäèôèöèðîâàííîì äåéñòâèè, ìû âûíóæäå�

íû äîáàâèòü ñâÿçü (5.64). Ýâðèñòè÷åñêèì àðãóìåíòîì ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè

ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî nph = 8 ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â îáîèõ

ìîäåëÿõ (5.19) è (5.62).

Ìîäåëü ÷àñòèöû (5.17) ñëåäóåò èç ìàñòåð-ìîäåëè (5.62) ïîñëå ÷àñòè÷íîé

ôèêñàöèè êàëèáðîâêè. Ñïèíîðíûå ñâÿçè (5.65) è óñëîâèÿ ôèêñàöèè êàëèá�

ðîâêè ζα ≈ 0 âìåñòå ñ èõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè ìîãóò áûòü èñïîëüçî�

âàíû äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ζα, πα è ê.ñ. Òîãäà ñâÿçü (5.64) ìîæåò
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áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îòêàëèáðîâàíèÿ ïåðåìåííîé η. Ñâÿçü (5.64) ëèíåéíà

ïî ρ ≡ ηη̄ è ãåíåðèðóåò ïðîèçâîëüíûå ëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííîé

φ − i ln(η/η̄). Ýòà ñâÿçü è ôèêñàöèÿ êàëèáðîâêè χ ≡ φ − const ≈ 0 èñêëþ�

÷àþò ïåðåìåííûå ρ, φ â ïîëüçó ïåðåìåííûõ λα, y
α, λ̄α̇, ȳ

α̇. Òàê êàê óñëîâèå

ôèêñàöèè êàëèáðîâêè ñîäåðæèò òîëüêî φ, ñêîáêè äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ

íå èçìåíÿþòñÿ. Êàê ðåçóëüòàò, ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó (5.17).

5.3.2. Ïåðâè÷íî-êâàíòîâàííàÿ òåîðèÿ

Â ïðåäñòàâëåíèè, ãäå îïåðàòîðû P̂αα̇, π̂α, ˆ̄πα̇, λ̂α,
ˆ̄λα̇ è ˆ̄η ðåàëèçîâà�

íû êàê äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, óðàâíåíèÿ íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ

F (q)(x, ζ, ζ̄, y, ȳ, η) èìåþò âèä (ñì. (5.15))(
∂αβ̇ + i

∂

∂yα
∂

∂ȳβ̇

)
F (q) = 0 , (5.70)

(a)

(
∇α +

∂

∂η

∂

∂yα

)
F (q) = 0 , (b)

(
∇̄α̇ − 2η

∂

∂ȳα̇

)
F (q) = 0 , (5.71)(

yα
∂

∂yα
− ȳα̇ ∂

∂ȳα̇
− η ∂

∂η

)
F (q) = q F (q) . (5.72)

Çäåñü, îïåðàòîðû ∇α = −i(∂α + i∂αα̇ζ̄
α̇) è ∇̄α̇ = −i(∂̄α̇ − iζα∂αα̇) ÿâëÿþòñÿ

êâàíòîâûìè àíàëîãàìè �êîâàðèàíòíûõ èìïóëüñîâ� (3.46).

Âíåøíèé U(1)-çàðÿä q, îïðåäåëåííûé â (5.72), ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì àíà�

ëîãîì �êëàññè÷åñêîé� êîíñòàíòû c, ïðèñóòñòâóþùåé â ñâÿçè (5.64), íî òå�

ïåðü ó÷èòûâàþùåé íåîïðåäåëåííîñòü â óïîðÿäî÷åíèè îïåðàòîðîâ. Óðàâíåíèå

(5.72) ïîäðàçóìåâàåò U(1)-êîâàðèàíòíîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè

F (q)(x, ζ, ζ̄, eiφy, e−iφȳ, e−iφη) = eqiφF (q)(x, ζ, ζ̄, y, ȳ, η) . (5.73)

Òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè F (q) îãðàíè÷èâàåò q öåëûìè çíà÷åíèÿìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà U(1)-êîâàðèàíòíîñòü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ëþáîé ìî�

íîì çàðÿæåííûõ êîîðäèíàò â ðàçëîæåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè F (q) èìååò òîò

æå ôèêñèðîâàííûé çàðÿä q. Â ýòîì îòíîøåíèè, q íàïîìèíàåò �ãàðìîíè÷å�

ñêèé U(1)-çàðÿä� â ïîäõîäå ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [12, 67], à îïåðàòîð

â (5.72) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì U(1)-îïåðàòîðà D0 ýòîãî ïîäõîäà.
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Õîòÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.70)-(5.72) ñîäåðæèò ðàçâåðíóòîå âåêòîðíîå

óðàâíåíèå Âàñèëüåâà (5.70), ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ñïèíîðíûõ óðàâíåíèé

(5.71) êàê óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíûìè íåçàâèñèìû�

ìè óðàâíåíèÿìè â ñèñòåìå (5.70)-(5.72) åñòü áîçîííûå ñïèíîðíûå óðàâíåíèÿ

(5.71) è U(1)-óñëîâèå (5.72).

Ðåøèì óðàâíåíèÿ (5.71)-(5.72). Â ïåðåìåííûõ ζα, ζ̄ α̇, yα, η è

xα̇α
L

= xα̇α + i ζ̄ α̇ζα , ȳα̇
L
= ȳα̇ + 2i η ζ̄ α̇ . (5.74)

óðàâíåíèÿ (5.71)-(5.72) ïðèíèìàþò âèä

(a)

[
−i
(
∂α + i

∂

∂η

∂

∂yα

)
+ 2ζ̄ α̇

(
∂Lαα̇ + i

∂

∂yα
∂

∂ȳα̇
L

)]
F (q) = 0 ,

(b) ∂̄α̇F
(q) = 0 ,

(5.75)

(
yα

∂

∂yα
− ȳα̇

L

∂

∂ȳα̇
L

− η ∂
∂η

)
F (q) = q F (q) . (5.76)

Óðàâíåíèå (5.75b) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì áîçîííîé êèðàëüíîñòè è ïðè�

âîäèò ê òîìó, ÷òî F (q) íå çàâèñèò îò ζ̄ α̇ â íîâûõ ïåðåìåííûõ, F (q) =

F (q)(xL, ζ, y, ȳL, η). Òîãäà, óðàâíåíèå (5.75a) ðàâíîçíà÷íî óðàâíåíèÿì(
∂α + i

∂

∂η

∂

∂yα

)
F (q) = 0 , (5.77)

(
∂Lαα̇ + i

∂

∂yα
∂

∂ȳα̇
L

)
F (q) = 0 . (5.78)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.76), (5.77) è (5.78) ìîæåò áûòü íàéäåíî íåñêîëü�

êèìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè. Â îäíîì èç íèõ, ïî àíàëîãèè ñ (5.20) ìû

ïðåäïîëàãàåì ïîëèíîìèàëüíóþ çàâèñèìîñòü âîëíîâîé ôóíêöèè îò ζα

F (q)(xL, ζ, y, ȳL, η) =
∞∑
n=0

ζα1 . . . ζαnΦ(q)
α1...αn

(xL, y, ȳL, η) . (5.79)

Óðàâíåíèå (5.77) âûðàæàåò âñå êîýôôèöèåíòû â ýòîì ðàçëîæåíèè êàê ïðîèç�

âîäíûå ïåðâîãî êîýôôèöèåíòà Φ(q)(xL, y, ȳL, η), óäîâëåòâîðÿþùåãî

(a)

(
∂Lαα̇ + i

∂

∂yα
∂

∂ȳα̇
L

)
Φ(q) = 0 , (b)

(
yα

∂

∂yα
− ȳα̇

L

∂

∂ȳα̇
L

− η ∂
∂η

)
Φ(q) = qΦ(q) .

(5.80)
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Ïîäîáíî (5.79), ñ÷èòàåì, ÷òî Φ(q)(xL, y, ȳL, η) èìååò íåñèíãóëÿðíîå ïî�

ëèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå ïî äîïîëíèòåëüíîé êîîðäèíàòå. Òîãäà óðàâíåíèå

(5.80b) ïîäðàçóìåâàåò

Φ(q)(xL, y, ȳL, η) =
∞∑
k=0

ηkφ(q+k)(xL, y, ȳL) , (5.81)

(
yα

∂

∂yα
− ȳα̇

L

∂

∂ȳα̇
L

)
φ(q+k) = (q + k)φ(q+k) . (5.82)

Ðåäóöèðîâàííîå U(1)-óñëîâèå (5.82) ôèêñèðóåò çàâèñèìîñòü ôóíêöèé φ(q+k)

îò y, ȳ ñëåäóþùåãî âèäà

φ(q+k) =


∞∑
n=0

yα1 . . . yαq+k+nȳβ̇1L . . . ȳβ̇nL ϕα1...αq+k+nβ̇1...β̇n
(xL) , (q + k)≥ 0,

∞∑
n=0

yα1 . . . yαnȳβ̇1L . . . ȳ
β̇|q+k|+n

L ϕα1...αnβ̇1...β̇|q+k|+n
(xL) , (q + k)< 0.

Íàéåì îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëÿ φ(q+k), ñëåäóþùèå èç (5.80a).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè q = 0 óðàâíåíèå (5.80a) âûðàæàåò âñå ïîëÿ

ϕα1...αk+nβ̇1...β̇n
ñ n > 0 â φ(k) êàê x-ïðîèçâîäíûå íèçøåé êîìïîíåíòû �

ñàìîäóàëüíîãî ïîëÿ ϕα1...αk
. Ïîñëåäíåå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Äèðàêà

∂β̇α1ϕα1...αk
= 0 è Êëåéíà-Ãîðäîíà ∂α̇α∂αα̇ ϕ = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå

q = 0 ïðîñòðàíñòâî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè ñîñòîèò èç êîìïëåêñíûõ

ñàìîäóàëüíûõ ïîëåâûõ íàïðÿæåííîñòåé ϕα1...αk
, k = 0, 1, 2, . . . , áåçìàññîâûõ

÷àñòèö âñåõ öåëûõ è ïîëóöåëûõ ñïèðàëüíîñòåé, ñîñòàâëÿþùèõ ñòàíäàðòíûé

ìóëüòèïëåò ÂÑ èç [115].

Ïðè q > 0 óðàâíåíèå (5.80a) âûðàæàåò âñå ïîëÿ ϕα1...αq+k+nβ̇1...β̇n
ñ n > 0 â

âèäå ∂αα̇-ïðîèçâîäíûõ ñàìîäóàëüíûõ ïîëåé ϕα1...αq+k
è ãåíåðèðóåò óðàâíåíèÿ

Äèðàêà ∂β̇α1ϕα1...αq+k
= 0 äëÿ íåçàâèñèìûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå

q > 0 ïðîñòðàíñòâî ôèçè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìîäåëè ñîñòîèò èç ñàìîäóàëüíûõ

ïîëåâûõ íàïðÿæåííîñòåé äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö ñî ñïèðàëüíîñòÿìè q
2 ,

q
2 +

1
2 ,

q
2 + 1, . . . .

Ïðè q < 0 ðàçëîæåíèå (5.81) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

Φ(q)(xL, y, ȳL, η) = η|q|Φ̃(0)(xL, y, ȳL, η) + (5.83)

+

|q|∑
k=1

∞∑
m=0

η|q|−k yα1 . . . yαmȳβ̇1
L
. . . ȳβ̇m+k

L
ϕα1...αmβ̇1...β̇m+k

(xL) .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ ïîëåì ÂÑ Φ̃(0), èìåþùèì òîò æå ñîñòàâ

ñïèðàëüíîñòåé, êàê è äëÿ q = 0 ìóëüòèïëåòà, ïëþñ äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû ñ

ïîëÿìè ϕα1...αmβ̇1...β̇m+k
. Ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ïîëåé â ýòîì ðàçëîæåíèè ñî�

ñòîèò èç ñàìîäóàëüíûõ ïîëåé ϕα1...αk
, k = 0, 1, 2, . . ., ïðèñóòñòâóþùèõ â ïîëå

Φ(0), è àíòèñàìîäóàëüíûõ ïîëåé ϕβ̇1...β̇k , k = 1, . . . , |q|. Óðàâíåíèå (5.80a) âûðà�
æàåò âñå äðóãèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïîëÿ â âèäå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ

áàçèñíûõ ïîëåé è äàåò óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Êëåéíà-Ãîðäîíà äëÿ ïîñëåäíèõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè q < 0 ôèçè÷åñêèå ïîëÿ â ñïåêòðå îïèñûâàþò áåçìàññî�

âûå ÷àñòèöû ñî âñåìè íåîòðèöàòåëüíûìè ñïèðàëüíîñòÿìè è êîíå÷íîå ÷èñëî

áåçìàññîâûõ ñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíûìè ñïèðàëüíîñòÿìè −1
2 ,−1, . . . ,−

|q|
2 .

Åñòåñòâåííî ýòîò ìóëüòèïëåò íàçâàòü ìóëüòèïëåòîì �ñ ïåðåâîðîòîì ñïèðàëü�

íîñòè�.

Â [177] ïðåäñòàâëåí äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (5.76), (5.77) è

(5.78), êîòîðûé ïðîèçâîäèò ïîëÿ âûñøèõ ñïèíîâ ñ ÿâíîé áîçîííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèåé.

5.3.3. Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàñòåð-÷àñòèöû ÂÑ

Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàñòåð-÷àñòèöû ÂÑ (5.62) [177, 180] ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì íà âûñøèå ñïèíû õîðîøî èçâåñòíîé òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè

áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ôèêñèðîâàííîé ñïèðàëüíîñòè. Äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà

îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè λα, µ̄
α̇ è êîìïëåêñíûì ñêàëÿðîì

ξ è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òâèñòîðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

µ̄α = yα + λ̄β̇(x
β̇α − iζ̄ β̇ζα)− 2i η̄ ζα , ξ = η + ζβλβ (5.84)

è ê.ñ. Ñïèíîðû λα, µ
α̇ ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òâèñòîðà (SU(2, 2) ñïèíîðà)

Za = (λα, µ
α̇), a = 1, ..., 4 .

Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâåðõíîñòíîãî ÷ëåíà, äåéñòâèå (5.62) ïðèíèìàåò â òâè�

ñòîðíûõ ïåðåìåííûõ ñëåäóþùèé âèä

SHS−tw. =

∫
dτ
[
λα ˙̄µ

α + λ̄α̇µ̇
α̇ + i(ξ ˙̄ξ − ξ̇ξ̄)− l (U − c)

]
. (5.85)

Çäåñü, U(1)-ñâÿçü

U − c ≡ i(µ̄αλα − λ̄α̇µα̇)− 2ξξ̄ − c ≈ 0 (5.86)
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ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì (5.64), çàïèñàííûì â òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ (5.84).

Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà (5.85) ÷àñòèöû ÂÑ âîñïðîèçâîäèò òâèñòîð�

íóþ ÷àñòèöó ÂÑ, ðàññìîòðåííóþ â [96, 97]. Âñëåäñòâèå ñâÿçè (5.86), ìû ìî�

æåì îòêàëèáðîâàòü ïåðåìåííûå ξ, ξ̄ êàê äåëàëîñü ðàíüøå. Êàê ðåçóëüòàò

ýòîãî, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó, îïèñûâàåìóþ äåéñòâèåì (5.12). Òâèñòîðíàÿ ñè�

ñòåìà (5.12) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêæå ïðÿìî èç ñèñòåìû (5.17) ïîñðåä�

ñòâîì ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ òâèñòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé µ̄α = yα+ λ̄β̇x
β̇α,

µα̇ = ȳα̇ + xα̇βλβ. Ýòî îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâà�

ëåíòíîñòè ñèñòåì (5.17) è (5.62).

Êâàíòîâàíèå â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå (5.85) ïîðîæäàåò òîò æå

ñïåêòð, ÷òî áûë ïîëó÷åí ðàíåå. Â �òâèñòîðíîì ïðåäñòàâëåíèè�, êîãäà λα, µ
α̇

è ξ ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè, òâèñòîðíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ G(q−2)(λ, µ, ξ)

óäîâëåòâîðÿåò êâàíòîâîìó àíàëîãó ñâÿçåé (5.86)(
−λα

∂

∂λα
− µα̇ ∂

∂µα̇
− ξ ∂

∂ξ

)
G(q−2) = (q − 2)G(q−2) . (5.87)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì îïèñàíèè ïîëó÷àåòñÿ

ïî àíàëîãèè ñî ñòàíäàðòíûì òâèñòîðíûì ïîäõîäîì [78]. Ìû ïîäñòàâëÿåì

óñëîâèÿ èíöèäåíòíîñòè (5.84) äëÿ ïåðåìåííûõ µα̇ è ξ â òâèñòîðíóþ âîëíî�

âóþ ôóíêöèþ è âûïîëíÿåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

F (q)(xL, ζ, y, ȳL, η) =

∫
d2λ eiy

αλαG(q−2)(λα, ȳ
α̇
L
+ xα̇β

L
λβ, η + ζβλβ) . (5.88)

Îòìåòèì, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (5.88) ñîäåðæèò Ôóðüå-ýêñïîíåí�

òó, â îòëè÷èå îò èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïåíðîóçà [78].

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü òâèñòîðíîãî ïîëÿ G(q−2) , ëåã�

êî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëå F (q), îïðåäåëåííîå â (5.88), àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâî�

ðÿåò óðàâíåíèÿì (5.76), (5.77) è (5.78). Òàêèì îáðàçîì, òâèñòîðíàÿ ôîðìóëè�

ðîâêà ðàçðåøàåò óðàâíåíèÿ (5.76), (5.77) è (5.78) â òåðìèíàõ íåîãðàíè÷åííîãî

�ïðåïîòåíöèàëà� G(q−2)(λ, µ, ξ).

5.3.4. Ñèììåòðèè ìóëüòèïëåòîâ ÂÑ

Àíàëèç ñèììåòðèé �ìàñòåð-ìîäåëè� ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì â

òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå, êîãäà ðàçëè÷íûå ìóëüòèïëåòû, îáëàäàþùèå
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U(1)-çàðÿäîì q, îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì óðàâíåíèåì (5.87). Ìû ìîæåì

íàéòè ñèììåòðèè ñëåäóÿ ìåòîäàì, èñïîëüçóåìûì â [115]. Ïîëÿ ÂÑ çàâèñÿò îò

òâèñòîðíûõ ïåðåìåííûõ Za = (λα, µ
α̇), a = 1, ..., 4 , è êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðà

ξ. Ãåíåðàòîðû ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ìîíîìîâ Za, ξ ïðîèç�

âîëüíîé ñòåïåíè è èõ ïðîèçâîäíûõ ∂
∂Za

, ∂
∂ξ è ñîõðàíÿþùèìè óðàâíåíèå (5.87),

çàïèñûâàåìîå â âèäå(
Û − q̂

)
G(q̂) = 0 , Û ≡ −Za

∂

∂Za
− ξ ∂

∂ξ
, q̂ ≡ q − 2 . (5.89)

Ðàññìîòðèì ãåíåðàòîðû

T {N}(Z, ξ) ≡ T ⟨N ;K⟩(Z, ξ) = T ⟨N⟩(Z) · T ⟨K⟩(ξ) , N = N +K , (5.90)

â êîòîðûõ îïåðàòîðû

T ⟨N⟩(Z) ≡ T (n,m)(Z) ≡ T b1···bma1···an (Z) = Za1 · · ·Zan
∂

∂Zb1
· · · ∂

∂Zbm
, N = n+m

(5.91)

äåéñòâóþò â òâèñòîðíîì ñåêòîðå, òîãäà êàê

T ⟨K⟩(ξ) ≡ T (k, l)(ξ) = ξk
∂ l

∂ξ l
, K = k + l (5.92)

äåéñòâóþò íà ñêàëÿð ξ. Ãåíåðàòîðû (5.90) îáðàçóþò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåá�

ðó (ïî ìîäóëþ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ)[
T {N}, T {M}

]
=
N+M−2∑
L=0

T {L} . (5.93)

Àëãåáðà ñèììåòðèè ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìûõ ïîëåì ÂÑ G(q̂), îáðàçîâàíà

ãåíåðàòîðàìè F (n,m; k, l) èç (5.90), êîììóòèðóþùèìè ñ îïåðàòîðîì (5.89):[
F (n,m; k, l), Û

]
= 0 . (5.94)

Èñïîëüçóÿ
[
T (n,m; k, l), Û

]
= (n+ k −m− l)T (n,m; k, l) ìû íàõîäèì, ÷òî ãåíå�

ðàòîðàìè ñèììåòðèè F (n,m; k, l) ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðû (5.90) ñ n + k = m + l.

Ìû îáîçíà÷àåì ýòó áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó ïîñðåäñòâîì hsc(3, 2) (àáðåâè�

àòóðà hsc îáîçíà÷àåò higher spin conformal), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ïðèñóòñòâèå

êîíå÷íîìåðíîé ïîäàëãåáðû u(3, 2) ñ ãåíåðàòîðàìè

Fa
b = Za

∂

∂Zb
, Fa = Za

∂

∂ξ
, F b = ξ

∂

∂Zb
, F = ξ

∂

∂ξ
. (5.95)
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Ãåíåðàòîðû Fa
b îáðàçóþò àëãåáðó u(2, 2), êîòîðàÿ åñòü ðàñøèðåíèåì êîí�

ôîðìíîé àëãåáðû su(2, 2) ãåíåðàòîðîì òâèñòîðíûõ ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé

(5.89). Îïåðàòîðû Fa, F
b ãåíåðèðóþò òðàíñëÿöèè áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèè

è áîçîííûå ñóïåðêîíôîðìíûå áóñòû [178]. Ïîäàëãåáðà hsc(2, 2), îáðàçîâàí�

íàÿ ÷èñòî òâèñòîðíûìè ãåíåðàòîðàìè (5.91) ñ n = m, ïðîèçâîäèò àëãåáðû

âûñøèõ ñïèíîâ, èçó÷åííûõ â [253, 114, 115].

Àëãåáðà hsc(3, 2) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ïîñêîëüêó ñîäåðæèò èäåàëû Iq̂,

íàòÿíóòûå íà ýëåìåíòû

H(n,m; k, l) =
(
Û − q̂

)
F (n,m; k, l) . (5.96)

Îäíàêî, îïåðàòîðû (5.96) ñòàíîâÿòñÿ òðèâèàëüíûìè íà ìóëüòèïëåòå ÂÑ

G(q̂). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå G(q̂) àññîöèèðîâàíî ñ ôàêòîð-àëãåáðîé hscq̂(3, 2) =

hsc(3, 2)/Iq̂. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêòîð-àëãåáðû hscq̂(3, 2) èãðàþò ðîëü �ïåðâè÷�

íûõ� àëãåáð ñèììåòðèè äëÿ ìóëüòèïëåòîâ ÂÑ G(q̂) , ðàññìàòðèâàåìûõ êàê

ìîäóëè. Çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì äðóãèå ñèììåòðèè ìóëüòèïëåòîâ ÂÑ, êî�

òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñêðûòûìè â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå (ñì. êîììåíòàðèè â

[177, 180]).

5.4. Áåçìàññîâàÿ D = 4 ñóïåð÷àñòèöà âûñøèõ ñïèíîâ ñ

N = 1 ñóïåðñèììåòðèåé è åå áîçîííûì àíàëîãîì

Öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè áåçìàññîâîé ÷åòûðåõ�

ìåðíîé ñóïåð÷àñòèöû, îáëàäàþùåé îáû÷íîé N = 1 ñóïåðñèììåòðèåé è åå

áîçîííûì àíàëîãîì. Êàê áûëî ïîêàçàíî â Ðàçäåëå 5.1, òàêàÿ ñèñòåìà â ÷è�

ñòî áîçîííîì ïðåäåëå (5.19) îáëàäàåò SU(3, 2) ⊃ SU(2, 2) ñèììåòðèåé, êî�

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé Sp(8) ⊃ SU(2, 2) ñèììåòðèè âûñøèõ ñïèíîâ

â ñëó÷àå òåíçîðíîé ÷àñòèöû è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîçîííûé àíàëîã N = 1,

D = 4 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè SU(2, 2|1) . Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîò�

ðèì N = 1 ñóïåððàñøèðåíèå ìîäåëè (5.19). Ñóïåðñèììåòðèçàöèÿ ìîäåëè

(5.19) áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïåðåõîäîì ê ñóïåð÷àñòèöå, äâèæóùåéñÿ â ñïè�

íîðíî-ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî (xαα̇, ζα, ζ̄ α̇, θα, θ̄α̇), ãäå θα �

ãðàññìàíîâà ñïèíîðíàÿ êîîðäèíàòà. Îáîáùåííàÿ êîíôîðìíàÿ ñóïåðñèììåò�

ðèÿ ýòîé ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ ñóïåðãðóïïîé SU(3, 2|1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çà�
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ìûêàíèåì ñòàíäàðòíîé ÷åòûðåõìåðíîé N = 1 ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè

SU(2, 2|1) è åå áîçîííîãî àíàëîãà � ãðóïïû SU(3, 2). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì

ðàçäåëå ìû çàâåðøèì àíàëèç âñåõ âîçìîæíûõ ñóïåðñèììåòðèçàöèé êîíôîðì�

íîé ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèëëþñòðîâàíû ñëåäóþùåé äèàãðàììîé

SU(2, 2) SU(2, 2|1)

SU(3, 2) SU(3, 2|1) ,

-

-
? ?

ãäå âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè óêàçûâàþò �áîçîííóþ ñóïåðñèììåòðèçàöèþ�, òîãäà

êàê ãîðèçîíòàëüíûå � ñòàíäàðòíóþ íå÷åòíóþ N = 1 ñóïåðñèììåòðèçàöèþ.

5.4.1. Äåéñòâèå è ñèììåòðèè

Ñóïåððàñøèðåíèå ÷àñòèöû ÂÑ (5.19) îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

S =

∫
dτ
(
Pαα̇W

α̇α − ePαα̇P αα̇
)
, (5.97)

ãäå

W α̇α = ẋα̇α − iθ̄α̇θ̇α + i ˙̄θα̇θα − iζ̄ α̇ζ̇α + i ˙̄ζ α̇ζα . (5.98)

Äåéñòâèå (5.97) ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê îáîáùåíèå íà âûñøèå ñïèíû

äåéñòâèÿ N = 1, D = 4 ñóïåð÷àñòèöû Áðèíêà-Øâàðöà [23] ïîñðåäñòâîì

äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ÷åòíûõ ñïèíîðíûõ ïåðåìåííûõ ζα, ζ̄ α̇.

Ñóïåðòâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè (5.97) îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ êîì�

ìóòèðóþùèìè âåéëåâñêèìè ñïèíîðàìè λα, µ
α̇ è äâóìÿ ñêàëÿðàìè ξ, χ , êîì�

ìóòèðóþùèì è àíòèêîììóòèðóþùèì ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòå îíè îáðàçóþò

SU(3, 2|1) ñóïåðòâèñòîð. Ñîîòíîøåíèÿ (5.22) îáîáùàþòñÿ ê âèäó:

µα̇ = xα̇αλα + i θ̄α̇χ+ i ζ̄ α̇ξ , χ = θαλα , ξ = ζαλα . (5.99)

Äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû xα̇α îíè ïîäðàçóìåâàþò óñëîâèå íà SU(3, 2|1) íîðìó

U ≡ i(µ̄αλα − λ̄α̇µα̇)− 2ξ̄ξ − 2χ̄χ ≈ 0 . (5.100)

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñóïåðòâèñòîðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.99) è äîáàâëåíèÿ

ñâÿçè (5.100) ñ ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåì äåéñòâèå (5.97), ñ òî÷íîñòüþ äî
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ãðàíè÷íîãî ÷ëåíà, ïðèíèìàåò âèä

S =

∫
dτ
[
λα ˙̄µ

α + λ̄α̇µ̇
α̇ + i( ˙̄ξξ − ξ̄ξ̇) + i( ˙̄χχ− χ̄χ̇)− ΛU

]
. (5.101)

Ïîäîáíî áîçîííîìó ñëó÷àþ, U â (5.101) ÿâëÿåòñÿ U(1) òîêîì, òîãäà êàê Λ(τ)

� U(1) êàëèáðîâî÷íîå ïîëå.

Øåñòèêîìïîíåíòíûé SU(3, 2|1) ñóïåðòâèñòîð è åãî êîìïëåêñíî-ñîïðÿ�

æåííûé ïàðàìåòðèçóþò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ìîäåëè. Îòìåòèì, ÷òî ñêîáêè

Ïóàññîíà ôåðìèîííûõ ñêàëÿðîâ ðàâíû {χ, χ̄}
P
= i

2 . Ïîëíûé íàáîð ãåíåðàòî�

ðîâ ñóïåðñèììåòðèè, ñîõðàíÿþùèõ ñâÿçü (5.100), ñîäåðæèò ãåíåðàòîðû (3.12),

(3.13), (5.26), (5.27) è íîâûå ãåíåðàòîðû, ñîäåðæàùèå íå÷åòíûé ñêàëÿð χ :

• Ãåíåðàòîðû íå÷åòíûõ ñóïåðòðàíñëÿöèé è ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòîâ

Qα = 2i χ̄λα , Q̄α̇ = −2i χλ̄α̇ , (5.102)

Sα = 2i χ µ̄α , S̄α̇ = −2i χ̄ µα̇ ; (5.103)

• Ãåíåðàòîðû äîïîëíèòåëüíûõ íå÷åòíûõ ñèììåòðèé

I = 2i ξ̄ χ , Ī = −2i ξ χ̄ ; (5.104)

• Âòîðîé U(1) ãåíåðàòîð

Ã = i
2(µ̄

αλα − λ̄α̇µα̇)− 4χ̄χ . (5.105)

Ìíîæåñòâî ãåíåðàòîðîâ (3.12), (3.13), (5.26), (5.27) è (5.102)-(5.105) îáðàçóþò

àëãåáðó SU(3, 2| 1), èìåþùóþ ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

︸ ︷︷ ︸
SU(3,2)

Rα R̄α̇ Cα C̄ α̇ A

SU(2,2| 1)︷ ︸︸ ︷
Pαβ̇ Lαβ L̄α̇β̇ Kαβ̇ D Qα Q̄α̇ Sα S̄α̇ Ã I Ī .

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà U â (5.100) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé íîðìîé â ãðàäóèðî�

âàííîì ïðîñòðàíñòâå SU(3, 2| 1) ñóïåðòâèñòîðîâ.
Îòìåòèì, ÷òî ãåíåðàòîðû íå÷åòíîé ñóïåðñèììåòðèè Qα, Q̄α̇, S

α, S̄α̇ è

íå÷åòíûå SU(1|1) ãåíåðàòîðû I, Ī âîñïðîèçâîäÿò âñþ SU(3, 2|1) ñóïåðàëãåáðó
êàê èõ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Íå÷åòíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå òðàíñëÿöèè
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è ñóïåðêîíôîðìíûå áóñòû ãåíåðèðóþò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðòâè�

ñòîðíûõ êîìïîíåíò

δλα = 2iηαχ , δµα̇ = 2iε̄α̇χ , δχ = εαλα − η̄α̇µα̇ , (5.106)

ãäå εα è ηα ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàññìàíîâûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðå�

îáðàçîâàíèÿ ñóïåðïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå (5.97) ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç (5.106) è ñîîòíîøåíèé (5.99). Íàïðèìåð,

• íå÷åòíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå òðàíñëÿöèè

δxα̇α = i(ε̄α̇θα − θ̄α̇εα) , δθα = εα , δζα = 0 ; (5.107)

• íå÷åòíûå ñóïåðêîíôîðìíûå áóñòû

δxα̇α = i(θ̄α̇η̄β̇x
β̇α−xα̇βηβθα)+ (θη+ η̄θ̄) θ̄α̇θα− (η̄ζ̄) θ̄α̇ζα+(ζη) ζ̄ α̇θα , (5.108)

δθα = −2i(θη)θα − η̄β̇(x
β̇α + iθ̄β̇θα + iζ̄ β̇ζα) , δζα = −2i (ζη) θα . (5.109)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðîèçâîäÿùèå ãåíåðàòîðàìè (5.104), ïåðåâîäÿò íå÷åòíûå è

÷åòíûå ñêàëÿðû äðóã â äðóãà

δχ = σ̄ξ , δξ = −σχ . (5.110)

Â òåðìèíàõ ñóïåðïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.110) ïðè�

âîäÿò ê ïåðåìåøèâàíèþ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ êîîðäèíàò

δθα = σ̄ζα , δζα = −σθα . (5.111)

5.4.2. Êâàíòîâàíèå

Íåïðèâîäèìûå ñâÿçè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ

Ìîäåëü (5.97) õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàññîâîé ñâÿçüþ T ≡ Pαα̇P
αα̇ ≈ 0 è äâó�

ìÿ ìíîæåñòâàìè ñïèíîðíûõ ñâÿçåé: íå÷åòíûõ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé

Dα ≡ Pα + iPαα̇θ̄
α̇ ≈ 0 , D̄α̇ ≡ P̄α̇ + iθαPαα̇ ≈ 0 (5.112)

è ÷åòíûõ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé

∇α ≡ πα + iPαα̇ζ̄
α̇ ≈ 0 , ∇̄α̇ ≡ π̄α̇ − iζαPαα̇ ≈ 0 , (5.113)
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ãäå πα, π̄α̇ è Pα, P̄α̇ � èìïóëüñû äëÿ ζα, ζ̄ α̇ è θα, θ̄α̇, ñîîòâåòñòâåííî. Íåíóëå�

âûå êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû [xα̇α, Pββ̇]P = δαβδ
α̇
β̇
, {θα, Pβ}P = δαβ ,

[ζα, πβ]P = δαβ . Ñïèíîðíûå ñâÿçè (5.112) òàêèå æå, êàê â ñóïåð÷àñòèöå Áðèíêà�

Øâàðöà [23], òîãäà êàê (5.113) ñîâïàäàþò ñî ñâÿçÿìè áîçîííîé ÷àñòèöû ÂÑ

(ñì. (3.46)). Íåíóëåâûå ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé ðàâíû

{Dα, D̄α̇}P = 2iPαα̇ , [∇α, ∇̄α̇]P = 2iPαα̇ . (5.114)

Ìàññîâàÿ ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ ïåðâîãî ðîäà. Ïîëîâèíà ñïèíîðíûõ ñâÿçåé

� ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå âûäåëÿþòñÿ óìíîæåíèåì ñïèíîðíûõ ñâÿçåé

íà ñïèíîð ζ̄ α̇Pαα̇ è åãî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé. Ñâÿçè âòîðîãî ðîäà ïîëó�

÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîåêòèðîâàíèÿ ñïèíîðíûõ ñâÿçåé íà ζα è ê.ñ. Òàêèì

îáðàçîì, íå÷åòíûå ñâÿçè (5.112) ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå ñâÿçè âòîðîãî ðîäà

G ≡ ζαDα ≈ 0 , Ḡ ≡ ζ̄ α̇D̄α̇ ≈ 0 (5.115)

è äâå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

F ≡ ζ̄α̇P
αα̇Dα ≈ 0 , F̄ ≡ ζαP

αα̇D̄α̇ ≈ 0 . (5.116)

Àíàëîãè÷íî, ÷åòíûå ñâÿçè (5.113) ñîäåðæàò äâå ñâÿçè âòîðîãî ðîäà

G ≡ ζα∇α ≈ 0 , Ḡ ≡ ζ̄ α̇∇̄α̇ ≈ 0 (5.117)

è äâå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

F ≡ ζ̄α̇P
αα̇Dα ≈ 0 , F̄ ≡ ζαP

αα̇∇̄α̇ ≈ 0 . (5.118)

Ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé (5.116), (5.118) ïðîïîðöèîíàëüíû ìàññîâîé ñâÿçè.

Íå÷åòíûå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà (5.116) ãåíåðèðóþò (íåïðèâîäèìóþ) ëîêàëüíóþ

ôåðìèîííóþ κ-ñèììåòðèþ. Àíàëîãè÷íî, ÷åòíûå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà (5.118)

ãåíåðèðóþò áîçîííóþ κ-ñèììåòðèþ.

Ìû áóäåì âûïîëíÿòü êâàíòîâàíèå ïî Ãóïòå-Áëåéëåðó. Ïðèíèìàÿ âî âíè�

ìàíèå, íàïðèìåð, ÷òî ñâÿçè G ≈ 0 è F ≈ 0 ýêâèâàëåíòíû ñâÿçÿì Dα ≈ 0 , è

ò.ä., ìû ìîæåì íàëîæèòü íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ , ïîìèìî ñâÿçè T Ψ = 0,

îäèí íàáîð íå÷åòíûõ ñâÿçåé:

íå÷åòíûé êèðàëüíûé: D̄α̇Ψ = 0 , (ζ̄α̇P
α̇αDα)Ψ = 0 , (5.119)
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èëè íå÷åòíûé àíòèêèðàëüíûé: DαΨ = 0 , (ζαP
α̇αD̄α̇)Ψ = 0 (5.120)

è îäèí íàáîð ÷åòíûõ ñâÿçåé,

÷åòíûé êèðàëüíûé: ∇̄α̇Ψ = 0 , (ζ̄α̇P
α̇α∇α)Ψ = 0 , (5.121)

èëè ÷åòíûé àíòèêèðàëüíûé: ∇αΨ = 0 , (ζαP
α̇α∇̄α̇)Ψ = 0 . (5.122)

Ñóïåðêîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîëåâûõ óðàâíåíèé

Ïðè êâàíòîâàíèè ìîäåëè (5.97) ðàññìàòðèâàåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ =

Ψ(x, ζ, ζ̄, θ, θ̄), ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëåäóþùåé ðåàëèçàöèè èìïóëüñíûõ îïåðàòî�

ðîâ P̂αα̇ = −i ∂αα̇, π̂α = −i ∂/∂ζα, ˆ̄πα̇ = −i ∂/∂ζ̄ α̇, P̂α = i ∂/∂θα, ˆ̄Pα̇ = i ∂/∂θ̄α̇.

Òîãäà âûðàæåíèÿ (5.112), (5.113) ñòàíîâÿòñÿ íå÷åòíûìè

Dα = i(∂/∂θα − i∂αα̇θ̄α̇) , D̄α̇ = i(∂/∂θ̄α̇ − iθα∂αα̇) (5.123)

è ÷åòíûìè

∇α = −i(∂/∂ζα + i∂αα̇ζ̄
α̇) , ∇̄α̇ = −i(∂/∂ζ̄ α̇ − iζα∂αα̇) . (5.124)

êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå (5.123), (5.124) è ∂α̇α ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäó�

þùèì îáðàçîì ïðè íå÷åòíûõ ñóïåðêîíôîðìíûõ áóñòàõ (5.108), (5.109)

δDα = −2iθαηβDβ + 2i(η̄θ̄)Dα + 2i(ζη)∇α ,

δD̄α̇ = −2iθ̄α̇η̄β̇D̄β̇ − 2i(θη)D̄α̇ + 2i(η̄ζ̄)∇̄α̇ ,
(5.125)

δ∇α = 2iηαθ
β∇β − 2i(η̄ζ̄)Dα , δ∇̄α̇ = 2iη̄α̇θ̄

β̇∇̄β̇ + 2i(ζη)D̄α̇ , (5.126)

δ ∂α̇α = 2i∂α̇βθβ η
α − 2iη̄α̇ θ̄β̇∂

β̇α + iD̄α̇ηα − iη̄α̇Dα . (5.127)

Òàêèì îáðàçîì, ñóïåðêîíôîðìíàÿ êîâàðèàíòíîñòü òðåáóåò, ÷òîáû ïîëå Ψ óäî�

âëåòâîðÿëî èëè óñëîâèÿì êèðàëüíîñòè (5.119), (5.121) èëè àíòèêèðàëüíîñòè

(5.120), (5.122). Ìû ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

1) êèðàëüíûé ñëó÷àé

2Ψ = 0 , D̄α̇Ψ = 0 , ∇̄α̇Ψ = 0 ,

(ζ̄α̇∂
α̇αDα)Ψ = 0 , (ζ̄α̇∂

α̇α∇α)Ψ = 0 ;
(5.128)



284

2) àíòèêèðàëüíûé ñëó÷àé

2Ψ = 0 , DαΨ = 0 , ∇αΨ = 0 ,

(ζα∂
α̇αD̄α̇)Ψ = 0 , (ζα∂

α̇α∇̄α̇)Ψ = 0 ,
(5.129)

ãäå 2 ≡ ∂α̇α∂αα̇ . Íèæå ðàññìîòðèì êèðàëüíûé ñëó÷àé (5.128) � àíòèêèðàëü�

íûé ñëó÷àé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåíèÿ.

Èç àëãåáðû ñïèíîðíûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (5.123), (5.124) ñëå�

äóåò, ÷òî óðàâíåíèå 2Ψ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ óðàâíåíèé (5.128).

Ïðèìåíÿÿ ∇̄α̇ ê ïîñëåäíèì äâóì óðàâíåíèÿì â (5.128), ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíè

ñâîäÿòñÿ ê ∂α̇αDαΨ = 0, ∂α̇α∇αΨ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî óðàâíåíèé

(5.128) ýêâèâàëåíòíî áîëåå ïðîñòîìó íàáîðó

D̄α̇Ψ = 0 , ∇̄α̇Ψ = 0 , ∂α̇αDαΨ = 0 , ∂α̇α∇αΨ = 0 . (5.130)

Ïðîâåðèì ñóïåðêîíôîðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé.

Èñïîëüçóÿ (5.125)�(5.127), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âàðèàöèè

δ2 = −2i(θη − η̄θ̄)2− 2i(ηα∂αα̇D̄
α̇ + η̄α̇∂

α̇αDα) , (5.131)

δ (∂α̇αDα) = 4i(η̄θ̄) ∂α̇αDα + 2i(ζη) ∂α̇α∇α

+iηαDαD̄
α̇ − iη̄α̇DαDα − 2ηα∂

α̇α ,
(5.132)

δ (∂α̇α∇α) = −2i(θη) ∂α̇α∇α − 2iη̄α̇θ̄β̇∂
β̇β∇β

−2i(η̄ζ̄) ∂α̇αDα + iηα∇αD̄
α̇ − iη̄α̇Dα∇α ,

(5.133)

δ (DαDα) = 2i(θη + 2η̄θ̄)DαDα − 4i(ζη)Dα∇α − 4ηαDα , (5.134)

δ (Dα∇α) = 2i(η̄θ̄)Dα∇α + 2i(η̄ζ̄)DαDα − 2ηα∇α . (5.135)

Ýòè çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê äâóì ñëåäñòâèÿì îòíîñèòåëüíî ñó�

ïåðêîíôîðìíîé êîâàðèàíòíîñòè íàáîðà óðàâíåíèé (5.130). Âî-ïåðâûõ, åäèí�

ñòâåííûì ñïîñîáîì êîìïåíñàöèè ïîä÷åðêíóòîé ÷àñòè â (5.132) åñòü ñëåäóþ�

ùèé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Ψ îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ñóïåðñèììåòðèè:

δΨ = −2i(θη)Ψ . (5.136)

Âî-âòîðûõ, ñóïåðêîíôîðìíàÿ êîâàðèàíòíîñòü òðåáóåò äîáàâëåíèÿ äâóõ âîë�

íîâûõ óðàâíåíèé, äîïîëíèòåëüíî ê (5.130). Èìåííî, òðåáóåòñÿ íàëîæèòü äî�

ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ DαDαΨ = 0 è Dα∇αΨ = 0. Òîãäà, ïîä÷åðêíóòûå
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÷ëåíû â ïðåîáðàçîâàíèÿõ (5.134), (5.135) êîìïåíñèðóþòñÿ áëàãîäàðÿ çàêîíó

ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.136) äëÿ Ψ. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé

D̄α̇Ψ = 0 , ∇̄α̇Ψ = 0 , DαDαΨ = 0 , Dα∇αΨ = 0 (5.137)

ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ñóïåðñèììåòðèè. Ýòîò íà�

áîð óðàâíåíèé êîâàðèàíòåí òàêæå îòíîñèòåëüíî SU(1|1) íå÷åòíûõ ïðåîáðà�

çîâàíèé (5.111)

δDα = σ∇α , δD̄α̇ = −σ̄∇̄α̇ , δ∇α = σ̄Dα , δ∇̄α̇ = σD̄α̇ (5.138)

è, ñëåäîâàòåëüíî, êîâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìûêàíèÿ ýòèõ ïðåîáðàçîâà�

íèé, ò.å. ïîëíîé ñóïåðãðóïïû SU(3, 2|1) . Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ìèíè�

ìàëüíûé íàáîð (5.137) SU(3, 2|1) êîâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèÿ âòîðî�
ãî ïîðÿäêà â (5.130) òåïåðü ñëåäóþò êàê óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè äëÿ óðàâ�

íåíèé (5.137).

Ñóïåðêîíôîðìíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÂÑ

Óñëîâèÿ êèðàëüíîñòè D̄α̇Ψ = 0 è ∇̄α̇Ψ = 0 ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ Ψ îïðåäåëåíà íà êèðàëüíîì ñóïåðïðîñòðàíñòâå

xα̇α
L

= xα̇α + iζ̄ α̇ζα + iθ̄α̇θα , ζα , θα , (5.139)

ò.å. Ψ=Ψ
L
(x

L
, ζ, θ) . Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóïåðêîí�

ôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, íå÷åòíûå ñóïåðñèììåòðè÷íûå òðàíñ�

ëÿöèè è ñóïåðêîíôîðìíûå áóñòû (5.107)-(5.109) äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðà�

çîì
δxα̇α

L
= 2iε̄α̇θα − 2ixα̇β

L
ηβθ

α ,

δθα = εα − 2i(θη) θα − η̄β̇xβ̇αL
, δζα = −2i(ζη) θα .

(5.140)

Ðàçëîæåíèå ñóïåðïîëÿ Ψ
L
(x

L
, ζ, θ) ïî ÷åòíîé ñïèíîðíîé êîîðäèíàòå

Ψ
L
=

∞∑
k=0

ζα1 . . . ζαkΦ(k)
α1...αk

(x
L
, θ) (5.141)

ñîäåðæèò êèðàëüíûå ñóïåðïîëÿ ñ âíåøíèìè ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè

Φ(k)
α1...αk

(x
L
, θ) = A(k)

α1...αk
+ θβψ

(k+1)
(α1...αkβ)

+ θ(αk
φ
(k−1)
α1...αk−1)

+ θ2B(k)
α1...αk

. (5.142)
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Óðàâíåíèÿ DαDαΨ = 0 è Dα∇αΨ = 0 ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ

ïåðâûõ äâóõ êîìïîíåíòíûõ ïîëåé

∂α̇α1A(k)
α1...αk

= 0 , ∂α̇α1ψ(k+1)
α1...αk+1

= 0 (5.143)

è çàíóëÿþò ïîñëåäíèå äâå âñïîìîãàòåëüíût êîìïîíåíòû

φ(k−1)
α1...αk−1

= 0 , B(k)
α1...αk

= 0 . (5.144)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé íàøåé ìîäåëè îáðàçîâàíî áåñêîíå÷�

íûì íàáîðîì áåçìàññîâûõ ñóïåðìóëüòèïëåòîâ (5.142), êîòîðûå îáúåäèíåíû â

îäíî êèðàëüíîå ñóïåðïîëå ÂÑ Ψ
L
(x

L
, ζ, θ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñóïåðêîíôîðì�

íî êîâàðèàíòíûì óðàâíåíèÿì (5.137). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîëåâîå

îïèñàíèå áåçìàññîâûõ âûñøèõ ñïèíîâ â òåðìèíàõ ñóïåðïîëåâûõ íàïðÿæåííî�

ñòåé, êîãäà óðàâíåíèÿ (5.137) çàêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,

òàê è òîæäåñòâà Áüÿíêè.

Îòìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå äâîéíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ζ è θ èìååò ìåñòî

óäâîåíèå ñïèðàëüíîñòåé, èìåþùåå ìåñòî òàêæå ïðè êâàíòîâàíèè òåíçîðíîé

ñóïåð÷àñòèöû ÂÑ (ñì., íàïðèìåð, [97]). Òåì íå ìåíåå, ìîæíî èçáåæàòü òàêîãî

óäâîåíèÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âîëíîâàÿ ñóïåðôóíêöèÿ èìåëà ôèêñèðî�

âàííóþ ÷åòíîñòü ïðè îòðàæåíèè áîçîííûõ ñïèíîðíûõ êîîðäèíàò.

5.4.3. Êâàíòîâàíèå â òâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå è òâèñòîðíîå

ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñóïåðïîëåé ÂÑ

Îïèøåì êâàíòîâàíèå ÷èñòî òâèñòîðíîé ìîäåëè (5.101) â ïðåäñòàâëåíèè

ñ äèàãîíàëüíûìè îïåðàòîðàìè λα, µ
α̇, χ è ξ. Òâèñòîðíàÿ âîëíîâàÿ ñóïåðôóíê�

öèÿ Ψ̃ = Ψ̃(λ, µ, χ, ξ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(
λα

∂

∂λα
+ µα̇

∂

∂µα̇
+ χ

∂

∂χ
+ ξ

∂

∂ξ

)
Ψ̃ = cΨ̃ , (5.145)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé âåðñèåé ñâÿçè (5.100). Êîíñòàíòà c, îïðåäåëÿþ�

ùàÿ ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè òâèñòîðíîé âîëíîâîé ñóïåðôóíêöèè, ó÷èòûâàåò

íåîïðåäåëåííîñòü â óïîðÿäî÷åíèè êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ.

Ïåðåõîä îò òâèñòîðíîé âîëíîâîé ñóïåðôóíêöèè ê êèðàëüíîìó ñóïåðïî�

ëþ Ψ
L
(x

L
, ζ, θ) äîñòèãàåòñÿ ïóòåì òâèñòîðíûõ ïîëåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ



287

ýòîãî, ìû äåëàåì ïîäñòàíîâêè (5.99)

µα̇ = xα̇α
L
λα , χ = θαλα , ξ = ζαλα

â òâèñòîðíîì ñóïåðïîëå è âûïîëíÿåì èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ψ
L
(x

L
, θ, ζ) =

∮
(λdλ) Ψ̂(λ, x

L
λ, θλ, ζλ) (5.146)

ãäå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îïðåäåëåí êàê â [80]. Òâèñòîðíîå ñóïåðïîëå Ψ̂

â èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè (5.146) èìååò ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè −2 è ïî�
ëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì èç Ψ̃

Ψ̂(λ, µ, χ, ξ) = ξ−c−2Ψ̃(λ, µ, χ, ξ) . (5.147)

Ðàñêëàäûâàÿ òâèñòîðíîå ñóïåðïîëå (5.147) â ñëåäóþùèé ðÿä

Ψ̂(λ, x
L
λ, θλ, ζλ) =

∞∑
k=0

(ζλ)kΦ̂(k)(λ, x
L
λ, θλ) , (5.148)

è ïîäñòàâëÿÿ (5.148) â (5.146), ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå òâèñòîðíîå ïðåîáðà�

çîâàíèå äëÿ êèðàëüíûõ ñóïåðïîëåé [80]

Φ(k)
α1...αk

(x
L
, θ) =

∮
(λdλ)λα1

. . . λαk
Φ̂(k)(λ, x

L
λ, θλ) , (5.149)

Îòìåòèì, ÷òî êèðàëüíûå ñóïåðïîëÿ (5.149) ñîäåðæàò â ïîäèíòåãðàëüíîì ðàç�

ëîæåíèè ïî (θλ) òîëüêî ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû, ò.å. îíè îïðåäåëåíû íà ìàñ�

ñîâîé ïîâåðõíîñòè àâòîìàòè÷åñêè (ñì. (5.143), (5.144)).

5.5. Òâèñòîðíîå îïèñàíèÿ D = 4 ñòðóííûõ ìîäåëåé

Õîòÿ òâèñòîðû è ñóïåðòâèñòîðû [78, 80] èñïîëüçóþòñÿ â îñíîâíîì äëÿ

îïèñàíèÿ (ñóïåð)÷àñòèö è (ñóïåð)ñòðóí êàê àëüòåðíàòèâû ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîìó ïîäõîäó (ñì. íàïðèìåð, [117, 118, 99, 256]), â ïîñëåäíåå âðåìÿ

øèðîêèé êëàññ ïåðòóðáàòèâíûõ àìïëèòóä â N = 4 D = 4 ñóïåðñèììåòðè÷�

íîé òåîðèè ßíãà-Ìèëëñà [122] è êîíôîðìíîé ñóïåðãðàâèòàöèè (ñì. íàïðèìåð,

[130]) áûëè îïèñàíû ïðîñòûì ñïîñîáîì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðóí, äâèæóùèõ�

ñÿ â ñóïåðòâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ââåäåíèå êîìïëåêñíîé ñòðóê�

òóðû òâèñòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â òåîðèþ (ñóïåð)ñòðóí äàåò äîïîëíèòåëüíûå
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ñâÿçè ñ êîìïëåêñíîé ãåîìåòðèåé äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, îïèñû�

âàþùèõ êâàíòîâûå ñòðóíû â êðèòè÷åñêèõ ðàçìåðíîñòÿõ [258].

Íàøà öåëü â ýòîì ðàçäåëå, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ðàáîòàõ [179, 186], ñî�

ñòîèò â ïîëó÷åíèè ìàñòåð-äåéñòâèÿ òâèñòîðíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ êëàññè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíà D = 4 ìîäåëè Íàìáó-Ãîòî äëÿ ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì â îòëè÷èå

îò äðóãèõ èññëåäîâàíèé, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ìîäåëè òâèñòîð�

íûõ íóëü (ñóïåð)ñòðóí. Ìû ðàññìàòðèì ÷èñòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

ôîðìóëèðîâêó, ÷èñòîå òâèñòîðíîå îïèñàíèå è ïðîìåæóòî÷íóþ ñìåøàííóþ

òâèñòîðíî�ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåíóþ ôîðìóëèðîâêó, à òàêæå âçàèìîñâÿçü

ìåæäó ýòèìè ôîðìóëèðîâêàìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âçàèìîñâÿçè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé è òâèñòîðíîé

òàðãåòíûûõ ãåîìåòðèé íåîáõîäèìî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóííûå ñîîòíî�

øåíèÿ èíöèäåíòíîñòè Ïåíðîóçà, êîòîðûå îïèñûâàëè áû åäèíîîáðàçíî áåç�

ìàññîâûå è ìàññèâíûå ñîñòîÿíèÿ ñòðóííîãî ñïåêòðà. Êàê áûëî ïîêàçàíî â

ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàññèâíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì

îïèñûâàþòñÿ â áèòâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèå ñòðî�

èòñÿ èç ñëåäóþùåé îäèí-ôîðìû (a = 1, ..., 4 ÿâëÿåòñÿ SU(2, 2) èíäåêñîì,

i = 1, 2)

Θ(1) =
2∑
i=1

Θ
(1)
i =

2∑
i=1

(
Z̄aidZai − dZ̄aiZai

)
(5.150)

ñ ïîäõîäÿùå ââåäåííûìè ñâÿçÿìè. Äåéñòâèå, îïðåäåëÿþùåå òâèñòîðíóþ ôîð�

ìóëèðîâêó ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì, çàäàäèì âëîæåíèåì êàíîíè÷åñêîé äâà-ôîð�

ìû Ëèóâèëëÿ â áèòâèñòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Θ(2) = Θ
(1)
1 ∧Θ

(1)
2 . (5.151)

Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ïðè ïîñòðîåíèè áóäåò êëàññè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ýòîé òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêè ãàìèëüòîíîâûì ôîðìóëèðîâêàì D = 4 áî�

çîííîé ñòðóíû èëè ñ âåêòîðíûìè èëè ñ òåíçîðíûìè ñòðóííûìè èìïóëüñàìè.
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5.5.1. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ôîðìóëèðîâêè ñòðóíû ñ

íàòÿæåíèåì

Ñòðóíà ñ íàòÿæåíèåì â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî îïèñûâàåòñÿ

íåëèíåéíûì äåéñòâèåì Íàìáó-Ãîòî [259, 260]

S = −T
∫
d 2ξ

√
− det(gmn) (5.152)

ãäå ξm = (τ, σ) � êîîðäèíàòû ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè,

gmn = ∂mX
µ∂nXµ (5.153)

� èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêà íà ñòðóííîé ïîâåðõíîñòè, T � íàòÿæåíèå ñòðóíû.

Èíäåêñû m,n = 0, 1 ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè äâóõìåðíûìè ìèðîâûìè èíäåêñà�

ìè; µ, ν = 0, 1, 2, 3 åñòü âåêòîðíûå èíäåêñû òàðãåòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåõîä ê òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå îñóùåñòâëÿåòñÿ

÷åðåç ãàìèëüòîíîâó ôîðìóëèðîâêó. Â ñëó÷àå ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì (5.152)

åñòü ñëåäóþùèå äâå ãàìèëüòîíîâû êîíñòðóêöèè.

Ôîðìóëèðîâêà ñ âåêòîðíûìè èìïóëüñàìè

Ôîðìóëèðîâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì (5.152) îïðå�

äåëÿåòñÿ äåéñòâèåì [261]

S =

∫
d 2ξ

[
P m
µ ∂mX

µ + 1
2T (−h)

−1/2hmnP
m
µ P

µn
]
, (5.154)

èñïîëüçóþùèì âåêòîðíûå èìïóëüñíûå ïåðåìåííûå P m
µ (ξ). Êèíåòè÷åñêàÿ

÷àñòü äåéñòâèÿ (5.154) îïèñûâàåòñÿ äâà-ôîðìîé

Θ̃(2) = Pµ ∧ dXµ (5.155)

ãäå Pµ = P m
µ ϵmndξ

n, dXµ = dξm∂mX
µ, ò.å. â ôîðìóëèðîâêå (5.154) ïàðà

(P 0
µ , P

1
µ ) îáîáùåííûõ ñòðóííûõ èìïóëüñîâ îïðåäåëÿåò îäèí-ôîðìó.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìåòðèêè íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè hmn

P m
µ P

nµ − 1
2h

mnhklP
k
µ P

lµ = 0 (5.156)

îïèñûâàþò ñâÿçè Âèðàñîðî ïåðâîãî ðîäà.
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Âûðàæàÿ P m
µ â äåéñòâèè (5.154) ñ ïîìîùüþ èõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

P m
µ = −T (−h)1/2hmn∂nXµ, (5.157)

ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå âòîðîãî ïîðÿäêà [262]

S = −T
2

∫
d2ξ(−h)1/2hmn∂mXµ∂nXµ . (5.158)

Ôîðìóëèðîâêà ñ òåíçîðíûìè èìïóëüñàìè

Äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìóëèðîâêîé áîçîííîé ñòðóíû (5.152) ÿâëÿåò�

ñÿ ìîäåëü ñ òåíçîðíûìè èìïóëüñàìè. Îíà ïîëó÷àåòñÿ èç äâà-ôîðìû Ëèóâèë�

ëÿ
˜̃Θ(2) = PµνdX

µ ∧ dXν . (5.159)

Òàêàÿ ìîäåëü íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ èíòåðïðåòàöèåé ñòðóíû êàê äèíàìè�

÷åñêîé ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè, îïèñûâàåìîé ýëåìåíòàìè

dSµν = dXµ ∧ dXν = ∂mX
µ∂nX

νϵmnd2ξ . (5.160)

Ñòðóííîå äåéñòâèå ñ òåíçîðíûìè ìîìåíòàìè èìååò âèä

S =
√
2

∫
d 2ξ

[
Pµν ∂mX

µ∂nX
νϵmn − Λ

(
P µνPµν +

T 2

4

)]
. (5.161)

Âûðàæàÿ Pµν ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

P µν = 1
2ΛΠ

µν , Πµν ≡ ϵmn∂mX
µ∂nX

ν . (5.162)

Âàæíî, ÷òî ðåøåíèå (5.162) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâåííî ñâÿçè P µνP̃µν = 0,

ãäå P̃µν = 1
2ϵµνλρP

λρ. Ïîäñòàíîâêà (5.162) â äåéñòâèå (5.161) ïðîèçâîäèò äåé�

ñòâèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñì., íàïðèìåð, [263])

S = 1
2
√
2

∫
d 2ξ

[
Λ−1ΠµνΠµν − ΛT 2

]
, (5.163)

èñêëþ÷àÿ â êîòîðîì Λ è èñïîëüçóÿ

ΠµνΠµν = 2det(gmn), (5.164)

ìû ïîëó÷àåì ñòðóííîå äåéñòâèå Íàìáó-Ãîòî (5.152).
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5.5.2. Ñòðóíà ñ íàòÿæåíèåì â ñìåøàííîé òâèñòîðíî �

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ôîðìóëèðîâêå

Ñìåøàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñ âåêòîðíûìè èìïóëüñàìè

×òîáû ïîëó÷èòü èç äåéñòâèÿ (5.154) ñìåøàííîå ñïèíîðíî�ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííîå äåéñòâèå (5.167) ìû äîëæíû èñêëþ÷èòü ÷åòûðå-èìïóëü�

ñû Pm
µ ñ ïîìîùüþ ñòðóííîãî îáîáùåíèÿ ôîðìóë Êàðòàíà-Ïåíðîóçà (3.16),

(3.55). Íà êðèâîé ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè îíà èìååò âèä 1 [179, 186]

P m
αα̇ = e λ̃α̇ρ

mλα = e emn λ̃
i
α̇(ρ

n)i
jλαj . (5.165)

Òîãäà, âòîðîé ÷ëåí â ñòðóííîì äåéñòâèè (5.154) ïðèíèìàåò âèä

1
2T (−h)

−1/2hmnP
m
µ P

nµ = 1
2T e (λ

αiλαi)(λ̃
j
α̇λ̃

α̇
j ), (5.166)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè Tr(ρmρn) = 2hmn, ρm = emn ρ
n. Ïîäñòàâëÿÿ (5.165) è

(5.166) â äåéñòâèå (5.154), ìû ïîëó÷àåì ñòðóííîå äåéñòâèå [120]

S =

∫
d2ξ e

[
λ̃α̇ρ

mλα ∂mX
α̇α + 1

2T (λαiλαi)(λ̃
j
α̇λ̃

α̇
j )
]
, (5.167)

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñìåøàííóþ òâèñòîðíî�ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ

ôîðìóëèðîâêó áîçîííîé ñòðóíû. Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ïîëåâûå óðàâ�

íåíèÿ (5.156) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.165) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

Äåéñòâèå (5.167) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ ìàñøòàáíûõ è

ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

λ′αk = eck+iφkλαk, λ̄′ kα̇ = eck−iφkλ̄kα̇, (5.168)

e′ 1m + e′ 2m = e−2c1(e1m + e2m), e′ 1m − e′ 2m = e−2c2(e1m − e2m), (5.169)

ãäå ìû èñïîëüçóåì âåéëåâñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ D = 2 ìàòðèö Äèðàêà ρa,

êîãäà ïðîèçâåäåíèÿ ρ0ρa äèàãîíàëüíû. Ìû ìîæåì çàêðåïèòü îäíî ëîêàëüíîå

1 hmn = e
k
menk åñòü ìåòðèêà íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè, e

n
m � òåòðàäà, e

n
memk = δ

n
k , e = det(e

n
m) =

√
−h.

Èíäåêñû m,n = 0, 1 ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè d = 2 èíäåêñàìè, òîãäà êàê i, j = 1, 2 � d = 2 äèðàêîâñêèå

ñïèíîðíûå èíäåêñû. Ìû èñïîëüçóåì ÷åðòó äëÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ, λ̄iα̇ = (λαi), è òèëüäó � äëÿ

äèðàêîâñêîãî ñîïðÿæåíèÿ d = 2 ñïèíîðîâ, λ̃iα̇ = λ̄jα̇(ρ
0)j

i. (ρm)i
j � d = 2 ìàòðèöû Äèðàêà.
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ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ c = c1 + c2 è îäíî ëîêàëüíîå ôàçîâîå ïðåîáðà�

çîâàíèå ñ φ = φ1 + φ2 íàëîæåíèåì ñâÿçåé

A ≡ λαiλαi − T = 0 , Ā ≡ λ̄iα̇λ̄
α̇
i − T = 0 , (5.170)

ïîäîáíûì ñâÿçÿì äëÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû (3.57). Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ

vαi =
√

2
T λαi, v̄

i
α̇ =

√
2
T λ̄

i
α̇ ýòè ñâÿçè ñòàíîâÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè îðòîíîð�

ìèðîâàííîñòè (3.58) äëÿ ñïèíîðíûõ ëîðåíöåâûõ ãàðìîíèê [84, 88, 121].

Ïîñëå íàëîæåíèÿ ñâÿçåé (5.170) ìîäåëü (5.167) ïðèíèìàåò âèä

S =

∫
d2ξ
[
e emn λ̃

i
α̇(ρ

n)i
jλαj ∂mX

α̇α + T
2 e+ ΛA+ Λ̄Ā

]
, (5.171)

ãäå ñïèíîðû λ, λ̄ îãðàíè÷åíû ñîîòíîøåíèÿìè (5.170), êîòîðûå íàêëàäûâà�

þòñÿ äîïîëíèòåëüíî â (5.171) ñ ïîìîùüþ ëàãðàíæåâûõ ìíîæèòåëåé. Ïîñëå

ââåäåíèÿ áàçèñà ñâåòîâîãî êîíóñà äëÿ ìèðîâîé òåòðàäû e++
m = e0m + e1m,

e−−m = e0m − e1m è âåéëåâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ d=2 äèðàêîâñêèõ ìàòðèö

ïîëó÷èì äåéñòâèå ãàðìîíè÷åñêîé ñòðóíû [121, 125].

Ñìåøàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ñ òåíçîðíûìè èìïóëüñàìè

Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äåéñòâèÿ (5.167) íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæå�

íèå äëÿ òåòðàäû

enm = 2T
(λλ)(λ̄λ̄)

λ̃iα̇(ρ
n)i

jλαj ∂mX
α̇α . (5.172)

Ïîäñòàíîâêà åãî â (5.178) ïðîèçâîäèò ñëåäóþùåå ñòðóííîå äåéñòâèå

S=
√
2

∫
d2ξϵmn

(
Pαβ ∂mX

γ̇α∂nX
β
γ̇ +P̄α̇β̇ ∂mX

α̇γ∂nX
β̇
γ

)
, (5.173)

ãäå ñîñòàâíûå ñïèíîðû âòîðîãî ðàíãà

Pαβ =
√
2T

(λλ) λ
1
(αλ

2
β) , P̄α̇β̇ =

√
2T

(λ̄λ̄)
λ̄1(α̇λ̄

2
β̇)
. (5.174)

óäîâëåòâîðÿþò ñâÿçÿì

P αβPαβ = −T 2

4 , P̄ α̇β̇P̄α̇β̇ = −T 2

4 . (5.175)

Â ÷åòûðå-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ Pαβ = Pµνσ
µν
αβ, P̄α̇β̇ = −Pµνσµνα̇β̇ ñîîòíîøå�

íèÿ (5.175) ïðèíèìàþò âèä P µνPµν = −T 2

4 , P
µνP̃µν = 0 .
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Ñ ó÷åòîì äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (5.170), ôîðìóëèðîâêà (5.173)

ïðîèçâîäèò äåéñòâèå ãàðìîíè÷åñêîé ñòðóíû ñ òåíçîðíûìè ñòðóííûìè èì�

ïóëüñàìè (ñì., òàêæå, [264]).

5.5.3. ×èñòî òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà

Ââåäåì âòîðóþ ïîëîâèíó òâèñòîðíûõ êîîðäèíàò µα̇i , µ̄
αi ñ ïîìîùüþ ñî�

îòíîøåíèé èíöèäåíòíîñòè (3.17), (3.78), îáîáùåííûõ íà ñëó÷àé ñòðóíû

µα̇i (ξ) = X α̇β(ξ)λβi(ξ), µ̄αi(ξ) = λ̄i
β̇
(ξ)X β̇α(ξ). (5.176)

Òâèñòîðíûå ñòðóííûå ïîëÿ èìåþò ðàçíûå ìàññîâûå ðàçìåðíîñòè â îòëè÷èå îò

òâèñòîðíûõ êîîðäèíàò â ìåõàíèêå ÷àñòèö. Äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè ìû äîëæíû

ïðèñâîèòü â (5.165), (5.176) ñëåäóþùèå ðàçìåðíîñòè: [λαi] = m1, [µα̇i ] = m0.

Óñëîâèÿ èíöèäåíòíîñòè (5.176) ñ âåùåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí�

íîé ñòðóííîé êîîðäèíàòîé X α̇α ïîäðàçóìåâàþò ñâÿçè íà òâèñòîðíûå ïåðåìåí�

íûå

Vi
j ≡ λαiµ̄

αj − µα̇i λ̄
j
α̇ ≈ 0. (5.177)

Ìàòðèöà ýòèõ ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ àíòèýðìèòîâîé, (Vij) = −Vji.
Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèÿ (5.176) â (5.171). Èñïîëüçóÿ

P m
αα̇∂mX

α̇α = 1
2 e e

m
n

[
λ̃α̇ρ

n∂mµ
α̇ − µ̃αρn∂mλα

]
+ c.c.,

ïîëó÷àåì ñòðóííîå äåéñòâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â òâèñòîðíîé ôîðìóëèðîâêå

S =

∫
d2ξ
{

1
2 e e

m
n

[
λ̃α̇ρ

n∂mµ
α̇ − µ̃αρn∂mλα + c.c.

]
+

+T
2 e+ Λj

iVi
j + ΛA+ Λ̄Ā

}
, (5.178)

ãäå Λi
j = −(Λji), Λ, Λ̄ � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ñòðóííûõ òâèñòîðîâ

Zai(ξ) =
(
λαi(ξ), µ

α̇
i (ξ)

)
, Z̄ai(ξ) =

(
µ̄αi(ξ), −λ̄iα̇(ξ)

)
, (5.179)

ñâÿçè (5.177) ïðèíèìàþò âèä

Vi
j = ZaiZ̄

aj ≈ 0 . (5.180)



294

Ïîäñòàâëÿÿ â äåéñòâèå (5.178) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ òåòðàäû enm =

− 1
T

[
∂mZ̃

aρnZa − Z̃aρn∂mZa

]
, ìû ïîëó÷àåì íàøå îñíîâíîå òâèñòîðíîå ñòðóí�

íîå äåéñòâèå [179, 186]:

S =

∫
d 2ξ L , (5.181)

L = 1
4T ϵ

mnϵkl

[
∂mZ̃

bρkZb − Z̃bρk∂mZb

] [
∂nZ̃

aρlZa − Z̃aρl∂nZa

]
+

+Λj
iVi

j + ΛA+ Λ̄Ā , (5.182)

ãäå Z̃ai = Z̄aj(ρ0)j
i.

Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä D = 2 ìàòðèö Äèðàêà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûé

÷ëåí â ëàãðàíæèàíå (5.182) ðàâåí

1
T ϵ

mn
[
∂mZ̄

a1Za1−Z̄a1∂mZa1
][
∂nZ̄

b2Zb2−Z̄b2∂nZb2
]
,

ò.å. äåéñòâèå (5.182) èíäóöèðóåòñÿ íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè êàíîíè÷åñêîé

2-ôîðìîé (5.151) ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñâÿçÿìè (5.170) è (5.177).

5.5.4. Âçàèìîñâÿçè ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâîê ñòðóíû ñ

íàòÿæåíèåì

Ïîëó÷åíèå òâèñòîðíîé ìàñòåð-ôîðìóëèðîâêè ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì

(5.181) äàåò íàì òàêæå çàìêíóòóþ êàðòèíó ñâÿçåé ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé áî�

çîííîé ñòðóíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:
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äåéñòâèå (5.182)
òâèñòîðíîå ñòðóííîå
4-ëèíåéíîå ÷èñòî

ñ ðåïåðí. ïåðåìåí.
äåéñòâèå (5.178)
òâèñòîðíîå ñòðóííîå

ñòðóííûå òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.165), (5.176)

âåêòîð. èìïóëüñàìè
ñòðóíà (5.171) ñ
ãàðìîíè÷åñêàÿ

âåêòîð. èìïóëüñàìè
ëèðîâêà (5.167) ñ
ñìåøàííàÿ ôîðìó-

òåíçîð. èìïóëüñàìè
ñòðóíà ñ

ãàðìîíè÷åñêàÿ

òåíçîð. èìïóëüñàìè
ëèðîâêà (5.173) ñ
ñìåøàííàÿ ôîðìó-

âåêòîð. èìïóëüñàìè
ìóëèðîâêà (5.154) ñ
ïðîñòð.-âðåì. ôîð-

2-ãî ïîðÿäêà
äåéñòâèå (5.158)

ñòðóííîå

òåíçîð. èìïóëüñàìè
ìóëèðîâêà (5.161) ñ
ïðîñòð.-âðåì. ôîð-

4-ãî ïîðÿäêà
äåéñòâèå (5.163)

ñòðóííîå

äåéñòâèå (5.152)
ñòðóííîå
íåëèíåéíîå

�
�

@
@

Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà D = 4 ìåìáðàíû â áè-òâè�

ñòîðíîì ôîðìàëèçìå áûëà ïîñòðîåíà â [181].

5.6. Êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå òâèñòîðíîé ñòðóíû

Ïîëó÷åííîå òâèñòîðíîå ñòðóííîå äåéñòâèå (5.178) ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõëè�

íåéíûì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ òðóäíîñòü ïðè âûïîëíåíèè ïðîöåäóðû

êâàíòîâàíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷àåì áèëèíåéíóþ òâèñòîðíî-ñòðóííóþ

ìîäåëü, êîòîðàÿ âîçíèêàåò êàê ôèêñàöèÿ êàëèáðîâêè â íîâîé íåëèíåéíîé òâè�

ñòîðíîé ñòðóííîé ìîäåëè è ïðèâîäèò ñ d = 2 òâèñòîðíî-ñòðóííûì ïîëÿì ñî

ñòàíäàðòíûìè ïðàâèëàìè êâàíòîâàíèÿ ïî Ïåíðîóçó [119, 252].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàøèõ äåéñòâèé â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ñëåäóþùåé.

Ñíà÷àëà ìû ïðåîáðàçóåì äåéñòâèå (5.167) â 2-òâèñòîðíîå äåéñòâèå, â êîòîðîì

÷åòûðå-ëèíåéíûå ÷ëåíû óáåðåì ôèêñàöèåé êàëèáðîâêè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé
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(5.168), íî ñïîñîáîì îòëè÷íûì, ÷åì â (5.178). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èì

áèëèíåéíîå äåéñòâèå äëÿ òâèñòîðíîé ñòðóíû.

5.6.1. Òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà ñòðóííîé ìîäåëè ÑÑÒÂ

Ïðèìåíèì îáîáùåííûå ñîîòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè (5.176) äëÿ èñêëþ�

÷åíèÿ ñòðóííîãî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ïîëÿ Xµ(ξ) èç (5.167). Êàê ñëå�

äóåò èç (5.176), òâèñòîðíûå ïîëÿ Zai(ξ), Z̄
ai(ξ) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ÷åòû�

ðåì ñâÿçÿì: (5.177), (5.180). Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ èíöèäåíòíî�

ñòè (5.176) ìû ïîëó÷àåì

λ̃α̇ρ
mλα ∂mX

α̇α= 1
2(∂mZ̃

aρmZa − Z̃aρm∂mZa). (5.183)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.183) â (5.167) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâÿçè (5.180), ìû ïîëó�

÷àåì äåéñòâèå

S = 1
2

∫
d 2ξ e

(
∂mZ̃

aρmZa − Z̃aρm∂mZa

)
−
∫
d 2ξ

(
eMM̄

T + ΛijV
j
i

)
(5.184)

ãäå

M ≡ ϵijIabZaiZbj = λαiλαi, M̄ ≡ −ϵijIabZ̄aiZ̄bj = λ̄α̇iλ̄
α̇i, (5.185)

à Iab è Iab ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè òâèñòîðàìè [78], îïèñûâàåìûìè ñèí�

ãóëÿðíûìè 4× 4 ìàòðèöàìè Iab =

(
ϵαβ 0

0 0

)
, Iab =

(
0 0

0 ϵα̇β̇

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëè òâèñòîðíûõ ñòðóí Áåðêîâèöà [123] è Çèãåëÿ [124]

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç äåéñòâèÿ (5.184) â ïðåäåëå íóëåâîãî íàòÿæåíèÿ (ñì.

òàêæå [125]). Â âåéëåâñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ d = 2 ãàììà-ìàòðèö äåéñòâèå

ïðèíèìàåò âèä

S =

∫
d 2ξ eem−

(
Z̄a1∂mZa1 − ∂mZ̄a1Za1

)
+ (5.186)∫

d 2ξ eem+
(
Z̄a2∂mZa2 − ∂mZ̄a2Za2

)
−
∫
d 2ξ

(
eMM̄

T + ΛijV
j
i

)
ãäå em± = 1

2(e
m
0 ± em1 ). Òîãäà, âûïîëíÿÿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå Zai →

T 1/2Zai, e
m
− → T−1em− , e

m
+ → Tem+ , Λ

1
1 → T−1Λ1

1 è ïåðåõîäÿ â ïðåäåë íóëåâîãî



297

íàòÿæåíèÿ T → 0 ìû ïîëó÷àåì äåéñòâèå òâèñòîðíîé ñòðóíû Çèãåëÿ [124] (ñ

òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ñ òîêàìè ßíãà-Ìèëëñà)

ST→0 =

∫
d 2ξ e

(
Z̄A1∇−ZA1 −∇−Z̄A1ZA1

)
(5.187)

ãäå ∇− = em−∂m + iA � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè

ñ U(1)-ñâÿçíîñòüþ A = Ā = i
2eΛ

1
1. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåë Za2 = 0 â (5.186)

òàêæå ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ (5.187). Ìîäåëü Áåðêîâèöà [123] ìîæíî ðàññìàò�

ðèâàòü êàê óäâîåííûé âàðèàíò ìîäåëè Çèãåëÿ [124] ñ ñóììîé äâóõ äåéñòâèé

(5.187): îäíîãî � äëÿ ëåâûõ ìîä è âòîðîãî � äëÿ òâèñòîðíûõ ñòðóííûõ ïîëåé,

äâèæóùèõñÿ âïðàâî.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äâóìåðíîé òåòðàäû enm, ñëåäóþùèå èç äåé�

ñòâèÿ (5.184), èìåþò âèä

enm = T
MM̄

(
Z̃aρn∂mZa − ∂mZ̃aρnZa

)
. (5.188)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.188) â (5.184) ìû ïîëó÷àåì íîâóþ íåëèíåéíóþ òâèñòîðíóþ

ìîäåëü

S =

∫
d 2ξ

[
T

MM̄
ϵmn

(
∂mZa1Z̄

a1 − Za1∂mZ̄a1
) (
∂nZb2Z̄

b2 − Zb2∂nZ̄b2
)
− ΛijV

j
i

]
,

(5.189)

ãäå Λji = −(Λij).
Ëàãðàíæåâà ïëîòíîñòü â äåéñòâèè (5.189) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â

ñëåäóþùåì âèäå (ìû èñïîëüçóåì îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: Ẋ ≡ ∂X
∂τ , X́ ≡

∂X
∂σ è

τ ≡ ξ0, σ ≡ ξ1)

L = T
MM̄

Q2

(
Ż1Z̄

1 − Z1
˙̄Z1
)
− T

MM̄
Q1

(
Ż2Z̄

2 − Z2
˙̄Z2
)
− ΛijV

j
i (5.190)

ãäå

Q1 ≡ Ź1Z̄
1 − Z1

´̄Z1, Q2 ≡ Ź2Z̄
2 − Z2

´̄Z2

(â ýòèõ âûðàæåíèÿõ è íèæå ìû îïóñêàåì ïîâòîðÿþùèéñÿ èíäåêñ a). Îïðåäå�

ëåíèÿ èìïóëüñîâ P ai = ∂L/∂Żai, P̄ai = ∂L/∂ ˙̄Zai ïðîèçâîäÿò ñâÿçè

Da1 ≡ P a1 − T
MM̄

Q2Z̄
a1 ≈ 0, Da2 ≡ P a2 + T

MM̄
Q1Z̄

a2 ≈ 0,

D̄a1 ≡ P̄a1 +
T

MM̄
Q2Za1 ≈ 0, D̄a2 ≡ P̄a2 − T

MM̄
Q1Za2 ≈ 0.

(5.191)
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Ñâÿçè (5.180) è (5.191) ÿâëÿþòñÿ ïåðâè÷íûìè ñâÿçÿìè ìîäåëè (5.190).

Èç (5.191) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

F1 = Za1Da1 + Z̄a1D̄a1 = Za1P
a1 + Z̄a1P̄a1,

F2 = Za2Da2 + Z̄a2D̄a2 = Za2P
a2 + Z̄a2P̄a2,

(5.192)

êîòîðûå ãåíåðèðóþò ëîêàëüíûå ìàñøòàáíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. òàêæå

(5.180)) (çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j)

δZai = ciZai, δZ̄ai = ciZ̄
ai. (5.193)

Îòìåòèì, ÷òî íåëèíåéíûå ÷ëåíû â (5.191) íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ìàñ�

øòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.193):

δ
(
Q1/MM̄

)
= −2c2

(
Q1/MM̄

)
, δ

(
Q2/MM̄

)
= −2c1

(
Q2/MM̄

)
. (5.194)

Ïîëíûé ñòðóííûé ëàãðàíæèàí (5.190) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (5.193) òâèñòîðîâ è ïðåîáðàçîâàíèé δΛji = −(ci + cj)Λ
j
i ìíî�

æèòåëåé Ëàãðàíæà.

5.6.2. Ôèêñàöèÿ êàëèáðîâêè äëÿ ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è

êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå

Óñëîâèÿ

(TQ1)/(MM̄) = −1/2, (TQ2)/(MM̄) = 1/2, (5.195)

ôèêñèðóþò êàëèáðîâêó äëÿ ëîêàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.193), (5.194). Â

ýòîé êàëèáðîâêå äåéñòâèå (5.190) ñòàíîâèòñÿ áèëèíåéíûì òâèñòîðíûì ñòðóí�

íûì äåéñòâèåì

Sgf =

∫
d 2ξ

[
1
2

(
ŻiZ̄

i − Zi ˙̄Z i
)
− ΛijV

j
i − ΛiΦi

]
, (5.196)

ãäå Zai, Z̄
ai ïîä÷èíåíû ñâÿçÿì (5.180) è êàëèáðîâî÷íûì óñëîâèÿì (5.195)

Φ1 =
1
2 (Ź1Z̄

1−Z1
´̄Z1) + MM̄

4T ≈ 0, Φ2 =
1
2 (Ź2Z̄

2−Z2
´̄Z2)− MM̄

4T ≈ 0. (5.197)

Â êàëèáðîâêå (5.195) ñâÿçè (5.191) ïðèíèìàþò âèä

DAi → DAi ≡ PAi − 1
2 Z̄

Ai ≈ 0, D̄Ai → D̄Ai ≡ P̄Ai +
1
2 ZAi ≈ 0. (5.198)
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Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèå (îäíîâðåìåííûå) ñêîáêè Ïóàññîíà

{ZAi(σ), PBj(σ′)}
P
= δBAδ

j
i δ(σ − σ

′), {Z̄Ai(σ), P̄Bj(σ
′)}

P
= δABδ

i
jδ(σ − σ′),

ìû ïîëó÷àåì àëãåáðó ñâÿçåé

{DAi(σ), D̄Bk(σ
′)}

P
= −δABδki δ(σ − σ′). (5.199)

Òî åñòü, ñâÿçè (5.198) � âòîðîãî ðîäà. Ââîäÿ äëÿ íèõ ñêîáêè Äèðàêà (�T�

îáîçíà÷àåò òâèñòîðíûå ñêîáêè)

{A(σ), B(σ′)}
T

= {A(σ), B(σ′)}
P

(5.200)

−
∫
dσ1{A(σ), Dai(σ1)}P{D̄ai(σ1), B(σ′)}

P

+

∫
dσ1{A(σ), D̄ai(σ1)}P{Dai(σ1), B(σ′)}

P
,

ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå òâèñòîðíûå êàíîíè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâî�

áîäíîé òâèñòîðíîé ñòðóíû

{Zai(σ), Z̄bj(σ′)}
T
= δbaδ

j
i δ(σ − σ

′), (5.201)

êîòîðûå ïðåäïîëàãàëèñü àïðèîðè â [119] è íå ïîëó÷àëèñü èç òâèñòîðíî�

ãî ñòðóííîãî äåéñòâèÿ. Îòìåòèì, ñâîáîäíàÿ äâóõìåðíàÿ òâèñòîðíàÿ ìîäåëü

(5.196) ïîñòóëèðîâàëàñü òàêæå â [252] ïðè îïèñàíèè ïðåäñòàâëåíèé ñóïåðãðóï�

ïû SU(2, 2|4).
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.201) ìîæíî íàéòè òâèñòîðíûå ñêîáêè ïåðâè÷�

íûõ ñâÿçåé (5.180), (5.197). Ìû ïîëó÷àåì

{V j
i (σ), V

l
k(σ

′)}
T
= −

(
δjk V

l
i − δli V

j
k

)
δ(σ − σ′) , (5.202)

{Φ+(σ),Φ+(σ
′)}

T
=
(
Φ+(σ) + Φ+(σ

′)
)
δ′(σ − σ′) ,

{Φ+(σ),Φ−(σ
′)}

T
=
(
Φ−(σ) + Φ−(σ

′)
)
δ′(σ − σ′) ,

{Φ−(σ),Φ−(σ′)}T=
(
Φ+(σ) + Φ+(σ

′)
)
δ′(σ − σ′) ,

(5.203)

{Φ+(σ), V
j
i (σ

′)}
T
= V j

i (σ)δ
′(σ − σ′) , (5.204)
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{Φ−(σ), V 1
1 (σ

′)}
T

= V 1
1 (σ)δ

′(σ − σ′) ,

{Φ−(σ), V 2
2 (σ

′)}
T

= −V 2
2 (σ)δ

′(σ − σ′) ,

{Φ−(σ), V 2
1 (σ

′)}
T

= −Q2
1(σ)δ(σ − σ′) ,

{Φ−(σ), V 1
2 (σ

′)}
T

= Q1
2(σ)δ(σ − σ′)

(5.205)

ãäå Φ± = Φ1 ± Φ2 è

Q2
1 ≡ Źa1Z̄

a2 − Za1 ´̄Za2 , Q1
2 ≡ Źa2Z̄

a1 − Za2 ´̄Za1 . (5.206)

Câÿçè (5.197) îïèñûâàþò àëãåáðó Âèðàñîðî, òîãäà êàê ñâÿçè V j
i (5.180)

îáðàçóþò U(2) àëãåáðó Êàöà-Ìóäè. Îäíàêî ïåðåêðåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæ�

äó ýòèìè àëãåáðàìè íå çàìêíóòû èç-çà ïîñëåäíèõ äâóõ ñêîáîê â (5.205) ñ

áèëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè Q2
1, Q

1
2. Íèæå óâèäèì, ÷òî ýòè áèëèíåéíûå âû�

ðàæåíèÿ (5.206) îïðåäåëÿþò âòîðè÷íûå ñâÿçè â íàøåé ìîäåëè.

5.6.3. Ïåðâè÷íûå è âòîðè÷íûå ñâÿçè

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ôîðìóëèðîâêó íàøåãî òâèñòîðíîãî äåéñòâèÿ

(5.189) â êàëèáðîâêå (5.195), ò.å., êîãäà ñâÿçè Dai, D̄ai çàìåíÿþòñÿ íà Dai,

D̄ai. Îñòàëüíûå ïåðâè÷íûå ñâÿçè Φi, V
j
i îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (5.180),

(5.197). Ãàìèëüòîíèàí äåéñòâèÿ (5.196) èìååò âèä

H1 =

∫
dσ
(
ΛaiD

ai + Λ̄aiD̄ai + ΛijV
j
i + ΛiΦi

)
. (5.207)

Òàê êàê ñòðóííûå èìïóëüñû P ai, P̄ai ïðèñóòñòâóþò òîëüêî â ñâÿçÿõ (5.198),

íåíóëåâûå êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè ñâÿçåé âîçíèêàþò òîëüêî äëÿ Dai, D̄ai.

Ñîõðàíåíèå ñâÿçåé Dai, D̄ai âî âðåìåíè (Ḋai =
{
Dai, H1

}
P
≈ 0, ˙̄Dai ={

D̄ai, H1

}
P
≈ 0) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì Λai, Λ̄

ai â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíà�

öèé ëàãðàíæåâûõ ìíîæèòåëåé Λij, Λ
i. Âðåìåííàÿ íåçàâèñèìîñòü îñòàëüíûõ

ñâÿçåé (5.180), (5.197) (ḞM = {FM , H1}P ≈ 0; FM = (Φi, V
j
i )) ïðèâîäèò ïîñëå

äëèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (i = 1, 2)

Φ̇i ≈ 0 ⇒ Λ2
1Q

1
2 − Λ1

2Q
2
1 ≈ 0, (5.208)

V̇ j
i ≈ 0 ⇒ Λ−Qj

i ≈ 0, i ̸= j, (5.209)
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ãäå Λ− ≡ Λ1−Λ2. Çàíóëåíèå âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñâÿçåé V 1
1 , V

2
2 íå òðåáóåò

äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ Λai, Λ̄
ai ÷åðåç îñòàëüíûå ëàãðàíæåâû

ìíîæèòåëè ãàìèëüòîíèàí (5.207) ïðèíèìàåò âèä

H1 =

∫
dσ
(
ΛijV̂

j
i + ΛiΦ̂i

)
(5.210)

ãäå

V̂ j
i ≡ ZiP

j − P̄iZ̄j, (5.211)

Φ̂1 ≡ 1
2 (Ź1P

1 − Z1Ṕ
1 + P̄1

´̄Z1 − ´̄P1Z̄
1) +R,

Φ̂2 ≡ 1
2 (Ź2P

2 − Z2Ṕ
2 + P̄2

´̄Z2 − ´̄P2Z̄
2)−R,

(5.212)

R ≡ M
4T (P

1IZ̄2 + Z̄1IP 2)− M̄
4T (P̄1IZ2 + Z1IP̄2)− MM̄

4T .

Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçè Φ̂i, V̂
j
i îòëè÷àþòñÿ îò ñâÿçåé Φi, V

j
i íà ÷ëåíû, ïðîïîðöè�

îíàëüíûå ñâÿçÿì Dai, D̄ai.

Óðàâíåíèÿ (5.208)-(5.209) îïèñûâàþò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿäëÿ

êîòîðûõ åñòü äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà.

i) Ìû âûáèðàåì Λ− ̸= 0 è âòîðè÷íûå ñâÿçè

Q2
1 ≈ 0, Q1

2 ≈ 0. (5.213)

Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò äîáàâèòü ê (5.207) âòîðè÷íûå ñâÿçè (5.213) è ïðîâåðèòü

èõ ñîõðàíåíèå âî âðåìåíè.

ii) Ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû Q2
1 = (Q1

2) ̸= 0 è

Λ− = 0 , Λ2
1 − Λ1

2 = (Λ2
1 + Λ1

2)(Q
2
1 −Q1

2)/(Q
2
1 +Q1

2).

Â ýòîì ñëó÷àå çàìûêàíèå àëãåáðû ñâÿçåé â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ïîäðàçóìåâàåò ïðåâðàùåíèå äâóõ ïåðâè÷íûõ ñâÿçåé ïåðâîãî ðîäà â ñâÿçè âòî�

ðîãî ðîäà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òâè�

ñòîðíîé ñòðóíû íå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû

áîçîííîé ñòðóíû. Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ñëó÷àé i).

Êîíå÷íî, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå äîáàâëåíèÿ (5.213) ìû ïîëó÷èëè ïîë�

íûé íàáîð ñÿçåé. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ãàìèëüòîíèàí íà âòîðîì

øàãå ãàìèëüòîíèçàöèè

H2 = H1 +

∫
dσ
(
L1
2Q

2
1 + L2

1Q
1
2

)
(5.214)
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ãäå H1 îïðåäåëåí â (5.207). Ñîõðàíåíèå ñâÿçåé Dai, D̄ai âî âðåìåíè ( Ḋai ={
Dai, H2

}
P
≈ 0, ˙̄Dai =

{
D̄ai, H2

}
P
≈ 0) ïðèâîäèò ñíîâà ê ôîðìóëàì, âû�

ðàæàþùèì Λai, Λ̄
ai â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Λij, Λ

i, L1
2 and L2

1. Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè ýòèõ ôîìóë â (5.214) ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî ñâÿçè V̂ j
i , Φ̂i íå

èçìåíÿþòñÿ, ò.å. äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (5.211), (5.212), íî âòîðè÷íûå ñâÿçè

(5.213) ìîäèôèöèðóþòñÿ è ïðèíèìàþò âèä

Q̂2
1 ≡ Ź1P

2 + P̄1
´̄Z2 − Z1Ṕ

2 − ´̄P1Z̄
2,

Q̂1
2 ≡ Ź2P

1 + P̄2
´̄Z1 − Z2Ṕ

1 − ´̄P2Z̄
1.

(5.215)

Âðåìåííàÿ íåçàâèñèìîñòü äðóãèõ ñâÿçåé GM = (V j
i ,Φi, Q

2
1, Q

1
2), ĠM =

{FM , H2}P ≈ 0, ïðèâîäèò ñ ñëåäóþùèì íîâûì ÷åòûðåì óñëîâèÿì

V̇ j
i ≈ 0 ⇒ MM̄Lji ≈ 0, i ̸= j, (5.216)

Q̇j
i ≈ 0 ⇒ MM̄Λji ≈ 0, i ̸= j. (5.217)

Ñîõðàíåíèå (5.216)-(5.217) ïðèâîäèò ê çàíóëåíèþ L2
1, L

1
2, Λ

2
1 è Λ1

2 â ãàìèëüòî�

íèàíå (5.214). Êàê ðåçóëüòàò, ñâÿçè V̂ 2
1 , V̂

1
2 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè âòîðîãî ðîäà.

Â îêîí÷àòåëüíîì ãàìèëüòîíèàíå (5.214) îñòàþòñÿ òîëüêî ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà

V̂ 1
1 , V̂

2
2 , Φ̂i. Ýòè ÷åòûðå ñâÿçè èìåþò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå (îäíîâðåìåííûå)

ñêîáêè (çäåñü íåò ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i, j):{
Φ̂i(σ), Φ̂j(σ

′)
}

P

= δij

(
Φ̂i(σ) + Φ̂i(σ

′)
)
δ′(σ − σ′), (5.218){

Φ̂i(σ), V̂
j
j (σ

′)
}

P

= δijV̂
i
i (σ)δ

′(σ − σ′). (5.219)

Âû÷èñëÿÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè τ ñêîáêè Ïóàññîíà Zai, Z̄
ai ñ ãåíåðà�

òîðàìè ëîêàëüíûõ ñèììåòðèé íàøåé ìîäåëè

2∑
k=1

∫
dσ
(
εk(σ, τ)Φ̂k(σ, τ) + iφk(σ, τ)V̂

k
k (σ, τ)

)
, (5.220)

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè εi îïèñûâàþò èíôèíèòåçèìàëüíûå ðåïàðàìåòðè�

çàöèè ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè, à φi äàþò àáåëåâû ëîêàëüíûå ôàçîâûå ïðåîáðàçî�

âàíèÿ (5.168). Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íàøà òâèñòîðíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñëåäó�

þùèìè ñâÿçÿìè ïåðâîãî ðîäà: äâóìÿ ñâÿçÿìè Âèðàñîðî è äâóìÿ U(1)
⊗

U(1)

ñâÿçÿìè Êàöà - Ìóäè äëÿ ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.211)-(5.212) è (5.215), ìîæíî íàéòè ìàòðèöó êà�

íîíè÷åñêèõ ñêîáîê Ïóàññîíà ñâÿçåé âòîðîãî ðîäà Dai, D̄ai, V̂
2
1 , V̂

1
2 è Q̂2

1, Q̂
1
2.

Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà ñâÿçåé Dai, D̄ai ñî âñåìè äðóãèìè

ñâÿçÿìè Φ̂i, V̂
j
i , Q̂

2
1, Q̂

1
2 ïðîïîðöèîíàëüíû Dai, D̄ai, òî ñêîáêè Äèðàêà, èñêëþ�

÷àþùèå ñâÿçè Dai, D̄ai (òâèñòîðíûå ñêîáêè), ïðèâîäÿò ê òîé æå àëãåáðå âñåõ

ñâÿçåé, êàê è êàíîíè÷åñêèå ñêîáêè Ïóàññîíà.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ôèçè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû â íàøåé ìîäåëè.

Íåîãðàíè÷åííûå ïîëÿ òâèñòîðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Zai, Z̄
ai ñîäåðæàò

øåñòíàäöàòü ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ ïîñëå ââåäåíèÿ òâèñòîðíûõ ñêîáîê, èñêëþ�

÷àþùèõ P ai, P̄ai. Ñâÿçè âòîðîãî ðîäà V̂
2
1 , V̂

1
2 , Q̂

2
1, Q̂

1
2 èñêëþ÷àþò ÷åòûðå ïåðå�

ìåíûõ, òîãäà êàê ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà V̂ 1
1 , V̂

2
2 , Φ̂i èñêëþ÷àþò âîñåìü ñòðóííûõ

ñòåïåíåé ñâîáîäû. Êàê ðåçóëüòàò, ìû èìååì ÷åòûðå ïîëÿ, îïèñûâàþùèõ ôè�

çè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû, êàê è â ñëó÷àå ñòðóíû Íàìáó-Ãîòî.

5.7. Ðåçþìå

Â äàííîé ãëàâå èçó÷åíû òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè ÷àñòèö è ñóïåð÷à�

ñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, à òàêæå ñòðóíû Íàìáó-Ãîòî.

Ïîñëå îáñóæäåíèÿ ñèììåòðèé âûñøèõ ñïèíîâ, ìû ïîñòðîèëè ìîäåëü ÷à�

ñòèöû âûñøèõ ñïèíîâ, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî áîçîííîãî àíàëîãà ñóïåð�

ñèììåòðèè, è ïðîâåëè åå êâàíòîâàíèÿ. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îáû÷íîé N=1

ñóïåðñèììåòðèè, àëãåáðà áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèè (5.29) ñîäåðæèò ñêàëÿð�

íûé è ïñåâäîñêàëÿðíûé öåíòðàëüíûå çàðÿäû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìàññîâûì

ïàðàìåòðîì ñèñòåì. Â ìàññèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà è áîçîííîìó àíàëîãó óñëîâèÿ

êèðàëüíîñòè. Â áåçìàññîâîì ïðåäåëå ìîäåëè áåçìàññîâûå ïîëÿ ïðîèçâîëüíûõ

ñïèðàëüíîñòåé ñïåêòðà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ôèðöà-Ïàóëè. Â ñëó÷àå

N=2 áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèè è ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå âíóòðåííåé ñèììåò�

ðèè (O(1, 1)) â ñïåêòðå ïîëó÷àþòñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Áàðãìàíà-Âèãíåðà

äëÿ D = 4 ìàññèâíûõ ñïèíîâûõ ïîëåé.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèåé â áåçìàññîâîì ñëó÷àå ÿâëÿ�

åòñÿ îáîáùåííàÿ êîíôîðìíàÿ ãðóïïà SU(3, 2). Íàìè áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ

ìîäåëü áåçìàññîâîé ñóïåð÷àñòèöû âûñøèõ ñïèíîâ, �æèâóùàÿ� â N=1, D=4
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ñóïåðïðîñòðàíñòâå, ðàñøèðåííîì êîììóòèðóþùèì âåéëåâñêèì ñïèíîðîì, è

îáëàäàþùàÿ èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé èç ñóïåðãðóïïû

SU(3, 2|1), êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò ñòàíäàðòíóþ íå÷åòíóþ è áîçîííóþ ÷åòíóþ

ñóïåðñèììåòðèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñóïåð�

êîíôîðìíîå ïîëå âûñøèõ ñïèíîâ, áûë ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ñóïåðêîí�

ôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè. Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè

ìû ïîëó÷àåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò áåñêîíå÷íóþ áàøíþ êè�

ðàëüíûõ N=1 ñóïåðìóëüòèïëåòîâ ñ ðàñòóùèì ÷èñëîì âíåøíèõ ñïèíîðíûõ

èíäåêñîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè

âûñøèõ ñïèíîâ SU(3, 2|1) ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü âàæíîå ïîíÿòèå N=1 êèðàëü�

íîñòè, ëåæàùåé â îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà â N=1 ñóïåðãðàâèòàöèè

[175] è èìåþùåé ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ ëþáîé óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñóïåð�

ïîëåâîé òåîðèè âûñøèõ ñïèíîâ, âêëþ÷àþùåé ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ

ñóïåðãðàâèòàöèîííîé òåîðèè [176]. Ñëåäóåò òàêæå äîáàâèòü, ÷òî ðåàëèçàöèè

�áîçîííîé� ñóïåðàëãåáðû áûëè èñïîëüçîâàíû â [265] äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷å�

ñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû êðèòè÷åñêîé îòêðûòîé ñòðóíû ñ N=2 êîíôîðìíîé

ñèììåòðèåé â 2+2 èçìåðåíèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå OSp(1|8) êèðàëüíîñòü
ìîæåò áûòü ââåäåíà òîëüêî öåíîé äîáàâëåíèÿ, ïîìèìî òåíçîðíûõ êîîðäèíàò,

íåêîòîðûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ [176].

Îáðàòèì âíèìàíèå òàêæå íà ñòðóêòóðó ñâÿçåé áîçîííîé ñóïåðñèììåò�

ðèè (5.113). Ýòè ñâÿçè â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äóàëüíû òâèñòîðíûì óñëîâèÿì

èíöèäåíòíîñòè (3.17) � âûðàæåíèÿ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïîñëå âçàèìíîé

çàìåíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñ îïðåäåëåííîé

èäåíòèôèêàöèåé ñïèíîðîâ. Áîëåå òîãî, ñâÿçè (5.113) ïîäîáíû âûðàæåíèÿì,

îïðåäåëÿþùèì òàê íàçûâàåìûé èìïóëüñíûé òâèñòîð [266, 267, 268], êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèè äóàëüíîé ñóïåðêîíôîðìíîé ñèììåòðèè, âîçíèêà�

þùåé ïðè îïèñàíèè àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ â N=4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé òåîðèè

ßíãà-Ìèëëñà. Ýòî íåîæèäàííîå ñîâïàäåíèå ïðåäïîëàãàåò äîïîëíèòåëüíóþ

àêòóàëüíîñòü ìîäåëåé ñ áîçîííîé ñóïåðñèììåòðèåé.

Â ýòîé ãëàâå ðàçâèòà òàêæå íîâàÿ ìîäåëü ÷àñòèöû âûñøèõ ñïèíîâ, êî�

òîðàÿ êëàññè÷åñêè-ýêâèâàëåíòíàÿ îäíîâðåìåííî è ÷àñòèöå âûñøèõ ñïèíîâ

ðàçâåðíóòîé ôîðìóëèðîâêè, è ìîäåëè ÷àñòèöû ñ áîçîííûì àíàëîãîì ñóïåð�

ñèììåòðèè. Êâàíòîâàíèå ìàñòåð-ñèñòåìû ïîðîæäàåò ìîäèôèöèðîâàííóþ ðàç�
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âåðíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðûõ áåñêîíå÷íûå áàøíè âûñøèõ ñïè�

íîâ îïðåäåëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò íîâîé ñêàëÿð�

íîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ãîëîìîðôíûìè ïî íåé è èìåþùèìè âíåøíèé

U(1)-çàðÿä, êîòîðûé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé áåñêîíå÷íîìåð�

íûé ñïèíîâûé ìóëüòèïëåò. Ìû ïîñòðîèëè òâèñòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó ìàñòåð�

ñèñòåìû è ïðåäñòàâèëè îáùåå ðåøåíèå àññîöèèðîâàííûõ óðàâíåíèé âûñøèõ

ñïèíîâ â òåðìèíàõ íåîãðàíè÷åííîãî òâèñòîðíîãî �ïðåïîòåíöèàëà�.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïî�

ñòðîåíû òàêæå äðóãèå ôîðìóëèðîâêè ÷àñòèö âûñøèõ ñïèíîâ. Â ÷àñòíîñòè,

ìîäåëü áåçìàññîâîé ÷àñòèöû âûñøåãî ñïèíà ñ ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà, îáñóæ�

äàåìîé â Ãëàâå 3, îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâûõ ïîëåé ñ ïîñòîÿííûì

âíåøíèì ïîëåì [171]. Â [183] áûëà ïîñòðîåíà áè-òâèñòîðíàÿ ìîäåëü ìàññèâ�

íîé ÷àñòèöû âûñøèõ ñïèíîâ, â êîòîðîé òâèñòîðíûå ñïèíîðû îïèñûâàþòñÿ

ãðóïïîâûì ìíîãîîáðàçèåì (SL(2,C) â ñëó÷àå D=4).

Â ïðèìåíåíèè òâèñòîðíûõ ìåòîäîâ ê îïèñàíèþ äèíàìèêè ðàñøèðåííûõ

îáúåêòîâ ìû ïîëó÷èëè òâèñòîðíîå äåéñòâèå áîçîííîé ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì

ïîñðåäñòâîì ðàññìîòðåíèÿ íà ìèðîâîé ïîâåðõíîñòè êàíîíè÷åñêîé òâèñòîð�

íîé 2-ôîðìû â áèòâèñòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åííàÿ òâèñòîðíàÿ ñòðóíà

êëàññè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñòðóíå Íàìáó-Ãîòî è äâóì èìïóëüñíûì ôîðìó�

ëèðîâêàì D=4 áîçîííîé ñòðóíû: ñ âåêòîðíûìè è ñ òåíçîðíûìè ñòðóííûìè

èìïóëüñàìè. Ìû ïîñòðîèëè òàêæå àëüòåðíàòèâíîå áèòâèñòîðíîå ìàñøòàáíî�

èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå áîçîííîé D=4 ñòðóíû Íàìáó-Ãîòî. Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî òàêàÿ ôîðìóëèðîâêà ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé ôèêñàöèè êàëèáðîâêè

ëîêàëüíîãî ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäèò ê áèëèíåéíîìó òâèñòîð�

íîìó äåéñòâèþ è êàíîíè÷åñêèì ïðàâèëàì êâàíòîâàíèÿ äëÿ äâóõìåðíîãî òâè�

ñòîðíîãî ñòðóííîãî ïîëÿ. Ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà áèëèíåéíîãî òâèñòîðíîãî äåé�

ñòâèÿ îïèñûâàþò äâå ñâÿçè Âèðàñîðî è äâå U(1)
⊗

U(1) ñâÿçè Êàöà-Ìóäè

äëÿ ëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [162, 177, 178, 179,

180, 181, 182, 171, 183] è òðóäàõ êîíôåðåíöèé [184, 185, 186].
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Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

1. Ïîñòðîåíû ñîñòàâíûå ñèãìà-ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè, îñíîâàííûå íà âçàèìîäåéñòâèè äèíàìè÷åñêèõ, ñïèíîâûõ è êàëèá�

ðîâî÷íûõ ìóëüòèïëåòîâ è îáëàäàþùèå ðàñøèðåííîé ñóïåðñèììåòðèåé, âêëþ�

÷àÿ N=4 ñóïåðêîíôîðìíîå ðàñøèðåíèå ìíîãî÷àñòè÷íîé ñïèíîâîé ìîäåëè

Êàëîäæåðî ñ D(2, 1;α)-ñèììåòðèåé. Íàéäåíû êâàíòîâûå îïåðàòîðû ñèììåò�

ðèé ìîäåëåé è îïðåäåëåí èõ ôèçè÷åñêèé ñïåêòð. Óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíî�

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàëè÷èåì N=4 ñóïåðñèììåòðèè â ñèñòåìå ñ ïî�

ëóäèíàìè÷åñêèì (3,4,1) ìóëüòèïëåòîì è óðàâíåíèÿìè Íàìà äëÿ ñïèíîâûõ

ïåðåìåííûõ � êàê íà êëàññè÷åñêîì óðîâíå, òàê è â êâàíòîâîì ñëó÷àå.

2. Èññëåäîâàíû ìîäåëè N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè,

îïèñûâàþùèå êîìïëåêñû äå Ðàìà è Äàëüáî ñ êðó÷åíèÿìè, à òàêæå îáùèå

N=4 ìîäåëè ñ HKT è áè-HKT ãåîìåòðèÿìè, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå

îáû÷íûõ è çåðêàëüíûõ (4,4,0) ìóëüòèïëåòîâ è ïîðîæäàþùèå, â ðåçóëüòàòå

ãàìèëüòîâîé ðåäóêöèè, òâèñòîâàííûå êåëåðîâû ìîäåëè ñ äîïîëíèòåëüíûìè

ãîëîìîðôíûìè ÷ëåíàìè â ñóïåðïîëåâîì äåéñòâèè. Îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ñó�

ïåðçàðÿäîâ, ïðèâîäÿùàÿ ê íîâîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ áè-HKT è

OKT ãåîìåòðèé.

3. Èçó÷åíû íîâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ êîíôîðìíîé ñèììåòðèåé Ãà�

ëèëåÿ, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé è îá�

ðàòíîãî ýôôåêòà Õèããñà. Ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèè Èíîíþ-Âèãíåðà ðåëÿòèâèñò�

ñêèõ ñóïåðêîíôîðìíûõ àëãåáð íàéäåíû N -ðàñøèðåííûå ñóïåðêîíôîðìíûå

àëãåáðû Ãàëèëåÿ â 1≤ d≤ 5 ïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèÿõ.

4. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ñïèíîâûå ñòåïåíè ñâîáî�

äû êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ êîììóòèðóþùèì âåéëåâñêèì ñïèíîðîì. Âûïîëíåíî

êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå è êâàíòîâàíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíîãî èí�

òåãðàëà. Íàéäåí ôèçè÷åñêèé ñïåêòð ìîäåëè, â êîòîðîì âåéëåâñêèé ñïèíîð

èãðàåò ðîëü èíäåêñíîãî ñïèíîðà.

5. Ïîñòðîåíû áè-òâèñòîðíûå ìîäåëè ìàññèâíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö

ñ ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì ñïèíîì, òâèñòîðíûå âîëíîâûå ôóíêöèè êî�

òîðûõ îïðåäåëåíû íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå SL(2,C)/SU(2), íàéäåíû êîîð�
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äèíàòíûå è ïîëåâûå òâèñòîðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííîå è òâèñòîðíîå îïèñàíèÿ, è ïðîâåäåíî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé

ìàññèâíîé ÷àñòèöû âûñøåãî ñïèíà.

6. Èçó÷åíû ìîäåëè D=4 N=1 ñóïåð÷àñòèöû ñ òåíçîðíûìè öåíòðàëü�

íûìè çàðÿäàìè, âêëþ÷àÿ èõ òâèñòîðíûå ôîðìóëèðîâêè, è óñòàíîâëåíà ñâÿçü

ýòèõ ìîäåëåé ñ ïñåâäîêëàññè÷åñêèì îïèñàíèåì ñïèíîâîé ÷àñòèöû â ìàññèâ�

íîì ñëó÷àå. Ïîñòðîåíà ìîäåëü ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ äîïîëíèòåëüíûìè

òåíçîðíûìè ïåðåìåííûìè, îáëàäàþùàÿ ñèììåòðèåé Ìàêñâåëëà è îïèñûâàþ�

ùàÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîñòîÿííûì âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

7. Ïîñòðîåíû è èçó÷åíû íîâûå ìîäåëè áåçìàññîâûõ ÷àñòèö è ñóïåð÷à�

ñòèö âûñøèõ ñïèíîâ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî áîçîííîãî àíàëîãà ñóïåð�

ñèììåòðèè ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ êèðàëüíîñòè â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå.

Ïîñòðîåíà (ñóïåð)òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà è íàéäåíû ñèììåòðèè âûñøèõ

ñïèíîâ â SU(3, 2) ìîäåëè è åå ñóïåðñèììåòðè÷íîì SU(3, 2|1) îáîáùåíèè.
8. Ïðåäñòàâëåíà íîâàÿ ìîäåëü ÷àñòèöû âûñøèõ ñïèíîâ, â êîòîðîé ìî�

äåëü ñ �ðàçâåðíóòîé� ôîðìóëèðîâêîé è ìîäåëü ÷àñòèöû ñ áîçîííîé ñóïåð�

ñèììåòðèåé âîçíèêàþò êàê äâå ðàçíûå ôèêñàöèè êàëèáðîâêîê. Ïîñòðîåíà

òâèñòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà è ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîëåé âûñøèõ

ñïèíîâ ÷åðåç òâèñòîðíûé ïðåïîòåíöèàë.

9. Ïîñòðîåíî áèòâèñòîðíîå äåéñòâèå áîçîííîé ñòðóíû ñ íàòÿæåíèåì, ãå�

íåðèðóþùåå, ïîñëå ÷àñòè÷íûõ ôèêñàöèé êàëèáðîâîê, áèëèíåéíîå òâèñòîðíîå

äåéñòâèå. Âûâåäåíû ñâÿçè ïåðâîãî ðîäà òâèñòîðíîé ñòðóííîé ìîäåëè, âêëþ�

÷àþùèå äâå ñâÿçè Âèðàñîðî è äâå U(1)
⊗

U(1) ñâÿçè Êàöà-Ìóäè ôàçîâûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ñòðóííûõ òâèñòîðîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí Åâãåíèþ Àëåêñååâè÷ó

Èâàíîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ìíîãîëåòíåå ñîòðóäíè÷åñòâî. ß òàêæå áëà�

ãîäàðåí çà ïîìîùü, ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ïîääåðæêó â ïåðâûõ øà�

ãàõ â íàóêå ìîåìó ïåðâîìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Âëàäèìèðó Ãðèãîðüåâè÷ó

Çèìå, êîòîðîãî óæå íåò ñ íàìè. Ìíå òàêæå ïðèÿòíî ïîáëàãîäàðèòü ìîèõ ñîàâ�

òîðîâ Õîñå Ìèãóýëÿ äå Àçêàððàãó, Îëàôà Ëåõòåíôåëüäà, Åæè Ëóêåðñêîãî,

Ïåòðà Êîñèíñêîãî, Àíäðåÿ Âîëüäåìàðîâè÷à Ñìèëãó è Àíæåÿ Ôðûäðûùàêà

çà ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî.
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èì. Í.Í. Áîãîëþáîâà Îáúåäèíåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé, êîòî�
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