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Ââåäåíèå

Ñóïåðñèììåòðèÿ çàíèìàåò èñêëþ÷èòåëüíî çíà÷èìîå ìåñòî â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷å�

ñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå, ÿâëÿÿñü êàê âåðîÿòíûì ñâîéñòâîì ïðåäïîëàãàåìûõ ðåàëè�

ñòè÷åñêèõ ìîäåëåé (ðàñøèðåíèé Ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, òåîðèé âåëèêîãî îáúåäèíåíèÿ), òàê è

íåîáõîäèìîé ñèììåòðèåé òåîðèè ñóïåðñòðóí. Èçâåñòíî ïðèìåíåíèå èñïîëüçóþùèõ ñóïåðñèì�

ìåòðèþ ìåòîäîâ äëÿ âû÷èñëåíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå, à òàêæå

äëÿ ðåøåíèÿ ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ [1℄.

Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íàøëà äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâà�

íèè ñâîéñòâ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèé. Â åå ðàìêàõ áûëè íàéäåíû àíàëîãè ðÿäà çàäà÷

òåîðèè ïîëÿ (AdS/CFT -ñîîòâåòñòâèå, ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñóïåðñèììåòðèè), äîïóñêàþ�

ùèå áîëåå ïîëíîå èññëåäîâàíèå, ÷åì â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçìîæíî â ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àÿõ.

Ìîäåëè ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ê òà�

êîâûì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ñóïåð÷àñòèöû âáëèçè ãîðèçîíòà ÷åðíûõ äûð è çàäà÷è

î ïîñòðîåíèè äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîãî àíèîíà [2℄.

Îäíîé èç çàäà÷, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà â ðàìêàõ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè,

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íîãî àíàëîãà êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà â

ïðîñòðàíñòâàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ý��åêò Õîëëà íà ñ�åðå S4
â SU(2) ìàãíèòíîì ïîëå

áûë èññëåäîâàí â [3℄ è ïðèâëåê âíèìàíèå â ñâÿçè ñ îáíàðóæåííûìè ñâîéñòâàìè �åðìèîí�

íîé æèäêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé ýòîé æèäêîñòè ñóùåñòâóåò áåçìàññîâàÿ

÷àñòèöà ñî ñïèíîì 2, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äàííóþ ñèñòåìó êàê îñíîâó äëÿ ìîäåëè

êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü äàííîé ìîäåëè îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ðàñõî�

äèìîñòåé, ñâÿçàííîå ñ äèñêðåòíûì õàðàêòåðîì �åðìèîííîé æèäêîñòè. Æèäêîñòü ñ àíàëî�

ãè÷íûìè ñâîéñòâàìè íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
n
â U(n) êàëèáðîâî÷íîì ïîëå áûëà ðàññìîòðåíà

â ðàáîòå [4℄. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîãî îáîáùåíèÿ äàííûõ ñèñòåì â ïåðâóþ î÷å�

ðåäü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó ÷àñòèö íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ â

ïðèñóòñòâèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé.

Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è ïðè èññëåäîâàíèè ñïîíòàííî�

ãî íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè. Ñóïåðñèììåòðè÷íûå îäíîìåðíûå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëèñü

êàê â ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî èçó÷åíèþ óñëîâèé ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ, òàê è â äàëüíåéøåì

- êàê èñòî÷íèê îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ïîíÿòü ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ

ñóïåðïîëåâûõ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ äåéñòâèé áðàí.

P -áðàíó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê (ãèïåð)ïîâåðõíîñòü, ïîãðóæåííóþ â ïðîñòðàíñòâî-âðå�
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ìÿ áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé, è ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè

ñóïåðãðàâèòàöèè. Ñâîèì ïðèñóòñòâèåì áðàíà ñïîíòàííî íàðóøàåò ãðóïïó äâèæåíèé ïðî�

ñòðàíñòâà, â êîòîðîå îíà ïîãðóæåíà, äî ñèììåòðèé ñîáñòâåííîãî ìèðîâîãî îáúåìà. Ôëóêòó�

àöèè áðàíû ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ ý��åêòèâíîé òåîðèè ïîëÿ, îïðåäåëåííîé íà

ìèðîâîì îáúåìå áðàíû, è íàñëåäóþùåé èñõîäíûå ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå áðàíà

ïîãðóæåíà. Òàêèå ñèììåòðèè (êðîìå ñèììåòðèé ìèðîâîãî îáúåìà) íåëèíåéíî ðåàëèçîâàíû

è ñïîíòàííî íàðóøåíû, à ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè - �îëäñòîóíîâñêèå.

Ñóïåðñèììåòðèÿ, åñëè òàêîâàÿ èçíà÷àëüíî ïðèñóòñòâîâàëà, òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñïîí�

òàííî íàðóøåííîé. Êàê ïðàâèëî, â ñëó÷àå îäèíî÷íûõ áðàí íàðóøàåòñÿ ïîëîâèíà ñóïåðñèì�

ìåòðèé, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì òàêîãî æå ÷èñëà �îëäñòîóíîâñêèõ �åðìèîíîâ. Ïðè

ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå îïèñûâàþùåé �ëóêòóàöèè áðàíû òåîðèè ïîëÿ ìîæåò áûòü

ïîëíîñòüþ çà�èêñèðîâàíî òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñóïåðñèììåòðèé

- òî÷íîé è ñïîíòàííî íàðóøåííîé - ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñóïåðçàðÿäîâ. Èñõîäíûå ïîëÿ áî�

çîííîé áðàíû è �îëäñòîóíîâñêèå �åðìèîíû ïðè ýòîì ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ìóëüòèïëåòó

íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ïðè ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèé äëÿ áðàí â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëü�

çóþòñÿ ñóïåðïîëåâûå ìåòîäû, ÷òî ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷åñòü òî÷íóþ ñóïåð�

ñèììåòðèþ òåîðèè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòóëèðîâàâ íåêîòîðûé ñóïåðïîëåâîé àíçàö äëÿ äåé�

ñòâèÿ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñïîíòàííî íàðóøåííóþ ñóïåðñèììåòðèþ êàê óñëîâèå, ñïîñîáíîå

çà�èêñèðîâàòü åãî �óíêöèîíàëüíóþ ñâîáîäó. Ìåíåå òðèâèàëüíûé ìåòîä èñïîëüçîâàíèÿ íà�

ðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè äëÿ �èêñàöèè äåéñòâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîèòü åå ëèíåé�

íóþ ðåàëèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, âî ìíîãèõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì â äîïîëíåíèå ê èñõîäíûì ñóïåðïîëÿì ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëü�

êèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñ òàêèìè çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òîáû âìåñòå îíè îáðàçîâûâàëè

ìóëüòèïëåò íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âàðèàöèÿ îäíîãî èç äîïîë�

íèòåëüíûõ ñóïåðïîëåé îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñèììåòðèè ïðîïàäàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè

ïî ñóïåðïðîñòðàíñòâó, òàê ÷òî äàííîå êîìïîçèòíîå ñóïåðïîëå è îêàçûâàåòñÿ èñêîìûì ñóïåð�

ïîëåâûì ëàãðàíæèàíîì.

Äàííûå ìåòîäû îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî óñïåøíûìè, îñîáåííî ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì

ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ñóïåðñèììåòðèé, è áûëè ïðîâåðåíû êàê â ðàìêàõ ñóïåðñèììåòðè÷íîé

ìåõàíèêè [5℄, òàê è äëÿ ñèñòåì âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé [6�9℄. Îäíàêî, ïîñòðîèòü òàêèì ñïî�

ñîáîì ñóïåðïîëåâûå äåéñòâèÿ óäàëîñü íå äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ ñèñòåì. Ýòîìó

ïðåïÿòñòâóþò íå òîëüêî òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè.
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• Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîïûòêà ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûå óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè ïðèâîäèò ê

ñîîòíîøåíèÿì, âêëþ÷àþùèì òàêæå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, è óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè

è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì ðàçäåëèòü.

• Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ îêàçàëîñü íåàëãîðèòìèçîâàííûì. Òàê, â îòëè÷èå îò áîçîííûõ

äåéñòâèé, êîòîðûå ìîæíî ÿñíûì îáðàçîì ïîñòðîèòü èç �îðì Êàðòàíà â ðàìêàõ ñîîò�

âåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé ðåàëèçàöèè, ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí íå ìîæåò áûòü ñâÿçàí

ñ �îðìàìè - îí ñäâèãàòñÿ íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ðåàëèçàöèè èç íåëèíåéíîé ñóùåñòâóåò

[11℄, íî íà ïðàêòèêå åãî íå âñåãäà óäàåòñÿ ïðèìåíèòü.

• Èç ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèå ñëîæíî ïîëó÷èòü êîìïîíåíòíîå. Ýòî ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ

îïðåäåëÿþùèìè ìóëüòèïëåò íåëèíåéíûìè óñëîâèÿìè, íî è òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíî�

æåñòâî ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü �åðìèîííûå êîìïîíåíòû. Ïðè íåóäà÷íîì îïðåäåëåíèè

ìîæíî ïîëó÷èòü äëèííûé ñëîæíûé �õâîñò� �åðìèîííûõ ñëàãàåìûõ áåç ÿñíîãî ãåîìåò�

ðè÷åñêîãî ñìûñëà, äîïîëíÿþùèé áîçîííîå äåéñòâèå. Ïðè ýòîì íè÷òî â ïîëó÷åííîì

äåéñòâèè íå îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî îíî èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ.

Òî, ÷òî äàííûå ïðîáëåìû íå íàøëè ñâîåãî ðåøåíèÿ, îáóñëîâëèâàåò íåîáõîäèìîñòü ïî�

èñêà èíûõ ïîäõîäîâ ê äåéñòâèÿì ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ïåðñïåêòèâíûì îòêàçàòüñÿ îò ïîèñêà ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ è �îðìóëèðîâàòü äåéñòâèå

â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñóïåðïîëåé. Àðãóìåíòîì â ïîëüçó ýòîãî ìåòîäà ñëóæàò èçâåñòíûå

ðåçóëüòàòû Âîëêîâà è Àêóëîâà [10℄ î âçàèìîäåéñòâèÿõ �îëäñòîóíîâñêîãî �åðìèîíà. Îíè

ïîñòóëèðîâàëè ïðåîáðàçîâàíèÿ

ψα → ψα + ζα, ψ̄α̇ → ψ̄α̇ + ζ̄α̇, x
A → xA − 1

2i

(
ζ̄ α̇
(
σA
)
αα̇
ψα − ψ̄α̇

(
σA
)
αα̇
ζα
)
, (1)

îáðàçóþùèå ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå, è ïîñòðîèëè èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå äëÿ �îëäñòîóíîâ�

ñêîãî �åðìèîíà

SGF =

∫
d4x detE, EB

A = δBA +
1

2i

(
ψ̄α̇∂Aψ

α + ψα∂Aψ̄
α̇
) (
σB
)
αα̇
, (2)

Òàêæå èìè áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî (1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò âçàè�

ìîäåéñòâèå äàííîãî �åðìèîíà ñ ìàòåðèåé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî è â

ñëó÷àå êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí ïðè ñïîíòàííîì íàðóøåíèè ïîëî�

âèíû ñóïåðñèììåòðèé âñå �åðìèîííûå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü çà�èêñèðîâàíû àíàëîãè÷íûì
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òðåáîâàíèåì. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå äëÿ íèõ â áîçîííîì ïðåäåëå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìî�

ùüþ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, ñòðóêòóðà ïîëíîãî ñóïåðñèììåòðè÷íîãî êîìïî�

íåíòíîãî äåéñòâèÿ òàêæå ÿñíà (ïîëíîñòüþ âûÿñíèòü åãî òàêèì îáðàçîì íåëüçÿ, ïîñêîëüêó

íåêîòîðûå ñëàãàåìûå ìîãóò èñ÷åçàòü áîçîííîì ïðåäåëå). Ïîñëå ýòîãî îñòàíåòñÿ ëèøü ïðîâå�

ðèòü èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Èìååò ñìûñë íà÷àòü ðåàëèçàöèþ äàííîé ïðîãðàììû ñ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè,

÷òîáû âûÿñíèòü åå âîçìîæíûå òîíêîñòè, äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè íà îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ

ñèñòåìàõ, à çàòåì ïðèìåíèòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ P -áðàí.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïðåñëåäóåò äâå öåëè.

Ïåðâîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåõàíèê ñóïåð÷àñòèö â èñêðèâëåííûõ ïðî�

ñòðàíñòâàõ è âíåøíèõ (íåàáåëåâûõ) ìàãíèòíûõ ïîëÿõ, èíòåðåñíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòî�

âîãî ý��åêòà Õîëëà. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è

• Ïîñòðîåíèå SU(n+ 1) èíâàðèàíòíîé CP
n
ìåõàíèêè âî âíåøíåì U(n) ìàãíèòíîì ïîëå,

à òàêæå ïîèñê ïðåäñòàâëåíèÿ åå ãàìèëüòîíèàíà â òåðìèíàõ ãåíåðàòîðîâ åå ñèììåòðèé;

• Ïîñòðîåíèå ñóïåðñèììåòðè÷íîé CP
3
ìåõàíèêè, äîïóñêàþùåé ãàìèëüòîíîâó ðåäóêöèþ

ê ìåõàíèêå íà ñ�åðå S4
áåç íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè, è åå îáîáùåíèå äî CP

2k+1
,

ðåäóöèðóåìîé äî HP
k
.

Âòîðîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâîãî ïîäõîäà ê äåéñòâèÿì ñî ñïîíòàííî íàðóøåí�

íîé ñóïåðñèììåòðèåé è åãî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö

è P -áðàí. Â ðàìêàõ ýòîé ïðîãðàììû ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• Ïîñòðîåíèå êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ ìåõàíèêè, îñíîâàííîé íà N = 2, d = 1 êèðàëü�

íîì ìóëüòèïëåòå, ñ äîïîëíèòåëüíîé ñïîíòàííî íàðóøåííîé N = 2 ñóïåðèììåòðèåé,

ïîìîùüþ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé. Ïîñòðîåíèå ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ è

ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ îáîèõ ìåòîäîâ;

• Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê ñ íàðóøåíèÿìè âûñøèõ ñó�

ïåðñèììåòðèé (N = 8 → N = 4, N = 16 → N = 8, . . . )

• Ïîñòðîåíèå N = 4 → N = 2 äåéñòâèé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè (àíèîí, ÷àñòèöà ñ

æåñòêîñòüþ [12, 13℄);

• Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5 è äîêàçàòåëüñòâî åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñè�

òåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé N = 2, d = 3 ñóïåðñèììåòðèé;
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• Âû÷èñëåíèå äåéñòâèé, äóàëüíûõ äåéñòâèþ ìåìáðàíû â D = 5 è ñîäåðæàùèõ ýëåêòðî�

ìàãíèòíûå ïîëÿ â d = 3;

• Ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèé 3-áðàí â D = 6, 8 è ìåìáðàíû

â D = 7 îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ñ ó÷åòîì ïîëó÷åí�

íîãî îïûòà.

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Âûïîëíåííîå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå N = 2 è N = 4 ñóïåðñèììåò�

ðè÷íûõ ìåõàíèê ÷àñòèö âî âíåøíèõ íåàáåëåâûõ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëÿõ, ñîçäàåò îñíîâó äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà. Ýòî îòêðûâàåò âîç�

ìîæíîñòè êàê äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîÿëåíèé ñóïåðñèììåòðèè â �èçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ, òàê è äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ñóïåðñèììåòðèè â ìîäåëÿõ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè, îñ�

íîâàííûõ íà êâàíòîâîì ý��åêòå Õîëëà. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåííûå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå

ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è ñàìè ïî ñåáå, êàê ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûõ ïîë�

íîñòüþ �èêñèðóåòñÿ ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.

Èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè, êàê ñóïåð÷àñòèö,

òàê è áðàí, ïðîâåäåííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ñòðóêòóðó äåéñòâèé

ýòèõ ñèñòåì, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñóïåðïîëåé. Îñóùåñòâëåííûå ïî�

ñòðîåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü îáùèé ìåòîä ïîèñêà êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé áðàí,

�ëóêòóàöèè êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ òîëüêî ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè, â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàþ�

ùèéñÿ áîëåå ý��åêòèâíûì, ÷åì ðàñïîñòðàíåííûå ñóïåðïîëåâûå ìåòîäû. Â ÷àñòíîñòè, ñó�

ïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5, 7 è 3-áðàíû â D = 8, íå áûëè èçâåñòíû íè

â òåðìèíàõ êîìïîíåíò, íè ñóïåðïîëåé. �àññìîòðåííûå äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êàê

äëÿ èññëåäîâàíèÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðåäåëà è íåïåðòóðáàòèâíûõ ñâîéñòâ òåîðèè ñòðóí

è ñóïåðãðàâèòàöèè, òàê è äëÿ äàëüíåéøåãî ïîèñêà âîçìîæíîñòåé ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ñî

ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè, ñîäåðæàùèõ êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ. Ïîñòðîåííûå

ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå

â òåîðèè êîíäåíñèðîâàííûõ ñðåä.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê ÷à�

ñòèö âî âíåøíåì êàëèáðîâî÷íîì ïîëå.

Â ïåðâîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà ìåõàíèêà ÷àñòèöû íà ïðîñòðàí�

ñòâàõ CP
n
, à òàêæå åå îáîáùåíèÿ, âêëþ÷àþùèå U(n) ìàãíèòíûå ïîëÿ è ñóïåðñèììåòðèþ.
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Äîêàçàíî, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî SU(n+1) ñèììåòðèè, èìåâøàÿ ìåñòî â áîçîííîé

ìåõàíèêå, ñîâìåñòèìà ñ îäíîâðåìåííûì âêëþ÷åíèåì U(n) ìàãíèòíîãî ïîëÿ è N = 4, d = 1

ñóïåðñèììåòðèè, õîòÿ è äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ äîáàâèòü òîêè, äîïîëíÿþùèå àëãåáðó èçîñïè�

íîâûõ òîêîâ u(n) äî su(1, n). ßâíî ïîñòðîåíû ãåíåðàòîðû, ïîðîæäàþùèå àëãåáðó su(n+ 1)

ñ ïîìîùüþ ñêîáêè Äèðàêà, â èõ òåðìèíàõ ñ�îðìóëèðîâàí ãàìèëüòîíèàí.

Âî âòîðîì ðàçäåëå ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåíà áîçîííàÿ ìåõàíèêà íà ïðîñòðàíñòâå CP
3
,

åå �îðìóëèðîâêà êàê ìåõàíèêè íà ñ�åðå S4 ∼ HP
1
ñ âíåøíèì SU(2)-êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì,

è ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ äî ñâîáîäíîé ìåõàíèêè íà S4
. Ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî ñ�îðìóëè�

ðîâàòü N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó ñ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðàÿ, îäíàêî,

îòëè÷àåòñÿ îò ñòàíäàðòíîé CP
3
ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè, îñíîâàííîé íà êèðàëüíûõ

ñóïåðïîëÿõ. Äàííûå ïîñòðîåíèÿ ðàñïîñòðàíåíû íà ñèñòåìû íà CP
2n+1

, ðåäóöèðóåìûå ê ñâî�

áîäíûì HP
n
ìåõàíèêàì.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè ÷à�

ñòèöû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ñ ÷àñòè÷íûì ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì N =

4, N = 8, N = 16 âûñøèõ ñóïåðñèììåòðèé â d = 1. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðå�

àëèçàöèé ïîñòðîåíû äåéñòâèÿ òàêèõ ÷àñòèö â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñóïåðïîëåé. Ïîêàçàíî,

÷òî äåéñòâèÿ òàêèõ ñóïåð÷àñòèö èìåþò óíèâåðñàëüíóþ ñòðóêòóðó, âî ìíîãîì ïîâòîðÿþùóþ

áîçîííîå äåéñòâèå, è èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèé, à òàêæå íåëèíåéíî ðåàëèçîâàííîé ãðóïïû SO(1, 2). Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíî äåéñòâèå

÷àñòèöû â D = 5 ñ 16 ñóïåðñèììåòðèÿìè, ïîëîâèíà êîòîðûõ ñïîíòàííî íàðóøåíû. Âî âñåõ

ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ �åðìèîíû âõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíû ëèøü â âèäå

êîìáèíàöèè E , êîâàðèàíòèçóþùåé ïðîèçâîäíûå ∂t → Dt = E−1∂t è ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ

dt→ dt E îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òàêæå ïîñòðîåíû N = 4 ñóïåðñèììåò�

ðè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ.

Â òðåòüåé ãëàâå êîìïîíåíòíûé ïîäõîä ê äåéñòâèÿì ñ ÷àñòè÷íûì ñïîíòàííûì íàðóøå�

íèåì ñóïåðñèììåòðèè àäàïòèðîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèé áðàí â

ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíû äåéñòâèÿ ìåìáðàí

â D = 5, D = 7 è 3-áðàí â D = 6, D = 8, è äîêàçàíà èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Îíè îáëàäàþò òåìè æå îñíîâíûìè ÷åðòàìè,

÷òî è äåéñòâèÿ â ìåõàíèêå; íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì îêàçûâàåòñÿ íàëè÷èå ÷ëåíà

Âåññà-Çóìèíî, ñäâèãàþùåãîñÿ íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ íàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè. Äóàëèçàöèåé èç äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 5 ïîëó÷åíû äåéñòâèÿ, ñîäåðæà�

ùèå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ, â òîì ÷èñëå N = 4, d = 3 ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå äëÿ òåîðèè
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Áîðíà-Èí�åëüäà.

Â Çàêëþ÷åíèè ïîäâîäÿòñÿ èòîãè ðàáîòû è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùè�

òó.
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�ëàâà 1

Ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè ÷àñòèö âî âíåøíåì

êàëèáðîâî÷íîì ïîëå

1.1. Ñèììåòðèè N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé CP
n

ìåõàíèêè

1.1.1. Ââåäåíèå

Ñóïåðñèììåòðè÷íûå íåëèíåéíûå ñèãìà-ìîäåëè èçâåñòíû â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò [14�16℄.

Åñëè ñêàëÿðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà íåêîòîðîì Êýëåðîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñó�

ïåðñèììåòðè÷íûé ëàãðàíæèàí ìîæåò áûòü ïðîñòûì è êîìïàêòíûì îáðàçîì çàïèñàí ñ ïî�

ìîùüþ Êýëåðîâîé ìåòðèêè. Â îäíîì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ, îäíîìåðíîé CP
n
ìîäåëè

[17℄, N = 4 ñóïåðçàðÿäû â ïîäõîäÿùåì áàçèñå èìåþò âåñüìà ïðîñòîé âèä [18�20℄. Áîçîííûå

ïîëÿ ýòîé ìîäåëè ïàðàìåòðèçóþò ïðîñòðàíñòâî CP
n ∼ SU(n + 1)/U(n), à ñóïåðçàðÿäû è

ãàìèëüòîíèàí èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû SU(n + 1) [21℄.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé â ñóïåð�

ñèììåòðè÷íóþ CP
n
ìîäåëü ïðè ñîõðàíåíèè SU(n + 1) ñèììåòðèè. Íàèáîëåå î÷åâèäíîé âîç�

ìîæíîñòüþ òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåàáåëåâûìè êàëèáðîâî÷íûìè

ïîëÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè àëãåáðå u(n). Â áîçîííîì ñëó÷àå òàêàÿ ñèñòåìà áûëà ïðåäëîæå�

íà Êàðàáàëè è Íàèðîì, ðàññìîòðåâøèìè êâàíòîâûé ý��åêò Õîëëà íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
n

[4℄; òàêæå áûëè ïîñòðîåíû ý��åêòèâíûå äåéñòâèÿ â îáúåìå è íà ãðàíèöå [22℄. Âîçìîæíîñòü

ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé âåðñèè äàííîé ñèñòåìû íå î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ äîïîëíèòåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì ïðèâîäèò ê òàê

íàçûâàåìîé �ñëàáîé àëãåáðå ñóïåðñèììåòðèè� [23℄.

�àçðàáîòêà N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé ìîäåëè Êàðàáàëè è Íàèðà áûëà

íà÷àòà â ñòàòüå [24℄, â êîòîðîé áûëà ïîñòðîåíà N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà, îïèñû�

âàþùàÿ äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ïî ïðîñòðàíñòâó CP
n
â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ U(n)

êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé. Â îòëè÷èå îò N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè íà ñ�åðå S4
[25℄,

îáëàäàþùåé ëèøü SO(4) èíâàðèàíòíîñòüþ, N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà CP
n
áåç

êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SU(n+1), ðåàëèçîâàííîé íåëèíåé�

íî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çíàòü, íå ðàçðóøàåòñÿ ëè ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèé SU(n+ 1) ïðè

ââåäåíèè U(n) âíåøíèõ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé â N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó íà

CP
n
.
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1.1.2. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ: áîçîííàÿ CP
n
ìåõàíèêà

Ëàãðàíæåâ ïîäõîä è ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé

Ñòàíäàðòíàÿ áîçîííàÿ CP
n
ìåõàíèêà îïèñûâàåòñÿ 2n áîçîííûìè êîîðäèíàòàìè

{zα, z̄α, α = 1, . . . , n}, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè t, ñ äåéñòâèåì

SCPn =

∫
dtLCPn =

∫
dt gα

β żα ˙̄zβ , (1.1)

ãäå gα
β
- ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè ïðîñòðàíñòâà CP

n

gα
β =

1

(1 + z · z̄)

[
δβα −

z̄αz
β

(1 + z · z̄)

]
, z · z̄ ≡ zαz̄α. (1.2)

CP
n
ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ ìîäåëåé ñ íåëèíåéíî ðåàëèçîâàííîé

ñèììåòðèåé. Ïîëíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SU(n + 1), ïðè

ýòîì U(n) ïîäãðóïïà ðåàëèçîâàíà ëèíåéíî [21℄. Òàêèì îáðàçîì, CP
n
ìåõàíèêà ìîæåò áûòü

ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê σ-ìîäåëü íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå SU(n + 1)/U(n). Åå

ìîæíî ïîëíîñòüþ ïîñòðîèòü, èñõîäÿ èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåõàíèêè íà CP
n
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé èìååò

ñìûñë âûáðàòü òàêîé áàçèñ â àëãåáðå su(n+1), â êîòîðîì ãåíåðàòîðû ïîäàëãåáðû u(n) Jα
β
è

ãåíåðàòîðû, ïðèíàäëåæàùèå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâó SU(n + 1)/U(n) Rα,R
α
, âûäåëåíû ÿâíî.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ àëãåáðû su(n+ 1) â ýòîì áàçèñå èìåþò âèä

[
Rα,R

β
]
= 2 Jα

β,
[
Jα

β, Jγ
σ
]
=

1

2

(
δβγ Jα

σ − δσαJγ
β
)
,

[
Jα

β,Rγ
]
=

1

2

(
δβγRα + δβαRγ

)
,
[
Jα

β,R
γ
]
= −1

2

(
δγαR

β
+ δβαR

γ
)
. (1.3)

�åíåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ýðìèòîâîãî ñîïðÿæåíèÿ

(Rα)
† = R

α
,
(
Jα

β
)†

= Jβ
α. (1.4)

Äåéñòâèå ãðóïïû SU(n+1) íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå SU(n+1)/U(n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü

ñ ïîìîùüþ ëåâîãî óìíîæåíèÿ

g = ei(x
α
Rα+x̄αR

α) ∈ SU(n+ 1)/U(n) ⇒

g0 g = ei(a
α
Rα+āαR

α) ei(x
γ
Rγ+x̄γR

γ) = ei(x
′α
Rα+x̄′αR

α) h, (1.5)

ãäå h ∈ U(n). Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî çàïèñûâàòü â ñòåðåîãðà�è÷åñêèõ êîîð�

äèíàòàõ:

zα ≡ tg
√
x · x̄√
x · x̄

xα, z̄α ≡ tg
√
x · x̄√
x · x̄

x̄α ⇒

z′α = zα + aα + (z · ā)zα, z̄′α = z̄α + āα + (a · z̄)z̄α. (1.6)
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëàãðàíæèàí (1.1) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (1.6).

Ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îáúåêòû, êîâàðèàíòíûå îòíîñè�

òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (1.6). Èìè ÿâëÿþòñÿ �îðìû Êàðòàíà

g−1 dg = i dzα eα
β
Rβ + iR

α
eα

βdz̄β + 2 (zα ωβ
γdz̄γ − dzγ ωγ

αz̄β) Jα
β. (1.7)

Â ïðèíÿòûõ êîîðäèíàòàõ òåòðàäû eα
β
è U(n)-ñâÿçíîñòè ωα

β
íà ìíîãîîáðàçèè CP

n
èìåþò

âèä [26℄

eα
β =

1√
1 + z · z̄

[
δβα −

z̄αz
β

√
1 + z · z̄

(
1 +

√
1 + z · z̄

)
]
, (1.8)

ωα
β =

1√
1 + z · z̄

(
1 +

√
1 + z · z̄

)
[
δβα −

z̄αz
β

2
√
1 + z · z̄

(
1 +

√
1 + z · z̄

)
]
. (1.9)

Òåòðàäû eα
β
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü SU(n + 1) êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå �ïîëåé� {zα, z̄α}

∇tz
α = żβ eβ

α, ∇tz̄α = eα
γ ˙̄zγ (1.10)

è SU(n + 1) èíâàðèàíòíûé ëàãðàíæèàí

LCPn = ∇tz
α∇tz̄α = gα

β żα ˙̄zβ , (1.11)

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (1.1).

�àìèëüòîíîâ ïîäõîä è ìàãíèòíûå ïîëÿ

Äîñòîèíñòâîì ðàññìîòðåííîãî ëàãðàíæåâà �îðìàëèçìà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñâÿçü

ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåäåíèÿ âçàè�

ìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèìè êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè, ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ áîëåå

óäîáíûì.

Êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí CP
n
ìîäåëè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå�

æàíäðà èç ëàãðàíæèàíà (1.1)

H = p̄α
(
g−1
)
α

β pβ , (1.12)

ãäå

(
g−1
)
α

β = (1 + z · z̄)
[
δβα + z̄αz

β
]
, (1.13)

à ñêîáêè Ïóàññîíà èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä

{zα, pβ} = δαβ ,
{
z̄α, p̄

β
}
= δβα . (1.14)
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Èíâàðèàíòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà CP
n
ìîäåëè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ãðóïïû

SU(n+ 1) îçíà÷àåò, ÷òî ñêîáêè ãàìèëüòîíèàíà (1.12) ñ òîêàìè

Rα = pα + z̄αz̄β p̄
β, Rα = p̄α + zαzβpβ, Jα

β =
i

2

(
zβpα − z̄αp̄

β
)
+

i

2
δβα (z

γpγ − z̄γ p̄
γ) (1.15)

ðàâíû íóëþ.

Äàííûå òîêè îáðàçóþò su(n+ 1) àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Ïóàññîíà (1.14):

{
Rα, R

β
}
= 2iJα

β,
{
Jα

β, Jγ
δ
}
=

i

2

(
δβγ Jα

δ − δδα Jγ
β
)
,

{
Jα

β, Rγ

}
=

i

2

(
δβγ Rα + δβα Rγ

)
,
{
Jα

β, Rγ
}
= − i

2

(
δγα R

β + δβα R
γ
)
. (1.16)

Áîëåå òîãî, ãàìèëüòîíèàí (1.12) ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòè÷íûì îïåðàòîðîì Êàçèìèðà

su(n+ 1)

Csu(n+1) = Rα R
α + 2Jα

β Jβ
α − 2

n+ 1
Jα

α Jβ
β, (1.17)

ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà òîêîâ (1.15). Ýòî - åùå îäíî ïðîÿâëåíèå SU(n + 1) èíâàðèàíòíîñòè

CP
n
ìåõàíèêè.

Âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå ìîæíî ââåñòè â CP
n
ìåõàíèêó, íå íàðóøèâ SU(n+1) ñèììåò�

ðèþ, ÿâëÿåòñÿ ëèøü âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ââåäåíèå èíâàðèàíòíîãî

ïîòåíöèàëà íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ êîìáèíàöèþ ïå�

ðåìåííûõ {zα, z̄α}, ïðåîáðàçóþùèõñÿ êàê â (1.6). Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ CP
n

êàê �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà SU(n+1)/U(n), âíåøíèå ïîëÿ ìîãóò áûòü èëè àáåëåâûìè, ñâÿçàí�

íûìè ñ U(1) ïîäãðóïïîé ãðóïïû ñòàáèëüíîñòè U(n), ëèáî íåàáåëåâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ïîëíîé ïîäãðóïïå ñòàáèëüíîñòè.

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ââåñòè âçàèìîäåéñòâèå ñ àáåëåâûì ìàãíèòíûì ïîëåì B

ìîæíî, ìîäè�èöèðîâàâ u(n) òîêè Jα
β
(1.15)

J̃α
β = Jα

β +B δβα. (1.18)

Òàêæå ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü SU(n + 1)/U(n) òîêè {R̃α, R̃
α}, âìåñòå ñ J̃α

β
îáðàçóþùèå

àëãåáðó su(n+ 1) (1.16)

R̃α = Rα + iB z̄α, R̃α = Rα − iB zα. (1.19)

Î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíûé ãàìèëüòîíèàí ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îïåðàòîð Êàçèìèðà (1.17),

ïîñòðîåííûé èç ãåíåðàòîðîâ (1.19), (1.18):

HU(1) = p̃α
(
g−1
)
α

β p̃β +
2n

n+ 1
B2, (1.20)
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ãäå 




p̃α = pα − iB z̄α
1+z·z̄

p̃α = p̄α + iB zα

1+z·z̄

⇒
{
p̃α, p̃

β
}
= −2iBgα

β. (1.21)

�àìèëüòîíèàí (1.20) îïèñûâàåò ìåõàíèêó ÷àñòèöû íà ïðîñòðàíñòâå CP
n
, â ïðèñóòñòâèè îä�

íîðîäíîãî âíåøíåãî U(1) ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òàêæå ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ââåñòè îñöèëëÿòîðíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé, õîòÿ è

íåìèíóåìî ðàçðóøàåò SU(n + 1) äî U(n), òåì íå ìåíåå ñîõðàíÿåò òî÷íóþ ðåøàåìîñòü è

âñå ñèììåòðèè CP
n
îñöèëëÿòîðà, â òîì ÷èñëå ñêðûòûå, äàæå â ïðèñóòñòâèè ïîñòîÿííîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ [27℄.

Áîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèì U(n) êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì ìîæåò

áûòü ðàññìîòðåí ïî àíàëîãèè ñ àáåëåâûì ñëó÷àåì. Òîêè u(n) Jα
β
(1.15) ìîæíî ìîäè�èöè�

ðîâàòü, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíûå u(n) òîêè:

J̃α
β = Jα

β + Ĵα
β. (1.22)

Ñêîáêè Ĵα
β
ñ êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè {zα, z̄α, pα, p̄α} ðàâíû íóëþ, à ñêîáêè Ĵα

β
äðóã ñ

äðóãîì âîñïðîèçâîäÿò àëãåáðó u(n) (1.16):

{
Ĵα

β, Ĵγ
δ
}
=

i

2

(
δβγ Ĵα

δ − δδα Ĵγ
β
)
. (1.23)

Òåïåðü ìîæíî âîññòàíîâèòü òîêè R̃α, R̃
α
, îáðàçóþùèå, âìåñòå ñ íîâûìè u(n) òîêàìè J̃α

β

(1.22), àëãåáðó su(n+ 1). Ïîñëå íåáîëüøèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî íàéòè, ÷òî îíè èìåþò âèä

R̃α = Rα +
2i(

1 +
√
1 + z · z̄

) Ĵαβ z̄β +
i

(
1 +

√
1 + z · z̄

)2 z̄α z
β Ĵβ

γ z̄γ,

R̃α = Rα − 2i(
1 +

√
1 + z · z̄

) zβ Ĵβα −
i

(
1 +

√
1 + z · z̄

)2 z
α zβ Ĵβ

γ z̄γ ,

J̃α
β = − i

2

{
R̃α, R̃

β
}
= Jα

β + Ĵα
β. (1.24)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí ñíîâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îïåðàòîð Êàçèìèðà (1.17),

ïîñòðîåííûé èç òîêîâ (1.24). Â òåðìèíàõ zα, pα îí èìååò âèä

HU(n) = p̃α
(
g−1
)
α

β p̃β + 2 Ĵα
β Ĵβ

α − 2

n + 1
Ĵα

α Ĵβ
β, (1.25)

ãäå òåïåðü 




p̃α = pα − 2i ωα
β Ĵβ

γ z̄γ

p̃α = p̄α + 2i zγ Ĵγ
β ωβ

α

⇒
{
p̃α, p̃

β
}
= −2 i eα

µ eν
β Ĵµ

ν . (1.26)
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Òåòðàäû eα
β
è U(n) ñâÿçíîñòè ωα

β
íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå SU(n + 1)/U(n) îïðåäåëåíû

�îðìóëàìè (1.8), (1.9) ñîîòâåòñòâåííî.

�åäóêöèÿ òîêîâ Ĵα
β → Bδβα ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñèñòåìå ñ àáåëåâûì âíåø�

íèì ïîëåì. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (1.25) ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

HU(n) = p̃α
(
g−1
)
α

β p̃β + 2 Cu(n). (1.27)

Çäåñü

CU(n) = Ĵα
β Ĵβ

α − 1

n + 1
Ĵα

α Ĵβ
β

(1.28)

- îïåðàòîð Êàçèìèðà àëãåáðû u(n), ïîñòðîåííûé èç òîêîâ Ĵβ
α
. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîáêè CU(n) ñî

âñåìè su(n+1) òîêàìè (1.22), (1.24) ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó òðåáîâàíèþ SU(n+1) ñèììåòðèè

óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ãàìèëüòîíèàí

H(γ) = p̃α
(
g−1
)
α

β p̃β + γ Cu(n), (1.29)

ãäå γ - ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü ñèñòåìó ñ íåêîòî�

ðûì çíà÷åíèåì γ íà ãàìèëüòîíèàí íóæíî íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ. Òàêæå

ñèñòåìó ìîæíî ðåäóöèðîâàòü, ïðèäàâ îïåðàòîðó Cu(n) �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðèðîäà òîêîâ Ĵβ

α
äëÿ ïðèâåäåííîãî ïîñòðîåíèÿ àáñîëþòíî íå

âàæíà. Òðåáóåòñÿ ëèøü òî, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè àëãåáðó u(n) (1.23), à ñêîáêè èõ ñ

zα, pα, z̄α, p̄
α
áûëè ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàííûå òîêè ìîãóò áûòü ïî�

ñòðîåíû ëèáî èç äîïîëíèòåëüíûõ èçîñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ëèáî èç íîâûõ áîçîííûõ

êîîðäèíàò è ñîïðÿæåííûõ èèìïóëüñîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó, ðàñ�

øèðÿþùóþ ñòàíäàðòóþ CP
n
ìåõàíèêó.

1.1.3. N = 4 ñóïåðñèììåòðèÿ

Â äàííîì ïîäðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå ðàñøèðåíèÿ îïè�

ñàííûõ ìåõàíèê íà CP
n
ñ âíåøíèìè ïîëÿìè èëè áåç òàêîâûõ.

Ñâîáîäíàÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ CP
n
ìîäåëü

×òîáû ïîñòðîèòü N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íóþ âåðñèþ CP
n
ìåõàíèêè, íåîáõîäèìî ââåñòè

4n �åðìèîííûõ ïåðåìåííûõ {ψαi , ψ̄iα, i = 1, 2} ñî ñêîáêàìè Äèðàêà, äîïîëíÿþùèìè ñêîáêè
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(1.14):

{
ψαi , ψ̄

j
β

}
= iδji (g

−1)β
α,

{
pα, p̄

β
}
= −i

(
gα

βgµ
ν + gα

νgµ
β
)
ψ̄iνψ

µ
i ,{

pα, ψ
β
i

}
= − 1

(1+z·z̄)

[
z̄αψ

β
i + δβα ψ

γ
i z̄γ

]
, (1.30)

{
p̄α, ψ̄iβ

}
= − 1

(1+z·z̄)
[
zαψ̄iβ + δαβ z

γ ψ̄iγ
]
.

Òàêîé âûáîð ñêîáîê îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùåì áàçèñå ÷åòûðå ñóïåðçàðÿäà

Qi, Qi èìåþò ïðåäåëüíî ïðîñòîé âèä [18�20℄

Qi = p̄α ψ̄iα, Qi = ψαi pα. (1.31)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî ñêîáîê (1.30), (1.14) ñóïåðçàðÿäû Qi, Qi îáðàçóþò àë�

ãåáðó N = 4 ñóïåðñèììåòðèè

{
Qi, Qj

}
= iδijHsCPn,

{
Qi, Qj

}
=
{
Qi, Qj

}
= 0, (1.32)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì

HsCPn = p̄α
(
g−1
)
α

β pβ +
1

4
(gµ

αgρ
σ + gµ

σgρ
α) ψ̄α iψ̄

i
σ ψ

ρ jψµj . (1.33)

SU(2) èíäåêñ çäåñü ìîæíî ïîäíèìàòü è îïóñêàòü ñ ïîìîùüþ SU(2)-èíâàðèàíòíîãî òåíçîðà

εij, εijε
jk = δki , ε12 = ε21 = 1, Ai = εijA

j , Ai = εijAj .

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé CP
n
ìåõàíèêè ñóùåñòâóåò ïðîñòîå

ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå. ×òîáû âûïèñàòü åãî, òðåáóåòñÿ ââåñòè 2n êèðàëüíûõ ñóïåðïîëåé

zα, z̄α â ñóïåðïðîñòðàíñòâå R(1,4) =
{
t, θi, θ̄

i
}
, i = 1, 2

Dizα = 0, Diz̄α = 0, α = 1 . . . n. (1.34)

ñ êîìïîíåíòíûì ñîñòàâîì

zα = zα|, ψαi = Diz
α|θ→0, Aα = DiDiz

α|θ→0, z̄α = z̄α|, ψ̄iα = Diz̄α|θ→0, Aα = DiDiz̄α|θ→0.

Òîãäà ìåõàíèêà ñ íóæíûì áîçîííûì ïðåäåëîì ìîæåò áûòü âîñïðîèçâåäåíà äåéñòâèåì

S =

∫
dt d4θ ln [1 + zαz̄α] . (1.35)

Èç íåãî òàêæå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñêîáêè Äèðàêà (1.30) è ãàìèëüòîíèàí (1.33).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî SU(n + 1) èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé

CP
n
ìåõàíèêè äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíîâèòü, îïåðèðóÿ èìåííî ñóïåðïîëÿìè. Ïóñòü SU(n+1)

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðïîëåé èìåþò âèä

δzα = aα + zα
(
zβāβ

)
, δz̄α = āα + z̄α

(
aβz̄β

)
. (1.36)
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Îíè, î÷åâèäíî, èìåþò ïðàâèëüíûé áîçîííûé ïðåäåë è ñîâìåñòèìû ñ óñëîâèÿìè êèðàëüíîñòè

(1.34). Òîãäà δ(zαz̄α) = (1 + zαz̄α)(a
βz̄β + āβz

β), è âàðèàöèÿ ñóïåðïîëåâîãî ëàãðàíæèàíà

δ ln [1 + zαz̄α] = aβ z̄β + āβz
β
ïðîïàäàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó.

Òîêè, ñêîáêà êîòîðûõ ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.33) ðàâíà íóëþ, è îáðàçóþùèå su(n + 1)

àëãåáðó (1.16), ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå:

Rα = pα + z̄αz̄β p̄
β − i

(1 + z · z̄)2
(
z̄αψ

β
i ψ̄

i
β + z̄βψ

β
i ψ̄

i
α −

2

1 + z · z̄ z̄αz̄βz
γψβi ψ̄

i
γ

)
,

Rα = p̄α + zαzβpβ +
i

(1 + z · z̄)2
(
zαψβi ψ̄

i
β + zβψαi ψ̄

i
β −

2

1 + z · z̄ z
αz̄βz

γψβi ψ̄
i
γ

)
,

Jα
β = − i

2

{
Rα, R

β
}
. (1.37)

Òàêîé ðåçóëüòàò îæèäàåì, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà SU(n + 1) èí�

âàðèàíòíà. Íåñêîëüêî ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî ñêîáêè ñóïåðçàðÿäîâ (1.31) ñ äàííûìè òîêàìè

òàêæå ðàâíû íóëþ,

{
Rα, Q

i
}
=
{
Rα, Qi

}
= 0,

{
Rα, Qi

}
=
{
Rα, Qi

}
= 0. (1.38)

Äðóãîå ñóùåñòâåííîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî (1.33) ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà

àëãåáðû su(n+ 1) (1.37):

HsCPn = Rα R
α + 2Jα

β Jβ
α − 2

n+ 1
Jα

α Jβ
β, (1.39)

Òàêèì îáðàçîì, N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ CP
n
ìåõàíèêà îáëàäàåò òåìè æå îñíîâíûìè

ñèììåòðèÿìè, ÷òî è åå áîçîííàÿ îñíîâà. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñóïåð�

ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå òîêè su(n+1) (1.37) ñîäåðæàò òàêæå è �åðìèîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû.

N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ CP
n
ìîäåëü ñ U(n) ìàãíèòíûì ïîëåì

Ââåñòè âçàèìîäåéñòâèå ñ êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè â CP
n
ìåõàíèêó, ñîõðàíèâ N = 4

ñóïåðñèììåòðèþ, ìîæíî, åñëè èñïîëüçîâàòü íàáîð òîêîâ {Rα,Rα,Jαβ}, îáðàçóþùèõ àëãåáðó
su(1, n) [24℄:

{
Rα,Rβ

}
= −2iJαβ,

{
Jαβ,Jγδ

}
=

i

2

(
δβγ Jαδ − δδα Jγβ

)
,

{
Jαβ,Rγ

}
=

i

2

(
δβγ Rα + δβα Rγ

)
,
{
Jαβ,Rγ

}
= − i

2

(
δγα Rβ + δβα Rγ

)
. (1.40)

×òîáû îïðåäåëèòü ñóïåðçàðÿäû äàííîé ìåõàíèêè, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíè

îáðàçîâûâàëè N = 4 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå (1.32). Äàííûå ñóïåðçàðÿäû áûëè íàéäåíû â

ðàáîòå [24℄:

Qi = p̄αψ̄iα + 2i zγJγβωβαψ̄iα + i ψi αeα
βRβ, Qi = ψαi pα − 2iψαi ωα

βJβγ z̄γ + i Rβ
eβ

αψ̄i α. (1.41)



19

Çäåñü eα
β
è ωα

β
- òåòðàäà è U(n)-ñâÿçíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå CP

n ∼ SU(n+ 1)/U(n), îïðåäå�

ëåííûå �îðìóëàìè (1.8) è (1.9) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñóïåðçàðÿäû (1.41) äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò N = 4, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå îò�

íîñèòåëüíî ñêîáêè Äèðàêà:

{
Qi,Qj

}
= 0,

{
Qi,Qj

}
= 0,

{
Qi,Qj

}
= iH,

H =
(
p̄ g−1 p

)
− 2i

[(
p̄ g−1 ωJ z̄

)
−
(
z J ω g−1 p

)]
+
(
RR

)
+ (1.42)

+4
(
z J ω g−1 ωJ z̄

)
− 2

(
ψi eJ e ψ̄i

)
+

1

4
(gµ

αgρ
σ + gµ

σgρ
α) ψ̄α iψ̄

i
σ ψ

ρ jψµj .

Îäíèì èç íàèáîëåå íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ äàííîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ââåäåíèÿ âçà�

èìîäåéñòâèÿ ñ u(n) òîêàìè ïîòðåáîâàëîñü äîïîëíÿòü ñóïåðçàðÿäû (1.41) è ãàìèëüòîíèàí

(1.42) òîêàìè, îáðàçóþùèìè su(1, n) àëãåáðó (1.40). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ

ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ su(n+ 1) èíâàðèàíòíûì, ñêîáêè ñîîòâåòñòâóþùèõ su(n+ 1) òîêîâ ñ

ñóïåðçàðÿäàìè äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ. (Êàê èìååò ìåñòî áåç âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.)

Ýòè íîâûå òîêè, ïîìèìî áîçîííûõ è �åðìèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû CP
n
ìåõàíèêè, ìîãóò

ñîäåðæàòü òîëüêî u(n) òîêè Jαβ. Ïîñòðîèòü su(n+1) òîêè, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû, èìïóëüñû

è ïîëíûé su(1, n) íàáîð òîêîâ, âêëþ÷àÿ {Rα,Rβ}, îêàçûâàåòñÿ ïîïðîñòó íåâîçìîæíî. Ïîýòî�
ìó ãàìèëüòîíèàí (1.42) íå ìîæåò áûòü îïåðàòîðîì Êàçèìèðà êàêîé-ëèáî àëãåáðû su(n+ 1)

è äîëæåí èìåòü áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. ×òîáû ïîíÿòü ïðèðîäó (1.42), ìîæíî ïåðåïèñàòü

ñëàãàåìîå RR â (1.42) ÷åðåç îïåðàòîð Êàçèìèðà su(1, n) Csu(1,n):

RαRα = Csu(1,n) +
(
2Jαβ Jβα −

2

n+ 1
Jαα Jββ

)
, (1.43)

Csu(1,n) = RαRα − 2Jαβ Jβα +
2

n + 1
Jαα Jββ. (1.44)

Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðàòîðû {Rα,Rβ}, ïðèíàäëåæàùèå â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâó

SU(1, n)/U(n), âõîäÿò â ãàìèëüòîíèàí òîëüêî ÷åðåç îïåðàòîð Csu(1,n). Âñå ïðî÷èå ñëà�

ãàåìûå ñîäåðæàò òîëüêî u(n) òîêè Jαβ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (1.42)

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà

H = C̃su(n+1) (z, p, ψ,J ) + Csu(1,n), (1.45)

ãäå C̃su(n+1) (z, p, ψ,J ) äîëæåí áûòü ïîñòðîåí òîëüêî èç êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è u(n) òîêîâ

Jαβ.
Íàéòè su(n+1) òîêè, ñêîáêè êîòîðûõ ñ ñóïåðçàðÿäàìè (1.41) ðàâíû íóëþ, ïîìîãàåò ñëå�

äóþùåå íàáëþäåíèå. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü íóæíûå òîêè ïîäàëãåáðû u(n)
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- âçÿòü ïðÿìóþ ñóììó ãåíåðàòîðîâ

J̃α
β = Jα

β + Jαβ . (1.46)

Òîê Jα
β
çäåñü òîò æå, ÷òî è â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ (1.37). Ñòðóê�

òóðà ãåíåðàòîðîâ èç �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà SU(n+1)/U(n) ñëîæíåå. ×òîáû íàéòè èõ, ìîæíî

ïîñòðîèòü íàèáîëåå îáùèé àíçàö, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ U(n) ñèììåòðèè

R̃α = Rα + i f1 Jαβ z̄β + i f2 z̄α z
βJβγ z̄γ + i f3 z̄αJββ,

R̃α = Rα − i f1 zβJβα − i f2 z
α zβJβγ z̄γ − i f3 z

αJββ . (1.47)

Âõîäÿùèå â ýòó �îðìóëó òîêè {Rα, R
α} îïðåäåëåíû â (1.37), à ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè

f1, f2, f3 çàâèñÿò òîëüêî îò (z · z̄).
Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû òîêè (1.47) óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèþ su(n + 1) àëãåáðû{

R̃α, R̃
β
}
= 2iJ̃α

β
, ìîæíî íàéòè, ÷òî

f1 =
2(

1 +
√
1 + z · z̄

) , f2 =
1

(
1 +

√
1 + z · z̄

)2 , f3 = 0. (1.48)

Ñëåäîâàòåëüíî,

R̃α = Rα +
2i(

1 +
√
1 + z · z̄

) Jαβ z̄β +
i

(
1 +

√
1 + z · z̄

)2 z̄α z
βJβγ z̄γ ,

R̃α = Rα − 2i(
1 +

√
1 + z · z̄

) zβJβα −
i

(
1 +

√
1 + z · z̄

)2 z
α zβJβγ z̄γ , (1.49)

J̃α
β = − i

2

{
R̃α, R̃

β
}
= Jα

β + Jαβ.

Ñêîáêè ãåíåðàòîðîâ (1.49) ñ ñóïåðçàðÿäàìè {Qi,Qi} è ãàìèëüòîíèàíîì (1.42) ðàâíû

íóëþ, ïðè÷åì (1.42) èìååò ïðåäñêàçàííóþ ñòðóêòóðó (1.45). Òàêèì îáðàçîì, N = 4 ñóïåð�

ñèììåòðè÷íàÿ CP
n
ìåõàíèêà â ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ U(n) ïîëåé îáëàäàåò SU(n + 1) ñèì�

ìåòðèåé, ãåíåðèðóåìîé òîêàìè (1.49). Êàê è â áîçîííîì ñëó÷àå, ñòðóêòóðà su(1, n) òîêîâ

{Rα,Rα,Jαβ} (1.40) íå ñêàçûâàåòñÿ íà âñåõ ïðèâåäåííûõ ïîñòðîåíèÿõ. Ïîñêîëüêó ñêîáêà

îïåðàòîðà Êàçèìèðà Csu(1,n) ñî âñåìè ðàññìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè ðàâíà íóëþ, ìîæíî

òàêæå ðåäóöèðîâàòü ñèñòåìó, ïðèäàâ Csu(1,n) �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå.

1.1.4. Âûâîäû

Ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî SU(n+1) èíâàðèàíòíîñòè N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìå�

õàíèêè ÷àñòèöû íà ïðîñòðàíñòâå CP
n
âî âíåøíåì U(n) êàëèáðîâî÷íîì ïîëå [24℄ îòêðûâàåò

âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè äëÿ àíàëèçà ðîëè ñóïåðñèììåòðèè â êâàíòîâîì
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ý��åêòå Õîëëà íà ïðîñòðàíñòâå CP
n
. Ýòî - îäíî èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé ïîëó�

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñòîèò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî â äàííîì èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàëàñü èíòåðïðåòàöèÿ CP
n

êàê �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà SU(n + 1)/U(n), ÷òî ïîçâîëÿëî îòíîñèòåëüíî ïðîñòî è íàãëÿäíî

îïèñûâàòü SU(n + 1) ñèììåòðèþ ñîîòâåòñòâóþùåé σ-ìîäåëè. Îäíàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, CP
2k+1

ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà

êàê �àêòîð - ïðîñòðàíñòâî Sp(k + 1)/U(1)× Sp(k) [28℄, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè

U(1)× Sp(k) íåàáåëåâû âíåøíèå ïîëÿ è ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñóïåðñèììåòðè÷íûå

ðàñøèðåíèÿ. Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà íà ïðî�

ñòðàíñòâå CP
2k+1

â ïðèñóòñòâèè íåàáåëåâûõ U(1)× Sp(k) âíåøíèõ ïîëåé.

�åçóëüòàòû, îïèñàííûå â äàííîì ðàçäåëå, áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [29℄.

1.2. Ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè íà ðàññëîåíèÿõ S
2 → CP

3 → S
4
,

S
2 → CP

2n+1 → HP
n

1.2.1. Ââåäåíèå

Ìåõàíèêà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî ìíîãîîáðàçèþ M , ìîæåò îáëàäàòü äîïîëíèòåëü�

íûìè îñîáåííîñòÿìè, îòðàæàþùèìè ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà M . Òàê, åñëè M äîïóñêàåò

ðàññëîåíèå, F → M → B, ãäå M ðàññëàèâàåòñÿ íàä áàçîé B ñî ñëîÿìè F , ìîæíî ââå�

ñòè ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, êîòîðàÿ áóäåò îïèñûâàòü M â òåðìèíàõ êîîðäèíàò íà

ìíîãîîáðàçèÿõ B è F . Â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû, ðàññìàòðèâàåìîé â ýòîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, ìîæíî âûäåëèòü ÷àñòè, îïèñûâàåìûå êîîðäèíàòàìè íà òîëüêî íà áàçå è òîëüêî

íà ñëîå. Åñëè ðàññëîåíèå íåòðèâèàëüíî (ò.å. ïðîñòðàíñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì áà�

çû è ñëîÿ), òî ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå. Îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ñêîðîñòÿì è,

ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå ñ íåêîòîðûì, âîçìîæíî íåàáåëåâûì, ìàãíèòíûì

ïîëåì.

Ñðåäè ìåõàíèê íà ïðîñòðàíñòâàõ, äîïóñêàþùèõ ðàññëîåíèå, èçâåñòíà ìåõàíèêà íà CP
3
.

�àññëîåíèå èìååò âèä S2 → CP
3 → S4

, ãäå CP
3
- ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî, S4

- áàçà è S2

- ñëîé. Äàííàÿ ìåõàíèêà äîïóñêàåò ãàìèëüòîíîâó ðåäóêöèþ: â ãàìèëüòîíîâîì �îðìàëèçìå

èìïóëüñû, ñîïðÿæåííûå êîîðäèíàòàì íà S2
, âõîäÿò â ãàìèëüòîíèàí òîëüêî ÷åðåç êîìáè�

íàöèè (òîêè), îáðàçóþùèå su(2) àëãåáðó îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà. Òàêèì îáðàçîì,

âîçìîæíî ðåäóöèðîâàòü ìåõàíèêó íà CP
3
, ëèáî îáúÿâèâ îïåðàòîð Êàçèìèðà, ïîñòðîåííûé

èç ýòèõ òîêîâ, êîíñòàíòîé, ëèáî ïîëîæèâ su(2) òîêè ðàâíûìè íóëþ [28℄, ïðè÷åì ïîñëåäíèé
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ñïîñîá ïðèâîäèò ê ìåõàíèêå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû íà S4
. Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîå�

íèþ òàêîé N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé âåðñèè äàííîé ìåõàíèêè, êîòîðàÿ áóäåò äîïóñêàòü

àíàëîãè÷íóþ ãàìèëüòîíîâó ðåäóêöèþ, à òàêæå îáîáùåíèþ äàííîãî ïîñòðîåíèÿ íà ñëó÷àé

ðàññëîåíèÿ S2 → CP
2k+1 → HP

k
è ìåõàíèê íà êâàòåðíèîííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

HP
n
ñ SU(2) ìàãíèòíûì ïîëåì.

Ïðèíÿòîå ðåøåíèå îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè íà ïðîñòðàíñòâàõ HP
n
íàì íå èç�

âåñòíû, è, ïî-âèäèìîìó, íå ñóùåñòâóþò èç-çà îòñóòñòâèÿ ó HP
n
íåîáõîäèìîé êîìïëåêñíîé

ñòðóêòóðû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë îãðàíè÷èòüñÿ N = 2 ñóïåðñèììåòðèåé è ïðè ïîñòðîåíèè

ðåäóöèðóåìîé ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè è íà CP
3
, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâîé áóäóùèõ îáîá�

ùåíèé, õîòÿ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà S4
èçâåñòíà [30, 31℄.

Áîçîííàÿ ìåõàíèêà íà ðàññëîåíèè S2 → CP
3 → HP

1
è åå ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ áûëè

ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [28℄, è èìååò ñìûñë êðàòêî èçëîæèòü ýòè ïîñòðîåíèÿ.

Ëàãðàíæèàí ÷àñòèöû íà CP
3
, çàïèñàííûé â ñòàíäàðòíûõ ñòåðåîãðà�è÷åñêèõ êîîðäèíà�

òàõ, èìååò âèä

LCP3 = gαβ ż
β ˙̄zα, gαβ =

δαβ
1 + zγ z̄γ

− zαz̄β

(1 + zγ z̄γ)
2 , (1.50)

ãäå gαβ - ìåòðèêà Ôóáèíè-Øòóäè íà CP
3
. Ëþáàÿ èç êîîðäèíàò zα çàäàåò êàðòó íà êîìïî�

ëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè S2
; ïóñòü òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ z3 ≡ u. Òîãäà, åñëè ââåñòè êîîðäèíàòû

wa, w̄
a
 ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

z1 = w̄1 − ū w2, z2 = −w̄2 − ū w1,

z̄1 = w1 − u w̄2, z̄2 = −w2 − u w̄1, (1.51)

òî áîçîííûé ëàãðàíæèàí (1.50) â òåðìèíàõ wa, w̄
a, u, ū ïðèìåò âèä

LCP3 =
ẇa ˙̄w

a

(1 + w · w̄)2
+

(u̇−A)
(
˙̄u− Ā

)

(1 + uū)2
, (1.52)

ãäå

A =
waẇ

a − u (wa ˙̄w
a − ẇaw̄

a) + u2w̄a ˙̄w
a

1 + w · w̄ . (1.53)

Ñîîòâåòñòâóþùèé êàíîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí,

HCP3 = (1 + w · w̄)2 P aP a +
(
TT − U2

)
, (1.54)

ãäå

P a = pa +
U w̄a − T wa

1 + w · w̄ , P a = p̄a −
U wa − T w̄a
1 + w · w̄ (1.55)
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è

T = pu + ū2p̄u, T = p̄u + u2pu, U = upu − ūp̄u, (1.56)

îáëàäàåò èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: êîîðäèíàòû {u, ū} è ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû {pu, p̄u} âõîäÿò
â ãàìèëüòîíèàí òîëüêî ÷åðåç òîêè T, T è U . Îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà

{wa, pb} = δba, {w̄b, p̄a} = δba, {u, pu} = 1, {ū, p̄u} = 1 (1.57)

ýòè òîêè îáðàçóþò àëãåáðó su(2)

{U, T} = T, {U, T} = −T , {T, T} = −2U. (1.58)

Õîòÿ äàííàÿ àëãåáðà su(2) íå çàäàåò ñèììåòðèþ ñèñòåìû, ñêîáêà ñîîòâåòñòâóþùåãî

îïåðàòîðà Êàçèìèðà

Csu(2) = T T − U2
(1.59)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.54) ðàâíà íóëþ, è ïîýòîìó Csu(2) ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîíñòàíòîé m.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îäíîâðåìåííî ïîëîæèòü T, T , U ðàâíûìè

íóëþ. Ñêîáêè T, T , U äðóã ñ äðóãîì è ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.54) õîòÿ è íå ðàâíû íóëþ,

íî ñíîâà ïîðîæäàþò âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå T, T , U , è ïîýòîìó îñóùåñòâèòü ñàìîñî�

ãëàñîâàííóþ ðåäóêöèþ {T, T , U} → 0 âîçìîæíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ãàìèëüòîíèàí

÷àñòèöû íà ñ�åðå S4
.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [28℄ íåÿâíî èñïîëüçîâàëîñü âàæíîå ñâîéñòâî ïðåäñòàâëå�

íèé CP
3
êàê �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà: íàðÿäó ñ ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ïðåäñòàâëåíèåì èç ðÿäà

CP
k ∼ SU(k+1)/U(k) òàêæå èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå CP3 ∼ SO(5)/U(2). Òàêîå ïðåäñòàâ�

ëåíèå è ïîçâîëÿåò íàéòè ñïîñîá ïåðåïèñàòü ñòàíäàðòíûå êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû íà CP
3

{zα, z̄α | α = 1, 2, 3}, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî �óíäàìåíòàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ SU(3), ÷åðåç

êîîðäèíàòû {wa, w̄a | a = 1, 2} è {u, ū}, îáðàçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî äóáëåò è ñèíãëåò SU(2),
è îïèñûâàþùèå S4

è S2
.

×òîáû N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå ìåõàíèêè íà CP
3
äîïóñêàëî ãàìèëüòîíîâó

ðåäóêöèþ áåç íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè, êîîðäèíàòû S2
è ñîïðÿæåííûå èìïóëüñû äîëæíû

âõîäèòü â ñóïåðçàðÿäû (è, ñëåäîâàòåëüíî, ãàìèëüòîíèàí) òîëüêî ÷åðåç su(2) òîêè (1.56).

Ïîèñê ñèñòåìû ñ òàêèìè ñóïåðçàðÿäàìè ëó÷øå íà÷àòü ñ N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè,

íå îñëîæåííîé äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ò.å. ñ ìåõàíèêè íà S
2
.
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1.2.2. N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà ñ�åðå S2

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä

Â ñòàíäàðòíîì îïèñàíèè N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè íà S
2
èñïîëüçóþòñÿ êè�

ðàëüíûå ñóïåðïîëÿ. Â êîìïîíåíòíîì ãàìèëüòîíîâîì �îðìàëèçìå äàííàÿ ìåõàíèêà îïèñû�

âàåòñÿ áîçîííûìè êîîðäèíàòàìè {u, ū}, ñîïðÿæåííûìè èì èìïóëüñàìè {pu, p̄u}, à òàêæå

�åðìèîíàìè {ξ, ξ̄} ñî ñêîáêàìè Äèðàêà
{
ξ, ξ̄
}
= i. (1.60)

Òîãäà íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóïåðçàðÿäû

QchS2 = (1 + uū) puξ̄, QchS2 = (1 + uū) p̄uξ, (1.61)

îáðàçóþò N=2, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå

{QchS2, QchS2} =
{
QchS2, QchS2

}
= 0,

{
QchS2, QchS2

}
= iHchS2

(1.62)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì

HchS2 = (1 + uū)2
(
pu − i

ūξξ̄

1 + uū

)(
p̄u + i

uξξ̄

1 + uū

)
. (1.63)

Òàêæå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñêîáêà ñóïåðçàðÿäîâ (1.61) è ãàìèëüòîíèàíà (1.63) ñ su(2)

ãåíåðàòîðàìè

T̃ = pu + ū2p̄u + iūξξ̄, T̃ = p̄u + u2pu − iuξξ̄, Ũ = upu − ūp̄u − iξξ̄ (1.64)

ðàâíà íóëþ, è, áîëåå òîãî, ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà àëãåáðû su(2),

ïîñòðîåííîé èç ýòèõ ãåíåðàòîðîâ:

HchS2 = C̃su(2) = T̃ T̃ − Ũ 2. (1.65)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóïåðçàðÿäû (1.61) íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ òîëüêî su(2) òîêîâ

(1.64). Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíàÿ N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà S2
íå ìîæåò áûòü

÷àñòüþ ðåäóöèðóåìîé íóæíûì îáðàçîì ìåõàíèêè íà CP
3
.

�àñøèðåííàÿ ìåõàíèêà

Ïîäõîäÿùèé, è, ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííûé, ñïîñîá ïîñòðîèòü N=2 ñóïåðñèììåòðè÷�

íóþ ìåõàíèêó íà S2
ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè áîëüøåãî ÷èñëà �åð�

ìèîííûõ êîîðäèíàò. Òàê, åñëè äîïîëíèòü ïàðó �åðìèîííûõ êîîðäèíàò {ξ, ξ̄} åùå äâóìÿ

{η, η̄} ñî ñêîáêàìè
{η, η̄} = i, (1.66)
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òî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóïåðçàðÿäû

QS2 = T ξ̄ + Uη − iηξξ̄, QS2 = Tξ − Uη̄ + iη̄ξξ̄, (1.67)

ïîñòðîåííûå èç áîçîííûõ òîêîâ (1.56), òàêæå îáðàçóþò N=2, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå

(1.62), íî óæå ñ äðóãèì ãàìèëüòîíèàíîì

{
QS2 , QS2

}
= iHS2 , HS2 = Csu(2) = T T − U2 = (1 + uū)2 pup̄u, (1.68)

íå ñîäåðæàùèì �åðìèîíîâ âîâñå. Èìåííî òàêàÿ ìåõàíèêà è òðåáóåòñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ïî�

ñòðîåíèé.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî (1.68) ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì N=4 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìå�

õàíèêè íà S2
, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî êèðàëüíîãî ìóëüòèïëåòà [32, 33℄. Äàííîå

ñõîäñòâî íå ñëó÷àéíî: ìîæíî óêàçàòü äâà äîïîëíèòåëüíûõ ñóïåðçàðÿäà

SS2 = T η̄ − Uξ + iξηη̄, SS2 = Tη + Uξ̄ − iξ̄ηη̄, (1.69)

êîòîðûå îáðàçóþò N=2 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå

{
SS2, SS2

}
= iHS2 , HS2 = Csu(2) = T T − U2. (1.70)

Ïîñêîëüêó ñêîáêè SS2, SS2
ñ QS2

è QS2
â (1.67) ðàâíû íóëþ, âìåñòå îíè îáðàçóþò N=4, d = 1

ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ðàñøèðåííàÿ ìåõàíèêà - óæå èçâåñòíàÿ N=4

ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà S2
[32, 33℄, ëèøü ñ�îðìóëèðîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ îáùèõ

áîçîííûõ N=2 ñóïåðïîëåé.

1.2.3. Íîâàÿ N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà CP
3

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó íà CP
3
, ïðåäâàðèòåëüíî íåîá�

õîäèìî ñ�îðìóëèðîâàòü ìåõàíèêó íà S
4
. Ïîñêîëüêó ê íåé íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëü�

íûõ òðåáîâàíèé, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ êèðàëüíóþ ìåõàíèêó íà S4
, îïèñûâàå�

ìóþ áîçîííûìè êîìïîíåíòàìè {wa, w̄a}, ñîïðÿæåííûìè èìïóëüñàìè {pa, p̄a} è �åðìèîíàìè
{ψa, ψ̄a = (ψa)

†} ñî ñêîáêàìè

{
wa, p

b
}
= δba,

{
w̄b, p̄a

}
= δba,

{
ψa, ψ̄

b
}
= iδba, (ψa)

† = ψ̄a. (1.71)

(çäåñü a, b, . . . = 1, 2.)

Ñóïåðçàðÿäû, âîñïðîèçâîäÿùèå íåîáõîäèìóþ ìåõàíèêó íà S4
, èìåþò âèä

QS4 = (1 + w · w̄) paψa − iψaw̄
a ψbψ̄

b, QS4 = (1 + w · w̄) p̄aψ̄a + iwaψ̄
a ψbψ̄

b
(1.72)
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â íèõ îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷èòü íóæíûé áîçîííûé ïðåäåë

ãàìèëüòîíèàíà, âòîðîå - çàìêíóòîñòüþ àëãåáðû.

Òîãäà ìîæíî âûïèñàòü ñóïåðçàðÿäû, îáðàçóþùèå N = 2, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå

{QCP 3, QCP 3} =
{
QCP 3, QCP 3

}
= 0,

{
QCP 3 , QCP 3

}
= iHCP 3

(1.73)

è ñïîñîáíûå âîñïðîèçâåñòè ãàìèëüòîíèàí ñ íóæíûì áîçîííûì ïðåäåëîì (1.54). Îíè èìåþò

âèä

QCP 3 = (1 + w · w̄)P aψa − iψaw̄
a ψbψ̄

b + α
(
T ξ̄ + Uη − i η ξξ̄

)
+

+iψaw
aηξ − i

α
ψaψ

aξ − iψaw̄
aξξ̄, (1.74)

QCP 3 = (1 + w · w̄)P aψ̄
a + iwaψ̄

a ψbψ̄
b + α

(
Tξ − Uη̄ + i η̄ ξξ̄

)
−

−iw̄aψ̄
aη̄ξ̄ − i

α
ψ̄aψ̄

aξ̄ + iwaψ̄
aξξ̄, (1.75)

ãäå ìîäè�èöèðîâàííûå èìïóëüñû {P a, P a} îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (1.55), è α - äåéñòâè�

òåëüíûé ïàðàìåòð.

�àìèëüòîíèàí â àëãåáðå (1.73) ñ ó÷åòîì âñåõ �åðìèîííûõ ñëàãàåìûõ èìååò âèä

HCP 3 = (1 + w · w̄)2 (P a − iAa)
(
P a + iAa

)
+

+α2
(
T + i

α
B
) (
T − i

α
B
)
− α2

(
U + i

2α2Bu

)2
+H4f . (1.76)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

Aa =
1

1 + w · w̄
(
2
α
ψaξ + waξη + w̄a(ξξ̄ + ψbψ̄

b)− 2w̄bψbψ̄
a
)
,

Aa =
1

1 + w · w̄
(
2
α
ψ̄aξ̄ + w̄aξ̄η̄ + wa(ξξ̄ + ψbψ̄

b) + 2wbψ̄
bψa
)
,

B = w̄aψ̄aη, B = waψ
aη̄, Bu = 2ψaψ̄

a − αwaψ
aξ − αw̄aψ̄aξ̄, (1.77)

à ÷åòûðåõ�åðìèîííûé ÷ëåí èìååò âèä

H4f =
(
αwaψ

aξ + αw̄aψ̄aξ̄ + 2waw̄
aψbψ̄

b − 2w̄aψawbψ̄
b
)
ηη̄ +

(
3
2
w̄aψawbψ̄

b − 3
2
waw̄

aψbψ̄
b − 2ψaψ̄

a
)
ξξ̄ + (1.78)

(
−ξη̄ − 3

2α
wbψ̄

bξ + 1
α
w̄bψ̄bη̄

)
ψaψ

a +
(
ξ̄η + 3

2α
w̄bψbξ̄ +

1
α
wbψ

bη
)
ψ̄aψ̄a +

+ 1
α2 (1− 2α2 + α2w · w̄)ψaψ̄a ψbψ̄b.

Áîçîííàÿ ÷àñòü ãàìèëüòîíèàíà H (1.76)

Hbos = (1 + w · w̄)2 P aP a + α2
(
TT − U2

)
(1.79)



27

ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííî ãàìèëüòîíèàíîì íà CP
3
è îïåðàòîðîì Êàçèìèðà Csu(4) ïðè α = 1.

Çíà÷åíèå α=
√
2 ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó Êàçèìèðà so(5).

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðåäóêöèÿ äàííîé ñèñòåìû, ïî àíàëîãèè ñ áîçîííûì ñëó÷àåì,

èìååò âèä

{
T, T , U, η, η̄, ξ, ξ̄

}
→ 0 (1.80)

Òàêàÿ ðåäóêöèÿ ïðèâîäèò ê ñóïåðçàðÿäàì

Qred = (1 + w · w̄) paψa − iψaw̄
a ψbψ̄

b, Qred = (1 + w · w̄) p̄aψ̄a + iwaψ̄
a ψbψ̄

b, (1.81)

â òî÷íîñòè ñîâïàäàþùèìè ñ ñóïåðçàðÿäàìè ìåõàíèêè íà ñ�åðå S
4
(1.72). �åäóöèðîâàííûé

òåì æå óñëîâèåì ãàìèëüòîíèàí

Hred = (1 + w · w̄)2
(
paw − iÂa

)(
pwa + iÂa

)
+ (−2 + w · w̄) ψaψ̄a ψbψ̄b, (1.82)

ãäå

Âa =
1

1 + w · w̄
(
w̄aψbψ̄

b − 2w̄bψbψ̄
a
)
, Âa =

1

1 + w · w̄
(
waψbψ̄

b + 2wbψ̄
bψa
)
, (1.83)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

{
Qred, Qred

}
= iHred. Òàêèì îáðàçîì, ðåäóêöèÿ (1.80) ïðèâîäèò

ê N=2 ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå íà ñ�åðå S4
.

1.2.4. Ñóïåðïîëåâîå îïèñàíèå

Êîìïîíåíòíûé ëàãðàíæèàí

Ïåðåä òåì, êàê ñòðîèòü ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå, ïîëåçíî âîññòàíîâèòü êîìïîíåíòíûé

ëàãðàíæèàí èç ãàìèëüòîíèàíà (1.76) ïðè α=1. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðåîáðà�

çîâàíèå Ëåæàíäðà áîçîííûõ ïåðåìåííûõ è äîáàâèòü êèíåòè÷åñêèå ÷ëåíû �åðìèîíîâ, ïðèâî�

äÿùèå ê ïðèíÿòûì ðàíåå ñêîáêàì Äèðàêà (1.60), (1.66) è (1.71). Ïîëó÷àþùèéñÿ ëàãðàíæèàí

èìååò âèä

L =
ẇa ˙̄w

a

(1 + w · w̄)2 +
i

2

(
ψ̇aψ̄

a − ψa
˙̄ψa
)
+

i

2

(
ξ̇ξ̄ − ξ ˙̄ξ

)
+

i

2

(
η̇η̄ − η ˙̄η

)
+

+iAaẇa − iĀa ˙̄w
a +

(u̇+ Λ)( ˙̄u+ Λ̄)

(1 + uū)2
− BB̄ − B2

u

4
−H4f , (1.84)

ãäå

Λ =
(wa − uw̄a) ẇa + (uwa − u2w̄a) ˙̄wa

1 + w · w̄ − i
(
Bu2 − B̄ − uBu

)
,

Λ̄ =
(ū2wa + ūw̄a) ẇa − (ūwa + w̄a) ˙̄wa

1 + w · w̄ − i
(
B − B̄ū2 + ūBu

)
. (1.85)
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Ïîñêîëüêó íà ãàìèëüòîíîâîì óðîâíå íàèáîëåå íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì ïîñòðîåíèé áûëî

ââåäåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû íà S2
, èìååò ñìûñë íà÷àòü îáñóæäåíèå ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ

ñ �îðìóëèðîâêè ìåõàíèêè íà S2
â ñóïåðïîëÿõ.

Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå äëÿ ìåõàíèêè íà S2

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êèðàëüíûå ñóïåðïîëÿ íåäîñòàòî÷íû äëÿ îïèñàíèÿ òðåáóåìîé ìå�

õàíèêè íà ñ�åðå S2
. Íåîáõîäèìû äâà îáùèõ, íå îãðàíè÷åííûõ N=2 ñóïåðïîëÿ {u, ū}, à

àíçàö äëÿ äåéñòâèÿ íóæíî ïðèíÿòü â âèäå

SS2 = −
∫
dtdθdθ̄

(
F1DuD̄ū+ F2DūD̄u

)
. (1.86)

Çäåñü F1, F2 - íåêîòîðûå ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè u · ū.
Ñóïåðïîëÿ {u, ū} ñîäåðæàò êîìïîíåíòû

u = u|, ū = ū|, A = 1
2

[
D, D̄

]
u|, Ā = 1

2

[
D, D̄

]
ū|,

ξ̂ = iD̄ū|, ˆ̄ξ = iDu|, η̂ = iDū|, ˆ̄η = iD̄u|, (1.87)

ãäå | îáîçíà÷àåò ïðåäåë θ, θ̄ → 0.

Ôóíêöèè F1 è F2 â (1.86) äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

θ, θ̄ è èñêëþ÷åíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé áûë âîñïðîèçâåäåí êîìïîíåíòíûé ëàãðàíæèàí

LS2 =
u̇ ˙̄u

(1 + uū)2
+

i

2

(
ξ̇ξ̄ − ξ ˙̄ξ

)
+

i

2

(
η̇η̄ − η ˙̄η

)
. (1.88)

Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, âçÿâ â (1.84) ïðåäåë {wa, ψa} → 0.

Ëàãðàíæèàí (1.88) ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ �åðìèîíîâ {ξ, ξ̄, η, η̄}, è äëÿ ñðàâíåíèÿ

ñ (1.86) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èõ ñâÿçü ñ {ξ̂, ˆ̄ξ, η̂, ˆ̄η}. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ �åðìèîíîâ ñëåäóþò
èç ñðàâíåíèÿ çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ u, ū, ïîëó÷åííûõ èç ñóïåðïîëåâûõ ñîîáðàæåíèé è

ãåíåðèðîâàííûõ ñóïåðçàðÿäàìè (1.67):

ξ̂ =
√
2(ξ + ūη̄), ˆ̄ξ =

√
2(ξ̄ + uη), η̂ = −

√
2(ūη − ū2ξ̄), ˆ̄η =

√
2(uη̄ − u2ξ). (1.89)

Âûïîëíèâ â (1.86) èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ, θ̄ è èñêëþ÷èâ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ, ìîæíî

íàéòè àíçàö äëÿ êîìïîíåíòíîãî ëàãðàíæèàíà

L2 =
[
F1 + F2 −

(F1 − F2)
2

F1 + F2

]
u̇ ˙̄u+ iF1

( ˙̂
ξ ˆ̄ξ − ξ̂

˙̄̂
ξ
)
+ iF2

(
˙̂η ˆ̄η − η̂ ˙̄̂η

)
−

−i(u̇ū− u ˙̄u)
(
F ′
1ξ̂
ˆ̄ξ + F ′

2η̂ ˆ̄η
)
+
(
F ′
1 + uūF ′′

1 + F ′
2 + uūF ′′

2

)
ξ̂ ˆ̄ξη̂ ˆ̄η + (1.90)

+i
[
F ′
1 − F ′

2 −
F1 − F2

F1 + F2
(F ′

1 + F ′
2)
](
uu̇η̂ξ̂ − ū ˙̄u ˆ̄ξ ˆ̄η

)
.
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Ïîñëå ïåðåõîäà ê �åðìèîíàì (1.89) ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (1.90) ñîâïàäàåò ñ (1.88), åñëè

�óíêöèè F1 è F2 äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

4F1 =
1

1 + uū
, 4F2 =

1

uū (1 + uū)
. (1.91)

Òàêèì îáðàçîì, ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí äëÿ ìåõàíèêè íà S2
, âîñïðîèçâîäÿùèé íåîáõîäè�

ìûé êîìïîíåíòíûé (1.88), èìååò âèä

SS2 = −1

4

∫
dtdθdθ̄

[
DuD̄ū

1 + uū
+

DūD̄u

uū(1 + uū)

]
. (1.92)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå âîçìîæíîñòè íàïèñàòü ñóïåðïîëåâîé

ëàãðàíæèàí, ïîñêîëüêó â (1.86) ïîä èíòåãðàë ìîæíî äîáàâèòü ñëàãàåìûå

F3 u
2DūD̄ū, F4 ū

2DuD̄u, iF5 (u̇ū− ˙̄uu). (1.93)

Äàííîå óñëîæåíèå íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî íîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ëàãðàíæèàíà.

×òîáû âîñïðîèçâåñòè (1.88), íåîáõîäèìî ïðèíÿòü F3 = F4 = 0, à ÷ëåíû ñ F5 ìîãóò áûòü

ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâåäåíû (1.90) ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäè�èêàöèåé F1 è F2.

Ïîëíîå ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå

Ñ�îðìóëèðîâàâ ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí äëÿ N=2 ìåõàíèêè íà ñ�åðå S2
, äîñòàòî÷íî

ïðîñòî ðàñøèðèòü åãî äî ëàãðàíæèàíà ñèñòåìû íà CP
3
,

LCP 3sf = −1

4

[
DwaD̄w̄

a

(1 +w · w̄)2
+

(Du+MaDwa)(D̄ū+ M̄aD̄w̄
a)

1 + uū
+

+
(Dū+NaDwa)(D̄u+ N̄aD̄w̄

a)

uū(1 + uū)

]
(1.94)

ãäå

Ma =
wa − uw̄a

1 +w · w̄ , Na =
ū2wa + ūw̄a

1 +w · w̄ . (1.95)

Èìåííî òàêîé ëàãðàíæèàí äèêòóåòñÿ èçâåñòíûì áîçîííûì ïðåäåëîì. Îí ïðèâîäèò ê ïîëíî�

ìó êîìïîíåíòíîìó ëàãðàíæèàíó (1.84) ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà �èçè÷åñêèõ êîìïî�

íåíò

ξ̂ = i(Du+MaDwa)|, η̂ = i(Dū+NaDwa)|, ψa =
iDwa√

2(1 +w · w̄)
| (1.96)

è ïåðåîáîçíà÷åíèé (1.89).
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1.2.5. �àññëîåíèå S2 → CP
2n+1 → HP

n
è ìåõàíèêà íà êâàòåðíèîííûõ ïðîåêòèâíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ

�àññëîåíèå S2 → CP
3 → S4

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â ðÿäó S2 → CP
2n+1 → HP

n
, ïðè ýòîì S4

-

ïåðâîå èç êâàòåðíèîííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ HP
1
. Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà âçàèìîäåé�

ñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì S2
è âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò èçâåñòíóþ ïî ìåõàíèêå íà CP

3

[34℄, åñòåñòâåííî ðàñïîñòðàíèòü ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå ïðè èññëåäîâàíèè S2 → CP
3 → S4

,

è íà äàííûé ñëó÷àé. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì ïîñòðîèòü ñóïåðçàðÿäû ìåõàíèêè ÷àñòè�

öû íà ïðîñòðàíñòâå HP
n
, ðàñøèðèòü èõ óæå èçâåñòíûìè ñóïåðçàðÿäàìè ìåõàíèêè íà S2

è

÷ëåíàìè âçàèìîäåéñòâèÿ, à çàòåì óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ïðèâîäÿò ê ðåäóöèðóåìîé ìåõàíèêå.

Áîçîííàÿ ìåõàíèêà íà HP
n

Êâàòåðíèîííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê �àêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâî

HP
n ∼ Sp(n+ 1)

Sp(1)× Sp(n)
(1.97)

Î÷åâèäíî, äàííîå ïðîñòðàíñòâî èìååò äåéñòâèòåëüíóþ ðàçìåðíîñòü 4n, à êîîðäèíàòû íà

íåì ïðåîáðàçóþòñÿ îäíîðîäíî êîìïàêòíûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ãðóïïàìè Sp(n) è Sp(1) ∼
SU(2). Ïîâòîðÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçîâàííûå äëÿ S4

, èõ åñòåñòâåííî âûáðàòü â âèäå

wa, w̄
a = (wa)

†
, à èíäåêñ a = 1, . . . 2n ìîæíî îïóñêàòü è ïîäíèìàòü ñ ïîìîùüþ Sp(n) èíâà�

ðèàíòíîãî òåíçîðà

(Ωab) =




ε 0 0 0 . . .

0 ε 0 0 . . .

0 0 ε 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




, ε =


 0 1

−1 0


 . (1.98)

Ïîñêîëüêó íàèáîëåå âàæíûì äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàí, ïðåä�

ïî÷òèòåëüíî ïîëó÷èòü åãî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî áîçîííûé

ãàìèëüòîíèàí äîëæåí áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû Sp(n+1), è èìåþùå�

ãîñÿ îïûòà ïîñòðîåíèÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ÷àñòèö íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
n
, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,

÷òî ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì Êàçèìèðà àëãåáðû sp(n+ 1).

Ïðèíÿâ äëÿ êîîðäèíàò wa, w̄
a
è ñîïðÿæåííûõ èì èìïóëüñîâ pa, p̄a ñòàíäàðòíûå ñêîáêè

Ïóàññîíà,

{
wa, p

b
}
= δa

b, {w̄a, p̄b} = δb
a, (1.99)
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ìîæíî îïðåäåëèòü òîêè sp(1) è sp(n):

sp(1) : L0 =
i

2
(pawa − p̄aw̄

a) , L+ = iw̄apa, L− = iwap̄
a,

sp(n) : Lab = wapb + wbpa − w̄ap̄b − w̄bp̄a. (1.100)

Ñêîáêè ýòèõ òîêîâ âîñïðîèçâîäÿò àëãåáðû sp(1) è sp(n)

{L0, L+} = iL+, {L0, L−} = −iL−, {L+, L−} = 2iL0,

{Lab, Lcd} = −ΩadLbc − ΩbcLad − ΩbdLac − ΩacLbd. (1.101)

�åíåðàòîðû Ja, J
b
èç �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà Sp(n + 1)/Sp(n) × Sp(1) äîëæíû ïðåîáðàçîâû�

âàòüñÿ ïî ïðåäñòàâëåíèþ sp(1) è sp(n), à èõ ñêîáêà çàìûêàòüñÿ íà sp(1) è sp(n). Àíçàö äëÿ

íèõ ìîæíî ïðèíÿòü â âèäå

Ja = f1p̄a + f2wbp
b · wa + f3p̄

bwb · w̄a + f4w̄
bp̄b · wa,

Ja = f1pa + f2w̄
bp̄b · w̄a + f3pbw̄

b · wa + f4wbp
b · w̄a. (1.102)

Ôóíêöèè çäåñü çàâèñÿò îò wcw̄
c
. Ïîñêîëüêó èìïóëüñû ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü, ñîõðàíèâ ñêîá�

êè Ïóàññîíà pa → pa+f · w̄a, p̄a → p̄a+f ·wa, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f4 = 0. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ,

÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíûõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû �óíêöèè äîëæíû áûòü ïîñòîÿííûìè,

ïðè÷åì f3 = −f2. Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ïðèíÿòü

Ja = p̄a + wbp
b · wa − wbp̄

b · w̄a,

Ja = pa + w̄bp̄b · w̄a − w̄bpb · wa. (1.103)

Ñêîáêè ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ìåæäó ñîáîé è ñ òîêàìè sp(1), sp(n) (1.100) èìåþò âèä

{Lab, Jc} = −ΩacJ b − ΩbcJa,
{
Lab, J

c
}
= δa

cJ b + δb
cJa,

{L0, Ja} = − i
2
Ja, {L+, Ja} = iJa, {L−, Ja} = 0,

{
L0, J

a
}
= i

2
Ja,

{
L+, J

a
}
= 0,

{
L−, J

a
}
= iJa, (1.104)

{Ja, J b} = 2iΩabL−,
{
Ja, J b

}
= 2iΩabL+,

{
Ja, J

b
}
= La

b − 2iδa
bL0.

Èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîð, ñêîáêà êîòîðîãî ñî âñåìè òîêàìè Ja, J
a
,

Lab, L0, L+, L− ðàâíà íóëþ:

HHPbos = JaJ
a +

1

4
LabL

ab + 2
(
L+L− + L2

0

)
≡
(
g−1
)
a
bpap̄b,

(
g−1
)
a
b =

(
δa
b + waw̄

b + wbw̄a
)
.

(1.105)

Ïðè îáðàùåíèè (g−1) a
b
ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ìåòðèêà íà HP

n

ga
b =

δa
b

1 + wcw̄c
− waw̄

b + wbw̄a

(1 + wcw̄c)
2 . (1.106)
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N = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà HP
n

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ âåðñèþ ìåõàíèêè íà HP
n
,

íåîáõîäèìî äîïîëíèòü áîçîííûå êîîðäèíàòû �åðìèîíàìè. Ìèíèìàëüíûé íàáîð �åðìèîíîâ

îòâå÷àåò êèðàëüíûì N = 2 ñóïåðïîëÿì, àíàëîãè÷íûì òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå äëÿ

îïèñàíèÿ ìåõàíèêè íà S4
. Èõ ìîæíî âûáðàòü â âèäå ψa, ψ̄

a
ñî ñêîáêîé Äèðàêà

{
ψa, ψ̄

b
}
=

iδa
b
.

×òîáû ïîñòðîèòü ñóïåðçàðÿäû, äîñòàòî÷íî íàïèñàòü àíçàö, ñîâìåñòíûé ñ ÿâíîé Sp(n)

ñèììåòðèåé, è îïðåäåëèòü �óíêöèè â íåì, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî {Q,Q} = 0, à áîçîííàÿ ÷àñòü

{Q,Q} ïðîïîðöèîíàëüíà (1.105). Àíçàö äëÿ ñóïåðçàðÿäà èìååò âèä

QHPanz = F1p
aψa + F2p

awa · w̄bψb + F3p
aw̄a · wbψb +

+iF4ψaψ
a · w̄bψ̄b + iF5w̄

aψa · ψbψ̄b + iF6w̄
aψa · wbψb · w̄cψ̄c. (1.107)

Äàííûé ñóïåðçàðÿä óäîâëåòâîðÿåò òàêæå åñòåñòâåííûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì: ïðè ïðå�

îáðàçîâàíèÿõ ψa → ψae
iα
îí óìíîæàåòñÿ íà �àçó Q → Qeiα. Ïðè äðóãèõ âðàùåíèÿõ îí

èíåðòåí: ψa → ψae
iβ, wa → wae

iβ, pa → pae−iβ
. Ýòè ñâîéñòâà äîëæíû èìåòü ìåñòî, åñëè îá�

ðàòèòüñÿ ê ñóïåðïîëÿì: ïîëå wa, ïåðâîé êîìïîíåíòîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ wa, à âòîðîé - ψa,

ìîæíî óìíîæèòü íà �àçó eiβ, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû ñóïåðïðîñòðàíñòâà è ñóïåðçàðÿäû íèêàê

íå áóäóò çàòðîíóòû. Ïðåîáðàçîâàíèå æå ñ α íèêàê íå ìåíÿåò wa, íî ïðåîáðàçóåò θ → θe−iα
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ψa → ψae
iα
è Q→ Qeiα.

Â àíçàöå îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå w̄ap̄a · w̄bψb, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì âûøå

ñâîéñòâàì. Åãî îòñóòñòâèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ó íåãî íåò àíàëîãà â ìåõàíèêå íà S4
.

Óñëîâèÿ {Q,Q} = 0, {Q,Q}|bos ∼ HHPbos ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé äåéñòâèòåëüíî

ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü �óíêöèè F1, . . . , F6:

F1 =
√
1 + w · w̄, F2 = −F3 =

√
1 + w · w̄

1 +
√
1 + w · w̄

, F4 =
1

1 +
√
1 + w · w̄

,

F5 =
1

2

w · w̄
(1 +

√
1 + w · w̄)2

, F6 =
3

2(1 +
√
1 + w · w̄)2

. (1.108)

Òîãäà ñóïåðçàðÿä QHPn
, êîòîðûé ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí ñ èõ ïîìîùüþ, èìååò âèä

QHPn =
√
1 + w · w̄paψa +

√
1 + w · w̄

1 +
√
1 + w · w̄

(
pawa · w̄bψb − paw̄a · wbψb

)
+

+
iψaψ

a · w̄bψ̄b
1 +

√
1 + w · w̄

+
i

2

wcw̄
c · w̄aψa · ψbψ̄b + 3w̄aψa · wbψb · w̄cψ̄c

(1 +
√
1 + w · w̄)2

. (1.109)

Ñîîòâåòñòâóþùèé ñóïåðñèììåòðè÷íûé ãàìèëüòîíèàí HHPn = −i
{
QHPn , QHPn

}
èìååò âèä

HHPn =
(
g−1
)
a
b (pa − iAa)

(
p̄b + iAa

)
+HHP4f , (1.110)
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ãäå

Aa = − ψa · w̄bψ̄b
(
2 +

√
1 + w · w̄

)
√
1 + w · w̄

(
1 +

√
1 + w · w̄

) − w̄bψb · ψ̄a√
1 + w · w̄

(
1 +

√
1 + w · w̄

) − w̄a · ψbψ̄b
2 (1 + w · w̄) +

+
w̄a · wbψb · w̄cψ̄c

(
3 + 2

√
1 + w · w̄

)

2 (1 + w · w̄)
(
1 +

√
1 + w · w̄

)2 +
w̄a · w̄bψb · wcψ̄c

2 (1 + w · w̄)
(
1 +

√
1 + w · w̄

)2 + (1.111)

+
wa · w̄bψb · w̄cψ̄c

(
2 +

√
1 + w · w̄

)

(1 + w · w̄)
(
1 +

√
1 + w · w̄

)2 ,

à ïðîïîðöèîíàëüíûé ÷åòâåðòîé ñòåïåíè �åðìèîíîâ ÷ëåí HHP4f ñëèøêîì ñëîæåí, ÷òîáû

âûïèñûâàòü åãî ÿâíî.

Âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì SU(2) ïîëåì

Ñóïåðçàðÿäû ìåõàíèêè íà ñ�åðå S4
ìîãóò áûòü ìîäè�èöèðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî�

áû âêëþ÷èòü âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì SU(2) ìàãíèòíûì ïîëåì ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïðè

ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ìåõàíèêà, ýêâèâàëåíòíàÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå íà CP
3
). Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî çàìåíèòü â ñóïåðçàðÿäàõ (1.72) èìïóëüñû (1.55)

pa → P a = pa +
U w̄a − T wa

1 + w · w̄ , p̄a → P a = p̄a −
U wa − T w̄a
1 + w · w̄ ,

T = pu + ū2p̄u, T = p̄u + u2pu, U = upu − ūp̄u, (1.112)

äîáàâèòü èçâåñòíûå ñóïåðçàðÿäû íà S
2
è äîïîëíèòåëüíûå òðåõ�åðìèîííûå ÷ëåíû. Âèä ýòèõ

÷ëåíîâ, ñîäåðæàùèõ �åðìèîíû S2
ìåõàíèêè ξ, ξ̄, η, η̄, îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû

ñóïåðçàðÿäû îáðàçîâûâàëèN=2, d = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå îòíîñèòåëüíî ñêîáîê Äèðàêà.

Ñóïåðçàðÿäû ìåõàíèêè íà HP
n
ìîãóò áûòü ìîäè�èöèðîâàíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Èìïóëüñû äîëæíû áûòü çàìåíåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.55), à ñóïåðçàðÿä çàòåì - äîïîëíåí

íîâûìè òðåõ�åðìèîííûìè ÷ëåíàìè. Ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàò ìåíüøå �åðìèîíîâ ψa, ÷åì

òðåõ�åðìèîííûå ÷ëåíû QHPn
è äîëæíû ñâîäèòüñÿ ê óæå èçâåñòíûì â ñëó÷àå HP

1 ∼ S4
,

äîïóñòèìûõ ñëàãàåìûõ íåìíîãî:

iΦ1ψaw
aηξ, iΦ2ψaψ

aξ, iΦ3w̄
aψa · wbψb, iΦ4ψaw̄

aξξ̄. (1.113)

Àëãåáðó Ïóàíêàðå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì çàìêíóòü, è ïîëó÷àþùèåñÿ ñóïåðçàðÿäû èìåþò

âèä

QCP 2n+1 =
√
1 + w · w̄P aψa +

√
1 + w · w̄

1 +
√
1 + w · w̄

(
P awa · w̄bψb − P aw̄a · wbψb

)
+

+
iψaψ

a · w̄bψ̄b
1 +

√
1 + w · w̄

+
i

2

wcw̄
c · w̄aψa · ψbψ̄b + 3w̄aψa · wbψb · w̄cψ̄c

(1 +
√
1 + w · w̄)2

+ (1.114)

+α
(
T ξ̄ + Uη − i η ξξ̄

)
+ iψaw

aηξ − i
α
ψaψ

aξ − iψaw̄
aξξ̄.
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ßñíî, ÷òî ÷ëåíû ñî âçàèìîäåéñòâèåì ïîâòîðÿþò óæå èçâåñòíûå èç ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèé.

�àìèëüòîíèàí òàêæå ìîäè�èöèðóåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

HCP 2n+1 =
(
g−1
)
a
b
(
P a − iÃa

)(
P b + iÃb

)
+

+α2
(
T + i

α
B
) (
T − i

α
B
)
− α2

(
U + i

2α2Bu

)2
+ H̃P4f . (1.115)

Çäåñü P a
îïðåäåëåíû â (1.55), à

Ãa = Aa − 2ξ

α

(
ψa√

1 + w · w̄
− w̄a · wbψb + wa · w̄bψb

(1 + w · w̄)
(
1 +

√
1 + w · w̄

)2

)
+
w̄aξξ̄ + waξη

1 + w · w̄ ,

H̃P4f = HHP4f +

(
3

2
ξξ̄ − 2ηη̄

)(
waψ

aw̄bψ̄b
)
− 2ξξ̄ψaψ̄

a + (1.116)

+
3

α

(
ξwaψ

a − ξ̄w̄aψ̄a
)
ψbψ̄

b − 1

α

(
η̄ψaψ

a · w̄bψ̄b − ηwaψ
a · ψ̄bψ̄b

)
−

−αηη̄
(
ξ̄w̄aψ̄a + ξwaψ

a
)
+ ξ̄ηψ̄aψ̄a − ξη̄ψaψ

a.

Âûðàæåíèÿ äëÿ B, B, Bu àíàëîãè÷íû èçâåñòíûì â ÷àñòíîì ñëó÷àå S4
(1.77)

B = w̄aψ̄aη, B = waψ
aη̄, Bu = 2ψaψ̄

a − αwaψ
aξ − αw̄aψ̄aξ̄. (1.117)

Î÷åâèäíî, âñå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû ïðîïàäàþò, åñëè ïîëîæèòü T, T , U, ξ, ξ̄, η, η̄ → 0.

Òàêèì îáðàçîì, è â äàííîì ñëó÷àå ðåäóêöèÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé è ïðèâîäèò ê N = 2

ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå HP
n
. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî

áîçîííûé ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì ðàíåå [34℄.

1.2.6. Âûâîäû

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó ÷àñòèöû íà ïðîñòðàíñòâàõ HP
n
,

â òîì ÷èñëå íà S4
, ñîäåðæàùóþ âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì SU(2) ìàãíèòíûì ïîëåì, îòêðû�

âàåò ïóòü ê èññëåäîâàíèþ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ îáîáùåíèé êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà íà

ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñòîèò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî äàííûå ìåõàíèêè íå íàñëåäóþò ïîëíîé

ãðóïïû ñèììåòðèé ìåõàíèêè íà HP
n
. Â íèõ íåíàðóøåííûìè îñòàþòñÿ ëèøü ëèíåéíî ðåà�

ëèçîâàííàÿ ãðóïïà SU(2)× Sp(n), è âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí êàê îïåðàòîð

Êàçèìèðà àëãåáðû sp(n+1) ïðèíöèïèàëüíî îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

ñïåêòðîâ ãàìèëüòîíèàíà, èñïîëüçîâàííûé â [3, 4℄, îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì äëÿ äàííîãî

ñëó÷àÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â äàííîì ðàçäåëå, áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [35℄.



35

�ëàâà 2

Ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè ÷àñòèö ñî ñïîíòàííûì

íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè

Â äàííîé ãëàâå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé äëÿ

ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ ÷àñòè÷íûì ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåð�

ñèììåòðèè.

Ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîé àëãåáðå ñèñòåìàòè÷åñêè ñòðîèòü

íåëèíåéíûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé, îòâå÷àþùèå àëãåáðå, è èíâàðèàíòíûå äè��åðåí�

öèàëüíûå �îðìû. Â ñâîþ î÷åðåäü, �îðìû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ íàëîæåíèÿ èíâàðè�

àíòíûõ óñëîâèé íà ïîëÿ è êàê èñòî÷íèêè ÷àñòåé ëàãðàíæèàíà è èíâàðèàíòíûõ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ. Ýòî äåëàåò �îðìàëèçì íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâ�

íûì ñïîñîáîâ ðàáîòû ñ òåîðèÿìè ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñèììåòðèè, ïîñêîëüêó ÷àñòü

ñèììåòðèé â òàêèõ òåîðèÿõ íåëèíåéíî ðåàëèçîâàíà [36, 37℄.

Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ïðîñòûõ ñèñòåì,

â êîòîðûõ ÷àñòü ñóïåðñèììåòðèé ñïîíòàííî íàðóøåíà. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòó ñè�

ñòåìó äëÿ ðàçðàáîòêè è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ òåîðèé ñî ñïîíòàííî íà�

ðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé - P -áðàí è òåîðèé Áîðíà-Èí�åëüäà.

2.1. Ïîñòðîåíèå äåéñòâèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ñ òî÷êè çðåíèÿ

íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé

Òåîðèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê òåîðèÿ ïîëÿ â îäíîìåðíîì ïðî�

ñòðàíñòâå-âðåìåíè, ÿâëÿåò ñîáîé ïðèìåð òåîðèè ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñèììåòðèè.

Äåéñòâèòåëüíî, íåêîòîðàÿ ìèðîâàÿ ëèíèÿ, ïîìåùåííàÿ â ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, íàðóøàåò åãî

ãðóïïó ñèììåòðèé (ãðóïïó Ïóàíêàðå) äî ïîäãðóïïû, ñîõðàíÿþùåé äàííóþ ìèðîâóþ ëèíèþ.

Â ýòó ïîäãðóïïó âõîäÿò ñäâèãè âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûå âðàùåíèÿ âîêðóã ìèðîâîé

ëèíèè.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ê ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé

÷àñòèöû ìîæíî ðàññìîòðåòü íà ïðèìåðå ÷àñòèöû â (2+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

Èñõîäíûì ïóíêòîì �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ñèììåòðèé

ïðåäïîëàãàåìîé òåîðèè. Â ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â (2+1) ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
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òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Ïóàíêàðå â D = 3

[MAB,MCD] = i (−ηACMBD + ηBCMAD − ηBDMAC + ηADMBC) ;

[MAB, PC ] = i (−ηACPB + ηBCPA) , (2.1)

ãäå η = diag(1,−1,−1), MAB, PC - ýðìèòîâû ãåíåðàòîðû Ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé è ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííûõ òðàíñëÿöèé. Óäîáíî ïåðåïèñàòü åå â îäíîìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

T =M1,0 + iM2,0, T =M1,0 − iM2,0, J =M1,2 ⇒

[J, T ] = T,
[
J, T

]
= −T ,

[
T, T

]
= −2J,

P = P0, Z = P2 + iP1, Z = P2 + iP1 ⇒



[J, Z] = Z,
[
J, Z

]
= −Z,





[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,





[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P,

(2.2)

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

g = eitP ei(qZ+q̄Z) ei(ΛT+ΛT ). (2.3)

�åíåðàòîð J áûë îñòàâëåí â ïîäãðóïïå ñòàáèëüíîñòè, ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîîò�

âåòñòâóþùàÿ ñèììåòðèÿ q → qeiα, q̄ → q̄e−iα
ëèíåéíî ðåàëèçîâàíà. Çäåñü q, q̄, Λ, Λ ðàññìàò�

ðèâàþòñÿ êàê �îëäñòîóíîâñêèå ïîëÿ, çàâèñÿùèå îò t, ïðè ýòîì q, q̄ áóäóò îòîæäåñòâëÿòüñÿ

ñ êîîðäèíàòàìè ÷àñòèöû.

Çàäàíèå ýëåìåíòà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (2.3) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çàêîíû ïðåîáðàçî�

âàíèÿ ïîëåé è âðåìåíè. Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû (2.3), ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ óäîáíî ðåàëèçîâàòü

ñ ïîìîùüþ ëåâîãî óìíîæåíèÿ; òîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåáóåòñÿ âû�

÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ýêñïîíåíò g0g = g′h, ãäå h ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå ñòàáèëüíîñòè. Òàê,

âû÷èñëÿÿ ei(aZ+āZ)g = eitP ei[(q+a)Z+(q̄+ā)Z]ei(ΛT+ΛT )
, ìîæíî íàéòè çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

δZq = a, δZ q̄ = ā. (2.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî äåéñòâèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæåò çàâèñåòü

òîëüêî îò ïðîèçâîäíûõ q, ÷òî è èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Áîëåå ñóùå�

ñòâåííûìè îêàçûâàþòñÿ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãåíåðàòîðàìè T, T . Âû÷èñëÿÿ

ïðîèçâåäåíèå ei(bT+b̄T )g, ìîæíî ïîëó÷èòü

δt = −2i
(
bq̄ − b̄q

)
, δq = −ib t, δq̄ = ib̄ t, δλ = b− b̄λ2, δλ̄ = b̄− bλ̄2. (2.5)

Çäåñü ââåäåíà ñòåðåîãðà�è÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

λ = Λ
th

√
ΛΛ√

ΛΛ
, λ̄ = Λ

th
√
ΛΛ√

ΛΛ
. (2.6)
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Òàêæå ïî ýëåìåíòó g ìîæíî âû÷èñëèòü �îðìû Êàðòàíà:

g−1dg = iωPP + iωZZ + iω̄ZZ + iωTT + iω̄TT + iωJJ. (2.7)

Ýòè �îðìû èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä

ωP =

(
1 + λλ̄

)
dt+ 2i

(
λdq̄ − λ̄dq

)

1− λλ̄
,

ωZ =
dq − λ2dq̄ + iλdt

1− λλ̄
, ω̄Z =

dq̄ − λ̄2dq − iλ̄dt

1− λλ̄
, (2.8)

ωT =
dλ

1− λλ̄
, ω̄T =

dλ̄

1− λλ̄
, ωJ = i

λdλ̄− dλλ̄

1− λλ̄
,

Åñëè áû g áûë ýëåìåíòîì ãðóïïû, �îðìû ω = g−1dg áûëè áû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

ëåâîãî óìíîæåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå �îðìû ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè äåéñòâèè ãåíåðàòîðîâ T, T

ïî ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû U(1) êàê

δωP = 0, δωZ = (bλ̄− b̄λ)ωZ , δω̄Z = −(bλ̄− b̄λ)ω̄Z ,

δωT = (bλ̄− b̄λ)ωT , δω̄T = −(bλ̄− b̄λ)ω̄T , δωJ = i(b dλ̄− b̄ dλ). (2.9)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü íà îñíîâàíèè îáùèõ ðåçóëüòàòîâ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëè�

çàöèé, �îðìû, ñâÿçàííûå ñ ãåíåðàòîðàìè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçóþòñÿ îäíîðîäíî,

à �îðìà ωJ ïðåòåðïåâàåò ñäâèã ∼ h−1dh ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (2.5).

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî �îðìà ωP èíâàðèàíòíà, à ωZ , ω̄Z , ωT , ω̄T ïðåîáðàçóþòñÿ îäíî�

ðîäíî, ìîæíî íàëîæèòü èíâàðèàíòíîå óñëîâèå íà ïîëÿ. Èìååò ñìûñë íàëîæèòü óñëîâèÿ

ωZ = 0, ω̄Z = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

ωZ = 0 ⇒ q̇ = −i
λ

1 + λλ̄
, ω̄Z = 0 ⇒ ˙̄q = i

λ̄

1 + λλ̄
. (2.10)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè ëèøü ÷àñòü ïîëåé - ïàðàìåòðîâ �àêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâà. Ýòî - ïðîÿâëåíèå îáùåãî ðåçóëüòàòà, èçâåñòíîãî êàê îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà

[38℄.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.10), �îðìà ωP (2.8) ìîæåò áûòü óïðîùåíà:

ωP =
1− λλ̄

1 + λλ̄
dt. (2.11)

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ �îðìà ωP èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé �àêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâà (2.7), è ïåðåïèñàíà ñ ïîìîùüþ êîâàðèàíòíûõ óñëîâèé, èíòåãðàë îò íåå òàêæå

èíâàðèàíòåí è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äåéñòâèå

S0 = −m0

∫
ωP = −m0

∫
dt
√

1− 4q̇ ˙̄q. (2.12)
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Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî âàðèàöèÿ (2.12) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (2.5)

ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíîå äåé�

ñòâèå, çàâèñÿùåå òîëüêî îò ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ êîîðäèíàò ÷àñòèöû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî,

ïîñêîëüêó èç íåãî ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ q̈ = 0, ¨̄q = 0, óñëîâèÿ ωT = 0, ω̄T = 0 ñ ó÷å�

òîì (2.10) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

äåéñòâèþ (2.12).

Ôîðìàì ωT , ω̄T , ωJ ìîæåò áûòü ïðèäàí è èíîé ñìûñë. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñ�îðìóëè�

ðîâàòü äåéñòâèÿ, çàâèñÿùèå îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ êîîðäèíàò ïî âðåìåíè, èíâàðèàíòíûå

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ïóàíêàðå â òðåõìåðèè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèÿ äëÿ àíèîíà è

÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â êîíöå ãëàâû.

2.2. Îáùèå çàìå÷àíèÿ î ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèé ñ

ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â äàííîì è äàëüíåéøèõ ðàçäåëàõ ÿâëÿþòñÿ ñóïåð�

ñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ÷àñòèö, ñ�îðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñóïåðïîëåé,

ñ èñêëþ÷åííûìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïîëÿìè. Òàêîé âûáîð îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìåòîä íåëè�

íåéíûõ ðåàëèçàöèé íåïðèìåíèì íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòðîåíèþ ñóïåðïîëåâûõ äåéñòâèé. Ñó�

ïåðïîëåâûå ëàãðàæèàíû, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàí�

ñòâåííî-âðåìåííûõ ñèììåòðèé, à ñäâèãàþòñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòàì ñóïåð�

ïðîñòðàíñòâà. Â ìåòîäå æå íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé íå âîçíèêàåò îáúåêòîâ ñ òàêèìè ñâîé�

ñòâàìè.

Ïðåèìóùåñòâîì ñóïåðïîëåâûõ äåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè îáåñïå÷èâàþò ÿâíóþ ðå�

àëèçàöèþ ñóïåðñèììåòðèè. Ñóïåðïîëåâûå äåéñòâèÿ ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèì�

ìåòðèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè:

• Ïîñòðîåíèå ëèíåéíîé ðåàëèçàöèè äîïîëíèòåëüíîé ñóïåðñèììåòðèè, ïðè ýòîì ñóïåðïî�

ëåâîé ëàãðàíæèàí îêàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ìóëüòèïëåòà

[7, 9, 39℄,

• Ïîñòðîåíèå àíçàöà äëÿ ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ è ïðîâåðêà åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíî�

ñèòåëüíî äîïîëíèòåëüíîé íåëèíåéíî ðåàëèçîâàííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ïðèìåíåíèå òàêèõ ìåòîäîâ, îäíàêî, ÷àñòî ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè, îñîáåííî

â ñëó÷àå âûñøèõ ñóïåðñèììåòðèé. �àññìàòðèâàåìûé ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé îêàçû�
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âàåòñÿ ñïîñîáíûì îáîéòè çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ýòèõ òðóäíîñòåé, è ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü äåé�

ñòâèå ïîëíîñòüþ, â çàìêíóòîì âèäå, è ïðîâåðèòü åãî èíâàðèàíòíîñòü. Ïîëó÷åííîå äåéñòâèå

ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è êîìïàêòíûì ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ ñòðóê�

òóð, ïîÿâëÿþùèõñÿ â õîäå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé. Êàê áóäåò âèäíî â

äàëüíåéøåì, ïîñòðîåííûå äåéñòâèÿ áóäóò èìåòü äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð è âî

ìíîãîì ïîâòîðÿòü èçâåñòíûå áîçîííûå äåéñòâèÿ.

Ïîñêîëüêó ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ãëîáàëüíîé ñóïåðñèììåòðèè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñî�

ïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì �îëäñòîóíîâñêîãî �åðìèîíà, ïàðàìåòðàìè ïðè ñóïåðçàðÿäàõ íà�

ðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ �åðìèîííûå ñóïåðïîëÿ.

2.3. Ââåäåíèå ñóïåðñèììåòðèè ñ òî÷êè çðåíèÿ íåëèíåéíûõ

ðåàëèçàöèé è äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñ íàðóøåíèåì

N = 4 → N = 2

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïîñòðîåíî ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû â òðåõ�

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé N = 2, d = 3

ñóïåðàëãåáðû Ïóàíêàðå. Òàêîå ïîñòðîåíèå ñîäåðæèò ìèíèìóì âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé

è ïðè ýòîì ïîçâîëÿåò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Â äàëüíåéøåì îíî áó�

äåò îáîáùåíî è âêëþ÷èò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñëàãàåìûå ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè,

ñ äðóãîé - ðàñøèðåííûå N > 4 ñóïåðñèììåòðèè.

Àëãåáðà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîì ðàçäåëå - N = 2, d = 3 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà êàêN = 4, d = 1 ñóïåðàëãåáðà, ðàñøèðåííàÿ äâóìÿ

öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè. Ñóïåðàëãåáðó óäîáíåå �îðìóëèðîâàòü â ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ââåñòè σ-ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà

σ0
αβ =


 1 0

0 1


 , σ1

αβ =


 0 1

1 0


 , σ2

αβ =


 1 0

0 −1


 , (2.13)

ñâÿçûâàþùèå ñèììåòðè÷íûå ñïèíîðû è âåêòîðû SO(1, 2). Cïèíîðíûå èíäåêñû ìîæíî ïîä�

íèìàòü è îïóñêàòü ñ ïîìîùüþ àíòèñèììåòðè÷íîãî ǫ-òåíçîðà ψα = ǫαβψβ , ψα = ǫαβψ
β
, ãäå

ǫ12 = ǫ21 = 1, ǫαβǫ
βγ = δγα. Ìàòðèöû σA óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì

(
σA
)
αβ

(
σB
)αβ

= 2ηAB,
(
σA
)
αβ

(σA)γδ = ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ,
(
σA
)
αγ

(
σB
)γβ

= ηABδβα + ǫABC (σC)
β
α , ǫ012 = 1. (2.14)
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Òîãäà ìîæíî ââåñòè îïðåäåëåíèÿ

MAB = ǫABCM
C ⇔MC =

1

2
ǫABCM

AB,

Vαβ = 2
(
σA
)
αβ
VA ⇔ V A =

1

4

(
σA
)
αβ
V αβ , (2.15)

ãäå V - íåêîòîðûé âåêòîð (MA
èëè PA

).

Â ýòîì áàçèñå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ D = 3 àëãåáðû Ïóàíêàðå èìåþò âèä

[Mαβ ,Mγδ] = i (ǫαγMβδ + ǫβγMαδ + ǫβδMαγ + ǫαδMβγ) ,

[Mαβ , Pγδ] = i (ǫαγPβδ + ǫβγPαδ + ǫβδPαγ + ǫαδPβγ) . (2.16)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (2.16) ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû ñ ïîìîùüþ ñïèíîðíûõ

ãåíåðàòîðîâ äî N = 2, d = 3 ñóïåðàëãåáðû Ïóàíêàðå

[Mαβ , Qγ] = i (ǫαγQβ + ǫβγQα) ,
[
Mαβ , Qγ

]
= i
(
ǫαγQβ + ǫβγQα

)
,
{
Qα, Qβ

}
= 2Pαβ. (2.17)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðîâ T, T , J, P, Z, Z (2.2) è ñîîòíîøåíèÿ (2.15), ìîæíî

íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ T, T , J, P, Z, Z â òåðìèíàõ ãåíåðàòîðîâ ñî ñïèíîðíûìè èíäåêñàìè

Mαβ, Pαβ:

T =
1

4
(M11 −M22 − 2iM12) , T =

1

4
(M11 −M22 + 2iM12) , J =

1

4
(M11 +M22) ,

P =
1

4
(P11 + P22) , Z =

1

4
(P11 − P22 − 2iP12) , Z =

1

4
(P11 − P22 + 2iP12) . (2.18)

Ñóïåðçàðÿäû ìîæíî ââåñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíóþ ñóïåðàëãåáðó â

d = 1, ðàñøèðåííóþ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè:

Q =
1

2
(Q1 − iQ2) , S =

1

2

(
Q1 − iQ2

)
, Q =

1

2

(
Q1 + iQ2

)
, S =

1

2
(Q1 + iQ2) . (2.19)

(Àíòè)êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþùåéñÿ N = 4, d = 1 ñóïåðàëãåáðû Ïóàí�

êàðå íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþò (2.2):

[J, T ] = T,
[
J, T

]
= −T ,

[
T, T

]
= −2J,




[J, Z] = Z,
[
J, Z

]
= −Z,





[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,





[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P,

{
Q,Q

}
= 2P,

{
S, S

}
= 2P, {Q, S} = 2Z,

{
Q, S

}
= 2Z, (2.20)

[J,Q] = 1
2
Q,

[
J,Q

]
= −1

2
Q,

[J, S] = 1
2
S,

[
J, S

]
= −1

2
S,

[
T,Q

]
= −S,

[
T, S

]
= −Q,

[
T ,Q

]
= S,

[
T , S

]
= Q.
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Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü êàê:

g = eitP eθQ+θ̄Q eψS+ψ̄S ei(qZ+q̄Z) ei(ΛT+ΛT). (2.21)

Çäåñü q, q̄, ψ, ψ̄, Λ, Λ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñóïåðïîëÿ, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò ñóïåð�

ïðîñòðàíñòâà t, θ, θ̄. Âûáðàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïðåèìóùåñòâàìè

[40℄:

• Ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìûå ãåíåðàòîðàìè P,Q, çàòðàãèâàþò òîëüêî t, θ è ÿâëÿþòñÿ

ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèåé d = 1 ñóïåðñèììåòðèè â ñóïåðïðîñòðàíñòâå;

• Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãåíåðèðóåìûå Z, ðåàëèçîâàíû ëèøü êàê ñäâèãè q, è äåéñòâèå áóäåò

çàâèñåòü îò q = q|θ→0 òîëüêî ÷åðåç ïðîèçâîäíûå;

• ψ ïîä äåéñòâèåì ãåíåðàòîðîâ S ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ãîëäñòîóíîâñêèé �åðìèîí.

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ g0g = g′h

è �îðìû Êàðòàíà g−1dg. Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèì�

ìåòðèÿ g0 = exp{ǫQ + ǭQ}, ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ g0 = exp{εS + ε̄S} è

ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòîìîð�èçìîâ g0 = exp{i
(
bT + b̄T

)
}:

• g0 = eǫQ+ǭQ ⇒
{
δθ = ǫ, δθ̄ = ǭ, δt = i

(
ǫθ̄ + ǭθ

)
,

• g0 = eεS+ε̄S ⇒
{
δt = i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
, δψ = ε, δψ̄ = ε̄, δq = 2iεθ, δq̄ = 2iε̄θ̄,

• g0 = ei(bT+b̄T) ⇒





δt = −2i
(
bq̄− b̄q

)
+ 2bθ̄ψ̄ − 2b̄θψ, δθ = −ibψ̄, δθ̄ = ib̄ψ,

δq = b
(
−it− θθ̄ +ψψ̄

)
, δψ = −ibθ̄,

δq̄ = b̄
(
it− θθ̄ +ψψ̄

)
, δψ̄ = ib̄θ,

δλ = b− b̄λ2, δλ̄ = b̄− bλ̄2.

Êàê è â áîçîííîì ñëó÷àå (2.6), çäåñü ââåäåíû ñòåðåîãðà�è÷åñêèå ïðîåêöèè

λ = Λ
th

√
ΛΛ√

ΛΛ
, λ̄ = Λ

th
√
ΛΛ√

ΛΛ
. (2.22)

Ôîðìû Êàðòàíà èìåþò âèä

g−1dg = iωPP + iωZZ + iω̄ZZ + iωTT + iω̄TT + iωJJ +

+(ωQ)Q+ (ω̄Q)Q + (ωS)S + (ω̄S)S ⇒
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ωP =

(
1 + λλ̄

)
△t+ 2i

(
λ△q̄− λ̄△q

)

1− λλ̄ ,

ωZ =
△q− λ2△q̄+ iλ△t

1− λλ̄ , ωZ =
△q̄− λ̄2△q− iλ̄△t

1− λλ̄ ,

ωT =
dλ

1− λλ̄ , ω̄T =
dλ̄

1− λλ̄ , ωJ = i
λdλ̄− dλλ̄

1− λλ̄ , (2.23)

ωQ =
1√

1− λλ̄
[
dθ + iλ dψ̄

]
, ω̄Q =

1√
1− λλ̄

[
dθ̄ − iλ̄ dψ

]
,

ωS =
1√

1− λλ̄
[
dψ + iλ dθ̄

]
, ω̄S =

1√
1− λλ̄

[
dψ̄ − iλ̄ dθ

]
.

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

△t = dt− i
(
θdθ̄ + θ̄dθ +ψdψ̄ + ψ̄dψ

)
, △q = dq− 2iψdθ, △q̄ = dq̄− 2iψ̄dθ̄. (2.24)

Ïîä�îðìû △t, △q, △q̄ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé (òàêæå, êàê è

dψ, dθ). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìîäè�èêàöèÿ áîçîííûõ �îðì (2.8) â ïðèñóòñòâèè ñóïåðñèì�

ìåòðèè çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â çàìåíå äè��åðåíöèàëîâ dt, dq, dq̄ íà ñîîòâåòñòâóþùèå èíâà�

ðèàíòíûå ïîä�îðìû (2.24).

Â ñóïåðïðîñòðàíñòâå t, θ, θ̄ ìîæíî îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àíòèêîì�

ìóòèðóþùèì ïåðåìåííûì. �Îáû÷íûå� êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè

âìåñòî ïîä�îðìû △t âîñïîëüçîâàòüñÿ △̃t = dt − i
(
θdθ̄ + θ̄dθ

)
, èíâàðèàíòíîé ëèøü îòíî�

ñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òîãäà, ïåðåïèñûâàÿ äè��åðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé

�óíêöèè ÷åðåç dt, dθ, dθ̄, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ÷åðåç △̃t, dθ, dθ̄, ñ äðóãîé, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîæäåñòâî

dF = dt
∂F

∂t
+ dθ

∂F

∂θ
+ dθ̄

∂F

∂θ̄
= △̃t∂tF + dθDF + dθ̄DF. (2.25)

Êîý��èöèåíòû ïðè dt, dθ, dθ̄ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü, ÷òî

D =
∂

∂θ
− iθ̄∂t, D =

∂

∂θ̄
− iθ∂t, D

2 = D2 = 0,
{
D,D

}
= −2i∂t. (2.26)

Èìååò ñìûñë, îäíàêî, îïðåäåëèòü è áîëåå ñëîæíûå ïðîèçâîäíûå, êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëü�

íî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé. �àñêëàäûâàÿ äè��åðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ïî �îðìàì

△t, dθ, dθ̄,

dF = △t∇tF + dθ∇F + dθ̄∇F = △̃t∂tF + dθDF + dθ̄DF ⇒

∇t = E−1∂t, E = 1 + i
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
, E−1 = 1− i

(
∇tψψ̄ +∇tψ̄ψ

)
,

∇ = D − i
(
ψ̄Dψ +ψDψ̄

)
∇t = D − i

(
ψ̄∇ψ +ψ∇ψ̄

)
∂t, (2.27)

∇ = D − i
(
ψ̄Dψ +ψDψ̄

)
∇t = D − i

(
ψ̄∇ψ +ψ∇ψ̄

)
∂t.
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Äâà ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî àíòèêîììóòèðóþùèì ïåðåìåííûì âîç�

íèêàþò, òàê êàê äè��åðåíöèàëû ïîëåé ψ, ψ̄ â △t ìîãóò áûòü ðàñêðûòû êàê â òåðìèíàõ

△̃t, òàê è â òåðìèíàõ △t.
Àëãåáðà ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå àëãåáðû D, D:

{
∇,∇

}
= −2i

(
1 +∇ψ∇ψ̄ +∇ψ∇ψ̄

)
∇t,

{∇,∇} = −4i∇ψ̄∇ψ∇t,
{
∇,∇

}
= −4i∇ψ̄∇ψ∇t, (2.28)

[∇t,∇] = −2i
(
∇ψ̄∇tψ +∇ψ∇tψ̄

)
∇t,

[
∇t,∇

]
= −2i

(
∇ψ̄∇tψ +∇ψ∇tψ̄

)
∇t.

Óñëîâèÿ îáðàòíîãî ý��åêòà Õèããñà (2.10) ìîãóò áûòü íàëîæåíû è â ñóïåðñèììåòðè÷íîì

ñëó÷àå:

ωZ = 0 ⇒ ∇tq = −i
λ

1 + λλ̄
, ∇q+ 2iψ = 0,∇q = 0, (2.29)

ω̄Z = 0 ⇒ ∇tq̄ = i
λ̄

1 + λλ̄
, ∇q̄+ 2iψ̄ = 0,∇q̄ = 0.

Ýòè óñëîâèÿ ñâÿçûâàþò íå òîëüêî ∇tq è λ, íî è ∇q è ψ, à òàêæå òðåáóþò, ÷òîáû q, q̄

óäîâëåòâîðÿëè îáîáùåííûì êèðàëüíûì óñëîâèÿì.

Àëãåáðà êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâîäíûìè

ñóïåðïîëåé ψ, ψ̄ è ∇tq, ∇tq̄, à òàêæå íàéòè äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ψ, ÿâëÿþùèåñÿ

ñëåäñòâèåì ñâÿçåé (2.29). Òàê, äåéñòâóÿ ∇ íà ∇q + 2iψ = 0, ìîæíî ïîëó÷èòü:

∇2q+ 2i∇ψ = 0 ⇒ 2i∇ψ
(
1−∇ψ̄∇tq

)
= 0. (2.30)

Òàêèì îáðàçîì, ∇ψ = 0. Äåéñòâóÿ íà òî æå óñëîâèå ∇,

∇∇q+ 2i∇ψ = 0 ⇒ ∇ψ = (1 +∇ψ̄∇ψ)∇tq, (2.31)

óìíîæàÿ ðåçóëüòàò íà ñîïðÿæåíûé åìó è ðåøàÿ ïîëó÷èâøååñÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíî�

ñèòåëüíî ∇ψ̄∇ψ, ìîæíî íàéòè

∇ψ =
2∇tq

1 +
√
1− 4∇tq∇tq̄

= −iλ. (2.32)

Ïîñêîëüêó âñå ñïèíîðíûå ïðîèçâîäíûå ψ, ψ̄ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ∇tq, ∇tq̄, îáîá�

ùåííûå êèðàëüíûå óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíî âûäåëÿþò íåïðèâîäèìûé ìóëüòèïëåò N = 2, d =

1 ñóïåðñèììåòðèè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò òàêæå ê óïðîùåíèþ àëãåáðû êîâà�
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ðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîëíûé ñïèñîê óñëîâèé è îáíîâëåííàÿ àëãåáðà èìåþò âèä:

∇q = 0, ∇q̄ = 0, ψ = i
2
∇q, ψ̄ = i

2
∇q̄,

∇ψ = ∇ψ̄ = 0, ∇ψ = 2∇tq

1+
√
1−4∇tq∇tq̄

= −iλ, ∇ψ̄ = 2∇tq̄

1+
√
1−4∇tq∇tq̄

= iλ̄,

∇tq = −i λ

1+λλ̄
, ∇tq̄ = i λ̄

1+λλ̄
↔ λ = 2i ∇tq

1+
√
1−4∇tq∇tq̄

, λ̄ = −2i ∇tq̄

1+
√
1−4∇tq∇tq̄

, (2.33)

∇2 = ∇2
= 0,

{
∇,∇

}
= −2i

(
1 +∇ψ∇ψ̄

)
∇t,

[∇t,∇] = −2i∇ψ̄∇tψ∇t,
[
∇t,∇

]
= −2i∇ψ∇tψ̄∇t.

Êîìïîíåíòû, êîòîðûå îïèñûâàþò ìóëüòèïëåò, ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàçëè÷íûì îáðà�

çîì; â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ψ = i
2
∇q, èìååò ñìûñë îïðåäåëèòü èõ êàê

q = q|θ→0, q̄ = q̄|θ→0, ψ = ψ|θ→0, ψ̄ = ψ̄|θ→0. (2.34)

Òàêîå îïðåäåëåíèå âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íî ïðèìåíÿåìîãî Dq|θ→0 çíà÷èòåëüíî áîëåå

ïðîñòûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ îêàçûâàåò âåñüìà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà

ñòðóêòóðó äåéñòâèÿ. Òàê, èç èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïåðåìåííûõ

q, q̄ ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ. (Òàêîãî âû�

âîäà î ψ, ψ̄ ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê îäíîâðåìåííî ñî ñäâèãîì ψ ïðåîáðàçóåòñÿ t). Çàêîíû

ïðåîáðàçîâàíèÿ q è q̇ â àêòèâíîé �îðìå èìåþò âèä

q′(t)− q(t) ≡ δ⋆Sq = −i
(
εψ̄ + ε̄ψ

)
q̇ ⇒ δ⋆S q̇ = −i

(
ε ˙̄ψ + ε̄ψ̇

)
q̇ − i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
q̈. (2.35)

Î÷åâèäíî, çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ q̇ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷åí îò çàêîíà ïðåîáðàçîâà�

íèÿ q, è ïðè ïåðåõîäå ê íåàêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì δSf = δ⋆Sf + δSt · ḟ ïðîèçâîäíàÿ q óæå

íå áóäåò èíâàðèàíòíîé. Îäíàêî ïîÿâèâøóþñÿ íåèíâàðèàíòíîñòü ìîæíî ñêîìïåíñèðîâàòü,

ââåäÿ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, äåéñòâóþùóþ íà êîìïîíåíòû. Èñõîäÿ èç èíâàðèàíòíî�

ñòè ∇tq, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî è â êîìïîíåíòíîì ñëó÷àå E = E|θ→0 = 1 + i
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)

ìîæåò îáåñïå÷èòü êîâàðèàíòíîñòü ïðîèçâîäíîé. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñâóþùèå

çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ,

δ⋆SE = −i∂t
[(
εψ̄ + ε̄ψ

)
E
]
, Dt = E−1∂t ⇒ δ⋆SDtq = −i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
∂tDtq. (2.36)

Î÷åâèäíî, Dtq èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî íåàêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à çíà÷èò, òàêæå èí�

âàðèàíòíà ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ F (DtqDtq̄). Áîëåå òîãî, àêòèâíàÿ âàðèàöèÿ EF (DtqDtq̄)

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

δ⋆S [EF (DtqDtq̄)] = −i∂t
[(
εψ̄ + ε̄ψ

)
EF (DtqDtq̄)

]
. (2.37)
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Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèè îïðåäåëÿåò ñïîñîá, êîòîðûì �åðìèîíû âõîäÿò â ëàãðàíæèàí. Ýòî æå òðåáîâàíèå

îãðàíè÷èâàåò ïðîèçâîë àíçàöà �óíêöèåé îäíîé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî áîçîííûé ïðåäåë ëàãðàíæèàíà èçâåñòåí (2.12), ïîëíîñòüþ �èê�

ñèðîâàòü �óíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë òîëüêî ñ åãî ïîìîùüþ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ñäâèãå F íà êîíñòàíòó àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà EF (DtqDtq̄) ñäâè�

ãàåòñÿ íà const · E , ñâîäÿùèéñÿ ê íåçàâèñÿùåé îò ïîëåé const â áîçîííîì ïðåäåëå. Ìîæíî

ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî F ∼ α +
√
1− 4DtqDtq̄.

Èñêîìîå äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû òàêæå äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåíàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò q, q̄, ψ, ψ̄ îòíîñèòåëüíî òî÷íîé

ñóïåðñèìììåòðèè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

δ⋆Qf = δ⋆Qf |θ→0 = −ǫDf |θ→0 − ǭDf |θ→0. (2.38)

Òàêæå, ïîñêîëüêó èç óñëîâèé (2.33) èçâåñòíû ∇-ïðîèçâîäíûå ïîëåé, óäîáíî çàïèñûâàòü çà�
êîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê

δ⋆Qf = −ǫ∇f |θ→0 − ǭ∇f |θ→0 −Hḟ,

H = i
[
ǫψ∇ψ̄ + ǭψ̄∇ψ

]
|θ→0 = 2i

ǫψDtq̄ − ǭψ̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

. (2.39)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

(
q, q̄, ψ, ψ̄

)
è èõ ñóùåñòâåííûõ êîìáèíàöèé

(E , Dtq, Dtq̄) èìåþò âèä

δ⋆Qq = 2iǫψ −Hq̇, δ⋆Qψ = −2ǭ
Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−Hψ̇,

δ⋆Qq̄ = 2iǭψ̄ −H ˙̄q, δ⋆Qψ̄ = −2ǫ
Dtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−H ˙̄ψ,

δ⋆QDtq = 2iǫDtψ − 4i
ǫDtψDtq̄ + ǭDtψ̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

Dtq −H∂tDtq, (2.40)

δ⋆QDtq̄ = 2iǭDtψ̄ − 4i
ǫDtψDtq̄ + ǭDtψ̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

Dtq̄ −H∂tDtq̄,

δ⋆QE = −∂t [EH ] + 4iE ǫDtψDtq̄ + ǭDtψ̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî âû÷èñëèòü âàðèàöèþ àíçàöà ëàãðàíæèàíà

L4 = EF (DtqDtq̄):

δ⋆QL4 = −∂t [HL4] + 2i
(
ǫψ̇Dtq̄ + ǭ ˙̄ψDtq

)[
F ′ +

2F − 4F ′DtqDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

]
. (2.41)

(çäåñü øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî DtqDtq̄). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â äàííîé âàðè�

àöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé (÷åì îáúÿñíåòñÿ âûáîð çàïèñè ïðåîáðàçîâàíèé (2.39)),
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âòîðîå ðàâíî íóëþ, êîãäà F ∼ 1 +
√
1− 4DtqDtq̄. Òàêàÿ �óíêöèÿ âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ îæè�

äàåìîé â áîçîííîì ïðåäåëå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûïèñàòü äåéñòâèå, èíâàðèàíòíîå îòíî�

ñèòåëüíî íåíàðóøåííîé è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, è èìåþùåå òðåáóåìûé

áîçîííûé ïðåäåë (2.12):

S4 =

∫
dtL4 = −m0

∫
dtE

[
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

]
, E = 1 +

(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
. (2.42)

Òàêæå ñ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâîì (2.21) ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòîìîð�èçìîâ T, T .

Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ êîìïîíåíò f = f |θ→0 â àêòèâíîé �îðìå:

δ⋆Tf = δT f |θ→0 − δt∂tf |θ→0 −
(
δθDf + δθ̄Df

)
|θ→0 =

= δT f |θ→0 + i
(
bψ̄∇f − b̄ψ∇f

)
|θ→0 +Gḟ,

G = 2i
(
bq̄ − b̄q

)
+ 2ψψ̄

bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

. (2.43)

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò q, q̄, ψ, ψ̄, à òàêæå E è êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìåþò

âèä:

δ⋆T q = −ibt − bψψ̄ +Gq̇, δ⋆Tψ =
−2ib̄ψDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+Gψ̇,

δ⋆TDtq = −ibE−1 − bE−1∂t
(
ψψ̄
)
− 2i

(
b̄Dtq − bDtq̄

)
Dtq +

+2i (E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

Dtq + 2DtqDt

(
ψψ̄
) b̄Dtq + bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, (2.44)

δ⋆TE = −2i
(
b ˙̄q − b̄q̇

)
− 2∂t

(
ψψ̄
) bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−

−2i(E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ ∂t [GE ] .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûïèñàòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ àíçàöà ëàãðàíæèàíà. Ñîáèðàÿ

÷ëåíû ñ òðåìÿ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü

δ⋆T [EF (DtqDtq̄)] = ∂t [GEF (DtqDtq̄)] +

+2i
(
b̄Dtq − bDtq̄

) [ 2F

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ F ′√1− 4DtqDtq̄

]
− (2.45)

−∂t
(
ψψ̄
) (
bDtq̄ + b̄Dtq

) [ 2F

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ F ′√1− 4DtqDtq̄

]
+

+2iE
(
b̄Dtq − bDtq̄

) √
1− 4DtqDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

[F − 2DtqDtq̄F
′] .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé; ñëàãàåìîå ñ

E
(
b̄Dtq − bDtq̄

)
=
(
b̄q̇ − b ˙̄q

)
ìîæåò áûòü òàêîâîé, åñëè êîý��èöèåíò ïðè íåì - êîíñòàíòà.

Äðóãèå äâà ñëàãàåìûõ äîëæíû áûòü îáðàùåíû â íîëü âûáîðîì �óíêöèè F . Óñëîâèÿ, ñëå�

äóþùèå èç êîý��èöèåíòîâ ïðè ∂t
(
ψψ̄
) (
bDtq̄ + b̄Dtq

)
è

(
b̄Dtq − bDtq̄

)
ñîâïàäàþò, è �óíêöèÿ
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F äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì ñîîòíîøåíèÿì

2F

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ F ′
√

1− 4DtqDtq̄ = 0,

√
1− 4DtqDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

[F − 2DtqDtq̄F
′] = const. (2.46)

Òî, ÷òî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå äâóõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò, íåî÷åâèäíî. Òåì íå ìåíåå, èç�

âåñòíàÿ �óíêöèÿ F ∼ 1+
√
1− 4DtqDtq̄ óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óðàâíåíèÿì. Âàðèàöèÿ ëàãðàí�

æèàíà, îïðåäåëÿþùåãî äåéñòâèå (2.42), èìååò âèä

δ⋆TL4 = ∂t [GL4]− 2im0(b̄q̇ − b ˙̄q). (2.47)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå (2.42), �èêñèðîâàííîå èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñóïåðñèì�

ìåòðèé, èíâàðèàíòíî òàêæå è îòíîñèòåëüíî àâòîìîð�èçìîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçàííûå

 T, T , íåñêîëüêî ñëîæíåå (2.40): â îòëè÷èå îò íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, â äàííîì

ñëó÷àå íå óäàåòñÿ çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ òàê, ÷òîáû çàðàíåå îòäåëèòü ÷àñòü, ñâåðòûâàþ�

ùóþñÿ â ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ �èêñàöèè äåéñòâèÿ, íåíàðóøåííàÿ

ñóïåðñèììåòðèÿ óäîáíåå. Êðîìå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòîìîð�èçìîâ îòñóòñòâóþò â òåîðè�

ÿõ Áîðíà-Èí�åëüäà, òàê ÷òî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî Q- è S-óïåðñèììåòðèé áóäåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê äåéñòâèþ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü è ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå.

Ëàãðàíæèàí ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëåí q̇ ˙̄q. Òà�

êèå ñëàãàåìûå âîñïðîèçâîäÿòñÿ ñâîáîäíûì äåéñòâèåì äëÿ N = 2, d = 1 êèðàëüíîãî ìóëüòè�

ïëåòà, åñëè íå ó÷èòûâàòü âñå íåëèíåéíîñòè â óñëîâèÿõ è ïðîèçâîäíûõ:

Sfree ∼
∫
dtdθdθ̄DqDq̄. (2.48)

Òîãäà ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íóæíîå ðåëÿòèâèñòñêîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü âîñïðîèçâå�

äåíî èíòåãðàëîì âèäà

S4sf =

∫
dtdθdθ̄F(∇tq∇tq̄)ψψ̄. (2.49)

Áîçîííûé ïðåäåë òàêîãî äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, åñëè ó÷åñòü, ÷òî îáå ïðîèçâîä�

íûå, ñëåäóþùèå èç dθdθ̄ → DD, äîëæíû äåéñòâîâàòü íà ψψ̄ (èíà÷å â äåéñòâèè îñòàíóòñÿ

�åðìèîíû). Áîëåå òîãî, â áîçîííîì ïðåäåëå Dψ = ∇ψ. Òàêèì îáðàçîì,

S4sf |bos =
∫
dtdθdθ̄F(∇tq∇tq̄)ψψ̄|bos →

∫
dt

4q̇ ˙̄q
(
1 +

√
1− 4q̇ ˙̄q

)2F. (2.50)
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Î÷åâèäíî, ïðè F = 1 +
√
1− 4∇tq∇tq̄ ëàãðàíæèàí ñâîäèòñÿ ê 1 −

√
1− 4q̇ ˙̄q, ò.å. ê ëàãðàí�

æèàíó ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ëàãðàíæèàí

ïðîïîðöèîíàëåí q̇ ˙̄q â íèçøåì ïðèáëèæåíèè). Òî÷íîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïðèâîäèò ê äåé�

ñòâèþ

S4 =

∫
dt
[
1−

√
1− 4DtqDtq̄ − i

(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)]
=

=

∫
dt
[
2− E

(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)]
. (2.51)

Òàêèì îáðàçîì, ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå ïðèâîäèò ê íóæíîìó ëàãðàíæèàíó (ñ òî÷íîñòüþ äî

êîíñòàíòû), è ìîæíî áûòü óâåðåííûì, ÷òî îíî, êàê è êîìïîíåíòíîå, òàêæå èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Îäíàêî, ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå, â îò�

ëè÷èå îò êîìïîíåíòíîãî, íå èìååò ñòðóêòóðû, äåëàþùåé åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè î÷åâèäíîé (íàïðèìåð, îíî íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì îò ïðîèçâå�

äåíèÿ �îðì Êàðòàíà).

2.4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñóïåð÷àñòèöû ñî ñïîíòàííûì

íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè N = 4 → N = 2 è �îðìû Êàðòàíà

Äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû â 2 + 1 - ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, ñ�îðìóëèðîâàííîå ðàíåå, èìå�

åò íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâî: îíî çàâèñèò îò �åðìèîíîâ òîëüêî ÷åðåç êîìáèíàöèþ E =

1+ i
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
, êîâàðèàíòèçóþùåé ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ dt E è ïðîèçâîäíûå áîçîííûõ ïî�

ëåé Dt = E−1∂t, è ïðè äîêàçàòåëüñòâå åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé è

ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàëèñü ëèøü òðàíñ�îðìà�

öèîííûå ñâîéñòâà îáúåêòà E . Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðèçíàê

òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò îáîáùåíèÿ èñõîäíîãî äåéñòâèÿ íà âûñøèå ñóïåðñèììåòðèè.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû ñî ñïîòíàííî íàðóøåííîé N = 4, d = 1 ñóïåð�

ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîìïîíåíòû, îïèñûâàþùèå åå, ïðèíàäëåæàò ê êèðàëüíîìó

ìóëüòèïëåòó N = 2, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ.

Îäíàêî, îíè ïðèñóòñòâóþò êèðàëüíûõ ìóëüòèïëåòàõ N = 4, d = 1 è N = 8, d = 1 ñóïåð�

ñèììåòðèè, êîòîðûì áóäóò ïðèíàäëåæàòü êîìïîíåíòû â åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèÿõ äåéñòâèÿ

(2.42), îïèñûâàþùèõ íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè N = 8 → N = 4 è N = 16 → N = 8. Òà�

êèì îáðàçîì, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáîáùåíèÿ äåéñòâèÿ (2.42) íåîáõîäèì ñïîñîá ñòðîèòü

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé.

Äëÿ ïîèñêà ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì òî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëå�
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äóþùèå èç áîçîííîãî äåéñòâèÿ (2.12) q̈ = 0, ¨̄q = 0, ìîãóò áûòü èíâàðèàíòíûì îáðàçîì

ïåðå�îðìóëèðîâàíû êàê ωT = 0, ω̄T = 0 (2.9). Åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñêàòü êîâà�

ðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì òàêæå â âèäå óñëîâèé íà �îðìû

Êàðòàíà.

Âíà÷àëå íóæíî âû÷èñëèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç ëàãðàíæèàíà (2.42). Èç

âàðèàöèè äåéñòâèÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îíî çàâèñèò îò ψ, ψ̇ ÷åðåç E , ñëåäóåò

∂

∂t

[ Dtq√
1− 4DtqDtq̄

]
= 0, ψ̇

1 +
√
1− 4DtqDtq̄√

1− 4DtqDtq̄
+
∂

∂t

[
ψ
1 +

√
1− 4DtqDtq̄√

1− 4DtqDtq̄

]
= 0. (2.52)

Î÷åâèäíî, ïåðâîå óðàâíåíèå (è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå åìó) òðåáóþò, ÷òî ∂tDtq = 0. Òîãäà

èç âòîðîãî ψ̇ = 0. Òàêèì îáðàçîì, (2.52) ýêâèâàëåíòíû q̈ = 0, ¨̄q = 0, ψ̇ = 0, ˙̄ψ = 0.

Ôîðìû Êàðòàíà äëÿ ÷àñòèöû ñ N = 4 → N = 2 ñóïåðñèììåòðèåé, ñ ó÷åòîì óïðîùåíèé

(2.33), èìåþò âèä:

ωS =
dψ + iλ dθ̄√

1− λλ̄
=

△t∇tψ + dθ∇ψ + dθ̄
(
∇ψ + iλ

)
√
1− λλ̄

→ △t ∇tψ√
1− λλ̄

. (2.53)

Î÷åâèäíî, ÷òî ωS|θ→0 = 0 ýêâèâàëåíòíî ψ̇ = 0. Ôîðìà ωT ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîåêöèè àíàëî�

ãè÷íûì îáðàçîì:

ωT =
dλ

1− λλ̄ =
△t∇tλ+ dθ∇λ+ dθ̄∇λ

1− λλ̄ → △t ∇tλ

1− λλ̄ + 2dθ
1 + λλ̄

1− λλ̄∇tψ. (2.54)

Ïðîåêöèÿ ïðè dθ̄ èñ÷åçàåò, òàê êàê λ = i∇ψ è, ñëåäîâàòåëüíî, ∇λ→ 0. Ïî òîé æå ïðè÷èíå

∇λ ∼ ∇tψ, è êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòíûå óðàâíåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå q̈ = 0, ¨̄q = 0, ψ̇ =

0, ˙̄ψ = 0, èìåþò âèä ωT |θ→0 = 0, ω̄T |θ→0 = 0, ωS|θ→0 = 0, ω̄S|θ→0 = 0.

Òàêæå ñóùåñòâåííî, ÷òî ∇t ∼ {∇,∇} è ïîýòîìó èç ψ̇ = 0 ñëåäóåò λ̇ = 0. Òàêèì îáðàçîì,

ñóïåðïîëåâûå óðàâíåíèÿ ωS = 0, ω̄S = 0 ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îñíîâíûå.

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íåîáõîäèìûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç �îðì ïðè ãåíå�

ðàòîðàõ íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè è â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ.
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2.5. Äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì

N = 8 → N = 4

Ñóïåðàëãåáðó  áîçîííîé ïîäàëãåáðîé (2.2), âîñåìüþ ñóïåðçàðÿäàìè è äâóìÿ öåíòðàëü�

íûìè çàðÿäàìè ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü â âèäå

[
T, T

]
= −2J, [J, T ] = T,

[
J, T

]
= −T , [J, Z] = Z,

[
J, Z

]
= −Z,

[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,

[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P ;

{
Qa, Qb

}
= 2δabP,

{
Sa, Sb

}
= 2δabP,

{
Qa, Sb

}
= 2ǫabZ,

{
Qa, Sb

}
= −2ǫabZ; (2.55)

[J,Qa] = 1
2
Qa,

[
J,Qa

]
= −1

2
Qa,

[J, Sa] = 1
2
Sa,

[
J, Sa

]
= −1

2
Sa,

[
T,Qa

]
= Sa,

[
T, Sa

]
= −Qa,

[
T ,Qa

]
= Sa,

[
T , Sa

]
= −Qa.

Çäåñü èíäåêñû a, b = 1, 2 ïðèíàäëåæàò ñïèíîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ SU(2).

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

g = eitPei(qZ+q̄Z)eθaQ
a+θ̄aQaeψaS

a+ψ̄
a
Saei(ΛT+ΛT )

(2.56)

ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ g0g = g′h îòíîñèòåëüíî ñóïåðñèììåòðèé Q, S

è àâòîìîð�èçìîâ T, T

• g0 = eǫaQ
a+ǭaQa ⇒ δt = i

(
ǫaθ̄

a + ǭaθa
)
, δθa = ǫa, δθ̄

a = ǭa;

• g0 = eεaS
a+ε̄aSa ⇒

{
δt = i

(
εaψ̄

a
+ ε̄aψa

)
, δψa = εa, δψ̄

a
= ε̄a, δq = 2iεaθa, δq̄ = 2iε̄aθ̄a ;

• g0 = ei(bT+b̄T ) ⇒





δt = 2i(b̄q− b q̄) + 2
(
b θ̄aψ̄a − b̄ θaψ

a
)
;

δq = −ib t + b
(
ψaψ̄

a − θaθ̄
a
)
, δq̄ = ib̄ t + b̄

(
ψaψ̄

a − θaθ̄
a
)
,

δθa = ib ψ̄a, δθ̄
a = ib̄ψa, δψa = −ib θ̄a, δψ̄

a
= −ib̄ θa,

δλ = b − b̄λ2, δλ̄ = b̄ − b λ̄
2
.

Çäåñü λ ñâÿçàíû ñ Λ ñîîòíîøåíèÿìè (2.22).

Èç (2.56) òàêæå ñëåäóþò �îðìû Êàðòàíà

g−1dg = iωPP + iωZZ + iω̄ZZ + (ωQ)aQ
a + (ω̄Q)

aQa + (ωS)aS
a + (ω̄S)

aSa + iωTT + iω̄TT ⇒

ωP = 1
1−λλ̄

[(
1 + λλ̄

)
△t+ 2iλ△q̄− λ̄△q

]
,

ωZ = 1
1−λλ̄

[
△q− λ2△q̄+ iλ△t

]
, ω̄Z = 1

1−λλ̄

[
△q̄− λ̄2△q− iλ̄△t

]
,

ωT = dλ
1−λλ̄ , ω̄T = dλ̄

1−λλ̄ , ωJ = iλdλ̄−dλλ̄
1−λλ̄ , (2.57)

(ωQ)a =
1√

1−λλ̄

[
dθa − iλdψ̄a

]
, (ω̄Q)

a = 1√
1−λλ̄

[
dθ̄a − iλ̄dψa

]
,

(ωS)a =
1√
1−λλ̄

[
dψa + iλdθ̄a

]
, (ω̄S)

a = 1√
1−λλ̄

[
dψ̄

a
+ iλ̄dθa

]
.
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Áîçîííûå �îðìû (2.8) è â ýòîì ñëó÷àå îáîáùàþòñÿ çàìåíîé äè��åðåíöèàëîâ dt→ △t, dq →
△q, dq̄ → △q̄, ãäå

△t = dt− i
(
θ̄adθa + θadθ̄

a + ψ̄
a
dψa +ψadψ̄

a)
,

△q = dq− 2iψadθa, △q̄ = dq̄− 2iψ̄
a
dθ̄a. (2.58)

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

dF = dt∂F
∂t

+ dθa
∂F
∂θa

+ dθ̄a ∂F
∂θ̄a

≡ △t∇tF + dθa∇aF + dθ̄a∇aF ⇒

Da = ∂
∂θa

− iθ̄a∂t, Da =
∂
∂θ̄a

− iθa∂t,

∇a = Da − i
(
ψcD

aψ̄c + ψ̄
c
Daψc

)
∇t = Da − i

(
ψc∇aψ̄

c
+ ψ̄

c∇aψc

)
∂t, (2.59)

∇a = Da − i
(
ψcDaψ̄

c
+ ψ̄

c
Daψc

)
∇t = Da − i

(
ψc∇aψ̄

c
+ ψ̄

c∇aψc

)
∂t,

∇t = E−1∂t, E = 1− i
(
ψc

˙̄ψc + ψ̄
c
ψ̇c

)
, E−1 = 1 + i

(
ψc∇tψ̄

c
+ ψ̄

c∇tψc
)
.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ èìåþò âèä

{
Da, Db

}
=
{
Da, Db

}
= 0,

{
Da, Db

}
= −2iδab ∂t,

{
∇a,∇b

}
= −2i

(
∇aψc∇bψ̄

c
+∇aψ̄

c∇bψc

)
∇t,

{
∇a,∇b

}
= −2i

(
∇aψc∇bψ̄

c
+∇aψ̄

c∇bψc

)
∇t, (2.60)

[∇t,∇a] = −2i
(
∇tψc∇aψ̄

c
+∇tψ̄

c∇aψc

)
∇t,

[
∇t,∇a

]
= −2i

(
∇tψc∇aψ̄

c
+∇tψ̄

c∇aψc

)
∇t,

{
∇a,∇b

}
= −2iδab∇t − 2i

(
∇aψc∇bψ̄

c
+∇aψ̄

c∇bψc

)
∇t.

�àíåå íàêëàäûâàâøèåñÿ óñëîâèÿ ωZ = 0, ω̄Z = 0 è â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäÿò ê ñâÿçÿì

ìåæäó ñóïåðïîëÿìè è óñëîâèÿì êèðàëüíîñòè:

∇tq = −i λ

1+λλ̄
, ∇tq̄ = i λ̄

1+λλ̄
,

∇aq̄ = 0, ∇aq = 0, ∇aq+ 2iψa = 0, ∇aq̄− 2iψ̄a = 0. (2.61)

Êàê è â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ N = 4 → N = 2, èç ýòèõ óñëîâèé è àëãåáðû ïðîèçâîäíûõ

ñëåäóþò äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Òàê, èç ∇aq̄ = 0 ñëåäóåò, ÷òî

{
∇a,∇b

}
q̄ = 0, è,

ïîñêîëüêó ∇tq̄ 6= 0, −2i
(
∇aψc∇bψ̄

c
+∇aψ̄

c∇bψc

)
= 0 è

{
∇a,∇b

}
= 0. Òîãäà, èç äåéñòâèÿ

ýòèì àíòèêîììóòàòîðîì íà q ñëåäóåò

{
∇a,∇b

}
q = −2i

(
∇aψb +∇bψa

)
= 0 ⇒ ∇aψb = −ǫabA, ∇aψ̄b = −ǫabA. (2.62)

Ñ ó÷åòîì (2.62) ïðàâîé ÷àñòè àíòèêîììóòàòîðà

{
∇a,∇b

}
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

∇(aψc∇b)ψ̄
c
= 0, ∇aψc = δacA ⇒ ∇(bψ̄

a)
= 0, ∇aψ̄

b
= ǫabB, ∇aψb = −ǫabB. (2.63)
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Ïåðåìåííûå A, A, B, B íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Âûðàæåíèÿ

{
∇a, ∇b

}
q,
{
∇a, ∇b

}
q̄,

óïðîùåííûå ñ ó÷åòîì (2.62), (2.63), ïðèâîäÿò ê

B =
(
1 +AA+BB

)
∇tq, B =

(
1 +AA+BB

)
∇tq̄. (2.64)

Ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå:

B =
2(1 +AA)∇tq

1 +
√
1− 4(1 +AA)∇tq∇tq̄

. (2.65)

Òàêèì îáðàçîì, è â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèÿ êèðàëüíîñòè çàäàþò íåïðèâîäèìûé ìóëüòèïëåò

ñ äâóìÿ âñïîìîãàòåëüíûìè ïîëÿìè, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ðàçóìíî âûáðàòü A = A|θ→0, A =

A|θ→0. Îíè íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþò âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ îáû÷íîãî êèðàëüíîãî ìóëüòè�

ïëåòà DaDaq|θ→0, DaD
aq̄|θ→0.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2.62), (2.63) ìîæíî ïåðåïèñàòü �îðìû (ωS)a, (ω̄S)
a
:

(ωS)a =
△t∇tψa + dθ̄a

(
B+ iλ

)
+ dθaA√

1− λλ̄
, (ω̄S)

a =
△t∇tψ̄

a
+ dθ̄aA− dθa

(
B− iλ̄

)
√

1− λλ̄
. (2.66)

Äàííûå �îðìû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò �îðì (2.53) íàëè÷èåì ïðîåêöèé ïðè dθa, dθ̄a.

Òàê êàê êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñ íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè

N = 4 → N = 2 èìåþò âèä ωS = 0, ω̄S = 0, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ âñïîìîãà�

òåëüíûõ ïîëåé äàþòñÿ èìåííî ýòèìè ïðîåêöèÿìè: A = 0, A = 0.

Ïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàíû: ïðè A = 0, θ → 0

∇tq|θ→0 =
B

1 +BB
, B = −iλ ⇒ ∇tq|θ→0 = −i

λ

1 + λλ̄
, (2.67)

÷òî òàêæå ñëåäóåò èç ωZ = 0, ω̄Z = 0.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàëîæåíèå óñëîâèé ωS|dθ = 0, ωS|dθ̄ = 0 ïðèâîäèò ê àíàëîãè÷íûì

ðåçóëüòàòàì: ∇aψb = 0,∇bψa = −iǫabλ. Õîòÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ óñëîâèé íå âèäíî,

÷òî ñèììåòðè÷íûå ïî a, b ÷àñòè ∇aψb
è ∇aψb ðàâíû íóëþ â ñèëó êèíåìàòè÷åñêèõ, à íå

äèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé, ýòî íå ìåíÿåò êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà è íå ñêàçûâàåòñÿ íà âû÷èñëåíèè

çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ωS|dθ = 0, ωS|dθ̄ = 0,

íå âûäåëÿÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ ÿâíî.

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé èçâåñòíû, ìîæíî ñ�îðìó�

ëèðîâàòü äåéñòâèå è äîêàçàòü åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé è ñïîíòàííî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé.

Êîìïîíåíòû è êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ, äåéñòâóþùóþ íà íèõ, ìîæíî îïðåäåëèòü
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ñîîòíîøåíèÿìè

q = q|θ→0, q̄ = q̄|θ→0, ψa = ψa|θ→0, ψ̄
a = ψ̄

a|θ→0,

Dt = E−1∂t, E = 1 + i
(
ψ̇cψ̄

c + ˙̄ψcψc

)
, (2.68)

àíàëîãè÷íûìè èñïîëüçîâàííûì â ñëó÷àå ÷àñòèöû ñ N = 4 → N = 2 ñóïåðñèììåòðèåé.

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ S-ñóïåðñèììåòðèè êîìïîíåíò δ⋆Sf | = δSf |−δStḟ | è èõ êîâàðèàíò�
íûõ ïðîèçâîäíûõ ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

δ⋆Sq = −i
(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
q̇, δ⋆S q̄ = −i

(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
˙̄q,

δ⋆Sψa = εa − i
(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
ψ̇a, δ

⋆
Sψ̄

a = ε̄a − i
(
εbψ̄

b + ε̄bψb
) ˙̄ψa, (2.69)

δ⋆SDtq = −i
(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
∂tDtq, δ

⋆
SDtq̄ = −i

(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
∂tDtq̄,

δ⋆SE = −i∂t
[(
εbψ̄

b + ε̄bψb
)
E
]
.

Îíè íå çàâèñÿò îò íàëîæåííûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ñîîòíîøåíèÿ (2.69) ïîâòîðÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.35), (2.36) ñ ó÷åòîì çàìåíû εψ̄+ε̄ψ →
εbψ̄

b + ε̄bψb. Î÷åâèäíî, àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà è â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä EF (DtqDtq̄).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè âñåõ êîìïîíåíò ñëåäóþò èç

δ⋆Qf |θ→0 = −
(
ǫcD

c + ǭcDc

)
f |θ→0 = −

(
ǫc∇c + ǭc∇c

)
f |θ→0 −H · ∂tf |θ→0. (2.70)

C ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé

A = 0, A = 0, B =
2Dtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, B =
2Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, (2.71)

âåëè÷èíà H ìîæåò ïðèâåäåíà ê âèäó

H = +iǭb
(
ψ̄
c∇bψc +ψc∇bψ̄

c) |θ,A,A→0 + iǫb
(
ψ̄
c∇bψc +ψc∇bψ̄

c) |θ,A,A→0 =

= −2i
ǫcψcDtq̄ − ǭcψ̄

cDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

. (2.72)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è èõ êîìáèíàöèé èìåþò âèä

δ⋆Qq = −2iǫaψa −Hq̇, δ⋆Qψa =
−2ǭaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−Hψ̇a,

δ⋆Qq̄ = 2iǭaψ̄
a −H ˙̄q, δ⋆Qψ̄

a =
2ǫaDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−H ˙̄ψa,

δ⋆QDtq = −2iǫaDtψa + 4iDtq
ǫcDtψcDtq̄ − ǭcDtψ̄

cDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−H∂tDtq, (2.73)

δ⋆QDtq̄ = 2iǭaDtψ̄
a + 4iDtq̄

ǫcDtψcDtq̄ − ǭcDtψ̄
cDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−H∂tDtq̄,

δ⋆QE = −∂t [EH ]− 4i
ǫcψ̇cDtq̄ − ǭc

˙̄ψcDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

.
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Îíè, î÷åâèäíî, âåñüìà ñõîæè ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (2.40). Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.73) âàðèàöèÿ

àíçàöà ëàãðàíæèàíà L8 = EF (DtqDtq̄) òàêæå ñõîæà ñ (2.41)

δ⋆QL8 = −∂t [EHF ]− 2i
(
ǫaψ̇aDtq̄ − ǭa

˙̄ψaDtq
)[ 2F − 4F ′DtqDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ F ′
]
. (2.74)

Âòîðîå ñëàãàåìîå, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, èñ÷åçàåò, åñëè F ∼ 1+
√
1− 4DtqDtq̄.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, ÷òî è äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñ N = 4 →
N = 2 ñóïåðñèììåòðèåé (2.42)

S8 = −m0

∫
dtE

[
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

]
, E = 1 + i

(
ψ̇cψ̄

c + ˙̄ψcψc

)
. (2.75)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äåéñòâèå, çà�èêñèðîâàííîå èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî

äâóõ ñóïåðñèììåòðèé (2.75), òàêæå èíâàðèàíòíî è îòíîñèòåëüíî àâòîìîð�èçìîâ T, T èç

(2.56). Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðïîëåé è t, θa, θ̄
a
â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå

ñîîòíîøåíèÿ íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè (2.71), ìîæíî âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðà�

çîâàíèÿ êîìïîíåíò:

δ⋆T f |θ→0 = δT f |θ→0 − δt∂tf |θ→0 −
(
δθaD

af + δθ̄aDaf
)
|θ→0 =

= δT f |θ→0 − δt∂tf |θ→0 − δθa∇af |θ→0 − δθ̄a∇af |θ→0 − (2.76)

−iδθa
(
ψb∇aψ̄b + ψ̄b∇aψb

)
∂tf |θ→0 − iδθ̄a

(
ψb∇aψ̄

b + ψ̄b∇aψb
)
∂tf |θ→0 =

= δT f |θ→0 − ibψ̄a∇af |θ→0 − ib̄ψa∇af |θ→0 +Gḟ |θ→0,

G = 2i
(
bq̄ − b̄q

)
+ 2ψaψ̄

a bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

.

Òîãäà ìîæíî âûïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò q, q̄, ψ, ψ̄, à òàêæå ñóùåñòâåííûõ

ýëåìåíòîâ äåéñòâèÿ:

δ⋆T q = −ibt − bψaψ̄
a +Gq̇, δ⋆Tψa =

−2ib̄ψaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+Gψ̇a,

δ⋆TDtq = −ibE−1 − bE−1∂t
(
ψaψ̄

a
)
− 2i

(
b̄Dtq − bDtq̄

)
Dtq +

+2i (E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

Dtq + 2DtqDt

(
ψaψ̄

a
) b̄Dtq + bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, (2.77)

δ⋆TE = −2i
(
b ˙̄q − b̄q̇

)
− 2∂t

(
ψaψ̄

a
) bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−

−2i(E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ ∂t [GE ] .

Âàðèàöèÿ ëàãðàíæèàíà, îïðåäåëÿþùåãî äåéñòâèå (2.75), îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé

èìååò âèä

δ⋆TL8 = ∂t [GL8]− 2im0(b̄q̇ − b ˙̄q). (2.78)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå (2.75) èíâàðèàíòíî òàêæå è îòíîñèòåëüíî àâòîìîð�èçìîâ.
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2.6. Äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì

N = 16 → N = 8

Àëãåáðà d = 1-ñóïåðñèììåòðèè ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè è 16 ñóïåðçàðÿäàìè

ìîæåò áûòü ïîñòóëèðîâàíà â âèäå

[
T, T

]
= −2J, [J, T ] = T,

[
J, T

]
= −T , [J, Z] = Z,

[
J, Z

]
= −Z,

[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,

[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P ; (2.79)

{
Qia, Qjb

}
= 2δab δ

i
jP,

{
Sia, Sjb

}
= 2δab δ

i
jP,

{
Qia, Sjb

}
= 2ǫijǫabZ,

{
Qia, Sjb

}
= 2ǫijǫabZ,

[J,Qia] = 1
2
Qia,

[
J,Qia

]
= −1

2
Qia,

[J, Sia] = 1
2
Sia,

[
J, Sia

]
= −1

2
Sia,

[
T,Qia

]
= −Sia,

[
T, Sia

]
= −Qia,

[
T ,Qia

]
= Sia,

[
T , Sia

]
= Qia,

Ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò �àêòîð ïðîñòðàíñòâà, íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàþùèé ïðåäûäó�

ùèå (2.21), (2.56)

g = eitP eθiaQ
ia+θ̄iaQiaei(qZ+q̄Z)eψiaS

ia+ψ̄
ia
Siaei(ΛT+ΛT). (2.80)

Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà g0 · g = g′ · h îòíî�
ñèòåëüíî ñóïåðñèììåòðèé è àâòîìîð�èçìîâ

• g0 = eǫiaQ
ia+ǭiaQia ⇒ δt = i

(
ǫiaθ̄

ia + ǭiaθia
)
, δθia = ǫia, δθ̄

ia = ǭia;

• g0 = eεiaS
ia+ε̄iaSia ⇒





δt = i
(
εiaψ̄

ia
+ ε̄iaψia

)
, δψia = εia, δψ̄

ia
= ε̄ia,

δq = 2iεiaθia, δq̄ = 2iε̄iaθ̄
ia;

• g0 = ei(bT+b̄T ) ⇒






δt = 2i(b̄q− b q̄) + 2
(
b θ̄iaψ̄ia − b̄ θiaψ

ia
)
;

δq = −ib t + b
(
ψiaψ̄

ia − θiaθ̄
ia
)
, δq̄ = ib̄ t+ b̄

(
ψiaψ̄

ia − θiaθ̄
ia
)
,

δθia = −ib ψ̄ia, δθ̄
a = ib̄ψia, δψia = −ib θ̄ia, δψ̄

ia
= ib̄ θia,

δλ = b − b̄λ2, δλ̄ = b̄ − b λ̄
2
.

Çäåñü òàêæå ââåäåíû ñòåðåîãðà�è÷åñêèå ïðîåêöèè (2.22).

�àçëîæåíèå �îðìû Êàðòàíà ω16 = g−1dg ïî ïðîåêöèÿì ïðè ãåíåðàòîðàõ îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì

ω16 = iωPP + iωZZ + iω̄ZZ + iωTT + iω̄TT +

+(ωQ)iaQ
ia + (ω̄Q)

iaQia + (ωS)iaS
ia + (ω̄S)

iaSia. (2.81)
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Ïðîåêöèè èìåþò âèä

ωP =

(
1 + λλ̄

)
△t+ 2i

(
λ△q̄− λ̄△q

)

1− λλ̄ ,

ωZ =
△q− λ2△q̄+ iλ△t

1− λλ̄ , ω̄Z =
△q̄− λ̄2△q− iλ̄△t

1− λλ̄ ,

ωT =
dλ

1− λλ̄ , ω̄T =
dλ̄

1− λλ̄ , ωJ = i
λdλ̄− dλλ̄

1− λλ̄ , (2.82)

(ωQ)ia =
dθia + iλdψ̄ia√

1− λλ̄
, (ω̄Q)

ia =
dθ̄ia − iλ̄dψia

√
1− λλ̄

,

(ωS)a =
dψia + iλdθ̄ia√

1− λλ̄
, (ω̄S)

ia =
dψ̄

ia − iλ̄dθia√
1− λλ̄

.

Ïîä�îðìû △t, △q, △q̄, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ìîäè�èêàöèè áîçîííûõ �îðì â ïðèñóòñòâèè

ãåíåðàòîðîâ ñóïåðñèììåòðèè,

△t = dt− i
(
θ̄iadθia + θiadθ̄

ia + ψ̄
ia
dψia +ψiadψ̄

ia
)
,

△q = dq+ 2iψiadθia, △q̄+ 2iψ̄
ia
dθ̄ia (2.83)

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî Q- è S-ñóïåðñèììåòðèé, êàê è dθia, dθ̄
ia, dψia, dψ̄

ia
, è ïîçâîëÿþò

îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

Dia = ∂
∂θia

− iθ̄ia∂t, Dia =
∂

∂θ̄ia
− iθia∂t, (2.84)

∇ia = Dia − i
(
ψkcD

iaψ̄
kγ

+ ψ̄
kc
Diaψkc

)
∇t = Dia − i

(
ψkc∇iaψ̄

kc
+ ψ̄

kc∇iaψkc

)
∂t,

∇ia = D̄ia − i
(
ψkcDiaψ̄

kc
+ ψ̄

kc
Diaψkc

)
∇t = Dia − i

(
ψkc∇iaψ̄

kc
+ ψ̄

kc∇iαψkc

)
∂t,

∇t = E−1∂t, E = 1− i
(
ψkc

˙̄ψkc + ψ̄
kc
ψ̇kc

)
, E−1 = 1 + i

(
ψkc∇tψ̄

kc
+ ψ̄

kc∇tψkc

)
.

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ èìåþò âèä

{
Dia, Djb

}
= 0,

{
Dia, Djb

}
= 0,

{
Dia, Djb

}
= −2iδijδ

a
b ∂t,

{
∇ia,∇jb

}
= −2i

(
∇iaψkc∇jbψ̄

kc
+∇iaψ̄

kc∇jbψkc

)
∇t,

{
∇ia,∇jb

}
= −2i

(
∇iaψkc∇jbψ̄

kc
+∇iaψ̄

kc∇jbψkc

)
∇t, (2.85)

[∇t,∇ia] = −2i
(
∇tψkc∇iaψ̄

kc
+∇tψ̄

kc∇iaψkc

)
∇t,

[
∇t,∇ia

]
= −2i

(
∇tψkc∇iaψ̄

kc
+∇tψ̄

kγ∇iαψkγ

)
∇t,

{
∇ia,∇jb

}
= −2iδab δ

i
j∇t − 2i

(
∇iaψkc∇jbψ̄

kc
+∇iaψ̄

kc∇jbψkc

)
∇t.

Òðåáîâàíèå ωZ = 0, ω̄Z = 0 ïðèâîäèò ê ñâÿçÿì:

ωZ = 0 ⇒ ∇tq = −i
λ

1 + λλ̄
, ∇iaq = 0,∇iaq− 2iψia = 0,

ω̄Z = 0 ⇒ ∇tq̄ = i
λ̄

1 + λλ̄
, ∇iaq̄ = 0, ∇iaq̄− 2iψ̄ia = 0. (2.86)
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Ýòè óñëîâèÿ �îðìàëüíî ñõîæè ñ (2.29), (2.61), êîòîðûå íàêëàäûâàëèñü íà ñóïåðïîëÿ ïðè

ðàññìîòðåíèè ÷àñòèö ñ N = 4 → N = 2 è N = 8 → N = 4 ñóïåðñèììåòðèåé. Îäíàêî

èìååòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå: (2.86) íåäîñòàòî÷íû, ÷òîáû îïðåäåëèòü íåïðèâîäè�

ìûé ìóëüòèïëåò N = 8, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè. Äàííàÿ îñîáåííîñòü íå ñâÿçàíà ñ äîïîëíè�

òåëüíîé ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé, ïîñêîëüêó è îáû÷íûå êèðàëüíûå óñëîâèÿ

Diaq̄ = 0, Diaq = 0 íåäîñòàòî÷íû [41℄.

Íåïðèâîäèìûé êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò N = 8, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè ìîæåò áûòü âûäå�

ëåí íàëîæåíèåì óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîèçâîäíûì, äîïîëíÿþùèõ óñëîâèÿ êèðàëüíî�

ñòè: DiaDj
aq = DiaDj

aq̄, D
iaDb

iq = DiaDb
i q̄. Ïðè ýòîì M ij = DiaDj

aq|θ→0, N
ab = DiaDb

iq|θ→0

- øåñòü äåéñòâèòåëüíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé N = 8, d = 1 êèðàëüíîãî ìóëüòèïëåòà.

Åñòåñòâåííî èñêàòü îáîáùåíèå óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè â âèäå

∇(iaψj)
a = ∇(ia

ψ̄
j)
a , ∇i(aψ

b)
i = ∇i(a

ψ̄
b)
i (2.87)

(ñ ó÷åòîì ñâÿçè q è ψia). Îäíàêî, òàêîå óñëîâèå íå ñëåäóåò èç �îðì Êàðòàíà, è åãî èíâàðè�

àíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (2.80) ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî îòíîñèòñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì àâòîìîð�èçìîâ T, T .

Òðóäíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ óñëîâèåì äåéñòâèòåëüíîñòè, ìîæíî îáîéòè, íå ïðèáåãàÿ ê àíà�

ëèçó ïðåîáðàçîâàíèé ðàâåíñòâ (2.87). Òàê, èñòî÷íèêîì èí�îðìàöèè îá óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèè �îðì Êàðòàíà (ωS)ia, (ω̄S)
ia
ïðè dθia, dθ̄

ia
. Èç

íèõ ñëåäóåò, ÷òî íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

∇jbψia|θ→0 = 0,
(
∇jbψia + iλǫijǫab

)
|θ→0 = 0,

∇jbψ̄
ia|θ→0 = 0,

(
∇jbψ̄

ia − iλ̄ǫijǫab
)
|θ→0 = 0. (2.88)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåêòû ∇jbψia|θ→0, ∇jbψ̄
ia|θ→0, êîòîðûå äîëæíû áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðó�

ãîì óñëîâèåì äåéñòâèòåëüíîñòè, òðåáóåòñÿ ïðèðàâíÿòü ê íóëþ íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Òà�

êèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòè èñêàòü óñëîâèå äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâíî íå âîçíèêàåò. �ëàâíàÿ

�óíêöèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé â èñïîëüçóåìîì ìåòîäå - îïðåäåëÿòü

çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ, à äëÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ çíàòü, êàêèå èìåííî ñòåïåíè ñâîáîäû â

âûðàæåíèÿõ ∇jbψia|θ→0, ∇jbψ̄
ia|θ→0 ïðèõîäÿòñÿ íà âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ, êàêèå - èñïîëüçó�

þòñÿ, ÷òîáû íàëîæèòü óñëîâèå íåïðèâîäèìîñòè.

Òàêæå èìååò ñìûñë óáåäèòüñÿ, ÷òî (2.88) íå íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ àëãåáðîé ïðî�

èçâîäíûõ (2.85), êîòîðàÿ ðàíåå ñëóæèëà èñòî÷íèêîì ñâÿçè ∇ψ è ∇tq. Òàê, ðàñêðûâàÿ àíòè�
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êîììóòàòîð

{
∇ia,∇jb

}
, ìîæíî ïîëó÷èòü

{
∇ia,∇jb

}
q|θ→0 = −2iδab δ

i
j∇tq|θ→0 − 2i

(
∇iaψkc∇jbψ̄

kc
+∇iaψ̄

kc∇jbψkc

)
∇tq|θ→0 ⇒

−2λ|θ→0δ
a
b δ
i
j = −2iδab δ

i
j

(
1 + λλ̄

)
∇tq|θ→0, (2.89)

÷òî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì ñ ó÷åòîì (2.86).

Òàê êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé óñòàíîâëåíû, ìîæíî îïðåäå�

ëèòü êîìïîíåíòû, ñ�îðìóëèðîâàòü èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Q è S-ñóïåðñèììåòðèé è äîêàçàòü

èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íèõ.

Íåîáõîäèìûå êîìïîíåíòû è êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, äåéñòâóþùàÿ íà

êîìïîíåíòû, èìåþò âèä

q = q|θ→0, q̄ = q̄|θ→0, ψa = ψa|θ→0, ψ̄
a = ψ̄

a|θ→0,

E = E|θ→0 = 1 + i
(
ψ̇iaψ̄

ia + ˙̄ψiaψia

)
, Dt = E−1∂t. (2.90)

Àêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî S-ñóïåðñèììåòðèè

δ⋆Sq = −i
(
εkcψ̄

kc + ε̄kcψkc
)
q̇, δ⋆Sψia = εia − i

(
εkcψ̄

kc + ε̄kcψkc
)
ψ̇ia,

δ⋆SE = −i∂t
[(
εkcψ̄

kc + ε̄kcψkc
)
E
]
, δ⋆SDtq = −i

(
εkcψ̄

kc + ε̄kcψkc
)
∂tDtq (2.91)

ãàðàíòèðóþò, ÷òî EF (DtqDtq̄) - àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñïîí�

òàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Q-ñóïåðñèììåòðèè, âïîëíå àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì ðàíåå (2.40),

(2.73)

δ⋆Qq = 2iǫiaψ
ia −Hq̇, δ⋆Qψia = − 2ǭiaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−Hψ̇ia,

δ⋆QDtq = 2iǫiaDtψ
ia − 4iDtq

ǫiaDtψ
iaDtq̄ + ǭiaDtψ̄iaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, (2.92)

δ⋆QE = −∂t [HE ] + 4i
ǫiaψ̇

iaDtq̄ + ǭia ˙̄ψiaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

, H = 2i
ǫiaψ

iaDtq̄ + ǭiaψ̄iaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

,

îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûì äåéñòâèå

S16 = −m0

∫
dtE

(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)
, E = 1 + i

(
ψ̇iaψ̄

ia + ˙̄ψiaψia

)
. (2.93)

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äåéñòâèå (2.93), êàê è (2.42), (2.75) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé àâòîìîð�èçìîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî T, T äëÿ ïðîèç�

âîëüíûõ êîìïîíåíò èìåþò âèä

δ⋆T f |θ→0 = δT f |θ→0 − δt∂tf |θ→0 −
(
δθiaD

iaf + δθ̄iaDiaf
)
|θ→0 =

= δT f |θ→0 + ibψ̄ia∇iaf |θ→0 − ib̄ψia∇iaf |θ→0 +Gḟ |θ→0,

G = 2i
(
bq̄ − b̄q

)
+ 2ψiaψ̄

ia bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

. (2.94)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé (2.88). Èç ýòèõ �îðìóë

ñëåäóþò âàðèàöèè èñïîëüçóåìûõ ïåðåìåííûõ q, ψ, E , Dtq:

δ⋆T q = −ibt − bψaψ̄
a +Gq̇, δ⋆Tψia =

−2ib̄ψiaDtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+Gψ̇a,

δ⋆TDtq = −ibE−1 − bE−1∂t
(
ψiaψ̄

ia
)
− 2i

(
b̄Dtq − bDtq̄

)
Dtq + (2.95)

+2i (E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

Dtq + 2DtqDt

(
ψiaψ̄

ia
) b̄Dtq + bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

,

δ⋆TE = −2i
(
b ˙̄q − b̄q̇

)
− 2∂t

(
ψiaψ̄

ia
) bDtq̄ + b̄Dtq

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

−

−2i(E − 1)
b̄Dtq − bDtq̄

1 +
√
1− 4DtqDtq̄

+ ∂t [GE ] .

Âàðèàöèÿ ëàãðàíæèàíà L16 = −m0E
(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)
îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

δ⋆TL16 = ∂t [GL16]− 2im0(b̄q̇ − b ˙̄q). (2.96)

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî àâòîìîð�èçìîâ èìååò ìåñòî è äëÿ äåéñòâèÿ

(2.93).

2.7. Äîïîëíèòåëüíûå ñóïåðñèììåòðèè

Ïðèåìû, èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèÿ äëÿ ÷àñòèöû  N = 16 → N = 8

ñóïåðñèììåòðèåé, ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü äåéñòâèå äëÿ

÷àñòèöû â (2+1)-ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ åùå áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñóïåðñèììåòðèé. Äåé�

ñòâèòåëüíî, àëãåáðà (2.79) äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî N = 4 · 2n:
[
T, T

]
= −2J, [J, T ] = T,

[
J, T

]
= −T , [J, Z] = Z,

[
J, Z

]
= −Z,

[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,

[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P ;

{
Qi1i2i3..., Qj1j2j3...

}
= 2δi1j1δ

i2
j2
δi3j3 . . . P,

{
Si1i2i3..., Sj1j2j3...

}
= 2δi1j1δ

i2
j2
δi3j3 . . . P,

{Qi1i2i3..., Sj1j2j3...} = 2ǫi1j1ǫi2j2ǫi3j3 . . . Z,
{
Qi1i2i3..., Sj1j2j3...

}
= 2(−1)nǫi1j1ǫi2j2ǫi3j3 . . . Z,

[J,Qi1i2i3...] = 1
2
Qi1i2i3...,

[
J,Qi1i2i3...

]
= −1

2
Qi1i2i3...,

[J, Si1i2i3...] = 1
2
Si1i2i3...,

[
J, Si1i2i3...

]
= −1

2
Si1i2i3...,

(2.97)

[
T,Qi1i2i3...

]
= −(−1)nSi1i2i3...,

[
T, Si1i2i3...

]
= −Qi1i2i3...,

[
T ,Qi1i2i3...

]
= Si1i2i3...,

[
T , Si1i2i3...

]
= (−1)nQi1i2i3....

Çäåñü êîëè÷åñòâî ǫij ñèìâîëîâ â àíòèêîììóòàòîðàõ ñóïåðçàðÿäîâ ðàâíî n.

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî îáû÷íûì îáðàçîì

g = eitP ei(qZ+q̄Z)eθ(i)Q
(i)+θ̄(i)Q(i)eψ(j)S

(j)+ψ̄
(j)
S(j)ei(ΛT+ΛT ), (2.98)
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ãäå

(i)
(i) ïðåäïîëàãàåò ñóììèðîâàíèå ïî ïîëíîìó íàáîðó i1i2i3 . . ..

Èç ïðåäûäóùèõ ïîñòðîåíèé ÿñåí è ñïîñîá âûäåëåíèÿ êîìïîíåíò, è îïðåäåëåíèÿ êîâà�

ðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äåéñòâóþùèõ íà ñóïåðïîëÿ è íà êîìïîíåíòû. Òàêæå è â äàííîì

ñëó÷àå ìîæíî èçâëåêàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé èç �îðì ïðè ãå�

íåðàòîðàõ S(i)
, áåç íåîáõîäèìîñòè ñëåäèòü çà óñëîâèÿìè íåïðèâîäèìîñòè, ÷òî âåñüìà âàæíî

äëÿ ñòîëü îáøèðíûõ ìóëüòèïëåòîâ.

Ôîðìû (ωS)(i), (ω̄S)
(i)
èìåþò âèä

(ωS)(i) =
dψ(i) + iλdθ̄(i)√

1− λλ̄
, (ω̄S)

(j) =
dψ̄

(j) − i(−1)nλdθ(j)√
1− λλ̄

. (2.99)

Î÷åâèäíî, îíè ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé

∇(j)ψ(i)|θ→0 = 0,
(
∇j1j2j3...ψi1i2i3...

+ iλǫi1j1ǫi2j2ǫi3j3 . . .
)
|θ→0 = 0 ,

∇(j)ψ̄(i)|θ→0 = 0,
(
∇j1j2j3...ψ̄

i1i2i3... − i(−1)nλ̄ǫi1j1ǫi2j2ǫi3j3 . . .
)
|θ→0 = 0. (2.100)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ïîâòîðÿþò óæå èçâåñòíûå â ïðåäûäó�

ùèõ ñëó÷àÿõ, ñ çàìåíîé ǫiaDtψiaDtq̄ + ǭiaψ̄
iaDtq → ǫ(i)Dtψ(i)Dtq̄ + (−1)nǭ(j)Dtψ̄

(j)Dtq. Òàêèì

îáðàçîì, èíâàðàíòíîå äåéñòâèå èìååò âèä

S4·2n = −m0

∫
dtE

(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)
, E = 1 + i

(
ψ̇(i)ψ̄

(i) + ˙̄ψ(i)ψ(i)

)
. (2.101)

Òàêîå äåéñòâèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ðàññìîòðåííûå ñëó÷àè.

Àëãåáðó (2.79) ìîæíî îáîáùèòü è èíûì ñïîñîáîì. Åñëè ââåñòè àíòèñèììåòðè÷íóþ ìàò�

ðèöó

(Ωµν) =




ǫ 0 0 . . .

0 ǫ 0 . . .

0 0 ǫ . . .

. . . . . . . . . . . .




, ǫ =


 0 1

−1 0


 , (2.102)

òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç èíäåêñîâ â àëãåáðå (2.79) ïðèíèìàåò 2n çíà÷åíèé, ìîæåò

áûòü îïóùåí è ïîäíÿò ñ ïîìîùüþ ìàòðèö Ωµν , (Ω−1)
µν
, Ωµν (Ω

−1)
νρ

= δρµ. Â ýòîì ñëó÷àå
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ñàìîñîãëàñîâàííàÿ àëãåáðà èìååò âèä

[
T, T

]
= −2J, [J, T ] = T,

[
J, T

]
= −T , [J, Z] = Z,

[
J, Z

]
= −Z,

[T, P ] = −Z,
[
T, Z

]
= −2P,

[
T , P

]
= Z,

[
T , Z

]
= 2P ;

{
Qiα, Qjβ

}
= 2ǫijΩαβP,

{
Siα, Sjβ

}
= 2ǫijΩαβP,

{Qiα, Sjβ} = 2ǫijΩαβZ,
{
Qiα, Sjβ

}
= 2ǫijΩαβZ, (2.103)

[J,Qiα] =
1
2
Qiα, [J, Siα] =

1
2
Siα,

[
J,Qiα

]
= −1

2
Qiα,

[
J, Siα

]
= −1

2
Siα,

[
T,Qiα

]
= −Siα,

[
T, Siα

]
= −Qiα,

[
T ,Qiα

]
= Siα,

[
T , Siα

]
= Qiα.

Òàêàÿ àëãåáðà ïîçâîëÿåò ïîâòîðèòü âñå èçëîæåííûå ïîñòðîåíèÿ. Èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå,

êîòîðîå áóäåò ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå, èìååò àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó:

S16n = −m0

∫
dtE

(
1 +

√
1− 4DtqDtq̄

)
, E = 1 + i

(
ψ̇iαψ̄

iα + ˙̄ψiαψiα

)
. (2.104)

Òàêîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü ðåäóöèðîâàíî, ÷òîáû âêëþ÷èòü äåéñòâèÿ ñ íàðóøåíèÿìè ñóïåð�

ñèììåòðèè N = 8 → N = 4 (2.75), N = 4 → N = 2 (2.42).

2.8. Ñóïåð÷àñòèöà â D = 5

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàííûé ðàíåå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé ïðèìåíåí

äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèöû â D = 5. Äàííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü

ðàíåå â ðàáîòå [42℄ êàê îäíà èç âîçìîæíûõ ðàçìåðíûõ ðåäóêöèé 5-áðàíû â D = 10, ãäå

äëÿ íåå áûëè íàéäåíû êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ; òåì íå ìåíåå, ñîîòâåòñòâóþùåå

ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå íå áûëî ïîñòðîåíî. Â äàííîì ðàçäåëå ñîõðàíåíû îáîçíà÷åíèÿ

[42℄.

Àëãåáðà ñèììåòðèé äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñóïåð÷àñòèöû âêëþ÷àåò 16 ñóïåðçàðÿ�

äîâ Qi
α, S

aα
, 4 öåíòðàëüíûõ çàðÿäà Z ia

è îïåðàòîð òðàíñëÿöèé âî âðåìåíè P :

{Qi
α, Q

j
β} = εijΩαβP, {Qi

α, S
bβ} = δβαZ

ib, {Saα, Sbβ} = −εabΩαβP. (2.105)

Çäåñü i, a = 1, 2; α, β = 1, 2, 3, 4, à Ωαβ - Spin(5) èíâàðèàíòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìåòðèêà,

ïîçâîëÿþùàÿ ïîäíèìàòü è îïóñêàòü ñïèíîðíûå èíäåêñû. Îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

Ωαβ = −Ωβα, Ωαβ = −1

2
εαβλσΩλσ, Ωαβ = −1

2
εαβλσΩ

λσ,

ΩαβΩ
βγ = δγα, εαβλσεαβλσ = 24. (2.106)

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü âûáðàí êàê

g = etP eθ
α
i Q

i
α eqiaZ

ia

eψaαS
aα

. (2.107)
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Çäåñü qia, ψaα - �îëäñòîóíîâñêèå d = 1, N = 8 ñóïåðïîëÿ, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò ñóïåð�

ïðîñòðàíñòâà t, θαi . Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïàðàìåòðèçàöèþ (2.107) íå âêëþ÷åíû ãåíåðàòîðû

àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû (2.105); îíè, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ

äåéñòâèÿ.

Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò è ñóïåðïîëåé ïîä äåéñòâèåì âñåõ ãåíåðàòîðîâ (2.105)

ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ ïðîèçâåäåíèå g0g = g′, ãäå g0 - ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ãðóïïû ñ

ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé ïðåäñòàâëÿ�

þò ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé

g0 = exp (εαi Q
i
α) ⇒ δQt = −1

2
εαi θ

iβΩαβ, δQθ
α
i = εαi . (2.108)

è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè:

g0 = exp (ηaαS
aα) ⇒ δSt = −1

2
ηaαψaβΩ

αβ , δSψaα = ηaα, δSqia = −ηaαθαi . (2.109)

Èíâàðèàíòàìè ïðåîáðàçîâàíèé (2.108), (2.109) ÿâëÿþòñÿ �îðìû Êàðòàíà, êîòîðûå ìîãóò

áûòü âû÷èñëåíû ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè:

g−1dg = ωPP + (ωQ)
α
i Q

i
α + (ωZ)iaZ

ia + (ωS)aαS
aα, (2.110)

ãäå

ωP = dt− 1

2

(
dθαi θ

iβ + dψα
aψ

aβ
)
Ωαβ , (ωZ)ia = dqia − dθαi ψaα,

(ωQ)
α
i = dθαi , (ωS)aα = dψaα. (2.111)

Ñ ïîìîùüþ �îðì {ωP , (ωQ)αi } ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîèçâîäíûå ∇t, ∇i
α, êîâàðèàíòíûå îòíîñè�

òåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé

∂t = E∇t, E = 1 +
1

2
Ωβγψa

β∂tψaγ , E−1 = 1− 1

2
Ωβγψa

β∇tψaγ , (2.112)

∇i
α = Di

α +
1

2
Ωβγψa

βD
i
αψaγ∇t = Di

α +
1

2
Ωβγψa

β∇i
αψaγ∂t, (2.113)

ãäå Di
α - �ïëîñêèå� ïðîèçâîäíûå, êîâàðèàíòíûå ëèøü îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèè:

Di
α =

∂

∂θαi
+

1

2
θiβΩαβ∂t,

{
Di
α, D

j
β

}
= εijΩαβ∂t. (2.114)

∇t, ∇i
α óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (àíòè)êîììóòàöèè

{
∇i
α,∇j

β

}
= εijΩαβ∇t + Ωλσ∇i

αψ
b
λ∇j

βψbσ∇t,
[
∇t,∇i

α

]
= Ωβγ∇tψ

b
β∇i

αψbγ∇t. (2.115)
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Êàê è â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, íà ñóïåðïîëÿ ìîæíî íàëîæèòü êîâàðèàíòíóþ

ñâÿçü; çäåñü äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðèðàâíÿòü ê íóëþ dθαi -ïðîåêöèþ �îðìû (ωZ)ia (2.111):

(ωZ)ia|dθ = 0 ⇒ ∇j
αqia − δjiψaα = 0 ⇒





∇(j
α q

i)
a = 0, (a)

∇i
α qia − 2ψaα = 0. (b)

(2.116)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (ωZ)ia|dθ = 0 âûðàæàåò �åðìèîííûå ñóïåðïîëÿ ψaα ÷åðåç ñïèíîðíûå

ïðîèçâîäíûå ïîëåé qia, êîòîðûå, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ åäèíñòâåííûìè íåçàâèñè�

ìûìè (îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà [38℄). Òàêæå qia îêàçûâàþòñÿ ïîä÷èíåíû óñëîâèþ íåïðè�

âîäèìîñòè, âûäåëÿþùåìó íåïðèâîäèìûé ãèïåðìóëüòèïëåò N = 8, d = 1 ñóïåðñèììåòðèè.

Â íåì îòñóòñòâóþò âñïîìîãàòåëüíûå êîìïîíåíòû: èç óñëîâèé (2.116) ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëü�

òàò äåéñòâèÿ ñïèíîðíîé ïðîèçâîäíîé íà ψaα ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç àíòèêîììóòàòîðû

{
∇i
α,∇j

β

}

3

2
∇j
βψaα =

{
∇j
β,∇i

α

}
qia −

1

2

{
∇j
α,∇i

β

}
qia. (2.117)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü, ïîäñòàâèâ àíòèêîììóòàòîðû â ÿâíîì âèäå (2.115) è âîñ�

ïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ∇j
βψaα ∼ Ωαβ∇tq

j
a :

∇j
αψaβ =

1

2
λjaΩαβ ⇒ λia =

4∇tq
ia

1 +
√

1− 2∇tqjb∇tqjb
. (2.118)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (2.116b) îïðåäåëÿþò ìóëüòèïëåò íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè. Â [42℄

áûëî íàéäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå áîçîííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

d

dt

(
q̇ia√

1− 2q̇jbq̇jb

)
= 0, (2.119)

ãäå qia = qia|θ=0 - ïåðâûå êîìïîíåíòû ñóïåðïîëÿ qia. Òàêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñëåäóåò èç

äåéñòâèÿ ìàññèâíîé ÷àñòèöû â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, çàïèñàííîì â ñòàòè÷åñêîé

êàëèáðîâêå:

Sbos ∼
∫
dt
(
1−

√
1− 2q̇iaq̇ia

)
. (2.120)

Êàê è ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèé äðóãèõ ñóïåðèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê, íåîáõîäèìî ñíà�

÷àëà îáåñïå÷èòü êîâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Åñëè

îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì

qia = qia|θ→0, ψaα = ψaα|θ→0, (2.121)

òî èõ àêòèâíûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè áóäóò

èìåòü âèä

δ⋆Sqia =
1

2
ηbαψbβΩ

αβ∂tqia, δ⋆Sψaα = ηaα +
1

2
ηbβψbλΩ

βλ∂tψaα. (2.122)
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Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, äåé�

ñòâóþùàÿ íà êîìïîíåíòû, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ñóïåðïîëåâîé ïðè θαi → 0:

E = E|θ→0 = 1 +
1

2
Ωβγψaβ∂tψaγ , Dt = E−1∂t ⇒ E−1 = 1− 1

2
ΩβγψaβDtψaγ ,

δ⋆SE =
1

2
ηaα∂t

(
EΩαβψaβ

)
, δ⋆SDtqia =

1

2
ηbαψbβΩ

αβ∂t(Dt qia). (2.123)

Èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå äåéñòâèå âèäà S =∫
dtEF (Dtq

iaDtqia) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Åñ�

ëè òàêæå ïðèíÿòü â âíèìàíèå èçâåñòíûé áîçîííûé ïðåäåë (2.120) è äîïóñòèòü òðèâèàëüíî

èíâàðèàíòíîå ñëàãàåìîå

∫
dt, òî åãî ìîæíî çà�èêñèðîâàòü ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíñòâåííîé

êîíñòàíòû

S = (1 + α)

∫
dt−

∫
dtE

[
α +

√
1− 2DtqiaDtqia

]
. (2.124)

Ïîñëåäíèì ýòàïîì ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíî�

ñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ñ îäíîâðåìåííûì îïðåäåëåíèåì α. Íåîáõîäèìûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ìîæíî âû÷èñëèòü, âçÿâ ïðåäåë ïðè θ → 0 ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåð�

ïîëåé â òî÷êå

δ⋆Qf = −δθαi
∂

∂θαi
f |θ→0 − δt

∂

∂t
f |θ→0 = −εαi Di

αf |θ→0. (2.125)

Èç ýòîé �îðìóëû è ñâÿçåé ñóïåðïîëåé (2.116), (2.118) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

δ⋆Qqia = −εαi ψaα +
1

4
εαj λ

jbψbα∂tqia ,

δ⋆Qψaα =
1

2
εβjΩαβλ

j
a +

1

4
εβj λ

jbψbβ∂tψaα,

δ⋆QE =
1

4
εβj ∂t

(
Eλjbψbβ

)
− 1

2
εβj λ

jb∂tψbβ , (2.126)

δ⋆QDtqia = −εαi Dtψaα +
1

4
εαj

λia
1 + 1

8
λ2
λjbDtψbα +

1

4
εαj λ

jbψbα∂t (Dtqia) .

Èñïîëüçóÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå (2.124) èíâàðèàíòíî îòíîñè�

òåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, åñëè α = 1:

S16hyper =

∫
dt
[
2− E

(
1 +

√
1− 2DtqiaDtqia

)]
. (2.127)

2.9. Äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè

�àññìîòðåííûå àëãåáðû è �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (2.2) è (2.3), à òàêæå èõ ðàñøèðåíèÿ

àíòèêîììóòèðóþùèìè ãåíåðàòîðàìè ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü áîëåå ñëîæíûå



65

ñèñòåìû, ÷åì ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà. Òàê, áîçîííûå �îðìû Êàðòàíà, ðåäóöèðîâàííûå óñëîâèåì

ωZ = 0, ω̄Z = 0, èìåþò âèä (2.11)

ωP =
1− λλ̄

1 + λλ̄
dt, ωT =

dλ

1− λλ̄
, ω̄T =

dλ̄

1− λλ̄
, ωJ = i

λdλ̄− λ̄dλ

1− λλ̄
,

λ =
2iq̇

1 +
√
1− 4q̇ ˙̄q

, λ̄ = − 2i ˙̄q

1 +
√

1− 4q̇ ˙̄q
. (2.128)

Ýòè �îðìû ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè, èíâàðèàíòíûå

îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé �àêòîð- ïðîñòðàíñòâà (2.3). Òàê, ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòî�

ìîð�èçìîâ îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîé �îðìó ωP (2.9), òàêæå êàê è ωT ω̄T . Òàêèì îáðàçîì,

ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå

Sgen =

∫
ωP F

(
ωT
ωP

· ω̄T
ωP

)
=

∫
dt
1− λλ̄

1 + λλ̄
F
(
(1 + λλ̄)2

(1− λλ̄)4
λ̇ ˙̄λ

)
. (2.129)

Ñìûñë (2.129) ìîæíî ïðîÿñíèòü, åñëè ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äåéñòâèå

(2.129) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ ðåëÿòèâèñòñêèõ âåêòîðîâ qA = (t, q + q̄, i(q − q̄))

è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðó τ

Sgen =
∫
dτF

(
1

4
k21

)
, k21(q̇, q̈) ≡

(
q̈Aq̇A

)2 −
(
q̈Aq̈A

) (
q̇B q̇B

)

(q̇C q̇C)
3 ,

q̇A =
dqA

dτ
, q̈A =

d2qA

dτ 2
, ds = dτ

√
q̇Aq̇A. (2.130)

Çäåñü k21 - âíåøíÿÿ êðèâèçíà ìèðîâîé ëèíèè â d = 2 + 1. Òàêèå áîçîííûå äåéñòâèÿ óæå

ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â [12℄. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëàãàåìûå ñ

√
k21 [43℄ è

íàèáîëåå ïðîñòîå, ëèíåéíîå ïî k21, ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ÷àñòèöó ñ æåñòêîñòüþ [43℄.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå èíâàðèàíòíûå äåéñòâèÿ ñóùåñòâóþò ïðè ðàç�

ëè÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè, ïîñêîëüêó �îðìû ïðè ãåíåðàòîðàõ â �àêòîð�

ïðîñòðàíñòâå áóäóò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ îäíîðîäíî. Îäíàêî ñóùåñòâóåò ñëàãàåìîå, ñïåöè�è÷�

íîå äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà - âðåìåíè, ñâÿçàííîå ñ �îðìîé ωJ . Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ

àâòîìîð�èçìîâ îíà ñäâèãàåòñÿ íà ïîëíûé äè��åðåíöèàë δωJ = i(b dλ̄− b̄ dλ), òàê ÷òî èíòå�

ãðàë

Sanyon = −1

2

∫
ωJ = −1

2

∫
ωP

ωJ
ωP

= − i

2

∫
dt
λ ˙̄λ− λ̄λ̇

1− λλ̄
=

= i

∫
dt

q̈ ˙̄q − ¨̄qq̇
√
1− 4q̇ ˙̄q

(
1 +

√
1− 4q̇ ˙̄q

)
(2.131)

èíâàðèàíòåí, õîòÿ è â áîëåå ñëàáîì ñìûñëå, ÷åì (2.129). Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñëàãàåìîãî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïîäãðóïïå ñòàáèëüíîñòè íàõîäèòñÿ U(1)-ãåíåðàòîð. S0 + αSanyon, ãäå S0

- ñâîáîäíîå äåéñòâèå (2.12), îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ íåòðèâèàëüíûì àíèîííûì ñïèíîì [44℄.
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Ïîñêîëüêó �îðìû ωT , ω̄T , ωJ ñóùåñòâóþò è â ñóïåðñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, ìîæíî îæè�

äàòü, ÷òî äåéñòâèÿ (2.129), (2.131) äîïóñêàþò ñóïåðñèììåòðèçàöèþ. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ

ïðèìåíèòü ìåòîä, óæå ïîêàçàâøèé ñâîþ ý��åêòèâíîñòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñâîáîäíûõ

äåéñòâèé, è äëÿ ñèñòåì ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè.

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè�

òåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà çàìåíîé ïðîèçâîä�

íûõ ∂t → Dt è ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ dt → Edt. Õîòÿ áûëî áû ñëèøêîì ñòðîãèì òðåáîâàíè�

åì ñ÷èòàòü, ÷òî è â äåéñòâèå ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè �åðìèîíû âõîäÿò òîëüêî ÷åðåç E ,
ìîæíî äîïóñòèòü ïðèñóòñòâèå âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ �åðìèîíîâ â ëàãðàíæèàíå, çàìåíèòü

ïðîèçâîäíûå ∂t → Dt è ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü ñëàãàåìûõ, ïîäõîäÿùèõ ïî ðàçìåðíîñòè.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè ââåäåíèè âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ â

äåéñòâèå, ñâÿçàíà ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, êîòîðûå íåîáõîäè�

ìû äëÿ �îðìóëèðîâêè ïðåîáðàçîâàíèé îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè è àâòî�

ìîð�èçìîâ. Ôîðìà ωS, ðàíåå ñëóæèâøàÿ èñòî÷íèêîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, òåïåðü íå ìîæåò

áûòü òàêîâûì, ïîñêîëüêó îíà ïðèâîäèëà ê áîçîííûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ q̈ = 0, ¨̄q = 0,

à ñëåäóþùèå èç S1 = S0 + αSanyon, S2 = S0 + βSgen óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæ�

íåå. Òàêæå óðàâíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé äîëæíû çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ α, β.

Ïîñêîëüêó α, β îòñóòñòâóþò â �îðìàëèçìå íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, îæèäàòü âîçìîæíîñòè

èçâëå÷ü ýòè óðàâíåíèÿ èç èçâåñòíûõ ñòðóêòóð íå ïðèõîäèòñÿ.

Òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, îäíàêî, îòñóòñòâóþò, åñëè îãðàíè÷èòü�

ñÿ ðàññìîòðåíèåì äåéñòâèé ñ N = 4 - ñóïåðñèììåòðèåé, ñïîíòàííî íàðóøåííîé äî N = 2.

Êîìïîíåíòû, îïèñûâàþùèå òàêóþ ñèñòåìó, ïðèíàäëåæàò N = 2 êèðàëüíîìó ìóëüòèïëåòó,

â êîòîðîì îòñóòñòâóþò âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿ. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íàðó�

øåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ïîâòîðÿþò óæå èçâåñòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.36),

(2.40), îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èíâàðèàíòíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó â

(2.40) îêàçûâàëîñü âîçìîæíûì çàðàíåå îòäåëèòü ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâåðòûâàþùóþñÿ

â ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî �îðìóëèðîâàòü äåéñòâèå â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ λ, λ̄. Â

òåðìèíàõ λ, λ̄ áîçîííûå äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè âûãëÿäÿò çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ λ, λ̄ èìåþò âèä

δ⋆Sλ = −i
(
εψ̄ + ε̄ψ

)
λ̇, δ⋆Qλ = −2

(
1 + λλ̄

)
ǫDtψ −Hλ̇,

δ⋆Sλ̄ = −i
(
εψ̄ + ε̄ψ

) ˙̄λ, δ⋆Qλ̄ = 2
(
1 + λλ̄

)
ǭDtψ̄ −H ˙̄λ, (2.132)

ãäå H = −ǫψλ̄ + ǭψ̄λ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãèõ ïåðåìåííûõ òàêæå íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü â
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òåðìèíàõ λ, λ̄

δ⋆Sψ = ε− i
(
εψ̄ + ε̄ψ

)
ψ̇, δ⋆Qψ = iǭλ−Hψ̇,

δ⋆Sψ̄ = ε̄− i
(
εψ̄ + ε̄ψ

) ˙̄ψ, δ⋆Qψ̄ = −iǫλ̄−H ˙̄ψ, (2.133)

δ⋆SE = −i∂t
[(
εψ̄ + ε̄ψ

)
E
]
, δ⋆QE = −∂t [EH ]− 2

(
ǫψ̇λ̄− ǭ ˙̄ψλ

)
.

2.9.1. Àíèîí

Èñõîäíîå áîçîííîå äåéñòâèå äëÿ àíèîíà òðèâèàëüíûì îáðàçîì èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü�

íî ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè (2.132). Ïîñêîëüêó îíî ëèíåéíî ïî λ̇, òîæ�

äåñòâåííîå äîáàâëåíèå E/E êîâàðèàíòèçóåò è ìåðó èíòåãðèðîâàíèÿ, è ïðîèçâîäíûå. Îäíàêî,

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, èñ÷åçàþùèå â áîçîííîì ïðåäå�

ëå. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñÿ àíèîííàÿ äîáàâêà ïðîïîðöèîíàëüíà áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòå

α, �åðìèîííîå äîïîëíåíèå ê ëàãðàíæèàíó äîëæíî èìåòü ðàçìåðíîñòü t−1
. Òàêîå ñëàãàåìîå

èìååò âèä EF2(λλ̄)DtψDtψ̄ ∼ E−1F2(λλ̄)ψ̇
˙̄ψ è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè. ×ëåíû, çàâèñÿùèå îò ïðîèçâîäíûõ λ, áóäóò èìåòü ìåíüøåå ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ

ïî âðåìåíè îò �åðìèîíîâ è íå áóäóò èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî S-ñóïåðñèììåòðèè, òàê

÷òî äàííûé âûáîð åäèíñòâåííûé.

Ôóíêöèÿ F2 äîëæíà áûòü óñòàíîâëåíà èíâàðèàíòíîñòüþ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ

Ssanyon =
iα

2

∫
dtE Dtλλ̄−Dtλ̄λ

1− λλ̄
− 2α

∫
dtE 1 + λλ̄

(1− λλ̄)2
DtψDtψ̄. (2.134)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòè (2.134), â îòëè÷èå îò âñåõ ïðåäûäóùèõ, ïðèõîäèòñÿ

ïðèáåãàòü ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä ïî �åðìèîíàì, ÷òî äåëàåò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ äàííîãî

äåéñòâèÿ íà âûñøèå ñóïåðñèììåòðèè ñîìíèòåëüíûì.

Êàê è äëÿ ñâîáîäíîé N = 4 → N = 2 ÷àñòèöû, â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî óêàçàòü ñóïåðïî�

ëåâîå äåéñòâèå. Ïîñêîëüêó â íèçøåì ïðèáëèæåíèè áîçîííàÿ ÷àñòüDD
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
∼ λ̇λ̄− ˙̄λλ,

åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå èìååò âèä S ∼ F (λλ̄)
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
. Êîì�

ïîíåíòíîå âûðàæåíèå (2.134) âîñïðîèçâîäèòñÿ ñóïåðïîëåâûì èíòåãðàëîì

Ssfanyon =
iα

2

∫
dtdθdθ̄

ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

1− λλ̄ . (2.135)

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî �åðìèîííûé âêëàä â íèçøåì ïðèáëèæåíèè

iα
2
DD

(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)

èìååò âèä −2αψ̇ ˙̄ψ, è òàêîå ñëàãàåìîå ìîæíî áûëî óãàäàòü è èç ñóïåðïîëåâûõ ñîîáðàæåíèé.

Êîìïîíåíòíîå ñëàãàåìîå â äåéñòâèè äëÿ àíèîíà ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç �îðìû

Êàðòàíà. Åñëè ωJ |, ωS|, ω̄S|, ωP | - △t-ïðîåêöèè �îðì ωJ , ωS, ω̄S, ωP , ðàññìàòðèâàåìûå ïðè
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θ → 0, òî (2.134) èìååò ñòðóêòóðó

Ssanyon =
iα

2

∫
ωJ | − 2α

∫
ωS| · ω̄S|
ωP |

. (2.136)

2.9.2. ×àñòèöà ñ æåñòêîñòüþ

Ñõîæèì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîãî äåé�

ñòâèÿ, êâàäðàòè÷íîãî ïî âíåøíåé êðèâèçíå - ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (2.129) ïðè

F =
(1 + λλ̄)2

(1− λλ̄)4
λ̇ ˙̄λ. (2.137)

Ñëàãàåìîå

∫
dtG1(λλ̄)λ̇

˙̄λ èìååò ðàçìåðíîñòü t−1
è äîëæíî ñîïðîæäàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì

ïàðàìåòðîì β, [β] = [t]. Åãî î÷åâèäíûé àíàëîã, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñó�

ïåðñèììåòðèè, èìååò âèä

∫
dtEG1(λλ̄)DtλDtλ̄ Èñ÷åçàþùèìè â áîçîííîì ïðåäåëå ñëàãàåìûìè

ñ íóæíîé ðàçìåðíîñòüþ ÿâëÿþòñÿ

i

∫
dtEG2(λλ̄)

(
D2
tψDtψ̄ +D2

t ψ̄Dtψ
)
, i

∫
dtEG3(λλ̄)

(
Dtλλ̄−Dtλ̄λ

)
DtψDtψ̄. (2.138)

Îíè òàêæå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî S-ñóïåðñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, ñîêðàùàÿ èçëèø�

íèå ìíîæèòåëè â äàííûõ ñëàãàåìûõ, ìîæíî çàïèñàòü àíçàö äëÿ äåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñ æåñò�

êîñòüþ â âèäå

Ssrigid =

∫
dt
[
E−1G1λ̇

˙̄λ + iE−2G2(λλ̄)
(
ψ̈ ˙̄ψ + ¨̄ψψ̇

)
+ iG3E−2

(
λ̇λ̄− ˙̄λλ

)
ψ̇ ˙̄ψ
]
. (2.139)

Äàííîå äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, åñëè âûïîëíå�

íû óðàâíåíèÿ

−G3 + G′
2 + 2G1 = 0, G3 +G′

2 + 2(1 + λλ̄)G′
1 = 0, G2 + (1 + λλ̄)G1 = 0 (2.140)

Îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó ñóììà ïåðâûõ äâóõ ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé

òðåòüåãî. Èõ ðåøåíèå óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ G1, èçâåñòíóþ èç áîçîííîãî ïðåäåëà

(2.137):

G2 = −(1 + λλ̄)G1, G3 = G1 − (1 + λλ̄)G′
1. (2.141)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå äåéñòâèå èìååò âèä

Ssrigid =

∫
dt

[
1 + λλ̄

(1− λλ̄)3
E−1λ̇ ˙̄λ− i

(1 + λλ̄)2

(1− λλ̄)3
E−2

(
ψ̈ ˙̄ψ + ¨̄ψψ̇

)
−

−3i
(1 + λλ̄)3

(1− λλ̄)4

(
λ̇λ̄− ˙̄λλ

)
E−2ψ̇ ˙̄ψ

]
. (2.142)
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Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå ñóùåñòâóåò è äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Çàìå÷àÿ, ÷òî â íèçøåì ïðèáëèæåíèè

Dψ̇ ∼ λ̇, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí èìååò âèä ∼ G1ψ̇
˙̄ψ (ïîñêîëüêó

E = 1 + i
(
ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ

)
, äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè ñ íèì ïðîïàäóò.) Èçâåñòíîå êîìïîíåòíîå

äåéñòâèå (2.142) ïîëíîñòüþ âîñïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðàëîì

Ssrigid =

∫
dtdθdθ̄

1 + λλ̄

(1− λλ̄)3 ψ̇
˙̄ψ. (2.143)

2.9.3. Ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèå ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè q

Òàêæå ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ñóïåðñèììåòðèçàöèè äåéñòâèÿ (2.129). Íàèáîëåå ïðî�

ñòûì â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íå êîìïîíåíòíûé �îðìàëèçì, à ñóïåðïîëåâîé. Ïîñêîëüêó

â áîçîííîì ïðåäåëå DD
(
ψ̇ ˙̄ψ

)
|θ→0 = λ̇ ˙̄λ, èíòåãðàë

Ssgen =

∫
dtdθdθ̄

1− λλ̄

1 + λλ̄

F(∇tλ∇tλ̄)

∇tλ∇tλ̄
∇tψ∇tψ̄, (2.144)

ïðè ïðåíåáðåæåíèè �åðìèîíàìè â êîíå÷íîì îòâåòå ïðèâîäèò ê (2.129). Òàêæå îí èíâàðèàí�

òåí îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü àêòèâ�

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ

δ⋆Sλ = −i
(
εψ̄ + ε̄ψ

)
λ̇, δ⋆S∇tλ = −i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
∂t∇tλ, δ

⋆
S∇tψ = −i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
∂t∇tψ,(2.145)

âàðèàöèÿ ñóïåðïîëåâîãî ëàãðàíæèàíà â Ssgen áóäåò èìåòü âèä δ
⋆
SLsgen = −i

(
εψ̄ + ε̄ψ

)
∂tLsgen.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïðîèçâîäíóþ ìîæíî ïåðåáðîñèòü íà ψ, ψ̄; òîãäà ñîîòâåòñòâóþ�

ùåå ñëàãàåìîå ïðîïàäåò, ïîñêîëüêó Lsgen ∼ ψ̇ ˙̄ψ.

Â îòëè÷èå îò ñóïåðïîëåâîãî �îðìàëèçìà, êîìïîíåíòíûé îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå

ìàëîïîëåçíûì, â ïåðâóþ î÷åðåäü èç-çà òîãî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè îò

ðàçìåðíîãî âûðàæåíèÿ ñòàðûå àðãóìåíòû î ñîñòàâå ÷ëåíîâ â êîìïîíåíòíîì ëàãðàíæèàíå

îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìûìè. Õîòÿ äëÿ �óíêöèé ÷àñòíîãî âèäà ðàçìåðíûå àðãóìåíòû âñå

ðàâíî ìîæíî ïðèìåíÿòü, èç-çà î÷åâèäíîé íåîáõîäèìîñòè äîáàâëÿòü îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè

λ̇ ˙̄λ ñïèñîê ÷ëåíîâ ñ �åðìèîíàìè îêàçûâàåòñÿ î÷åíü äëèííûì, ïî ñóòè âêëþ÷àþùèì âñå íå

ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ êîìáèíàöèè �åðìèîíîâ.

2.10. Âûâîäû

Ïðè ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèé äëÿ ÷àñòèö â 2+1 - ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

ìîæíî ñäåëàòü íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå âûâîäû:
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• Ïðèìåíåííûé ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ïîçâîëÿåò ñèñòåìàòè÷åñêè ñòðîèòü âñå

ýëåìåíòû, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ - óñëîâèÿ, íàëàãà�

åìûå íà ñóïåðïîëÿ, ñâÿçè ìåæäó ïàðàìåòðàìè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, çàêîíû ïðåîáðà�

çîâàíèÿ ñóïåðïîëåé è êîìïîíåíò, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé.

• Ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ ÷àñòèö, ñ�îðìóëèðîâàííûå â òåðìèíàõ êîìïîíåíò ñó�

ïåðïîëåé, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè îáîáùåíèÿìè áîçîííûõ äåéñòâèé, ÷òî íàïðÿ�

ìóþ ñâÿçàíî ñ âûáîðîì �åðìèîííûõ êîìïîíåíò. Ñïîñîá, êîòîðûì �åðìèîíû âõîäÿò â

ëàãðàíæèàí, îïðåäåëÿåòñÿ ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé. �îëü íåíàðóøåí�

íîé ñóïåðñèììåòðèè - �èêñèðîâàòü îñòàòî÷íóþ ñâîáîäó â äåéñòâèè.

• Ñòðóêòóðà ðàññìîòðåííûõ äåéñòâèé äëÿ ÷àñòèö àíàëîãè÷íà òàêîâîé äåéñòâèÿ Âîëêîâà�

Àêóëîâà [10℄ (ñ ó÷åòîì óïðîùåíèé, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî â ìåõàíèêå âñå ïåðåìåííûå

çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè). Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, �åðìèîí ψ ïðîÿâëÿåò ñâîéñòâà íåé�

òðèíî, à q, q̄ - ïîëåé ìàòåðèè.

• Ñêîíñòðóèðîâàííûå äåéñòâèÿ èìåþò âåñüìà îáùèé õàðàêòåð. Òàê êàê ìåõàíèêè ÷àñòèö

â òðåõ- è ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ñóïåðñèììåò�

ðèé óñòðîåíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ñâîáîäíûå

ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ÷àñòèö ïîâòîðÿþò ñòðóêòóðó óæå ïîñòðîåííûõ.

• Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ÿñíûé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäè�èêàöèè äåéñòâèÿ (çàìåíà ïðîèçâîäíûõ è ìåðû èíòåãðèðî�

âàíèÿ), è ñâÿçàííàÿ ñ ýòèì ïðîñòîòà äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ è åãî àí�

çàöà îòíîñèòåëüíî S- ñóïåðñèììåòðèè ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå

ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ ðåàëèçîâàíà ÿâíî. Ýòî íàõîäèòñÿ â ðàçèòåëü�

íîì êîíòðàñòå ñ ñóïåðïîëåâûì ïîäõîäîì, â êîòîðîì íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

ÿâíà, íî ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ - ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíà.

• Òàêæå ïîñòðîåíèÿ óïðîùàþòñÿ âûáîðîì �åðìèîííûõ êîìïîíåíò, åñòåñòâåííûì ñ òî÷�

êè çðåíèÿ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, íî íåî÷åâèäíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóïåð�

ïîëåé. Â ñóïåðïîëåâîì �îðìàëèçìå åñòåñòâåííûì áûë áû âûáîð �åðìèîíà ëèíåéíîé

ðåàëèçàöèè Dq|θ→0, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ψ íåëèíåéíûì îáðàçîì è èìååò áîëåå ñëîæíûé

çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òàêæå òàêîé âûáîð

�åðìèîíà ñèëüíî óñëîæíèë áû âûðàæåíèå äëÿ E .
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• Îäíèì èç îãðàíè÷åíèé ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå

�åðìèîíû - �îëäñòîóíîâñêèå è ïðèíàäëåæàò íåëèíåéíîé ðåàëèçàöèè ñóïåðñèììåòðèè.

Òàêîå èìååò ìåñòî, òîëüêî åñëè ïîëîâèíà ãåíåðàòîðîâ ñóïåðñèììåòðèè ñïîíòàííî íà�

ðóøåíû.

• Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ðîëü ãåíåðàòîðîâ T, T â ïîñòðîåíèè äåéñòâèé. Ïàðàìåòðû

λ, λ̄ ïðè íèõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, âûðàæàëèñü ÷åðåç ∇tq, ∇tq̄ óñëîâèÿìè ωZ = 0, ω̄Z = 0,

ñ äðóãîé - ïðèñóòñòâîâàëè â �îðìàõ ωS, ω̄S. Òåì ñàìûì îíè äàâàëè âîçìîæíîñòü

ïðîñòûì ñïîñîáîì ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ∇ψ̄|θ→0, ∇ψ|θ→0 è Dtq, Dtq̄ íà óðàâíåíè�

ÿõ äâèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, ÷òî ñäåëàëî âîçìîæíûì ïîñòðîåíèå äåéñòâèé ñ

íàèáîëüøèì ÷èñëîì ñóïåðñèììåòðèé. Åñëè ∇ψ̄|θ→0, ∇ψ|θ→0 íå ñîîòâåòñòâóþò íèêà�

êèå ïàðàìåòðû �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ÷òî èìååò ìåñòî â ñóïåðñèììåòðè÷íûõ òåîðèÿõ

Áîðíà-Èí�åëüäà, òî çàäà÷à âûÿñíåíèÿ èõ ñâîéñòâ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.

• Ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåò�

ðè÷íûõ äåéñòâèé ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Ýòî ïðèìåíåíèå îãðàíè÷åíî íåîáõîäèìî�

ñòüþ çíàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé è âîçìîæíîñòüþ èñïîëü�

çîâàíèÿ ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé.

• Â îòëè÷èå îò ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ, ñîäåðæàùåãî òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî âðå�

ìåíè îò q è ψ, äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè íå ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ çà�èê�

ñèðîâàíû òîëüêî òðåáîâàíèÿìè èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñóïåðñèììåòðèé.

Îñòàþùàÿñÿ �óíêöèîíàëüíàÿ ñâîáîäà äîëæíà áûòü çà�èêñèðîâàíà èç äðóãèõ ñîîáðà�

æåíèé, íàïðèìåð, èçâåñòíûì áîçîííûì ïðåäåëîì.

�åçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äàííîé ãëàâå, áûëè â ñîêðàùåííîì âèäå îïóáëèêîâàíû â

ðàáîòàõ [45, 46℄.
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�ëàâà 3

Êîìïîíåíòíûå äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí

3.1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç îáúåêòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ äëÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè�

êè, ÿâëÿþòñÿ áðàíû - ïðîòÿæåííûå îáúåêòû, ïîãðóæåííûå â ìíîãîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà è

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ñóïåðãðàâèòàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ áðàí, â ÷àñòíîñòè, ìî�

ãóò ïðèìåíÿòüñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå ý��åêòèâíûå äåéñòâèÿ - òåîðèè ïîëÿ, îïèñûâàþùèå

�ëóêòóàöèè áðàíû è îïðåäåëåííûå â åå ìèðîâîì îáúåìå.

Áóäó÷è ïîãðóæåíà â ïðîñòðàíñòâî âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé, P -áðàíà ñïîíòàííî íàðóøàåò

ñèììåòðèè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà äî ñèììåòðèé ñîáñòâåííîãî ìèðîâîãî îáúåìà. Âîçíèêàþùèå

ïðè ýòîì ñïîíòàííîì íàðóøåíèè ñèììåòðèè �îëäñòîóíîâñêèå áîçîíû è ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè,

îïèñûâàþùèìè �ëóêòóàöèè áðàíû. Â ñëó÷àå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí ÷àñòü ñóïåðñèììåò�

ðèè òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñïîíòàííî íàðóøåííîé, ÷òî ïðèâîäèò â âîçíèêíîâåíèþ �îëäñòîóíîâ�

ñêèõ �åðìèîíîâ. Â ñëó÷àå îäèíî÷íûõ áðàí, êàê ïðàâèëî, íàðóøàåòñÿ ïîëîâèíà ñóïåðñèì�

ìåòðèé, è âñå �èçè÷åñêèå �åðìèîíû ïðèíàäëåæàò íåëèíåéíîé ðåàëèçàöèè ñóïåðñèììåòðèè.

Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü, ÷òî äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òî÷íîé è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ òåîðèé ñî ñïîíòàííî íàðóøåííûìè ñèììåòðèÿìè åñòåñòâåííî èñïîëüçî�

âàòü �îðìàëèçì íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé [36, 37℄, è ý��åêòèâíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê âîïðî�

ñàì îïèñàíèÿ áðàí óæå áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ðàáîòàõ [6, 9, 47℄ è ìíîãèõ äðóãèõ. Ïðè�

ñóòñòâèå íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ �îðìóëèðîâêè äåéñòâèÿ

ñóïåðïîëåâûå ìåòîäû, ÷òî è áûëî ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ ðàçëè÷íû�

ìè âàðèàíòàìè íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè [6�9, 39, 48℄. Îäíàêî, ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæè�

àí, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèè, à ñäâèãàåòñÿ íà ñïèíîðíûå ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ êîìáèíàöèé ïîëåé, ïðîïàäàþùèå

ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî âñåìó ñóïåðïðîñòðàíñòâó. Ïîýòîìó �îðìàëèçì íåëèíåéíûõ ðåàëè�

çàöèé îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåðïîëåâîãî äåéñòâèÿ.

Ïîñêîëüêó êîâàðèàíòíûå óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè,

àíàëèç óñëîâèé, êîòîðûå íàêëàäûâàåò íà ñóïåðïîëåâîé ëàãðàíæèàí äîïîëíèòåëüíàÿ ñóïåð�

ñèììåòðèÿ - çàäà÷à äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ. Êðîìå òîãî, èíîãäà óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè óäà�
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åòñÿ êîâàðèàíòèçîâàòü òîëüêî âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ [6℄ ëèáî íå óäàåòñÿ âîâñå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå äàëåêî

íå âî âñåõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòåðåñ, ñëó÷àÿõ.

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, äàæå åñëè êîâàðèàíòíûå óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè íàéäåíû

è ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå ïîñòðîåíî, âû÷èñëèòü èç íåãî êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå - äîñòàòî÷íî

ñëîæíàÿ çàäà÷à. Êðîìå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ óñëîâèé, åå óñëîæíÿåò òàêæå âîçìîæíîñòü

âûáðàòü �åðìèîííûå êîìïîíåíòû ñóïåðìóëüòèïëåòà ìíîæåñòâîì ðàçíûõ ñïîñîáîâ. Ïîëó÷à�

þùååñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âûðàæåíèå âåñüìà ãðîìîçäêî, à åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

íåî÷åâèäíà, è íè÷òî â íåì íå óêàçûâàåò íà ïðèñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîé ñóïåðñèììåòðèè.

Ïðè îòêàçå îò òðåáîâàíèÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ â âèäå, ÿâíî èíâàðèàíòíîì îòíîñè�

òåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, �îðìàëèçì íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ñïîñîáåí îêà�

çàòü ñóùåñòâåííóþ ïîìîùü. Òàê, áûëî ïîêàçàíî êàê â [40℄, òàê è ïðè èññëåäîâàíèè ñóïåð�

ñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê, ÷òî ïðè ñïîíòàííîì íàðóøåíèè ïîëîâèíû ñóïåðñèììåòðèé ñóùå�

ñòâóåò âûäåëåííàÿ óäîáíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè

θ-êîîðäèíàòû ñóïåðïðîñòðàíñòâà è áîçîííûå ñóïåðïîëÿ q èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèè, à �åðìèîííûå ñóïåðïîëÿ ψ ñäâèãàþòñÿ íà ïîñòîÿííûé àíòèêîììó�

òèðóþùèé ïàðàìåòð ε. Ïîñêîëüêó îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì êîâàðèàíòíûì îáðàçîì ñâÿçàòü

ψ è ñïèíîðíóþ ïðîèçâîäíóþ q, ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííûé âûáîð �èçè÷åñêèõ êîìïîíåíò:

q = q|θ→0 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, à ψ = ψ|θ→0 ñäâèãàåòñÿ

íà ε. (Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïîäõîäå �åðìèîíû âåäóò ñåáÿ êàê �îëäñòèíî, à áîçîíû - êàê ïî�

ëÿ ìàòåðèè ìîäåëè Âîëêîâà-Àêóëîâà [10℄.) È ðåçóëüòàòû ðàáîò [10, 40℄, è íåïîñðåäñòâåííîå

îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå, ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî

òðåáîâàíèÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäå�

ëèòü ñïîñîá, êîòîðûì �åðìèîíû âõîäÿò â ëàãðàíæèàí. Èç ýòèõ ðàáîò ÿñíî, ÷òî �åðìèîíû

âõîäÿò â äåéñòâèå â âèäå:

• Äåòåðìèíàíòà �åðìèîííîé òåòðàäû, îáåñïå÷èâàþùåãî èíâàðèàíòíîñòü ìåðû èíòåãðè�

ðîâàíèÿ,

• Êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ �èçè÷åñêèõ ïîëåé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé �åð�

ìèîííîé òåòðàäû.

Òàêæå ñóùåñòâóåò è òðåòüÿ, ìåíåå î÷åâèäíàÿ, íî âåñüìà ñóùåñòâåííàÿ äëÿ äàëüíåéøèõ ïî�

ñòðîåíèé âîçìîæíîñòü - ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Îí íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì èíâàðèàíòîì îòíîñè�

òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, à ñäâèãàåòñÿ íà ïîëíóþ äè�



74

âåðãåíöèþ.

Ôåðìèîííàÿ òåòðàäà ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîëó÷åíà â ðàìêàõ �îðìàëèç�

ìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé, à ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî - ïîñòðîåí èç �îðì Êàðòàíà ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [50℄. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå â áîçîííîì ïðåäåëå òàêæå ñðàâíèòåëüíî

ïðîñòî ñòðîèòñÿ èç �îðì Êàðòàíà, ïîëíîå ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ çà�èê�

ñèðîâàííûì ñ òî÷íîñòüþ äî íåñêîëüêèõ êîíñòàíò. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðîâåðêîé

èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè â ïåðâûõ ïîðÿäêàõ

ïî ïîëÿì. Îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîå è êîìïàêòíîå äåé�

ñòâèå, êàæäîå ñëàãàåìîå â êîòîðîì èìååò ÿñíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

3.2. Ìåìáðàíà â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí �îðìóëèðîâêå êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ äëÿ ìåìáðàíû â

D = 5, äîêàçàòåëüñòâó åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé è ñïîíòàííî íàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Äàííàÿ ñèñòåìà óäîáíà äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê

äåéñòâèÿì äëÿ áðàí, ïîñêîëüêó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîäåðæèò íàèáîëåå íåòðèâèàëüíóþ ÷àñòü

êîíñòðóêöèé òàêîãî ðîäà - ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî, à ñ äðóãîé - âûçûâàåò ìåíüøå òåõíè÷åñêèõ

òðóäíîñòåé ïðè àíàëèçå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìàìè â áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòÿõ è ñ áîëü�

øèì ÷èñëîì ïîëåé.

Êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå äëÿ áðàíû ñ èñêëþ÷åííûìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïîëÿìè ïîñòðî�

åíî ìåòîäîì, âî ìíîãîì ïîâòîðÿþùèì èñïîëüçîâàííûé â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå è

ðàáîòå [40℄. Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è àëãîðèòìè÷å�

ñêèì è øèðîêî èñïîëüçóåò ìåòîä íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé. Îí âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýòàïû:

• Íåîáõîäèìî ñ�îðìóëèðîâàòü àëãåáðó ñèììåòðèè òåîðèè. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî - ðàñøè�

ðåííàÿ íå÷åòíûìè ãåíåðàòîðàìè ïÿòèìåðíàÿ àëãåáðà Ïóàíêàðå;

• Òàêæå íåîáõîäèìî ïîñòóëèðîâàòü ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, îñòàâëÿþùèé ëèíåé�

íî ðåàëèçîâàííîé ãðóïïó Ëîðåíöà â ìèðîâîì îáúåìå so(1, 2), ïðè ñòàíäàðòíîé ðåàëè�

çàöèè ïðåîáðàçîâàíèé â ñóïåðïðîñòðàíñòâå;

• Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ñòàíäàðòíûìè ñïîñîáàìè íàéòè êîâàðèàíò�

íûå îáúåêòû (�îðìû Êàðòàíà) è ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòå�

ðåñ ãåíåðàòîðîâ. Ôîðìû Êàðòàíà ïîçâîëÿþò òàêæå ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîâà�

ðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå;
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• Èç �îðì ïðè ñïîíòàííî íàðóøåííûõ ãåíåðàòîðàõ ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ñóïåðïî�

ëÿìè è óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè, à òàêæå êîâàðèàíòèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Óïðîùåííàÿ ñ ó÷åòîì ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, �îðìà ïðè ãåíåðàòîðå P ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü

áîçîííîå äåéñòâèå;

• Äåéñòâóÿ ïî àíàëîãèè ñ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêîé, è ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû Âîë�

êîâà-Àêóëîâà, íåîáõîäèìî îáîáùèòü áîçîííîå äåéñòâèå òàê, ÷òîáû àâòîìàòè÷åñêè îáåñ�

ïå÷èòü åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè;

• Òàêæå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî è äîêàçàòü åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíî�

ñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Äëÿ ýòîãî òàêæå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìè÷åñêèé

ñïîñîá [50℄, õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî íåñëîæíî âîññòàíîâèòü è áåç íåãî,

ðóêîâîäñòâóÿñü ðàçìåðíûìè ñîîáðàæåíèÿìè è òåì, ÷òî â åãî ñîñòàâ äîëæåí âõîäèòü

ǫABC - ñèìâîë;

• Ïîñêîëüêó äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ çà�èêñèðîâàííûì ýòèìè ñîîáðàæåíèÿìè ñ òî÷íîñòüþ

äî äâóõ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò, óæå ìîæíî ïðîâåðèòü åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî

íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ýòî îäíîâðåìåííî îïðåäåëèò âñå êîíñòàíòû.

3.2.1. Àëãåáðà è ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

N = 1, D = 5 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïóíêòîì âñåõ ïîñëåäóþùèõ

ïîñòðîåíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ �îðìóëèðîâêè ýëåìåíòà �àê�

òîð-ïðîñòðàíñòâà è âû÷èñëåíèÿ �îðì Êàðòàíà, ïðåäâàðèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûïèñàòü åå â

òðåõìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Ýòî ïîçâîëèò îòäåëèòü ëèíåéíî ðåàëèçîâàííûå òðåõìåðíóþ ãðóï�

ïó Ëîðåíöà è U(1) ãåíåðàòîð, à òàêæå ðàçäåëèòü ãåíåðàòîðû ïÿòèìåðíûõ òðàíñëÿöèé íà

òðåõìåðíûå, àññîöèèðîâàííûå ñ êîîðäèíàòàìè â ìèðîâîì îáúåìå ìåìáðàíû, è ñïîíòàííî íà�

ðóøåííûå öåíòðàëüíûå çàðÿäû , àññîöèèðîâàííûå ñî ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè, îïèñûâàþùèìè

åå �ëóêòóàöèè. Òàêæå íóæíî ðàçäåëèòü ñóïåðçàðÿäû èñõîäíîé àëãåáðû íà äâå îäèíàêîâûå

ãðóïïû, îäíà èç êîòîðûõ àññîöèèðîâàíà ñ íå÷åòíûìè êîîðäèíàòàìè ñóïåðïðîñòðàíñòâà, âòî�

ðàÿ - ñ �îëäñòîóíîâñêèìè �åðìèîíàìè.

Îäíàêî, ïîñêîëüêó íàáîð ãåíåðàòîðîâ èçâåñòåí è ñõåìà êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

ìåæäó íèìè ÿñíà, áîëåå ïðîñòûì ðåøåíèåì îêàçûâàåòñÿ ïðèíÿòü çà èñõîäíûé ïóíêò òðåõ�

ìåðíóþ àëãåáðó Ïóàíêàðå Mαβ , Pαβ , ðàñøèðèòü åå äâóìÿ êîìïëåêñíûìè öåíòðàëüíûìè çà�

ðÿäàìè Z, Z, ãåíåðàòîðîì U(1), ïðåîáðàçóþùèì èõ, è ãåíåðàòîðàìè Kαβ , Kαβ èç �àêòîð�

ïðîñòðàíñòâà SO(1, 4)/SO(1, 2)× U(1). Òîæäåñòâà ßêîáè ïîçâîëÿþò çà�èêñèðîâàòü êîììó�
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òàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ýòèõ áîçîííûõ ãåíåðàòîðîâ:

[Mαβ,Mγδ] = ǫαδMβγ + ǫαγMβδ + ǫβγMαδ + ǫβδMαγ ,

[Mαβ, Pγδ] = ǫαδPβγ + ǫαγPβδ + ǫβγPαδ + ǫβδPαγ,

[Mαβ, Kγδ] = ǫαδKβγ + ǫαγKβδ + ǫβγKαδ + ǫβδKαγ ,

[
Mαβ , Kγδ

]
= ǫαδKβγ + ǫαγKβδ + ǫβγKαδ + ǫβδKαγ ,

[Kαβ, Pγδ] = − (ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ)Z,
[
Kαβ, Pγδ

]
= (ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ)Z, (3.1)

[
Kαβ, Z

]
= −2Pαβ,

[
Kαβ , Z

]
= 2Pαβ,

[U,Kαβ] = −Kαβ ,
[
U,Kαβ

]
= Kαβ, [U,Z] = −Z,

[
U,Z

]
= Z,

[
Kαβ, Kγδ

]
=

1

2
(ǫαδMβγ + ǫαγMβδ + ǫβγMαδ + ǫβδMαγ) + 2 (ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ)U.

Çäåñü α, β - SO(1, 2) ñïèíîðíûå èíäåêñû, êîòîðûå ìîæíî ïîäíèìàòü è îïóñêàòü ñ ïîìîùüþ

àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ ǫαβ , ǫ
γδ
, ǫαγǫ

γβ = δβα, ǫ12 = ǫ21 = 1. Óñëîâèÿ ýðìèòîâîãî ñîïðÿ�

æåíèÿ ãåíåðàòîðîâ (3.1) èìåþò âèä (Mαβ)
† = −Mαβ , (Pαβ)

† = Pαβ , (Kαβ)
† = Kαβ , (Z)

† =

Z, (U)† = U .

Äàííàÿ áîçîííàÿ àëãåáðà äîëæíà áûòü äîïîëíåíà âîñåìüþ ñóïåðçàðÿäàìè

Qα, Qα, Sα, Sα. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íèõ ìîæíî ïðèíÿòü â âèäå

{
Qα, Qβ

}
= 2Pαβ,

{
Sα, Sβ

}
= 2Pαβ, {Qα, Sβ} = 2ǫαβZ,

{
Qα, Sβ

}
= 2ǫαβZ,

[Mαβ, Qγ ] = ǫαγQβ + ǫβγQα,
[
Mαβ , Qγ

]
= ǫαγQβ + ǫβγQα,

[Mαβ, Sγ ] = ǫαγSβ + ǫβγSα,
[
Mαβ , Sγ

]
= ǫαγSβ + ǫβγSα, (3.2)

[
Kαβ , Qγ

]
= −ǫαγSβ − ǫβγSα,

[
Kαβ, Qγ

]
= ǫαγSβ + ǫβγSα,

[
Kαβ , Sγ

]
= ǫαγQβ + ǫβγQα,

[
Kαβ, Sγ

]
= −ǫαγQβ − ǫβγQα,

[U,Qα] = −1

2
Qα,

[
U,Qα

]
=

1

2
Qα, [U, Sα] = −1

2
Sα,

[
U, Sα

]
=

1

2
Sα.

Îáîáùåííûå òîæäåñòâà ßêîáè ïðè ýòîì òàêæå óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Âìåñòå (3.1), (3.2) îáðàçó�

þò N = 4, d = 3 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè.

Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå [40℄, ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèÿ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ïðè êî�

òîðîé Mαβ è U - ñèììåòðèè ðåàëèçîâàíû ëèíåéíî, Pαβ è Z, Z - ñäâèãàìè xαβ è q, q̄ ñîîò�

âåòñòâåííî, íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ - ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, à íàðóøåííàÿ íà �åð�

ìèîííîì ñóïåðïîëå - ñäâèãàìè íà àíòèêîììóòèðóþùèé ïàðàìåòð. Â äàííîì ñëó÷àå òàêèìè

ñâîéñòâàìè îáëàäàåò ýëåìåíò

g = eix
αβPαβeθ

αQα+θ̄αQαei(qZ+q̄Z)eψ
αSα+ψ̄

α
Sαei(Λ

αβKαβ+Λ
αβ
Kαβ). (3.3)
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Çäåñü q, q̄ = q†, ψα, ψ̄
α
= (ψα)†, Λαβ , Λ

αβ
= (Λαβ)† - ñóïåðïîëÿ, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò

ñóïåðïðîñòðàíñòâà xαβ , θα, θ̄α.

Ëåâîå óìíîæåíèå ýëåìåíòà g ïîçâîëÿåò íàéòè èí�èíèòåçèìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèì�

ìåòðèè, ñâÿçàííûå ñî âñåìè ãåíåðàòîðàìè. Èç íèõ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò

• Íåíàðóøåííàÿ (Q) ñóïåðñèììåòðèÿ (g0 = exp (ǫαQα + ǭαQα))

δxαβ = i
(
ǫ(αθ̄β) + ǭ(αθβ)

)
, δθα = ǫα , δθ̄α = ǭα . (3.4)

• Ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ (S) ñóïåðñèììåòðèÿ (g0 = exp

(
εαSα + ε̄αSα

)
)

δxαβ = i
(
ε(αψ̄

β)
+ ε̄(αψβ)

)
, δq = 2iεαθ

α, δq̄ = 2iε̄αθ̄
α, δψα = εα, δψ̄

α
= ε̄α . (3.5)

• Ïðåîáðàçîâàíèÿ àâòîìîð�èçìîâ (K,K) (g0 = exp i
(
aαβKαβ + āαβKαβ

)
)

δxαβ = −2i
(
aαβq− āαβq̄

)
− 2θγψγā

αβ + 2θ̄γψ̄γa
αβ , δθα = −2iaαβψ̄β, δθ̄

α = 2iāαβψβ,

δq = −2iaαβxαβ − 2aαβ
(
θαθ̄β −ψαψ̄β

)
, δψα = 2iaαβ θ̄β, (3.6)

δq̄ = 2iāαβxαβ − 2āαβ
(
θαθ̄β −ψαψ̄β

)
, δψ̄

α
= −2iāαβθβ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿì (3.4) - (3.6) ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ �îðìà Êàðòàíà

g−1dg = iΩP + ΩQ + ΩQ + iΩZ + iΩZ + ΩS + ΩS + iΩK + iΩK + ΩM + ΩU . (3.7)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òîëüêî �îðìû ΩP , ΩQ, ΩZ è ΩS. Ïî�

ñêîëüêó âñå ýòè �îðìû ïðèíàäëåæàò ãåíåðàòîðàì èç �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, îíè ïðåîáðàçó�

þòñÿ îäíîðîäíî.

ΩP =




(
ch 2

√
Y
)γδ
αβ

△xαβ − i
(
Λ
αβ△q−Λαβ△q̄

)(sh 2
√
Y√

Y

)γδ

αβ



Pγδ,

ΩQ =

{
dθβ

(
cos 2

√
T
) γ

β
− i dψ̄

β
Λ α
β

(
sin 2

√
T√

T

) γ

α

}
Qγ,

ΩZ =



△q+

(
Λ
αβ△q−Λαβ△q̄

)(ch 2
√
Y − 1

Y

)γδ

αβ

Λγδ + idxαβ

(
sh 2

√
Y√

Y

)γδ

αβ

Λγδ



Z,

ΩS =

{
dψβ

(
cos 2

√
T
) γ

β
+ i dθ̄βΛ α

β

(
sin 2

√
T√

T

) γ

α

}
Sγ, (3.8)

△xαβ = dxαβ − i
(
θ(αdθ̄β) + θ̄(αdθβ) +ψ(αdψ̄

β)
+ ψ̄

(α
dψβ)

)
, (3.9)

△q = dq− 2iψαdθ
α, △q̄ = dq̄− 2iψ̄αdθ̄

α. (3.10)
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Çäåñü êîý��èöèåíòû ïðè △xαβ, △q, dθα, dψα
- �îðìàëüíûå ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ìàòðèö

Y αβ
γδ = ΛαβΛ

γδ
+ΛαβΛ

γδ, T α
β = Λα

γΛγ
β, T α

β = Λα
γΛγ

β. (3.11)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.4), (3.5) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, ÷òî △xαβ, △q, dθα, dψα
èíâàðèàíò�

íû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè ïðîèçâîäíûå, êîâà�

ðèàíòíûå êàê îòíîñèòåëüíî Q, òàê è S-ñóïåðñèììåòðèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè èõ, íóæ�

íî ñðàâíèòü äè��åðåíöèàëû íåêîòîðîé èíâàðèàíòíîé �óíêöèè, çàïèñàííûå â òåðìèíàõ

dxαβ, dθα, dθ̄α è △xαβ , dθα, dθ̄α. Òàêæå äè��åðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü è ÷åðåç △̃xαβ , dθα, dθ̄α,
ãäå △̃xαβ = dxαβ − i

(
θ(αdθ̄β) + θ̄(αdθβ)

)
èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëèøü Q-ñóïåðñèììåòðèè:

dF = dxαβ
∂F

∂xαβ
+ dθα

∂F

∂θα
+ dθ̄α

∂F

∂θ̄α
=

= △̃xαβ∂αβF + dθαDαF + dθ̄αDαF = (3.12)

= △xαβ∇αβF + dθα∇αF + dθ̄α∇αF.

Ñðàâíåíèå ïåðâîé è âòîðîé ñòðî÷åê äàííîãî âûðàæåíèÿ ïðèâîäèò ê ñòàíäàðòíûì êîâàðè�

àíòíûì ïðîèçâîäíûì â ñóïåðïðîñòðàíñòâå:

Dα =
∂

∂θα
− i θ̄β ∂αβ , Dα =

∂

∂θ̄α
− i θβ ∂αβ ,

{
Dα, Dβ

}
= −2i∂αβ , {Dα, Dβ} = 0.(3.13)

Ñðàâíåíèå âòîðîé è òðåòüåé, ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè ïåðåïèñàòü äè��åðåíöèàëû dψα, dψ̄
α

÷åðåç △xαβ, dθα, dθ̄α ëèáî △̃xαβ, dθα, dθ̄α, ïðèâîäèò ê ïðîèçâîäíûì

∇αβ = (E−1)αβ
γδ∂γδ, Eαβ

γδ = δ(γα δ
δ)
β − i

(
ψ(γ∂αβψ̄

δ)
+ ψ̄

(γ
∂αβψ

δ)
)
,

∇α = Dα − i
(
ψβDαψ̄

γ
+ ψ̄

β
Dαψ

γ
)
∇βγ = Dα − i

(
ψβ∇αψ̄

γ
+ ψ̄

β∇αψ
γ
)
∂βγ , (3.14)

∇α = Dα − i
(
ψβDαψ̄

γ
+ ψ̄

β
Dαψ

γ
)
∇βγ = Dα − i

(
ψβ∇αψ̄

γ
+ ψ̄

β∇αψ
γ
)
∂βγ .

Èõ ñòðóêòóðà âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò ñòðóêòóðó êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ìåõàíèêå, ñ

ó÷åòîì î÷åâèäíûõ óñëîæíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ èíäåêñîâ

ó ïðîèçâîäíûõ è òåòðàä. Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ òàêæå ñõîæè:

{∇α,∇β} = −2i
(
∇αψ

γ∇βψ̄
δ
+∇αψ̄

γ∇βψ
δ
)
∇γδ,

{
∇α,∇β

}
= −2i∇αβ − 2i

(
∇αψ

γ∇βψ̄
δ
+∇αψ̄

γ∇βψ
δ
)
∇γδ, (3.15)

[∇αβ ,∇γ] = −2i
(
∇αβψ

µ∇γψ̄
ν
+∇αβψ̄

µ∇γψ
ν
)
∇µν ,

[∇αβ ,∇γδ] = 2i
(
∇αβψ

µ∇γδψ̄
ν −∇γδψ

µ∇αβψ̄
ν)∇µν .

Îïèñàííûõ èíñòðóìåíòîâ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ äåéñòâèÿ.
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3.2.2. Íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ �îðì Êàðòàíà

Ôîðìû Êàðòàíà ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì âàæíûõ ñâåäåíèé î äåéñòâèè ìåìáðàíû. Îíè

ïîçâîëÿþò íàéòè èíâàðèàíòíûå ñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëÿìè è êîâàðèàíòíûå óðàâíåíèÿ äâè�

æåíèÿ, à òàêæå áîçîííîå äåéñòâèå.

Óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè

Êàê è â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå, íà ñóïåðïîëÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì íàëîæèòü

êîâàðèàíòíûå ñâÿçè. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ �îðìû ΩZ , ΩZ . Âûäåëÿÿ â ýòèõ

óñëîâèÿõ êîý��èöèåíòû ïðè △xαβ, dθα, dθ̄α, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

∇αβq = −iΛγδ

(
th 2

√
Y√

Y

)γδ

αβ

, ∇αq = −2iψα, ∇αq = 0,

∇αβq = iΛγδ

(
th 2

√
Y√

Y

)γδ

αβ

, ∇αq̄ = 0, ∇αq̄ = −2iψ̄α. (3.16)

Äàííûå óñëîâèÿ âûðàæàþò âñå ïðèñóòñòâîâàâøèå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ �àêòîð-ïðîñòðàí�

ñòâà ñóïåðïîëÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå áîçîííûõ ñóïåðïîëåé q, q̄ (îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà [38℄).

Êðîìå òîãî, ñâÿçè (3.16) íàëàãàþò íà ñóïåðïîëÿ q, q̄ óñëîâèÿ, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîâïà�

äàþùèå ñ óñëîâèÿìè, âûäåëÿþùèìè êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò N = 2, d = 3 ñóïåðñèììåòðèè.

Ïîñêîëüêó âñå íåëèíåéíûå ÷àñòè ýòèõ óñëîâèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå q, q̄, ýòè

óñëîâèÿ òàêæå ïðèâîäÿò ê íåïðèâîäèìîìó ìóëüòèïëåòó ñ òåì æå êîìïîíåòíûì ñîñòàâîì

(äâà �èçè÷åñêèõ ñêàëÿðà, ÷åòûðå �èçè÷åñêèõ �åðìèîíà, äâà âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëÿ). Êàê

è â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå, ÿâíóþ ñâÿçü âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ, ∇αβq è ∇αψβ ìîæ�

íî íàéòè, àíàëèçèðóÿ âñå ñëåäñòâèÿ óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè ñ ó÷åòîì àíòèêîììóòàòîðîâ

ñïèíîðíûõ ïðîèçâîäíûõ (3.15). Ïîñêîëüêó êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò îïðåäåëåí âíå ìàññîâîé

ïîâåðõíîñòè, âñå ýòè óñëîâèÿ - êèíåìàòè÷åñêèå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íåîáõîäèìûå äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõà�

íèêå, ñëåäîâàëî ïðèðàâíÿòü â íóëþ dθ, dθ̄ - ïðîåêöèè �îðì ωS, ω̄S. Êðîìå òîãî, ýòè óñëîâèÿ

ïîçâîëÿëè íå ïðîâîäèòü äåòàëüíûé ðàçáîð âñåõ ñëåäñòâèé èç àíòèêîììóòàòîðîâ. Â äàííîì

ñëó÷àå óñëîâèÿ ΩS|dθ,dθ̄ = 0, ΩS|dθ,dθ̄ = 0 ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèÿì

ΩS| = 0 ⇒ (a) ∇αψβ = 0, (b) ∇βψ
α = −iΛβ

γ

(
tg 2

√
T√

T

)α

γ

, (3.17)

ΩS
∣∣ = 0 ⇒ (a) ∇αψ̄β = 0, (b) ∇βψ̄

α
= iΛβ

γ

(
tg 2

√
T√

T

)α

γ

,
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âìåñòå ñ óñëîâèÿìè (3.16) àíàëîãè÷íûìè óñëîâèÿì ñóïåðýìáåääèíãà [49℄.

Óñëîâèÿ ∇αψβ ∼ ∇α∇βq = 0 è ∇αψ̄β ∼ ∇α∇βq̄ = 0 ñîäåðæàò óðàâíåíèÿ âñïî�

ìîãàòåëüíûõ ïîëåé: â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îíè èìåþò âèä DαDβq ∼ ǫαβD
γDγq = 0,

DαDβq̄ ∼ ǫαβD
γDγq̄. Îíè íå ïðîòèâîðå÷àò àëãåáðå ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó ñ ó÷åòîì ýòèõ

óñëîâèé {∇α,∇β} = 0, {∇α,∇β} = 0. Òàêæå èç íèõ ñëåäóþò ïðàâèëüíûå êîâàðèàíòíûå

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ∇α∇αq = 0, ∇α∇αq̄ = 0 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìóëüòèïëåòà. Èç äðó�

ãèõ ñîîòíîøåíèé (3.17) ñëåäóþò âûðàæåíèÿ òàêæå äëÿ ∇βψ
α, ∇βψ̄

α
. Îíè, îäíàêî, õîòÿ è

âåðíû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, òåõíè÷åñêè ìàëî ïîëåçíû. Äëÿ òîãî,

÷òîáû ïîëó÷èòü èç íèõ âûðàæåíèÿ ∇βψ
α, ∇βψ̄

α
÷åðåç ∇αβq, òðåáóåòñÿ ïåðåñóììèðîâàòü

ðÿä â òåðìèíàõ ìàòðèöû Y αβ
γδ = ΛαβΛ

γδ
+ ΛαβΛ

γδ
�îðìû ΩZ , íî íåò î÷åâèäíîãî ñïîñîáà

îñóùåñòâèòü ýòî. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî àíòèñèì�

ìåòðè÷íûå ÷àñòè ∇βψα, ∇βψ̄α ðàâíû íóëþ.

×òîáû íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ ∇βψ
α|θ→0, ∇βψ̄

α|θ→0 íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè, òðåáóåìûå

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè,

íóæíî ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ àíòèêîììóòàòîðàìè ñïèíîðíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ îáëåã÷å�

íèÿ àíàëèçà ñëåäñòâèé àíòèêîììóòàòîðîâ èìååò ñìûñë ïåðåéòè ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì,

ââåäÿ ìàòðèöû

(
σA
)
αγ

(
σB
)βγ

= ηABδβα + ǫABC (σC)
β
α , ǫ012 = 1, ηAB = diag{1,−1,−1}. (3.18)

Òîãäà, åñëè ïîäñòàâèòü â àíòèêîììóòàòîðû {∇α,∇β}q|θ→0, {∇α,∇β}q̄|θ→0 âûðàæåíèÿ äëÿ

ïðîèçâîäíûõ q, q̄, ψα, ψ̄
α
â òåðìèíàõ îáúåêòîâ ñ âåêòîðíûìè èíäåêñàìè

∇αψβ|θ→0 =
(
σA
)
αβ
JA, ∇βψ̄α|θ→0 =

(
σA
)
αβ
JA,

(∇αβq)|θ→0 =
(
σA
)
αβ

DAq, (∇αβq̄)|θ→0 =
(
σA
)
αβ

DAq̄, (3.19)

è ó÷åñòü óðàâíåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé (3.17), òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíå�

íèé

JC = DCq
(
1− J · J +XX

)
+ JC(J · Dq) + JC(J · Dq),

JC = DC q̄
(
1− J · J +XX

)
+ JC(J · Dq̄) + JC(J · Dq̄). (3.20)

Çäåñü J · J = JAJA è ò.ï.

Íàèáîëåå îáùàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðóþ, ïðåäïîëîæèòåëüíî, ìîãóò èìåòü âåêòîðû JA, JA

åñòü

JA = f1DAq + f2(Dq · Dq)DAq̄ + f3
√

DqDqǫABCDBqDC q̄. (3.21)
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè äåéñòâèòåëüíû è çàâèñÿò îò ñêàëÿðîâ ξ = DAqDAq̄, η =

DAqDAq, η̄ = DAq̄DAq̄. Äàííàÿ ñòðóêòóðà îáåñïå÷èâàåò êîâàðèàíòíîñòü àíçàöà îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé JA → JAe
iα, JA → JAe

−iα, DAq → DAqe
iα, DAq̄ → DAq̄e

−iα
.

Ïîäñòàâèâ äàííûé àíçàö â óðàâíåíèÿ (3.20), ìîæíî íàéòè, ÷òî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

f1 = 1, f2 =
2

1− 2Dq · Dq̄ +
√

(1− 2Dq · Dq̄)2 − 4(Dq · Dq)(Dq̄ · Dq̄)
, f3 = 0. (3.22)

Òàêèì îáðàçîì,

JC = DCq
(
1− J · J

)
+ JC(J · Dq) + JC(J · Dq), JA = f1DAq + f2(Dq · Dq)DAq̄,

JC = DC q̄
(
1− J · J

)
+ JC(J · Dq̄) + JC(J · Dq̄), JA = f1DAq̄ + f2(Dq̄ · Dq̄)DAq. (3.23)

Îòñþäà óæå íåñëîæíî íàéòè �óíêöèè f1, f2. �åøåíèå èìååò âèä

JA = DAq +
2(Dq · Dq)DAq̄

1− 2Dq · Dq̄ +
√
(1− 2Dq · Dq̄)2 − 4(Dq · Dq)(Dq̄ · Dq̄)

, JA = (JA)
† . (3.24)

Áîçîííîå äåéñòâèå

Ñóïåðïîëåâîå äåéñòâèå äëÿ ñóïåðáðàí ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ çà�èêñèðîâàíî òðåáî�

âàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî äâóõ ñóïåðñèììåòðèé, è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî è äëÿ

êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ âûïîëåíèÿ ýòèõ òðåáîâàíèé äîñòàòî÷íî. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ñóïåð�

ñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ âî ìíîãîì îáîáùåíèåì áîçîííîãî, óäîáíî íàéòè áîçîííîå

äåéñòâèå çàðàíåå.

Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê áîçîííîìó äåéñòâèþ, çà íåèìåíèåì ñóïåðñèììåòðèé, ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ïóàíêàðå â D = 5. Ýòî ïîçâîëÿåò ëèáî íàïèñàòü àíçàö

äëÿ äåéñòâèÿ è çà�èêñèðîâàòü �óíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë â íåì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé

(3.6) â áîçîííîì ïðåäåëå, ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî �îðìà ΩP ïî ïîñòðîåíèþ êîâàðèàíò�

íà îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Âûðàçèâ â íåé Λαβ = Λαβ|θ→0 ÷åðåç ∂αβq = ∇αβq|θ,ψ→0

ñ ïîìîùüþ ΩZ = 0, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ �îðìó îáúåìà, èíòåãðàë îò êîòîðîé

è áóäåò äåéñòâèåì. Òðåòèé âîçìîæíûé ñïîñîá, àíàëèç ñóïåðïîëåâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ

ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì �åðìèîíîâ, áîëåå ñëîæåí, è íåò ñìûñëà ïðèìåíÿòü åãî, êîãäà åñòü

äîïîëíèòåëüíàÿ �èêñèðóþùàÿ äåéñòâèå ñèììåòðèÿ.

Ïðåíåáðåãàÿ �åðìèîíàìè â (3.8), èç óñëîâèé ΩZ = 0, ΩZ = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü

∂αβq = −iΛγδ

(
th 2

√
Y√

Y

)γδ

αβ

, ∂αβ q̄ = iΛγδ

(
th 2

√
Y√

Y

)γδ

αβ

,

ΩP = dxαβPγδe
γδ
αβ, eγδαβ =

(
1

ch 2
√
Y

)γδ

αβ

, SD5bos =
∫
d3x det e. (3.25)
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Ñóùåñòâåííî, ÷òî êâàäðàò òåòðàäû eµναβe
γδ
µν ìîæåò áûòü âûðàæåí â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ

q, q̄ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé �îðìóëû

gγδαβ ≡ eµναβe
γδ
µν = δγ(αδ

δ
β) − ∂αβq∂

γδ q̄ − ∂αβ q̄∂
γδq ⇒ SD5bos =

∫
d3x
√

det g. (3.26)

×òîáû ïðèäàòü ñìûñë äåòåðìèíàíòàì, ïîäîáíûì (3.25), (3.26), èìååò ñìûñë ñíîâà ïå�

ðåéòè ê âåêòîðíûì îáîçíà÷åíèÿì. Ìîæíî ïðèíÿòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

∂αβ =
(
σA
)
αβ
∂A, gBA =

1

2
(σA)

αβ
(
σB
)
γδ
gγδαβ (3.27)

(ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îáåñïå÷èâàåò, ÷òî ìàòðèöà ñ âåêòîðíûìè èíäåêñàìè òàêæå íà÷èíàåò�

ñÿ ñ åäèíè÷íîé). Òîãäà, ðàçëàãàÿ äåòåðìèíàíò ñèììåòðè÷íîé 3× 3 ìàòðèöû ïî ñòåïåíÿì åå

ñëåäîâ, ìîæíî íàéòè, ÷òî

det gBA =
1

6
(Trg)3 − 1

2
TrgTrg2 +

1

3
Trg3 ⇒

SD5bos =

∫
d3x

√
(1− 2∂Aq∂Aq̄)

2 − 4 (∂Bq∂Bq) (∂C q̄∂C q̄). (3.28)

Äàííîå äåéñòâèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî áîçîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.6), â ÷åì ìîæíî

óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

3.2.3. Íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ è ñòðóêòóðà äåéñòâèÿ

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, â èñïîëüçóåìîì êîìïîíåíòîì ïîäõîäå ê äåéñòâèÿì ñóïåðáðàí

íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü. Îíà ïîëíîñòüþ �èêñèðóåò ñïîñîá,

êîòîðûì �åðìèîíû âõîäÿò â äåéñòâèå.

Îáîáùåíèå áîçîííîãî äåéñòâèÿ

Ïåðåä òåì, êàê ðàññìàòðèâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè,

ñëåäóåò îïðåäåëèòü èñïîëüçóåìûå êîìïîíåíòû. Êàê è â ìåõàíèêå, èìååò ñìûñë îïðåäåëèòü

êîìïîíåíòû êàê

q = q|θ→0, q̄ = q̄|θ→0, ψ
α = ψα|θ→0, ψ̄

α = ψ̄
α|θ→0. (3.29)

Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ψα =
i

2
∇αq, è óäîáíî, ïîñêîëüêó îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîé çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ �åðìèîííîé êîìïîíåíòû.

Ìîæíî çàìåòèòü (3.5), ÷òî êîîðäèíàòû θα, θ̄α èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

S-ñóïåðñèììåòðèè, è ïîýòîìó êîìïîíåíòû ïðåîáðàçóþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Òîãäà íóæíûå çàêîíû ìîæíî ïîëó÷èòü, óñòðåìèâ θα ê íóëþ:

δSq = 0, δS q̄ = 0, δSψ
α = εα, δSψ̄

α = ε̄α, δSx
αβ = i

(
ε(αψ̄β) + ε̄(αψβ)

)
, (3.30)
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èëè, â àêòèâíîé �îðìå,

δ⋆Sq = −UA∂Aq, δ
⋆
S q̄ = −UA∂Aq̄, δ

⋆
Sψ

α = εα − UA∂Aψ
α, δ⋆Sψ̄

α = ε̄α − UA∂Aψ̄
α, (3.31)

ãäå UA = i
(
ε(αψ̄β) + ε̄(αψβ)

) (
σA
)
αβ
.

Êàê è â ìåõàíèêå, ïðîèçâîäíàÿ q èìååò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èíîé ñòðóêòóðîé:

δ⋆S∂Aq = −UM∂M∂Aq − ∂AU
M∂Mq. (3.32)

Ïîñêîëüêó ψα ïðåîáðàçóþòñÿ òàê æå, êàê è ψα
, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî DAq =

1/2 (σA)
αβ ∇αβq|θ→0 áóäåò èìåòü áîëåå ïðîñòîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îïðå�

äåëèâ Eγδαβ =
(
Eγδ
αβ

)
|θ→0, Dαβ = (E−1)

γδ

αβ ∂γδ, ìîæíî íàéòè, ÷òî

EB
A = 1

2
(σA)

αβ
(
σB
)
γδ
Eγδ
αβ = δBA − i

(
ψγ∂Aψ̄

δ
+ ψ̄

δ
∂Aψ

γ
) (
σB
)
γδ

⇒

δ⋆SEBA = −∂AUCEBC − UC∂CEBA , δ⋆S (E−1)
B

A = DAU
B − UC∂C (E−1)

B

A , (3.33)

δ⋆S det E = −∂A
(
UA det E

)
, δ⋆SDAq = −UB∂BDAq, δ

⋆
SDAψ

α = −UB∂BDAψ
α.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

δ⋆SF (DAq,DB q̄) = −UM∂MF, δ
⋆ (det E · F (DAq,DB q̄)) = −∂M

(
UM det E · F

)
, (3.34)

ãäå F - ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå áîçîííîãî äåé�

ñòâèÿ äîëæíî ñîñòîÿòü â çàìåíå â íåì ïðîèçâîäíûõ ∂A → DA è ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ

d3x → d3x det E . Êðîìå òîãî, ìîæíî äîïóñòèòü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå

∫
d3x det E , ñâî�

äÿùååñÿ ê ïîñòîÿííîé â áîçîííîì ïðåäåëå.

×ëåí Âåññà-Çóìèíî

×ëåí Âåññà-Çóìèíî èìååò ïðèíöèïèàëüíóþ âàæíîñòü äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé. Â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îí ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç çàìêíóòîé 4-�îðìû, èíâàðèàíòíîé

îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè; åñëè ýòó �îðìó Ω4 âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

dΩ3, òî èíòåãðàë
∫
Ω3 è áóäåò èñêîìûì ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî [50℄. Îäíàêî, â äàííîì îòíîñè�

òåëüíî ïðîñòîì ñëó÷àå åãî ñòðóêòóðó ìîæíî óãàäàòü. Î÷åâèäíî, äàííîå ñëàãàåìîå äîëæíî

áûòü ïðîïîðöèîíàëüíî �åðìèîíàì è ñîäåðæàòü DAq, DAq̄ è òåíçîð ǫABC . Ìîæíî îæèäàòü,

÷òî ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî èìååò âèä

SWZ = i

∫
d3x det EǫABCDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)
. (3.35)
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(Çíàê â ïîñëåäíåì ìíîæèòåëå âûáðàí òàê, ÷òîáû íå ïîëó÷èòü ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ). Îí

îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèè. Äåéñòâèòåëüíî, âàðüèðóÿ åãî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (3.31), (3.32),

δ⋆SSWZ = i

∫
d3x det EǫABCDAqDB q̄

(
εαDCψ̄

α + ε̄αDCψα
)
−
∫
d3x∂A

(
UALWZ

)
. (3.36)

Âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü ïîëíàÿ äèâåðãåíöèÿ. Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ìîæíî óñòðàíèòü det E ,
âûäåëèâ èç òðåõ ïðîèçâîäíûõ E−1

, è âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì

ǫABC
(
E−1
)M
A

(
E−1
)N
B

(
E−1
)P
C
=

1

det E ǫ
MNP . (3.37)

Ïîñëå ýòîãî î÷åâèäíî, ÷òî è ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü ïîëíàÿ äèâåðãåíöèÿ.

Óñòðàíèâ â (3.35) det E ñ ïîìîùüþ (3.37), ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ÷ëåíà

Âåññà-Çóìèíî

SWZ = i

∫
d3xǫABC∂Aq∂B q̄

(
ψα∂Cψ̄

α + ψ̄α∂Cψα
)
. (3.38)

Òàêèì îáðàçîì, áîçîííîå äåéñòâèå è òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèè ñïîñîáíû çà�èêñèðîâàòü ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå ñ òî÷íîñòüþ

äî äâóõ êîíñòàíò

S =

∫
d3x(1 + α)−

∫
d3x det E

(
α +

√
(1− 2Dq · Dq̄)2 − 4(Dq · Dq)(Dq̄ · Dq̄)

)
+

+iβ

∫
d3x det EǫABCDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)
. (3.39)

Äàííûå êîíñòàíòû äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé íåíàðóøåííîé ñó�

ïåðñèììåòðèè. Òðèâèàëüíîå äåéñòâèå

∫
d3x äîáàâëåíî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðåäåë Sq,ψ→0 = 0.

3.2.4. Íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ âòîðûì îñíîâ�

íûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëåìûì ê äåéñòâèþ.

Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè èìåþò âèä (3.4)

δQx
αβ = i

(
ǫ(αθ̄β) + ǭ(αθβ)

)
, δQθ

α = ǫα, δQθ̄
α = ǭα. (3.40)

Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè àêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðïîëåé

δ⋆Qf = −δQθα
∂f

∂θα
− δQθ̄

α ∂f

∂θ̄α
− δQx

αβ ∂f

∂xαβ
(3.41)



85

è, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ∇αψβ|θ→0 =
(
σA
)
αβ
JA, ∇βψ̄α|θ→0 =

(
σA
)
αβ
JA (3.19), òàêæå èõ

ïåðâûõ êîìïîíåíò (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå θα, ïðîïàäàþò):

δ⋆Qf = δ⋆Qf |θ→0 ∼ −ǫαDαf |θ→0 − ǭαDαf |θ→0 ≡ −ǫα∇αf |θ→0 − ǭα∇αf |θ→0 −HA∂Af. (3.42)

Çäåñü HA = i
(
ǫβψβJ

A + ǭβψ̄βJ
A + ǫABC

[
ǫβψγJB + ǭβψ̄γJB

]
(σC)βγ

)
. Äàííîå ñëàãàåìîå ïîÿâ�

ëÿåòñÿ èç ðàçíèöû ∇α −Dα, ∇α −Dα ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3.17).

Èñïîëüçóÿ äàííûå �îðìóëû, ìîæíî íåìåäëåííî ïîëó÷èòü

δ⋆Qq = 2iǫαψα −HC∂Cq, δ⋆Qψα = −ǭβ
(
σA
)
αβ
JA −HC∂Cψα,

δ⋆Qq̄ = 2iǭαψ̄α −HC∂C q̄, δ⋆Qψ̄α = −ǫβ
(
σA
)
αβ
JA −HC∂C ψ̄α,

δ⋆QEBA = 2i
[
ǫβ∂AψβJ

B + ǭβ∂Aψ̄βJ
B
]
− ∂AH

CEBC +

+2i
[
ǫβ∂Aψ

γJC + ǭβ∂Aψ̄
γJC

]
ǫBCD (σD)βγ −HC∂CEBA , (3.43)

δ⋆QDAq = 2iǫαDAψα − 2i
[
ǫβDAψβJ

C + ǭβDAψ̄βJ
C
]
DCq +

−2i
[
ǫβDAψ

γJC + ǭβDAψ̄
γJC
]
ǫBCDDBq (σD)βγ −HC∂CDAq,

δ⋆QDAq̄ = 2iǭαDAψ̄α − 2i
[
ǫβDAψβJ

C + ǭβDAψ̄βJ
C
]
DC q̄ +

−2i
[
ǫβDAψ

γJC + ǭβDAψ̄
γJC
]
ǫBCDDB q̄ (σD)βγ −HC∂CDAq̄.

Òàêæå èìååò ñìûñë âû÷èñëèòü âàðèàöèè det E è ñêàëÿðîâ ξ = Dq · Dq̄, η = Dq · Dq, η̄ =

Dq̄ · Dq̄, îò êîòîðûõ çàâèñèò äåéñòâèå

δ⋆Qξ = X1 [1− ξ + fJηη̄]−X2 [1 + fJξ]−X5 +X6fJ −HC∂Cξ,

δ⋆Qηη̄ = −2X1ηη̄ [1 + fJξ] + 2X2 [1− ξ + fJηη̄]− 2X5 + 2X6fJηη̄ −HC∂C(ηη̄), (3.44)

δ⋆Q det E = X1 + fJX2 +X3 + fJX4 − ∂A
(
HA det E

)
.

Çäåñü ââåäåíû íåçàâèñèìûå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

X1 = 2i
[
ǫαDAψαDAq̄ + ǭαDAψ̄αDAq

]
,

X2 = 2i
[
ǫαDAψαDAqη̄ + ǭαDAψ̄αDAq̄η

]
,

X3 = 2i
[
ǫβDAψ

γDB q̄ + ǭβDAψ̄
γDBq

]
ǫABC (σC)βγ ,

X4 = 2i
[
ǫβDAψ

γDBqη̄ + ǭβDAψ̄
γDB q̄η

]
ǫABC (σC)βγ , (3.45)

X5 = 2i
[
ǫβDAψ

γDAq̄ − ǭβDAψ̄
γDAq

]
ǫBCDDBqDC q̄ (σD)βγ ,

X6 = 2i
[
ǫβDAψ

γDAqη̄ − ǭβDAψ̄
γDAq̄η

]
ǫBCDDBqDC q̄ (σD)βγ ,

à òàêæå îáîçíà÷åíèå

fJ =
2

1− 2ξ +
√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

⇒ JA = DAq + fJηDAq̄. (3.46)
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Âàðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà L0 = (1+α)−det E
[
α +

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

]
ñîäåðæèò îäíó

íåîïðåäåëåííóþ êîíñòàíòó. Îíà îïðåäåëÿåò ìíîæèòåëè ïðè êèíåòè÷åñêèõ ÷ëåíàõ áîçîíîâ è

�åðìèîíîâ, ñóùåñòâóþùèõ â ñàìîì íèçøåì ïðèáëèæåíèè, êîãäà âëèÿíèå ÷ëåíà Âåññà-Çóìè�

íî åùå íå ñêàçûâàåòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíà ìîæåò áûòü çà�èêñèðîâàíà ïðè

àíàëèçå îäíîé ëèøü âàðèàöèè δ⋆QL0.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå HA
(δ⋆Q det E = . . . −

∂M(HM det E), δ⋆Qξ = . . . − HM∂Mξ, δ⋆Qη = . . . − HM∂Mη) ìîãóò áûòü ñîáðàíû â ïîë�

íóþ äèâåðãåíöèþ, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò êîíêðåòíîãî âèäà �óíêöèè F (ξ, ηη̄) â îñíîâíîé

÷àñòè äåéñòâèÿ.

Êîý��èöèåíò ïðè X1 â âàðèàöèè îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

− det EX1

{
α +

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄ − 2(1− 2ξ)(1− ξ − fJηη̄)− 4ηη̄(1 + fJξ)√

(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

}
. (3.47)

X1 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé äàæå â íèçøåì ïðèáëèæåíèè, è êîý��èöèåíò ïðè íåì

äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ðàâåí íóëþ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = 1. Ïðè äàííîì α êîý��èöèåíò ïðè X2, èìåþùèé âèä

− det E
{
fJ

(
α +

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

)
+

2(1− 2ξ)(1 + fJξ)− 4(1− ξ − fJηη̄)√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

}
, (3.48)

òàêæå ðàâåí íóëþ.

Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè ëàãðàíæèàíà

δ⋆QL0 = −2 det E (X5 + fJX6)− det E (X3 + fJX4)

[
1 +

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

]
. (3.49)

òåì íå ìåíåå, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé, è äåéñòâèå äëÿ ìåìáðàíû ìîæåò áûòü èí�

âàðèàíòíûì òîëüêî ñ ó÷åòîì ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî.

Âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî

Äëÿ âàðüèðîâàíèÿ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî â ïðåäñòàâëåíèè (3.38)

LWZ = iǫABC∂Aq∂B q̄
(
ψα∂C ψ̄

α + ψ̄α∂Cψα
)
, (3.50)

ýêâèâàëåíòíîì (3.35).

Çàïèñü, ïðèíÿòàÿ äëÿ çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàìåòíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ. ×ëåíû

ñ ïðîèçâîäíûìè HM
, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè âàðüèðîâàíèè ∂Aq, ∂B q̄, ∂Cψα, ∂C ψ̄

α
, ñ ïîìîùüþ

òîæäåñòâà

ǫABC∂AH
D = ǫDBC∂AH

A + ǫADC∂AH
B + ǫABD∂AH

C . (3.51)
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ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê âèäó

−i∂DH
DǫABC∂Aq∂B q̄

(
ψα∂C ψ̄

α + ψ̄α∂Cψα
)
. (3.52)

Âìåñòå ñ ÷ëåíàìè ñ HA
áåç ïðîèçâîäíûõ −HD∂DLWZ , îíè, î÷åâèäíî, îáðàçóþò ïîëíóþ

äèâåðãåíöèþ. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàòü ÿâíûé âèä HA
íå òðåáóåòñÿ.

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå âàðèàöèè ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî èìåþò âèä

δ⋆QLWZ ∼ −2ǫABC
[
ǫα∂Aψα∂B q̄ + ǭα∂Bψ̄α∂Aq

] (
ψβ∂Cψ̄

β + ψ̄β∂Cψβ
)
−

−i∂C

[
ǫABC∂Aq∂B q̄

(
ǫβψαJD − ǭβψ̄αJD

) (
σD
)
αβ

]
+ (3.53)

+2iǫABC∂Aq∂B q̄
[
ǫβ∂Cψ

αJD − ǭβ∂Cψ̄
αJD

] (
σD
)
αβ
.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà (3.53) ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ è det E (3.37) è

èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà ǫABCJD = ǫDBCJA + ǫADCJB + ǫABDJC ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

âèäó

− det EX3 (ξ + fJηη̄) + det EX4 (1 + ξfJ) + det E (X5 + fJX6) . (3.54)

ßñíî, ÷òî X5 è X6 â ïîëíîé âàðèàöèè (3.49)+(3.53) ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè êîý��èöèåíò ïðè

÷ëåíå Âåññà-Çóìèíî ïðèíÿòü ðàâíûì 2. Ïîñëå ýòîãî êîý��èöèåíò ïåðåä X4 îêàçûâàåòñÿ ðàâ�

íûì íóëþ, à ïåðåä X3 - ìèíóñ äâóì. Äðóãèì íåòðèâèàëüíûì âêëàäîì â âàðèàöèþ ÿâëÿåòñÿ

ïåðâàÿ ñòðîêà â (3.53). ×òîáû óâèäåòü, ÷òî äàííûå âêëàäû ñîêðàùàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîëíîé äèâåðãåíöèè, íóæíî ïðåîáðàçîâàòü X3:

−2X3 = −4i
[
ǫβ∂Aψ

γ∂B q̄ + ǭβ∂Aψ̄
γ∂Bq

]
ǫABCEDC (σD)βγ =

= −4i
[
ǫβ∂Aψ

γ∂B q̄ + ǭβ∂Aψ̄
γ∂Bq

]
(σC)βγ ǫ

ABC − (3.55)

−8ǫABC
(
ǫβ∂Aψ

γ∂B q̄ + ǭβ∂Aψ̄
γ∂Bq

) (
ψ(β∂C ψ̄γ) + ψ̄(β∂Cψγ)

)
.

Ïîñëåäíÿÿ ñòðî÷êà çäåñü íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à�

ñòÿì ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê

−8ǫABC
(
q̄ǫβ∂Aψβ − qǭβ∂Aψ̄β

)
∂Bψµ∂Cψ̄

µ. (3.56)

Î÷åâèäíî, äàííîå ñëàãàåìîå êîìïåíñèðóåòñÿ ïåðâîé ñòðî÷êîé (3.53) ïîñëå àíàëîãè÷íîãî èí�

òåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíîå äåéñòâèå èìååò âèä

S =

∫
d3x

[
2− det E

(
1 +

√
(1− 2Dq · Dq̄)2 − 4(Dq · Dq)(Dq̄ · Dq̄)

)]
+

+2i

∫
d3x det EǫABCDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)
. (3.57)
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3.3. Äóàëüíûå äåéñòâèÿ

Åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîé òåîðèè ïîëÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ q, ñîîòâåò�

ñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

δS

δq
= 0 ⇒ ∂AF

A = 0, FA =
∂L
∂Aq

. (3.58)

Åñëè âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

L′ =
∂L
∂Aq

∂Aq − L, (3.59)

òî ìîæíî ïîëó÷èòü ëàãðàíæèàí, çàâèñÿùèé îò FA = ∂L
∂Aq

. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

äëÿ q ∂AF
A = 0, ïîëó÷åííîå èç ïåðâîãî ëàãðàíæèàíà, îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì, êîòîðîìó

äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îáúåêò FA
. Â òðåõìåðíûõ òåîðèÿõ òàêîé âèä èìååò âòîðîå óðàâíå�

íèå Ìàêñâåëëà, è äóàëüíîå äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (â

îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûì).

�àññìîòðåííîå ðàíåå ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå äëÿ ìåìáðàíû â D = 5 ñîäåðæèò äâà

áîçîííûõ ïîëÿ, è ìîæíî äóàëèçîâàòü ëèáî îäíî èç íèõ, ëèáî îáà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîé

äóàëèçàöèè íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê äåéñòâèòåëüíûì ïîëÿì q = (u+ iv)/
√
2, q̄ = (u− iv)/

√
2:

Suv =

∫
d3x

[
2− det E

(
1 +

√
(1− 2Du · Du)(1− 2Dv · Dv)− 4(Du · Dv)2)

)]
+

+2

∫
d3x det EǫABCDAuDBv

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)
. (3.60)

Â äàëüíåéøåì óäîáíî îáîçíà÷èòü F = 1 +
√
(1− 2Du · Du)(1− 2Dv · Dv)− 4(Du · Dv)2).

3.3.1. Îäíî äóàëèçîâàííîå ïîëå

Âàðüèðóÿ (3.60) ïî ïîëþ v, ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ íàïðÿæåííîñòü

∂AV
A = 0, V D = det E (E−1)

D

B

[
Ṽ B + 2ǫABCDAu

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)]
,

Ṽ B = 2
F

[
(1− 2Du · Du)DBv + 2(Du · Dv)DBu

]
. (3.61)

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû, ÷òîáû âûðàçèòü DBv â òåðìèíàõ ṼB.

Òàêæå òðåáóåòñÿ íàéòè Ṽ ADAv:

LuV = Luv −
∂Luv
∂Av

∂Av = 2− det E
[
Ṽ ADAv + 1 + F

]
. (3.62)

�àçðåøèòü ñîîòíîøåíèå äëÿ DBv (3.61) ìîæíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

Ṽ ADAu =
2

F
(Du · Dv) ⇒ Ṽ ADAv =

1− 2(Du · Du)
F

− F, DAv =
F

2

ṼA − 2(Ṽ · Du)DAu

1− 2(Du · Du) .(3.63)
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Âû÷èñëèòü F â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ Ṽ A, DAu ìîæíî, åñëè ïîäñòàâèòü â F 2
èçâåñòíûå

ñîîòíîøåíèÿ (3.63), è ðåøèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

F =
1− 2(Du · Du)√

1− 2(Du · Du) + Ṽ 2

2
− (Ṽ · Du)

. (3.64)

Ñëåäîâàòåëüíî, äóàëüíîå äåéñòâèå èìååò âèä

SuV = 2

∫
d3x−

∫
d3x det E



1 +

√

1− 2(Du · Du) + Ṽ 2

2
− (Ṽ · Du)2



 . (3.65)

Â íåì îòñóòñòâóåò ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî, ïîñêîëüêó îí ëèíååí ïî DAv è âõîäèò îäèàêîâûì

îáðàçîì â îáà ñëàãàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ äåéñòâèå

óäîáíî çàïèñûâàòü â òåðìèíàõ Ṽ A
, èñòèííîé íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ V A

(3.61).

3.3.2. Äâà äóàëèçîâàííûõ ïîëÿ

Âàðüèðóÿ ëàãðàíæèàí ïî u, v, ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå íàïðÿæåííîñòè

∂AU
A = 0, UD = det E

(
E−1
)D
A

[
ŨA + 2ǫABCDBv

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)]
,

∂AV
A = 0, V D = det E

(
E−1
)D
B

[
Ṽ B + 2ǫABCDAu

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)]
, (3.66)

ãäå

ŨA =
2

F

[
(1− 2(Dv · Dv))DAu+ 2(Du · Dv)DAv

]
,

Ṽ A =
2

F

[
(1− 2(Du · Du))DAv + 2(Du · Dv)DAu

]
. (3.67)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçðåøèòü äàííûå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñèòåëüíî DAu, DAv, ïîëåçíî çàìåòèòü,

÷òî èç (3.67) ñëåäóåò, ÷òî

ǫABCŨAṼB = 4ǫABCDAuDBv. (3.68)

Âîçâåäåííîå â êâàäðàò, ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê

Ũ2Ṽ 2 −
(
Ũ · Ṽ

)2
= 16

[
(Du · Du)(Dv · Dv)− (Du · Dv)2

]
. (3.69)

Î÷åâèäíî, âñå ÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ïîDAu, DAv â F
2
ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ñ ïîìîùüþ

ýòèõ ñîîòíîøåíèé. Òîãäà, âîçâîäÿ (3.67) â êâàäðàò è ñíîâà ïðèìåíÿÿ (3.69), ìîæíî ïîëó÷èòü

(Du · Du) + (Dv · Dv) =
F 2
(
Ũ2 + Ṽ 2

)
+ 2

(
Ũ2Ṽ 2 −

(
Ũ · Ṽ

)2)

4 + Ũ2Ṽ 2 −
(
Ũ · Ṽ

)2 ⇒

F =

1− 1
4

(
Ũ2Ṽ 2 −

(
Ũ · Ṽ

)2)

√(
1 + 1

2
Ũ2
)(

1 + 1
2
Ṽ 2
)
− 1

4

(
Ũ · Ṽ

)2 . (3.70)
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Äóàëüíûé ëàãðàíæèàí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

LUV = Luv − UA∂Au− V A∂Av = (3.71)

= 2− det E
[
ŨADAu+ Ṽ ADAv + 1 + F + 2ǫABCDAuDBv

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)]
.

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ðàâåíñòâ (3.67), (3.69) è ïîäñòàíîâêè F (3.70) äóàëüíîå äåéñòâèå ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

SUV = 2

∫
d3x−

∫
d3x det E

[
1 +

√(
1 +

1

2
Ũ2

)(
1 +

1

2
Ṽ 2

)
− 1

4

(
Ũ · Ṽ

)2
]
−

−1

2

∫
d3x det EǫABCŨAṼB

(
ψαDCψ̄

α + ψ̄αDCψα
)
. (3.72)

Íàñòîÿùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â íåì - UA, V A
, ñâÿçàííûå ñ ŨA, Ṽ A

ñîîòíîøåíèÿìè (3.67).

3.4. 3-áðàíà â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé 3-áðàíû, ïîãðóæåí�

íîé â ïëîñêîå øåñòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, è äîêàçàòåëüñòâó åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíî�

ñèòåëüíî òî÷íîé è ñïîíòàííî-íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé.

3.4.1. Àëãåáðà è ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ 3-áðàíû â D = 6 èñõîäíûì ïóíêòîì ÿâëÿåòñÿ N = 1, D = 6

ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå. Åå áîçîííàÿ ÷àñòü èìååò âèä

[MAB,MCD] = i (−ηACMBD + ηBCMAD − ηBDMAC + ηADMBC) ,

[MAB,VC] = −iηACVB + iηBCVA, VA = PA, KA, KA;

[U,KA] = KA,
[
U,KA

]
= −KA, [U,Z] = Z,

[
U,Z

]
= −Z ; (3.73)

[
KA, Z

]
=
[
KA, Z

]
= −2iPA, [KA, PB] = −iηABZ,

[
KA, PB

]
= −iηABZ;

[
KA, KB

]
= 2iMAB − 2ηABU.

�åíåðàòîðû çäåñü çàïèñàíû â ÷åòûðåõìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïðè÷åì η = diag(1,−1,−1,−1).

MAB, U, KA, KA îáðàçóþò àëãåáðó Ëîðåíöà â D = 6, à KA, KA ïðèíàäëåæàò �àêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâó SO(1, 5)/SO(1, 3) × U(1). Òàêæå â d = 4 îáîçíà÷åíèÿõ ãåíåðàòîð øåñòèìåðíûõ

òðàíñëÿöèé ðàñïàäàåòñÿ íà âåêòîðíûé PA è ñêàëÿðíûå Z, Z, ïåðåìåøèâàåìûå ïðåîáðàçîâà�

íèÿìè KA, KA.
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Ñóïåðçàðÿäû Qα, Qα̇, Sβ , S β̇ äîïîëíÿþò àëãåáðó (3.73) äî ñóïåðàëãåáðû:

{
Qα, Qα̇

}
=
{
Sα, Sα̇

}
= 2

(
σA
)
αα̇
PA, {Qα, Sβ} = 2ǫαβZ,

{
Qα̇, Sβ̇

}
= 2ǫα̇β̇Z;

[MAB, Qα] = −1

2
(σAB)α

βQβ ,
[
MAB, Qα̇

]
=

1

2
Qβ̇ (σ̃AB)

β̇
α̇,

[MAB, Sα] = −1

2
(σAB)α

βSβ,
[
MAB, Sα̇

]
=

1

2
S β̇ (σ̃AB)

β̇
α̇; (3.74)

[
KA, Qα

]
= i (σA)αα̇ S

α̇,
[
KA, Sα

]
= −i (σA)αα̇Q

α̇,

[
KA, Qα̇

]
= i (σA)αα̇ S

α,
[
KA, Sα̇

]
= −i (σA)αα̇Q

α;

[U,Qα] =
1

2
Qα, [U, Sα] =

1

2
Sα,

[
U,Qα̇

]
= −1

2
Qα̇,

[
U, Sα̇

]
= −1

2
Sα̇.

Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå [40℄, ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèÿ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà, ïðè êî�

òîðîé MAB è U ðåàëèçîâàíû ëèíåéíî, PA è Z, Z - ñäâèãàìè xA è q, q̄ ñîîòâåòñòâåííî, íåíà�

ðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ - ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, à íàðóøåííàÿ íà �åðìèîííîì ñóïåðïîëå

- ñäâèãàìè íà àíòèêîììóòèðóþùèé ïàðàìåòð. Â äàííîì ñëó÷àå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè îá�

ëàäàåò

g = eix
APAeθ

αQα+θ̄α̇Qα̇eψ
αSα+ψ̄α̇Sα̇ei(qZ+q̄Z)ei(Λ

AKA+Λ
A
KA). (3.75)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ïðåîáðàçîâà�

íèÿ íåíàðóøåííîé Qα, Qα̇ è ñïîíòàííî íàðóøåííîé Sβ, S β̇ ñóïåðñèììåòðèè ëåâûì óìíîæå�

íèåì g íà ñîîòâåòñòâóþùèé g0, ìîæíî íàéòè, ÷òî

g0 = eǫ
αQα+ǭα̇Qα̇ ⇒ δQx

A = i
(
ǫαθ̄α̇ + ǭα̇θα

) (
σA
)
αα̇
, δQθ

α = ǫα, δQθ̄
α̇ = ǭα̇, (3.76)

g0 = eε
αSα+ε̄α̇Sα̇ ⇒ δSx

A = i
(
εαψ̄

α̇
+ ε̄α̇ψα

) (
σA
)
αα̇
, δSψ

α = εα, δSψ̄α̇ = ε̄α̇, (3.77)

δSq = 2iεαθ
α, δSq̄ = 2iε̄α̇θ̄

α̇.

Òàêæå ïî ýëåìåíòó g ìîæíî âû÷èñëèòü �îðìû Êàðòàíà, îïèñûâàþùèå ëîêàëüíûå ãåîìåò�

ðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû

g−1dg = i (ΩP )
A PA + iΩZZ + iΩZZ + (ΩQ)

αQα +
(
ΩQ

)
α̇Qα̇ + (ΩS)

α Sα +
(
ΩS
)
α̇Sα̇ +

i (ΩK)
AKA + i

(
ΩK

)A
KA + i (ΩL)

AB LAB + i (ΩU)U. (3.78)

Êàê è â ðàññìîòðåííîì ðàíåå ñëó÷àå ìåìáðàíû â D = 5, îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò

�îðìû ïðè ãåíåðàòîðå òðàíñëÿöèé PA, öåíòðàëüíûõ çàðÿäàõ Z, Z è ãåíåðàòîðàõ íàðóøåí�
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íîé ñóïåðñèììåòðèè Sα, Sα̇. Îíè èìåþò âèä

(ΩP )
A = △xB

(
ch

√
2Y
)A
B
− 2

(
△qΛ

B
+△q̄ΛB

)(sh
√
2Y√

2Y

)A

B

,

ΩZ = △q+
(
△qΛ

A
+△q̄ΛA

)(ch
√
2Y − 1

Y

)B

A

ΛB −△xA
(
sh

√
2Y√

2Y

)B

A

ΛB, (3.79)

(ΩS)
α = dψβ

(
ch

√
W
)α
β
− dθ̄α̇

(
sh

√
W√
W

)β̇

α̇

Λβ̇
α,

Çäåñü ââåäåíû ïîä�îðìû

△xA = dxA − i
(
θαdθ̄α̇ + θ̄α̇dθα +ψαdψ̄

α̇
+ ψ̄

α̇
dψα

) (
σA
)
αα̇
,

△q = dq− 2iψαdθ
α, △q̄ = dq̄− 2iψ̄α̇dθ̄

α̇, (3.80)

îêàçûâàþùèåñÿ èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé (3.76), (3.77), à êîý��

�èöèåíòû ïðè íèõ ïðåäñòàâëåíû ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿì ìàòðèö

Y A
B = ΛAΛ

B
+ΛAΛ

B, W α
β = Λαα̇Λβα̇, W

α̇

β̇ = Λ
αα̇
Λαβ̇ . (3.81)

Ñ ïîìîùüþ �îðì (3.80) ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîäíûå, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî

îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé, ðàçëîæèâ äè��åðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèè êàê ïî

dxA, dθα, dθ̄α̇, òàê è ïî △xA, dθα, dθ̄α̇. Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä

∇A = (E−1)A
B ∂B, EA

B = δA
B − i

(
ψα∂Aψ̄

α̇ + ψ̄α̇∂Aψ
α
) (
σB
)
αα̇
, (3.82)

∇β = Dβ − i
(
ψαDβψ̄

α̇ + ψ̄α̇Dβψ
α
) (
σB
)
αα̇

∇B = Dβ − i
(
ψα∇βψ̄

α̇ + ψ̄α̇∇βψ
α
) (
σB
)
αα̇
∂B,

∇β̇ = Dβ̇ − i
(
ψαDβ̇ψ̄

α̇ + ψ̄α̇Dβ̇ψ
α
) (
σB
)
αα̇

∇B = Dβ̇ − i
(
ψα∇β̇ψ̄

α̇ + ψ̄α̇∇β̇ψ
α
) (
σB
)
αα̇
∂B.

Çäåñü ââåäåíû òàêæå ïðîèçâîäíûå, êîâàðèàíòíûå ëèøü îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè

Dα = ∂
∂θα

− iθ̄β̇
(
σA
)
αβ̇
∂A, Dα̇ = ∂

∂θ̄α̇
− iθβ

(
σA
)
βα̇
∂A,

{
Dα, Dα̇

}
= −2i

(
σA
)
αα̇
∂A, {Dα, Dβ} =

{
Dα̇, Dβ̇

}
= 0. (3.83)

(Àíòè)êîììóòàòîðû ïðîèçâîäíûõ ∇α, ∇̄α̇, ∇A èìåþò áîëåå ñëîæíûé âèä

{∇α,∇β} = −2i
(
∇αψ

γ∇βψ̄
γ̇ +∇βψ

γ∇αψ̄
γ̇
) (
σC
)
γγ̇

∇C ,

[∇A,∇B] = 2i
(
∇Aψ

γ∇Bψ̄
γ̇ −∇Bψ

γ∇Aψ̄
γ̇
) (
σC
)
γγ̇

∇C , (3.84)

{
∇α,∇β̇

}
= −2i

(
δγαδ

γ̇

β̇
+∇αψ

γ∇β̇ψ̄
γ̇ +∇β̇ψ

γ∇αψ̄
γ̇
) (
σC
)
γγ̇

∇C ,

[∇A,∇α] = −2i
(
∇Aψ

γ∇αψ̄
γ̇ +∇αψ

γ∇Aψ̄
γ̇
) (
σC
)
γγ̇

∇C .
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3.4.2. Óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è áîçîííîå äåéñòâèå

Íà �îðìû Êàðòàíà ìîæíî íàëîæèòü êîâàðèàíòíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîêðà�

òèòü ÷èñëî íåçàâèñèìûõ �îëäñòîóíîâñêèõ ñóïåðïîëåé [38℄. Òàê, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ �îðìû

ΩZ , ΩZ , ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

∇αq+ 2iψα = 0, ∇α̇q = 0, ∇Aq =

(
th

√
2Y√

2Y

)B

A

ΛB,

∇αq̄ = 0, ∇α̇q̄+ 2iψ̄α̇ = 0, ∇Aq̄ =

(
th

√
2Y√

2Y

)B

A

ΛB. (3.85)

Óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ψα, ψ̄α̇, ΛA, ΛA ñ ïðîèçâîäíûìè q, q̄, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ñóãóáî

êèíåìàòè÷åñêèìè. Óñëîâèÿ ∇α̇q = 0, ∇αq̄ = 0 îçíà÷àþò, ÷òî q, q̄ îáðàçóþò íåïðèâîäèìûé

(îáîáùåííûé) êèðàëüíûé ìóëüòèïëåò N = 1, d = 4 ñóïåðñèììåòðèè. Äàííûé ìóëüòèïëåò

îïðåäåëåí âíå ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè è ñîäåðæèò âñïîãàòåëüíûå ïîëÿ, òàê ÷òî è ýòè óñëîâèÿ

- êèíåìàòè÷åñêèå.

Íåîáõîäèìûå äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ìîæíî íàéòè, ðàññìàòðèâàÿ �îðìû ΩS, ΩS.

dθα, dθ̄α̇ ïðîåêöèè ýòèõ �îðì ñîäåðæàò âêëàäû âèäà ∇αψβ ∼ ∇α∇βq, ∇α̇ψ̄β̇ ∼ ∇α̇∇β̇q̄.

Òîãäà óñëîâèÿ ΩS|dθ = 0, ΩS|dθ = 0 â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíûì

óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî êèðàëüíîãî ìóëüòèïëåòà DαDβq ∼ ǫαβD
γDγq = 0,

Dα̇Dβ̇q̄ ∼ ǫα̇β̇D
γ̇Dγ̇q̄ = 0. Èç íèõ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè {∇α,∇β} =

0, {∇α̇,∇β̇} = 0, è ïðîòèâîðå÷èé ñ àëãåáðîé ïðîèçâîäíûõ (3.84) òàêæå íå âîçíèêàåò. Èç ýòèõ

óñëîâèé òàêæå ñëåäóþò ïðàâèëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

∇α∇αq = 0, ∇α̇∇α̇q̄ = 0. (3.86)

Äðóãèì ñëåäñòâèåì ΩS|dθ = 0, ΩS|dθ = 0 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ∇α̇ψα, ∇αψ̄α̇ ñ ΛA, ΛA

íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè:

∇α̇ψα =

(
th

√
W√
W

)β̇

α̇

Λαβ̇, ∇αψ̄α̇ =

(
th

√
W√
W

)β

α

Λβα̇. (3.87)

Îòñþäà  ó÷åòîì (3.85) òàêæå ñëåäóåò ñâÿçü ∇α̇ψα, ∇αψ̄α̇ ñ ∇Aq, ∇Aq̄. Îäíàêî, íàéòè

ÿâíûå âûðàæåíèÿ òàêèì ñïîñîáîì ñëîæíî, ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ ïåðåñóììèðîâàòü ðÿä ïî

ñòåïåíÿì W α
β â ðÿä ïî Y B

A . Âìåñòî ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèÿìè óñëîâèé

íåïðèâîäèìîñòè è àëãåáðîé àíòèêîììóòàòîðîâ ñ ó÷åòîì ∇αψβ = 0, ∇α̇ψ̄β̇ = 0. Ïîäñòàâ�

ëÿÿ ∇α̇ψα =
(
σA
)
αα̇
JA, ∇αψ̄α̇ =

(
σA
)
αα̇
JA â àíòèêîììóòàòîðû (3.84), ìîæíî íàéòè, ÷òî íà
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ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè

−2i∇α̇ψα =
{
∇α,∇α̇

}
q ⇒

JA = ∇Aq
(
1− JBJB

)
+
(
JB∇Bq

)
JA +

(
J
B∇Bq

)
JA − iǫABCDJBJC∇Dq,

−2i∇αψ̄α̇ =
{
∇α,∇α̇

}
q̄ ⇒ (3.88)

JA = ∇Aq̄
(
1− JBJB

)
+
(
JB∇Bq̄

)
JA +

(
J
B∇Bq̄

)
JA − iǫABCDJBJC∇Dq̄.

�åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èìååò ñòðóêòóðó, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íóþ ðåøåíèþ äëÿ ìåìáðàíû

â D = 5. Àíçàö äëÿ íåãî îêàçûâàåòñÿ äàæå áîëåå ïðîñòûì, ïîñêîëüêó àíàëîã òðåõìåðíîãî

âûðàæåíèÿ ǫABC∇Bq∇C q̄ â ÷åòûðåõìåðèè îêàçûâàåòñÿ ëèáî àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì

âòîðîãî ðàíãà, ëèáî ðàâåí íóëþ, åñëè äîïóñòèòü ñâåðòêó òðåõ ïðîèçâîäíûõ q, q̄. Ñëåäîâà�

òåëüíî, àíçàö äëÿ JA, JA äîëæåí èìåòü âèä

JA = f1∇Aq + f2
(
∇Bq∇Bq

)
∇Aq̄, JA = f1∇Aq̄+ f2

(
∇Bq̄∇Bq̄

)
∇Aq. (3.89)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî àíçàöà ñëàãàåìûå âèäà ǫABCDJBJC∇Dq îêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåí�

íî ðàâíûìè íóëþ, à êîý��èöèåíòû ïðè ∇Aq, ∇Aq̄ ïðèâîäÿò ê êâàäðàòíûì óðàâíåíèÿì íà

f1, f2. Â èòîãå

JA = ∇Aq +
2
(
∇Bq∇Bq

)

1− 2∇Bq∇Bq̄ +
√
(1− 2∇Bq∇Bq̄)2 − 4∇Cq∇Cq · ∇Dq̄∇Dq̄

∇Aq̄. (3.90)

Íàéäåííàÿ ðàíåå ñâÿçü ΛA è ∇Aq ïîçâîëÿåò òàêæå âû÷èñëèòü áîçîííîå äåéñòâèå. Îíî

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê èíòåãðàë îò �îðìû îáúåìà, ïîñòðîåííîé èç (ΩP )
A = dxBeAB â

áîçîííîì ïðåäåëå. Ýòî ãàðàíòèðóåò åãî èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê áîçîííûì ïðåîá�

ðàçîâàíèÿì �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (3.75), íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè èç êîòîðûõ îêàçûâàþòñÿ

àâòîìîð�èçìû

δxA = 2ᾱAq + 2αAq̄, δq = αAx
A, δq̄ = ᾱAx

A, (3.91)

ïîðîæäàåìûå g0 = exp i(αAKA + ᾱAKA)  ó÷åòîì q = q|θ→0. Èñïîëüçóÿ ñâÿçü (3.85), ìîæíî

íàéòè, ÷òî

eBA =

(
1

ch
√
2Y

)B

A

, S =

∫
d4x det e =

∫
d4x
√

det g, (3.92)

ãäå

gBA = eCAe
B
C = δBA −

(
th2

√
2Y
)B
A
= δBA − 2

(
∂Aq∂

B q̄ + ∂Aq̄∂
Bq
)
,

det g =
(
1− 2∂Aq∂Aq̄

)2 − 4
(
∂Bq∂Bq

) (
∂C q̄∂C q̄

)
. (3.93)
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3.4.3. Íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Â èñïîëüçóåìîì êîìïîíåíòíîì ïîäõîäå ê äåéñòâèÿì ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí èíâàðè�

àíòíîñòü äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû

çà�èêñèðîâàòü ñïîñîá, êîòîðûì �åðìèîíû âõîäÿò â ëàãðàíæèàí. Ïî îïûòó èññëåäîâàíèÿ

ïðåäûäóùèõ ñèñòåì, èç áîçîííîãî äåéñòâèÿ âîçìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü èíâàðèàíòíîå îòíî�

ñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, çàìåíèâ ïðîèçâîäíûå è ìåðó èíòåãðèðî�

âàíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîâàðèàíòíûå. Òàêæå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äîáàâèòü äîïîë�

íèòåëüíûå èíâàðèàíòíûå ñëàãàåìûå, íå íàðóøèâ áîçîííûé ïðåäåë: èíòåãðàë îò �åðìèîííîé

�îðìû îáúåìà è ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Äâå êîíñòàíòû ïðè ýòèõ ñëàãàåìûõ äîëæíû áûòü çà�

�èêñèðîâàíû òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Îáîáùåíèå áîçîííîãî äåéñòâèÿ

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, èìååò ñìûñë èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ â êà÷åñòâå

�èçè÷åñêèõ êîìïîíåíò ïåðâûå êîìïîíåíòû ñóïåðïîëåé �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

q = q|θ→0, q̄ = q̄|θ→0, ψα = ψα|θ→0 =
i

2
∇αq|θ→0, ψ̄α̇ = ψ̄α̇|θ→0 =

i

2
∇α̇q̄|θ→0. (3.94)

Èõ çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè â àêòèâíîé �îðìå

èìåþò âèä

δ⋆Sq = −UM∂Mq, δ
⋆
S q̄ = −UM∂M q̄, δ

⋆
Sψα = εα − UM∂Mψα, δ

⋆
Sψ̄α̇ = ε̄α̇ − UM∂M ψ̄α̇, (3.95)

ãäå UM = i
(
εγψ̄γ̇ + ε̄γ̇ψγ

) (
σM
)
γγ̇

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñäâèãà êîîðäèíàò xA. Î÷åâèäíî, q, q̄

èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåàêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé δSq = δ⋆Sq + δSx
A∂Aq. Òåì æå ñâîé�

ñòâîì îáëàäàþò è èõ äîëæíûì îáðàçîì îïðåäåëåííûå ïðîèçâîäíûå:

δ⋆SDAq = −UM∂MDAq, DAq = (E−1)
B

A ∂Bq,

EBA = EB
A |θ→0 = δBA − i

(
ψγ∂Aψ̄

γ̇ + ψ̄γ̇∂Aψ
γ
) (
σB
)
γγ̇
. (3.96)

Ïîñêîëüêó òàêæå δ⋆S det E = −∂M
(
UM det E

)
, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïðîèçâîä�

íûõ q, q̄, ìîæíî óêàçàòü àíàëîã, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè

Sbos =

∫
d4xF (∂Aq, ∂B q̄) → Sinv =

∫
d4x det EF (DAq,DB q̄). (3.97)

ßñíî, ÷òî òàêæå ìîæíî äîáàâèòü ñëàãàåìîå α
∫
d4x det E ñ ïðîèçâîëüíûì ïîñòîÿííûì ìíî�

æèòåëåì α, íå çàâèñÿùåå îò áîçîííûõ ïîëåé. Ýòî ñëàãàåìîå íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó α îïðåäå�

ëÿåò ìíîæèòåëè ïðè êèíåòè÷åñêèõ ÷ëåíàõ áîçîíîâ è �åðìèîíîâ, îòíîøåíèå êîòîðûõ �èêñè�

ðóåòñÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèåé. Òàêæå ìîæíî äîáàâèòü òðèâèàëüíîå äåéñòâèå

∫
d4x,



96

êîòîðîå ïîçâîëèò ñîáëþñòè òðåáîâàíèå

Sq,ψ→0 → 0. (3.98)

×ëåí Âåññà-Çóìèíî

×ëåí Âåññà-Çóìèíî äëÿ 3-áðàíû â D = 6 ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé

ïðîöåäóðû [50℄. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé òåîðèè òðåáóåòñÿ ïîñòóëèðîâàòü

5-�îðìó Ω5, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è íàðóøåííîé ñóïåðñèì�

ìåòðèè. Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ìîæíî îáåñïå÷èòü, åñ�

ëè èñïîëüçîâàòü �îðìû Êàðòàíà; ïîñêîëüêó δSΛA = 0, δSθ
α = 0, â íèõ ìîæíî ïîëîæèòü

ΛA → 0, θα → 0, íå ðàçðóøèâ S-ñóïåðñèììåòðèþ. Èñïîëüçóÿ �îðìû

ωZ = ΩZ |Λ,θ→0 = dq, ω̄Z = Ω̄Z |Λ,θ→0 = dq̄,

(ωS)
α = (ΩS)

α |Λ,θ→0 = dψα, (ω̄S)
α̇ =

(
Ω̄S
)α̇ |Λ,θ→0 = dψ̄α̇, (3.99)

(ωP )
A = (ΩP )

A |Λ,θ→0 = dxA − i
(
ψαdψ̄α̇ + ψ̄α̇dψα

) (
σA
)
αα̇

= EABdxB,

ìîæíî ïîñòóëèðîâàòü Ω5 â âèäå

Ω5 = ωZ ∧ ω̄Z ∧ (ωS)
α ∧ (ω̄S)

α̇
(
σA
)
αα̇

∧ (ωP )A . (3.100)

Êàê è òðåáóåò ìåòîä [50℄, äàííàÿ �îðìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Äåéñòâèòåëüíî,

dΩ5 ∼ dq ∧ dq̄ ∧ dψα ∧ dψ̄α̇
(
σA
)
αα̇

∧ d (ωP )A ∼ dq ∧ dq̄ ∧ dψα ∧ dψ̄α̇ ∧ dψα ∧ dψ̄α̇ = 0. (3.101)

Ñëåäîâàòåëüíî, Ω5 = dΩ4, ãäå

Ω4 ∼ dq ∧ dq̄ ∧
(
ψαdψ̄α̇ + ψ̄α̇dψα

)
(σA)αα̇ ∧ ωP , (3.102)

à ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî åñòü èíòåãðàë

∫
Ω4:

SWZ =

∫
d4xǫABCD∂Aq∂B q̄

(
ψα∂C ψ̄

α̇ + ψ̄α̇∂Cψ
α
)
EFD (σF )αα̇ =

=

∫
d4x det EǫABCDDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α̇ + ψ̄α̇DCψ
α
)
(σD)αα̇ . (3.103)

Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî EBA â ïåðâîé çàïèñè ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî ìîæíî ïðîèãíîðèðîâàòü.

Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó �åðìèîííûå ñëàãàåìûå, îòëè÷àþùèå EBA îò δBA , ïîñëå ñâåðòêè

σ-ìàòðèö ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ

[
ψα∂Cψ̄

α̇ + ψ̄α̇∂Cψ
α
]
·
[
ψα∂Dψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Dψα

]
, (3.104)



97

î÷åâèäíî ñèììåòðè÷íîìó ïî C,D. Ïîñêîëüêó det E è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå ìîæíî

âîññòàíîâèòü è â ýòîì ñëó÷àå, ñóùåñòâóåò åùå îäíî òîæäåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå ÷ëåíà

Âåññà-Çóìèíî

SWZ =

∫
d4x det EǫABCDDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α̇ + ψ̄α̇DCψ
α
) (

E−1
)F
D
(σF )αα̇ . (3.105)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èñïîëüçóåìûé ìåòîä [50℄ îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü ÷ëåíà Âåññà�

Çóìèíî îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, äàííûé �àêò ìîæíî ïðîâåðèòü íåïî�

ñðåäñòâåííî. Óäîáíî âàðüèðîâàòü ëàãðàíæèàí â �îðìå (3.105):

δ⋆SLWZ = −∂M
(
UMLWZ

)
+ det EǫABCDDAqDB q̄

(
εαDCψ̄

α̇ + ε̄α̇DCψ
α
) (

E−1
)F
D
(σF )αα̇ +

+det EǫABCDDAqDB q̄
(
ψαDCψ̄

α̇ + ψ̄α̇DCψ
α
)
DDU

F (σF )αα̇ . (3.106)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü àíàëîãè÷íî âàðèàöèè îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ è âîçíèêàåò ïðè ñáîð�

êå UM
èç âàðèàöèè êàæäîãî èç ïîëåé è det E è ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé. Òàêæå ê

ïîëíîé äèâåðãåíöèè ñâîäèòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ïîñëå ñâåðòêè ÷åòûðåõ E−1
èç ïðîèçâîäíûõ

â det E−1
. Îñíîâíîå îòëè÷èå äîêàçàòåëüñòâà îò òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèñóò�

ñòâèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî. Îíî, ïîñëå óäàëåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, det E è âçÿòèÿ

ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ σ-ìàòðèö, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

2ǫABCD∂Aq∂B q̄
(
ψα∂Cψ̄

α̇ + ψ̄α̇∂Cψ
α
) (
εα∂Dψ̄α̇ + ε̄α̇∂Dψα

)
. (3.107)

Ïîñêîëüêó ∂Cψ
α∂Dψα è ∂C ψ̄

α̇∂Dψ̄α̇ ñèììåòðè÷íû ïî C,D, ýòî âûðàæåíèå ïîñëå ïåðåìíîæå�

íèÿ ñêîáîê òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïîëíàÿ äèâåðãåíöèÿ:

−ǫABCD∂Aq∂B q̄
[
εα∂Cψ

α∂D
(
ψ̄α̇ψ̄α̇

)
+ ε̄α̇∂C ψ̄

α̇∂D (ψαψα)
]
. (3.108)

Òàêèì îáðàçîì, ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî äåéñòâèòåëüíî èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâà�

íèé íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè (3.95). Îí èñ÷åðïûâàåò ñïèñîê ñëàãàåìûõ, ñîâìåñòèìûõ ñ

S-ñóïåðñèììåòðèåé. Îêîí÷àòåëüíûé àíçàö äëÿ äåéñòâèÿ, ó÷èòûâàþùèé âñå èíâàðèàíòíûå

÷ëåíû, èìååò âèä

S =

∫
d4x(1 + α)−

∫
d4x det E

[
α +

√
(1− 2DAqDAq̄)

2 − 4 (DBqDBq) (DC q̄DC q̄)

]
+

+β

∫
d4x det EǫABCDDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α̇ + ψ̄α̇DCψ
α
) (

E−1
)F
D
(σF )αα̇ . (3.109)

Îí ñîäåðæèò äâå íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû α, β, êîòîðûå äîëæíû áûòü çà�èêñèðîâàíû â

õîäå ïðîâåðêè èíâàðèàíòíîñòè ýòîãî àíçàöà îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.
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3.4.4. Íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íåíàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèè òðåáóåòñÿ ñíà÷àëà ñ�îðìóëèðîâàòü ñàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ êîì�

ïîíåíò q, q̄, ψα, ψ̄α̇, èõ ïðîèçâîäíûõ è ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ êîìáèíàöèé.

Âàðèàöèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû ëþáîãî ñóïåðïîëÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ �îð�

ìóëû

δ⋆Qf = −
(
ǫαDα + ǭα̇Dα̇

)
f |θ→0 = −

(
ǫα∇α + ǭα̇∇α̇

)
f |θ→0 −HM∂Mf, (3.110)

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç àêòèâíîãî çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðïîëÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÷ëåíû,

ñîäåðæàùèå θα ÿâíî, ðàâíû íóëþ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäåëå. Çäåñü

HM = −i
[
ǫβψ

βJM + ǭβ̇ψ̄
β̇JM

]
−
[
ǫβψ

γ
(
σMN

)β
γ
JN − ǭβ̇ψ̄

γ̇
(
σ̃MN

)β̇
γ̇
JN

]
. (3.111)

Èç �îðìóëû (3.110) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî

δ⋆Qq = −2iǫβψ
β −HM∂Mq, δ⋆Qψα = −ǭβ̇

(
σM
)
αβ̇
JM −HM∂Mψα,

δ⋆Qq̄ = −2iǭβ̇ψ̄
β̇ −HM∂M q̄, δ⋆Qψ̄α̇ = −ǫβ

(
σM
)
βα̇
JM −HM∂M ψ̄α̇. (3.112)

Ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèè òåòðàäû EBA è êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé q ðàâíû

δ⋆QEBA = −∂AHMEBM −HM∂MEBA − 2i
[
ǫβ∂Aψ

βJB + ǭβ̇∂Aψ̄
β̇JB

]
−

−2
[
ǫβ∂Aψ

γ
(
σBC

)β
γ
JC − ǭβ̇∂Aψ̄

γ̇
(
σ̃BC

)β̇
γ̇
JC

]
, (3.113)

δ⋆QDAq = −2iǫβDAψ
β + 2i

[
ǫβDAψ

βJB + ǭβ̇DAψ̄
β̇JB

]
DBq +

+2
[
ǫβDAψ

γ
(
σBC

)β
γ
JC − ǭβ̇DAψ̄

γ̇
(
σ̃BC

)β̇
γ̇
JC

]
DBq −HM∂MDAq.

Âàðèàöèÿ DAq̄, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü íàéäåíà ýðìèòîâûì ñîïðÿæåíèåì δ⋆QDAq.

Êàê è ïðè èññëåäîâàíèè ìåìáðàíû â D = 5, îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ââåñòè ïåðåìåííûå

ξ = DAqDAq̄, η = DAqDAq, η̄ = DAq̄DAq̄, â òåðìèíàõ êîòîðûõ �îðìóëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ ÷àñòü

äåéñòâèÿ, à òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êîìáèíàöèè ïîëåé è ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ,

÷åðåç êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü âàðèàöèþ ëàãðàíæèàíà. Ïîñêîëüêó JA, JA â (3.113) ÿâëÿþòñÿ

�óíêöèÿìè DAq, DAq̄,

JA = DAq + fJηDAq̄, JA = DAq̄ + fJ η̄DAq, fJ =
2

1− 2ξ +
√

(1− 2ξ)2 − 4ηη̄
, (3.114)
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òî òàêîâûìè íåçàâèñèìûìè êîìáèíàöèÿìè îêàçûâàþòñÿ

X1 = i
{
ǫβDAψ

βDAq̄ + ǭβ̇DAψ̄
β̇DAq

}
,

X2 = i
{
ǫβDAψ

βDAqη̄ − ǭβ̇DAψ̄
β̇DAq̄η

}
,

X3 =
{
ǫβDBψ

α
(
σBC

)β
α
DC q̄ − ǭβ̇DBψ̄

α̇
(
σ̃BC

)β̇
α̇
DCq

}
, (3.115)

X4 =
{
ǫβDBψ

α
(
σBC

)β
α
DCqη̄ − ǭβ̇DBψ̄

α̇
(
σ̃BC

)β̇
α̇
DC q̄η

}
,

X5 =
{
ǫβDBψ

α
(
σMN

)β
α
DB q̄ + ǭβ̇DBψ̄

α̇
(
σ̃MN

)β̇
α̇
DBq

}
DMqDN q̄,

X6 =
{
ǫβDBψ

α
(
σMN

)β
α
DBqη̄ + ǭβ̇DBψ̄

α̇
(
σ̃MN

)β̇
α̇
DB q̄η

}
DMqDN q̄.

Â òåðìèíàõ ýòèõ êîìáèíàöèé, âàðèàöèè ξ, ηη̄ è det E èìåþò âèä

δ⋆Q det E = −∂M
[
HM det E

]
− 2X1 − 2fJX2 − 2X3 − 2fJX4,

δ⋆Qξ = −2X1 (1− ξ − fJηη̄) + 2X2 (1 + fJξ) + 2X5 − 2fJX6 −HM∂Mξ, (3.116)

δ⋆Q(ηη̄) = 4X1ηη̄ (1 + fJξ)− 4X2 (1− ξ − fJηη̄)− 4fJηη̄X5 + 4X6 −HM∂M(ηη̄).

Âàðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ

Îñíîâíàÿ ÷àñòü äåéñòâèÿ ñîäåðæèò îäíó íåîïðåäåëåííóþ êîíñòàíòó α è ìîæåò áûòü

çàïèñàíà êàê

S0 =

∫
d4x(1 + α)−

∫
d4x det E

[
α+

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

]
. (3.117)

Âû÷èñëÿÿ âàðèàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëàãðàíæèàíà, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ÷ëåíû ñ HM

ìîãóò áûòü ñîáðàíû â ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ íåçàâèñèìî îò α, ÷òî âïîëíå àíàëîãè÷íî ðåçóëü�

òàòàì, ïîëó÷åííûì ïðè èññëåäîâàíèè ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ìåõàíèê è ìåìáðàíû â D = 5.

Êîíñòàíòó α ìîæíî íàéòè, ðàññìîòðåâ âàðèàöèþ â ïåðâîì íåòðèâèàëüíîì ïðèáëèæåíèè ïî

ïîëÿì, èãíîðèðóÿ HM
:

δ⋆Qapr∂Aq∂
Aq̄ ≈ −2i

{
ǫβ∂Aψ

β∂Aq̄ + ǭβ̇∂Aψ̄
β̇∂Aq

}
,

δ⋆Qapri
(
ψγ∂Aψ̄

γ̇ + ψ̄γ̇∂Aψ
γ
) (
σB
)
γγ̇

≈ 2i
{
ǫβ∂Aψ

β∂Aq̄ + ǭβ̇∂Aψ̄
β̇∂Aq

}
− (3.118)

−2
{
ǫβ∂Bψ

α
(
σBC

)β
α
∂C q̄ − ǭβ̇∂Bψ̄

α̇
(
σ̃BC

)β̇
α̇
∂Cq

}
.

Òîãäà âàðèàöèÿ ëàãðàíæèàíà â íèçøèõ ïîðÿäêàõ ïî ïîëÿì

L0apr ≈ i(1 + α)
(
ψγ∂Aψ̄

γ̇ + ψ̄γ̇∂Aψ
γ
) (
σB
)
γγ̇

+ 2∂Aq∂
Aq̄ (3.119)

îáðàùàåòñÿ â ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ, åñëè α = 1. ×àñòü âàðèàöèè i
(
ψγ∂Aψ̄

γ̇ + ψ̄γ̇∂Aψ
γ
) (
σB
)
γγ̇
,

ñîäåðæàùàÿ σAB - ìàòðèöó, ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíöèåé ñàìà ïî ñåáå.
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Ïðè äàííîì α êîý��èöèåíòû ïðè X1, X2 â ïîëíîé âàðèàöèè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè

íóëþ, à îñòàëüíûå ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

δ⋆QL0 = 2
(
1 +

√
(1− 2ξ)2 − 4ηη̄

)
(X3 + fJX4) + 4X5 + 4fJX6. (3.120)

Äàííîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé îò÷àñòè èç-çà ñòðóêòóðû

X3, X4, X5, X6, îò÷àñòè - èç-çà êîý��èöèåíòîâ ïðè íèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷åò ÷ëåíà

Âåññà-Çóìèíî îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèì è â ýòîé ñèñòåìå.

Âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì âû÷èñëÿòü âàðèàöèþ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî, çàïèñàí�

íîãî â âèäå:

LWZ = ǫABCD∂Aq∂B q̄
(
ψα∂Cψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Cψα

)
(σ̃D)

α̇α . (3.121)

Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ∂Aq, ìåíåå ñëîæíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ

ïðåîáðàçîâàíèÿìè DAq. Âàðèàöèÿ (3.121) ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ òîæäåñòâà

ǫABCDHM = ǫMBCDHA + ǫAMCDHB + ǫABMDHC + ǫABCMHD
(3.122)

è èíòåãðèðîâàíèé ïî ÷àñòÿì ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

δ⋆QLWZ = −2iǫABCD
[
ǫβ∂Aψ

β∂B q̄ + ǭβ̇∂Bψ̄
β̇∂Aq

] (
ψα∂C ψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Cψα

)
(σ̃D)

α̇α +

+2ǫABCD∂Aq∂B q̄
[
ǫβ∂Cψ

βJD + ǭβ̇∂C ψ̄
β̇JD

]
− (3.123)

−2iǫABCD∂Aq∂B q̄
[
ǫβ∂Cψ

γ (σDM)βγ J
M − ǭβ̇∂Cψ̄

γ̇ (σ̃DM )β̇γ̇ J
M
]
+

+2ǫABCD∂Aq∂B q̄∂Cψα∂Dψ̄α̇H
M (σ̃M)α̇α .

Ïðîèçâåäåíèå HM (σ̃M)α̇α óäîáíî âû÷èñëÿòü, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì HM
(3.110):

HM (σ̃M)α̇α = −2i
[
ǫγψ

α
(
σ̃M
)α̇γ

JM + ǭγ̇ψ̄
α̇
(
σ̃M
)γ̇α

JM

]
. (3.124)

×òîáû ñðàâíèòü åå ñ (3.120), òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå â òðåõ ïî�

ñëåäíèõ ñòðî÷êàõ. Åñëè ïîäñòàâèòü ïîÿâëÿþùèéñÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü

(E−1)
F

D = δFD + i
(
ψαDDψ̄α̇ + ψ̄α̇DDψα

) (
σ̃F
)α̇α

â ÿâíîì âèäå, áîëüøèíñòâî ñëàãàåìûõ ñ âûñøè�

ìè ñòåïåíÿìè �åðìèîíîâ ñîêðàùàþòñÿ:

δ⋆QLWZ = −2iǫABCD
[
ǫβ∂Aψ

β∂B q̄ + ǭβ̇∂Bψ̄
β̇∂Aq

] (
ψα∂Cψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Cψα

)
(σ̃D)

α̇α −

−2i det EǫABCDDAqDB q̄
[
ǫβDCψ

γ (σDM)βγ J
M − ǭβ̇DCψ̄

γ̇ (σ̃DM)β̇γ̇ J
M
]
.(3.125)
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Ñëàãàåìîå det EǫABCDDAqDB q̄
[
ǫβDCψ

βJD + ǭβ̇DCψ̄
β̇JD

]
, ïîÿâëÿþùååñÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè

êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ðàâíî íóëþ ââèäó (3.114).

Äàëåå, âûðàæåíèå (3.125) ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

ǫABCD (σDM)βα = i
[
δAM
(
σBC

)β
α
− δBM

(
σAC

)β
α
+ δCM

(
σAB

)β
α

]
, (3.126)

ñëåäóþùåãî èç ñàìîäóàëüíîñòè σDM , ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

δ⋆QLWZ = −2iǫABCD
[
ǫβ∂Aψ

β∂B q̄ + ǭβ̇∂Bψ̄
β̇∂Aq

] (
ψα∂C ψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Cψα

)
(σ̃D)

α̇α +

+2det E [X5 + fJX6 −X3 (ξ + fJηη̄) +X4 (1 + fJξ)] . (3.127)

Ñðàâíèâàÿ äàííîå âûðàæåíèå ñ (3.120), ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëàãàåìûå ñ X4, X5, X6, êîòî�

ðûå äàæå â íèçøåì ïðèáëèæåíèè íå ñâîäÿòñÿ ê ïîëíûì äèâåðãåíöèÿì, ñîêðàùàþòñÿ, åñëè

β = −2 (3.109). Îñòàòîê â âàðèàöèè ïîëíîãî ëàãðàíæèàíà èìååò âèä

δ⋆QL = 4iǫABCD
[
ǫβ∂Aψ

β∂B q̄ + ǭβ̇∂Bψ̄
β̇∂Aq

] (
ψα∂C ψ̄α̇ + ψ̄α̇∂Cψα

)
(σ̃D)

α̇α +

+4det E
[
ǫβDBψ

α
(
σBC

)β
α
DC q̄ − ǭβ̇DBψ̄

α̇
(
σ̃BC

)β̇
α̇
DCq

]
. (3.128)

Îêîí÷àòåëüíîå ñîêðàùåíèå �åðìèîííûõ ñëàãàåìûõ

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî âàðèàöèÿ (3.128) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé, äîñòàòî÷íî ðàñ�

ñìîòðåòü êîý��èöèåíò ïðè ǫα. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîñëåäíþþ ñòðî÷êó (3.128),

÷òîáû ñíÿòü ïðîèçâîäíóþ ñ q̄, è äè��åðåíöèðóÿ det E è E−1
, ñëåäóþùèå èç êîâàðèàíòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîëó÷èòü

4 det EǫβDBψ
α
(
σBC

)β
α
DC q̄ = q̄∂E

[
det EǫβDBψ

α
(
σBC

)β
α

(
E−1
)E
C

]
+

+4q̄ǫβ∂Eψ
α∂DE

N
M det E

[(
E−1
)M
B

(
E−1
)E
N

(
E−1
)D
C
+ (3.129)

+
(
E−1
)E
B

(
E−1
)M
C

(
E−1
)D
N
−
(
E−1
)M
N

(
E−1
)D
C

(
E−1
)E
B

]
.

Ïðîèçâîäíàÿ ∂D∂Eψ
α
îòñóòñòâóåò â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè êîìáèíàöèè E−1

îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâêè D,E. Ïîäñòàâëÿÿ â ÿâíîì âèäå ∂DENM , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âûñøèå ïðîèçâîäíûå

�åðìèîíîâ òàêæå ñîêðàùàþòñÿ, ìîæíî ïðèéòè ê âûðàæåíèþ

8i det E q̄
(
σ̃N
)γ̇γ (

σBC
)β
α

[
DNψ

αDBψγDCψ̄γ̇ +DCψ
αDNψγDBψ̄γ̇ −DCψ

αDBψγDN ψ̄γ̇
]
=

8i det E q̄DNψ
αDBψγDCψ̄γ̇

[(
σ̃N
)γ̇γ (

σBC
)β
α
+
(
σ̃B
)γ̇γ (

σCN
)β
α
−
(
σ̃C
)γ̇γ (

σBN
)β
α

]
. (3.130)

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, êîìáèíàöèÿ σ-ìàòðèö â (3.130), àíòèñèììåòðè÷íà ïî N,B,C, è ìîæåò

áûòü ïåðåïèñàíà êàê

(
σ̃N
)γ̇γ (

σBC
)β
α
+
(
σ̃B
)γ̇γ (

σCN
)β
α
−
(
σ̃C
)γ̇γ (

σBN
)β
α
= −1

2
ǫNBCKǫFGHK

(
σ̃F
)γ̇γ (

σGH
)β
α
.(3.131)
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Äóàëèçóÿ

(
σGH

)β
α
, ñâåðòûâàÿ ìàòðèöû

(
σ̃N
)γ̇γ

(σNK)
β

α = i
[
δγα (σ̃K)

γ̇β − ǫγβ (σK)
γ̇

α

]
, è ó÷èòûâàÿ,

÷òî DNψ
γDBψγ ñèììåòðè÷íî ïî N,B, ìîæíî ïðèâåñòè (3.129) ê îêîí÷àòåëüíîìó âèäó

8i det E q̄ǫβDNψαDBψ
βDCψ̄γ̇ǫ

NBCK (σ̃K)
γ̇α . (3.132)

Êîý��èöèåíò ïðè ǫβ â ïåðâîé ñòðî÷êå (3.128) òàêæå ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê àíàëîãè÷íîìó

âèäó èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì

−8iq̄ det EǫβDNψ
βDBψαDCψ̄γ̇ǫ

NBCM
(
E−1
)K
M
(σ̃K)

γ̇α . (3.133)

Ïîäñòàâëÿÿ E−1
â ÿâíîì âèäå è ñâåðòûâàÿ σ-ìàòðèöû, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �åð�

ìèîííàÿ äîáàâêà èç íåãî ïðîïàäàåò âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè âûðàæåíèé âèäà

DBψαDMψ
α, DCψ̄γ̇DM ψ̄

γ̇
. Òîãäà (3.133) è (3.132) ïîëíîñòüþ ñîêðàùàþò äðóã äðóãà, è äåé�

ñòâèå (3.109) ñ α = 1, β = −2

S = 2

∫
d4x−

∫
d4x det E

[
1 +

√
(1− 2DAqDAq̄)

2 − 4 (DBqDBq) (DC q̄DC q̄)

]
−

−2

∫
d4x det EǫABCDDAqDB q̄

(
ψαDCψ̄

α̇ + ψ̄α̇DCψ
α
) (

E−1
)F
D
(σF )αα̇ (3.134)

äåéñòâèòåëüíî îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì.

3.5. Ìåìáðàíà â ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ äåéñòâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåìáðàíû â ñåìè�

ìåðíîì ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è äîêàçàòåëüñòâó åãî èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî

òî÷íîé è ñïîíòàííî-íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé.

3.5.1. Àëãåáðà è ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

Èñõîäíûì ïóíêòîì �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà ñèììåòðèé,

êîòîðûìè äîëæíà îáëàäàòü òåîðèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî N = 1, D = 7 ñóïåðàëãåáðà Ïó�

àíêàðå. Ïîñêîëüêó ìèðîâîé îáúåì ìåìáðàíû òðåõìåðåí, åå ñëåäóåò âûïèñàòü â òðåõìåðíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ.

Ñóïåðàëãåáðó ñèììåòðèé òåîðèè îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì �îðìóëèðîâàòü â SO(1, 2)

ñïèíîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Áîçîííàÿ ïîäàëãåáðà âêëþ÷àåò òðåõìåðíûå òðàíñëÿöèè Pαβ è

öåíòðàëüíûå çàðÿäû Z ia
, ñîñòàâëÿþùèå âìåñòå D = 7 òðàíñëÿöèè, à òàêæå ñåìèìåðíóþ

àëãåáðó Ëîðåíöà SO(1, 6). Ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà d = 3 àëãåáðó Ëîðåíöà
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Mαβ, äâå SU(2) àëãåáðû T ij, Rab
, è ãåíåðàòîðû Kia

αβ, ïðèíàäëåæàùèå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâó

SO(1, 6)/SO(1, 2)× SU(2)× SU(2). Èõ êîììóòàòîðû èìåþò âèä

i [Mαβ ,Mγδ] = ǫαγMβδ + ǫαδMβγ + ǫβγMαδ + ǫβδMαγ ≡ (M)αβ,γδ ,

i [Mαβ , Pγδ] = (P )αβ,γδ , i
[
Mαβ , K

ia
γδ

]
=
(
Kia
)
αβ,γδ

,

i
[
T ij , T kl

]
= −ǫikT jl − ǫjkT il − ǫilT jk − ǫjlT ik,

i
[
Rab, Rcd

]
= −ǫacRbd − ǫbcRad − ǫadRbc − ǫbdRac, (3.135)

i
[
Pαβ , K

ia
γδ

]
=
(
ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ

)
Z ia, i

[
Kia
αβ , Z

jb
]
= −2ǫijǫabPαβ,

i
[
Kia
αβ, K

jb
γδ

]
= −1

2
ǫijǫab (M)αβ,γδ +

(
ǫαγǫβδ + ǫβγǫαδ

) (
ǫijRab + ǫabT ij

)
.

Äëÿ îáåèõ su(2) àëãåáð êîììóòàòîðû ñ ïðî÷èìè ãåíåðàòîðàìè èìåþò âèä

i
[
T ij, Gk

]
= −ǫikGj − ǫjkGi, i

[
Rab, Gc

]
= −ǫacGb − ǫbcGa, (3.136)

äëÿ ëþáîãî ãåíåðàòîðà G ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñîì.

Ñóïåðàëãåáðà ñîäåðæèò òàêæå 16 �åðìèîííûõ ãåíåðàòîðîâ Qi
α, Qiα, S

a
α, Sαa:

{
Qi
α, Qjβ

}
= 2δijPαβ,

{
Saα, Sβb

}
= 2δabPαβ,

{
Qi
α, S

a
β

}
= 2ǫαβZ

ia,
{
Qiα, Saβ

}
= 2ǫαβZia,

i
[
Mαβ , Q

i
γ

]
= ǫαγQ

i
β + ǫβγQ

i
α ≡

(
Qi
)
αβ,γ

, i
[
Mαβ , Qiγ

]
=
(
Qi

)
αβ,γ

,

i
[
Mαβ , S

a
γ

]
= (Sa)αβ,γ , i

[
Mαβ , Saγ

]
=
(
Sa
)
αβ,γ

, (3.137)

i
[
Kia
αβ , Q

j
γ

]
= ǫij

(
Sa
)
αβ,γ

, i
[
Kia
αβ, Qjγ

]
= δij (S

a)αβ,γ ,

i
[
Kia
αβ , S

b
γ

]
= −ǫab

(
Qi
)
αβ,γ

, i
[
Kia
αβ, Sbγ

]
= −δab

(
Qi
)
αβ,γ

.

Òàêèì îáðàçîì, â òðåõìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ N = 1, D = 7 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå ìîæåò

áûòü çàïèñàíà êàê N = 8, d = 3 ñóïåðàëãåáðà Ïóàíêàðå, ðàñøèðåííàÿ ÷åòûðüìÿ öåíòðàëü�

íûìè çàðÿäàìè.

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ïîñòóëèðîâàí âïîëíå àíàëîãè÷íî ðàññìîò�

ðåííûì ðàíåå ñèñòåìàì ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè:

g = eix
αβPαβeθ

α
i Q

i
α+θ̄

iαQiαeiqiaZ
ia

eψ
α
aS

a
α+ψ̄

aα
SaαeiΛ

αβ
ia K

ia
αβ . (3.138)

Çäåñü qia, ψ
α
a , ψ̄

aα
, Λαβ

ia - �îëäñòîóíîâñêèå ñóïåðïîëÿ, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò xαβ , θαi , θ̄
αi

ñóïåðïðîñòðàíñòâà. Êàê îáû÷íî, ãåíåðàòîðû àëãåáðû Ëîðåíöà â ìèðîâîì îáúåìå è ãåíåðà�

òîðû, ïðåîáðàçóþùèå äðóã ÷åðåç äðóãà öåíòðàëüíûå çàðÿäû, îñòàâëåíû â ïîäãðóïïå ñòà�

áèëüíîñòè h. Èç âñåõ çàêîíîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (3.138) ñ

ïîìîùüþ ëåâîãî óìíîæåíèÿ g0g = g′h, íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íàðóøåííàÿ è
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íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ:

g0 = eǫ
α
i Q

i
α+ǭ

iαQαi ⇒ δQx
αβ = i

(
ǫ
(α
i θ̄

β)i + ǭi(αθ
β)
i

)
, δQθ

α
i = ǫαi , δQθ̄

iα = ǭαi, (3.139)

g0 = eε
α
aS

a
α+ε̄

aαSaα ⇒ δSx
αβ = i

(
ε(αa ψ̄

β)a
+ ε̄a(αψβ)

a

)
, δSqia = 2i

(
εaαθ

α
i + ε̄aαθ̄

α
i

)
,(3.140)

δSψ
α
a = εαa , δSψ̄

α

a = ε̄αa , δSθ
α
i = 0, δS θ̄

αi = 0, δSΛ
αβ
iα = 0.

Èç âñåõ �îðì Êàðòàíà

g−1dg = iΩP + iΩZ + ΩQ + ΩQ + ΩS + ΩS + iΩK + iΩM + iΩT + iΩR, (3.141)

äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü òðè:

ΩP =

[(
cosh 2

√
Y
)γδ
αβ

△xαβ + 2

(
sinh 2

√
y

2
√
y

)jb

ia

△qiaΛγδ
jb

]
Pγδ,

ΩZ =


(cosh 2√y)jb

ia
△qjb + 2Λαβ

ia △xγδ
(
sinh 2

√
Y

2
√
Y

)γδ

αβ


Z ia, (3.142)

ΩS =

[(
cosh 2

√
W
)cα
aβ
dψβ

c + 2dθ̄jβΛδ
cjβ

(
sinh 2

√
W

2
√
W

)αc

δa

]
Sαa .

Êîý��èöèåíòû â ýòèõ �îðìàõ - ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ìàòðèö Y
γδ
αβ = Λia

αβΛ
γδ
ia , y

jb
ia =

Λ
γδ
iaΛ

jb
γδ, W

βb
αa = Λjb

αγΛ
γβ
ja . Ïîä�îðìû

△xαβ = dxαβ − i
(
θ
(α
i dθ̄

β)i + θ̄i(αdθ
β)
i +ψ(α

a dψ̄
β)a

+ ψ̄
a(α
dψβ)

a

)
, (3.143)

△qia = dqia − 2i
(
ψaαdθ

α
i + ψ̄aαdθ̄

α
i

)
,

òàêæå êàê è dθαi , dψ
α
a , èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé (3.139), (3.140).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ △xαβ , dθαi , dθ̄iα ìîæíî îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

dF = dxαβ
∂F

∂xαβ
+ dθαi

∂F

∂θαi
+ dθ̄iα

∂F

∂θ̄αi
= △xαβ∇αβF + dθαi ∇i

αF + dθ̄iα∇iαF. (3.144)

Îíè èìåþò âèä

∇αβ =
(
E−1

)γδ
αβ
∂γδ, E

γδ
αβ =

1

2

(
δγαδ

δ
β + δδαδ

γ
β

)
− i
(
ψ(γ
a ∂αβψ̄

δ)a
+ ψ̄

a(γ
∂αβψ

δ)
a

)
;

∇i
α = Di

α − i
(
ψγ
a∇i

αψ̄
δa
+ ψ̄

aγ∇i
αψ

δ
a

)
∂γδ = Di

α − i
(
ψγ
aD

i
αψ̄

δa
+ ψ̄

γa
Di
αψ

δ
a

)
∇γδ,

∇iα = Diα − i
(
ψγ
a∇iαψ̄

δa
+ ψ̄

γa∇iαψ
δ
a

)
∂γδ = Di

α − i
(
ψγ
aDiαψ̄

δa
+ ψ̄

γa
Diαψ

δ
a

)
∇γδ.

Çäåñü Di
a, Dia - ïðîèçâîäíûå, êîâàðèàíòíûå ëèøü îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèè:

Di
α =

∂

∂θαi
− iθ̄iβ∂αβ , Diα =

∂

∂θ̄iα
− iθβi ∂αβ ,

{
Di
α, Djβ

}
= −2iδij∂αβ ,

{
Di
α, D

j
β

}
= 0,

{
Diα, Djβ

}
= 0. (3.145)
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Êàê è ðàíåå, äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî àíòèêîììóòèðóþùèì êîîðäèíàòàì ñóùåñòâóþò äâà ýêâè�

âàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîñêîëüêó äè��åðåíöèàëû ψα
a , ψ̄

aα
â (3.143), (3.144) ìîãóò áûòü

ðàñêðûòû êàê â òåðìèíàõ dxαβ , òàê è △xαβ .
(Àíòè)êîììóòàòîðû ïðîèçâîäíûõ ∇αβ , ∇i

α, ∇iα èìåþò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä; äëÿ

äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ñóùåñòâåííû àíòèêîììóòàòîðû

{
∇i
α,∇j

β

}
= −2i

(
∇i
αψ

(γ
a ∇j

βψ̄
δ)a

+∇i
αψ̄

(δa∇j
βψ

γ)
a

)
∇γδ,

{
∇i
α, ∇jβ

}
= −2iδij∇αβ − 2i

(
∇i
αψ̄

γa∇jβψ
δ
a +∇i

αψ
γ
a∇jβψ̄

δa
)
∇γδ. (3.146)

3.5.2. Íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ �îðì Êàðòàíà

Ôîðìû Êàðòàíà (3.142), (3.143) èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè ñóïåðñèììåòðè÷íîãî

êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ. Èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû íàéòè ñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëÿìè,

íå ðàçðóøàþùèå èñõîäíûå ñèììåòðèè, óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è áî�

çîííîå äåéñòâèå.

Óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè

Êàê è âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿ íàðóøåíèÿ ñóïåðñèììåòðèè, îêàçûâàåòñÿ

âîçìîæíûì íàëîæèòü íà ñóïåðïîëÿ óñëîâèå, êîâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðàçî�

âàíèé �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (3.138). Ýòî óñëîâèå èìååò âèä ΩZ = 0 è ïîçâîëÿåò âûðàçèòü

ψα
a , ψ̄

aα
, Λαβ

ia ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ∇i
αqja,∇iαqja,∇αβq (îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà [38℄) îäíî�

âðåìåííî ñ óñëîâèÿìè íåïðèâîäèìîñòè:

∇αβqia = −2Λγδ
ia

(
th 2

√
Y

2
√
Y

)γδ

αβ

, ∇j
αqia + 2iψaαδ

j
i = 0, ∇jαqia + 2iψ̄aαǫij = 0. (3.147)

Èç �åðìèîííûõ ïðîåêöèé ñëåäóåò, ÷òî

∇(j
α q

i)
a = 0, ∇α(jqi)a = 0, ψaα = i

4
∇k
αqka, ψ̄aα = i

4
∇kαq

k
a. (3.148)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñóïåðïîëÿ, îïèñûâàþùèå ìåìáðàíó â D = 7, ïðèíàäëåæàò

N = 4, d = 3 ãèïåðìóëüòèïëåòó. Ýòîò ìóëüòèïëåò îïðåäåëåí íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè è íå

ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ äâóõ ëþáûõ ñïèíîð�

íûõ ïðîèçâîäíûõ íà qia (ëèáî îäíîé íà ψaα) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãåáðû ïðîçâîäíûõ

(3.146) áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé:

∇jβψaα =
i

3

[{
∇k
α, ∇jβ

}
qka +

1

2

{
∇jα, ∇kβ

}
qka

]
, (3.149)

∇i
βψ̄aα =

i

3

[{
∇i
β, ∇kα

}
qka +

1

2

{
∇k
β, ∇

i

α

}
qka

]
.
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Óñëîâèÿ ΩS|dθ = 0, ÿâëÿâøèåñÿ ðàíåå èñòî÷íèêîì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, â äàííîì ñëó÷àå íå

ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíîé äèíàìè÷åñêîé èí�îðìàöèè. Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâè�

âàëåíòíûå (3.149).

Áîçîííîå äåéñòâèå

Áîçîííîå äåéñòâèå, çà íåèìåíèåì ñóïåðñèììåòðèé, ìîæåò áûòü çà�èêñèðîâàíî òðåáî�

âàíèåì SO(1, 6) èíâàðèàíòíîñòè. Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì åãî ìîæíî íàéòè, çàìåòèâ,

÷òî, íàëè÷èå ãåíåðàòîðîâ Kia
αβ â �àêòîð-ïðîñòðàíñòâå àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò èíâàðè�

àíòíîñòü �îðì Êàðòàíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû SO(1, 6). Òîãäà èíòåãðàë îò �îðìû îáúåìà,

ïîñòðîåííîé èç ΩP , è áóäåò èñêîìûì áîçîííûì äåéñòâèåì. Â áîçîííîì ïðåäåëå, ñ ó÷åòîì

(3.147) è (3.142), ΩP ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ΩP = dxαβPγδe
γδ
αβ, eγδαβ =

(
1

cosh 2
√
Y

)γδ

αβ

. (3.150)

Ïîñêîëüêó ∂αβq
ia∂γδqia =

(
tanh2 2

√
Y
)γδ
αβ
, êâàäðàò òåòðàäû eγδαβ ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç

∂αβqia  ïîìîùüþ ïðîñòîé �îðìóëû

gγδαβ = eµναβe
γδ
µν = δγαδ

δ
β − ∂αβq

ia∂γδqia. (3.151)

Òîãäà, î÷åâèäíî, áîçîííîå äåéñòâèå åñòü Sbos =
∫
d3x det eγδαβ =

∫
d3x
√

det gγδαβ .

×òîáû êîððåêòíî îïðåäåëèòü äàííûé äåòåðìèíàíò, óäîáíî èñïîëüçîâàòü òðåõìåíûå âåê�

òîðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïåðåõîä ê íèì ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ òðåõ ñèììåòðè÷íûõ

ìàòðèö

(
σA
)
αβ
,
(
σA
)
αβ

(
σB
)βγ

= ηABδβα + ǫABC (σC)
γ

α:

gBA =
1

2
(σA)

αβ
(
σB
)
γδ
gγδαβ, ∂αβ =

(
σA
)
αβ
∂A ⇒

gBA = δBA − 2∂Aq
ia∂Bqia ⇒ Sbos =

∫
d3x
√

det g. (3.152)

3.5.3. Íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Â êîìïîíåòíîì ïîäõîäå ê äåéñòâèÿì P -áðàí, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äâóõ îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê äåéñòâèþ. Ýòî

òðåáîâàíèå îêàçûâàåòñÿ ñïîñîáíûì îïðåäåëèòü âèä �åðìèîííûõ ÷ëåíîâ â ëàãðàíæèàíå. Ñ

ó÷åòîì òàêæå áîçîííîãî ïðåäåëà, äåéñòâèå îêàçûâàåòñÿ çà�èêñèðîâàííûì ñ òî÷íîñòüþ äî

äâóõ êîíñòàíò, êîòîðûå äîëæíû áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ Q-ñóïåðñèììåòðèè.

Ïåðåä òåì, êàê îáîáùàòü áîçîííîå äåéñòâèå äî èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî

S-ñóïåðñèììåòðèè, ñëåäóåò îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû. Ïîñêîëüêó ñóïåðïîëÿ qia è ψ
α
a ñâÿçàíû
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äðóã ñ äðóãîì �îðìóëàìè (3.147), åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü áîçîííûå è �åðìèîííûå êîìïî�

íåíòû êàê

qia = qia|θ→0, ψ
α
a = ψα

a |θ→0, ψ̄
aα = ψ̄

aα|θ→0. (3.153)

Òàêîé âûáîð �åðìèîíà îáåñïå÷èâàåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñè�

òåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ïî ñðàâíåíèþ ñ �åðìèîíîì ëèíåéíîé ðåàëèçàöèè.

Îáîáùåíèå áîçîííîãî äåéñòâèÿ

Âû÷èñëÿÿ àêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóïåðïîëåé (3.140), ïåðåõîäÿ ê âåêòîðíûì îáîçíà�

÷åíèÿì è ïðåäåëó θai → 0, ìîæíî íàéòè çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.153) îòíîñèòåëüíî íàðó�

øåííîé ñóïåðñèììåòðèè

δ⋆Sψ
α
a = εαa − UM∂Mψ

α
a , δ⋆Sψ̄

aα = ε̄aα − UM∂M ψ̄
aα

(3.154)

δ⋆Sqia = −UM∂Mqia, UM = i
(
ε
(α
a ψ̄β)a + ε̄a(αψ

β)
a

) (
σM
)
αβ
.

Âñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè äè��åðåíöèðîâàòü UM
âàðèàöèÿ ∂Aqia èìååò ñòðóêòóðó, îòëè÷�

íóþ îò (3.154). Äîëæíûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàäàåò êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ DAq,

îïðåäåëåííàÿ ñ ïîìîùüþ �åðìèîííîé òåòðàäû Eγδαβ = Eγδ
αβ|θ→0 (3.145):

EBA = 1
2
(σA)

αβ
(
σB
)
γδ
Eαβ

γδ|θ→0 = δBA − i
(
ψγa∂Aψ̄

δa + ψ̄δa∂Aψ
γ
a

) (
σB
)
γδ

⇒

δ⋆SEBA = −UM∂MEBA − ∂AU
MEBM ⇒ DA = (E−1)

B

A ∂B, δ⋆SDAqia = −UM∂MDAqia. (3.155)

Î÷åâèäíî, ÷òî âàðèàöèÿ DAqia èñ÷åçàåò ïðè ïåðåõîäå îò àêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê �îáû÷�

íûì� δS = δ⋆S + δSx
αβ∂αβ = δ⋆S + UM∂M , è åãî íåòðèâèàëüíàÿ âàðèàöèÿ îáóñëîâëåíà ëèøü

ñäâèãîì xαβ . Ïîñëåäíåå òàêæå âåðíî è äëÿ ìàòðèöû dAB = DAq
iaDBqia, è äëÿ ñëåäîâ âñåõ åå

ñòåïåíåé. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî δ⋆S det E = −∂M
(
UM det E

)
, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

δ⋆S
[
det EF (Trd,Trd2,Trd3)

]
= −∂M

[
UM det EF (Trd,Trd2,Trd3)

]
. (3.156)

Òîãäà èíòåãðàë

∫
d3x det EF (Trd,Trd2,Trd3) îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå äåéñòâèå, èíâàðèàíòíîå

îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ïîñëåäíåå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ [10℄.

Ôóíêöèÿ â (3.156) ìîæåò áûòü çà�èêñèðîâàíà áîçîííûì ïðåäåëîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïî�

ñòîÿííîé:

S0 = (1 + α)

∫
d3x−

∫
d3x det E

[
α +

√
det g

]
, gAB = ηAB − 2dAB. (3.157)

Òðèâèàëüíîå äåéñòâèå

∫
d3x çäåñü äîáàâëåíî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðåäåë S0|q,ψ→0 = 0.
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×ëåí Âåññà-Çóìèíî

Âòîðûì ñëàãàåìûì, êîòîðîå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïðè �îðìóëèðîâêå àíçàöà äëÿ äåéñòâèÿ,

íàðÿäó ñ îáîáùåíèåì áîçîííîãî ëàãðàíæèàíà, ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Ñïîñîá, ïîçâîëÿ�

þùèé ñèñòåìàòè÷åñêè ñòðîèòü òàêèå ñëàãàåìûå, èçâåñòåí [50℄. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, âî-ïåð�

âûõ, âûïèñàòü �îðìó Ω4 (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå), èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè, òàêóþ, ÷òî dΩ4 = 0. Ïîñêîëüêó ΛiaA , θ
α
i , θ̄

iα
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íà�

ðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ Ω4 ìîæíî âçÿòü

(ΩZ)
ia|Λ,θ→0 = dqia, (ΩS)

α
a |Λ,θ→0 = dψαa , (ΩS)

aα|Λ,θ→0 = dψ̄aα. (3.158)

Ýòè �îðìû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ïîñêîëüêó δSΛ
ia
A = 0,

δSθ
α
i = 0, δS θ̄

iα = 0.

Ïîñêîëüêó ëèøü �îðìû dqia íåñóò èíäåêñ i, åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷èòü �îðìó, íå

èìåþùóþ âíåøíèõ èíäåêñîâ - ñâåðíóòü dqia ∧ dqbi ; òîãäà åäèíñòâåííî äîïóñòèìîé 4-�îðìîé

îêàçûâàåòñÿ Ω4 ∼ idqia∧dqbi ∧dψaα∧dψ̄αb . Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê dΩ3, è èíòåãðàë∫
Ω3 ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî:

Ω3 ∼ idqia ∧ dqbi ∧
(
ψaα ∧ dψ̄αb + ψ̄αb ∧ dψaα

)
,

SWZ = i

∫
d3xǫABC∂Aq

ia∂Bq
b
i

(
ψaα∂C ψ̄

α
b + ψ̄αb ∂Cψaα

)
. (3.159)

Äðóãèå âîçìîæíûå ñëàãàåìûå ëèáî îêàçûâàþòñÿ ïîëíûìè äèâåðãåíöèÿìè, ëèáî íå äîïóñòè�

ìû ïî ðàçìåðíûì ñîîáðàæåíèÿì.

×ëåí Âåññà-Çóìèíî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ǫABCEMA ENB EPC = det EǫMNP
ìîæíî íàïèñàòü

â íåñêîëüêî áîëåå êîâàðèàíòíîì âèäå:

LWZ = iǫABC∂Aq
ia∂Bq

b
i

(
ψaα∂C ψ̄

α
b + ψ̄αb ∂Cψaα

)
, ∂A = EBADB ⇒

LWZ = i det EǫABCDAq
iaDBq

b
i

(
ψaαDCψ̄

α
b + ψ̄αbDCψaα

)
. (3.160)

Åñëè ïðîâàðüèðîâàòü (3.160) îòíîñèòåëüíî (3.154), ñëàãàåìûå ñ UM
, ïîÿâëÿþùèåñÿ èç�

çà ñäâèãà êîîðäèíàò, ñâåðíóòñÿ ñ ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ; îñòàòîê æå

i det EǫABCDAq
iaDBq

b
i

(
εaαDCψ̄

α
b + ε̄αbDCψaα

)
, (3.161)

âîçíèêàþùèé çà ñ÷åò ñäâèãà �åðìèîíîâ íà àíòèêîììóòèðóþùèé ïàðàìåòð, ïðåîáðàçóåòñÿ

â ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ, åñëè òîæäåñòâåííî óäàëèòü det E è E−1
.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëíûé àíçàö äëÿ ëàãðàíæèàíà, óäîâëåòâîðÿþùèé òàêæå òðåáîâàíèþ

L|q,ψ→0 → 0, èìååò âèä

L = L0 − βLWZ = (1 + α)− det E
(
α +

√
det g

)
− (3.162)

−iβ det EǫABCDAq
iaDBq

b
i

(
ψaαDCψ̄

α
b + ψ̄αb DCψaα

)
.

Äâå íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû α, β â íåì äîëæíû áûòü çà�èêñèðîâàíû òðåáîâàíèåì èíâà�

ðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

3.5.4. Íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ÿâëÿåò�

ñÿ âòîðûì îñíîâíûì òðåáîâàíèåì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê äåéñòâèþ.

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò (3.153) îòíîñèòåëüíî Q-ñóïåðñèììåòðèè ñëåäóþò èç àêòèâ�

íîé �îðìû ïðåîáðàçîâàíèé ñóïåðïîëåé ïðè θai → 0 è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ

�îðìóëû

δ⋆Qf = −
(
ǫαi D

i
α + ǭαiDiα

)
f |θ→0 ≡ −

(
ǫαi ∇i

α + ǭαi∇iα

)
f |θ→0 −HC∂Cf, (3.163)

ãäå â ñëàãàåìîå ñ HC
âûíåñåíû ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè �åðìèîíîâ ∇i

αψ̄βa|θ→0, . . ., îòëè÷àþ�

ùèå ∇i
α, ∇iα îò D

i
α, Diα (3.145). Åãî óäîáíî âûäåëÿòü èç ïîëíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñêîëüêó

â âàðèàöèè òðåõìåðíûõ ëàãðàíæèàíîâ (3.162) òàêèå ñëàãàåìûå âñåãäà ìîãóò áûòü ñâåäåíû

ê ïîëíîé äèâåðãåíöèè.

×òîáû ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3.163) ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü ïðåîáðà�

çîâàíèÿ âñåõ êîìïîíåíò â ÿâíîì âèäå, ïðåäâàðèòåëüíî òðåáóåòñÿ âûðàçèòü

∇i
αψ

β
a |θ→0, ∇iαψ̄

aα|θ→0, ∇iαψβa|θ→0, ∇iβψ̄aα|θ→0 â òåðìèíàõ DAqia. Äëÿ ýòîãî ìîæíî

êàê âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì ΩS|dθ = 0, òàê è ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëåäñòâèÿ îïðåäåëÿþùèõ

óñëîâèé ãèïåðìóëüòèïëåòà (3.148), (3.149). Ïîñêîëüêó âñÿ äèíàìè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ óæå

ñîäåðæèòñÿ â (3.148), óñëîâèå ΩS |dθ = 0 íåò íåîáõîäèìîñòè íàêëàäûâàòü íåçàâèñèìî. Òåì íå

ìåíåå, åãî ïðèìåíåíèå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì. Èìåííî, èç dθαi ïðîåêöèè ΩS è dθ̄
iα
ïðîåêöèè

ΩS ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ∇i
αψ

β
a |θ→0 = 0, ∇iαψ̄

aβ|θ→0 = 0, ïîñêîëüêó âñå òàêèå ïðîåêöèè

ïðîèñõîäÿò ëèøü èç dψα
a , dψ̄

aα
ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèÿì óñëîâèé

ãèïåðìóëüòèïëåòà

∇i
αψβa =

i

3

[{
∇i
α,∇j

β

}
qja −

1

2

{
∇j
α,∇i

β

}
qja

]
, (3.164)
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åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå (3.146).

Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàÿ dθ̄jβ-ïðîåêöèþ ΩS|dθ = 0, ìîæíî âûðàçèòü ∇jβψ
α
a |θ→0 ÷åðåç

Λαβia

∇jβψ
α
a |θ→0 = −2Λδcjβ

(
tanh 2

√
W

2
√
W

)αc

δa

, W αc
δa = ΛγkγδΛ

γα
ka . (3.165)

Õîòÿ ýòî íåî÷åâèäíî, äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì:

(
∇jβψaα|θ→0

)†
=

∇j

βψ
α
a |θ→0 (ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ∇jβψ̄

α

a |θ→0 = ∇jβψ
α
a |θ→0). Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â

ýòîì, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü, êàê ñîïðÿãàåòñÿ êàæäîå ñëàãàåìîå â ðÿäå (3.165), íàïðèìåð,

(
ΛδγjβΛ

ck
γδΛ

γα
ka

)†
= Λδjcβ ΛaαkγΛ

kγ
cδ =

(
ΛδjβcΛ

ck
γδΛ

αγ
ka′

)
ǫaa

′

.

Óñëîâèå ΩS |dθ = 0, òåì íå ìåíåå, íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå

∇iαψβa|θ→0, ∇iβψ̄aα|θ→0 ÷åðåç DAqia, ïîñêîëüêó Λαβia è DAqia ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ðÿäîì

ïî ñòåïåíÿì Y γδ
αβ = ΛiaαβΛ

γδ
ia , è (3.165) íåîáõîäèìî ïåðåñóììèðîâàòü â òåðìèíàõ Y γδ

αβ . Õîòÿ

íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû, î÷åâèäíîãî ñïîñîáà ïåðåñóììè�

ðîâàòü âåñü ðÿä íåò.

Äðóãóþ âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ∇iαψaβ |θ→0, ∇iβψ̄aα|θ→0 ïðåäîñòàâëÿþò ñëåäñòâèÿ

óñëîâèé ãèïåðìóëüòèïëåòà

∇iαψaβ +∇iβψ̄aα =
i

2

{
∇k
β , ∇kα

}
qia,

∇iαψaβ −∇iβψ̄aα = − i

6

[{
∇kβ, ∇iα

}
qka +

{
∇iβ , ∇kα

}
qka
]
. (3.166)

Ïîäñòàâèâ â (3.166) ÿâíûé âèä àíòèêîììóòàòîðîâ (3.146), ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ñëåäñòâèÿ

ΩS|dθ = 0 è îáîçíà÷èâ

∇iαψaβ |θ→0 = ∇iαψ̄aβ |θ→0 ≡
(
σA
)
αβ
JAia + ǫαβXia,

ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

2JAia =
(
2− JBkbJ

kb
B +XkbX

kb
)
DAqia + 2

(
JBkbDBqia

)
JkbA , (3.167)

Xia =
1
3
ǫABCJAibJ

b
BkDCq

k
a − 1

3

(
XibJ

b
Bk +XkbJ

b
Bi

)
DBqka .

×òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ñêàëÿðíûå �óíêöèè, íóæíî ïîäñòàâèòü â (3.167)

ïîäõîäÿùèé àíçàö äëÿ JAia è Xia. J
A
ia äîëæåí áûòü ñâÿçàí ñ DBqia óìíîæåíèåì íà íåêîòîðóþ

ìàòðèöó; ýòî âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

J iaA = F0DAq
ia + F1d

B
ADBq

ia + F2d
B
Ad

C
BDCq

ia, (3.168)
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ïîñêîëüêó òðåòüÿ ñòåïåíü ëþáîé 3 × 3-ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê ëèíåéíàÿ êîì�

áèíàöèÿ åå íóëåâîé, ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíåé ñ �óíêöèÿìè - êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè

îò ñëåäîâ åå ñòåïåíåé Trd = dAA, Trd
2 = dBAd

A
B, Trd

3 = dBAd
C
Bd

A
C è äåòåðìèíàíòà

(
d3
)B
A

= Trd
(
d2
)B
A
+

1

2

(
Trd2 − (Trd)2

)
dBA + det d · δBA ,

det d =
1

6
(Trd)3 − 1

2
TrdTrd2 +

1

3
Trd3. (3.169)

Åñëè äîïóñòèòü â àíçàöå óìíîæåíèå íà ìàòðèöó M jb
ia ñ SU(2) èíäåêñàìè, ðåçóëüòàò âñåãäà

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (3.168).

Ñòðóêòóðà Xia ïðîùå è äîïóñêàåò ëèøü îäíó ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ. Â íèçøåì ïðè�

áëèæåíèè, êàê ñëåäóåò èç (3.167), Xia äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ǫABCDAqibDBq
b
kDCq

k
a .

Äàííîå âûðàæåíèå íåëüçÿ óìíîæèòü íà ìàòðèöó M jb
ia ñ SU(2) èíäåêñàìè, ïîñêîëüêó

ǫABCDAqibDBq
b
kDCq

k
aDDq

ia = 0. (Åñëè ââåñòè SO(4) èíäåêñû, îíî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

ǫĀB̄C̄D̄DAqĀDBqB̄DCqC̄DDqD̄ǫ
ABC

, ãäå êîìáèíàöèÿ Dq àíòèñèììåòðè÷íà ïî A,B,C,D). Ñëå�

äîâàòåëüíî, ïðàâèëüíûé àíçàö äëÿ Xia èìååò âèä

Xia =
F3

3
ǫABCDAqibDBq

b
kDCq

k
a . (3.170)

Îäíàêî, ñèñòåìà óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå åãî ïîäñòàíîâêè â (3.167) âìåñòå ñ (3.168),

òàêæå íå ìîæåò áûòü ðåøåíà íèêàêèìè î÷åâèäíûìè ìåòîäàìè.

Äàííûå òðóäíîñòè ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû, åñëè ïðèíÿòü èíóþ ñòðàòåãèþ. Îïûò èñ�

ñëåäîâàíèÿ àíàëîãè÷íûõ ñèñòåì ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî âåñîìûõ ñîìíåíèé â èíâàðèàíòíîñòè

äåéñòâèÿ ñ ïðàâèëüíî ïîäîáðàííûìè êîíñòàíòàìè íåò. Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðåáî�

âàíèå èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ êàê óñëîâèå, êîòîðîå îïðåäåëèò JAia, Xia, à çàòåì óáåäèòüñÿ,

÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ âûðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3.167). Ïðåèìóùåñòâî

òàêîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî, ïîñêîëüêó JAia è Xia âõîäÿò ëèøü â çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî íå

â äåéñòâèå, ïîëó÷àþùèåñÿ óñëîâèÿ îêàæóòñÿ ëèíåéíûìè.

Çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà, ìîæíî âûïèñàòü çàêîíû ïðåîáðà�

çîâàíèÿ êîìïîíåíò îòíîñèòåëüíî Q-ñóïåðñèììåòðèè ñ ïîìîùüþ ïîêà íåîïðåäåëåííûõ JAia è

Xia ñ ïîìîùüþ (3.163):

δ⋆Qqia = 2i
(
ǫβi ψβa + ǭβi ψ̄βa

)
−HC∂Cqia,

δ⋆Qψaα = −ǭjβ
(
σC
)
JCja + ǭjαXja −HC∂Cψaα, (3.171)

δ⋆ψ̄aα = −ǫβj
(
σC
)
αβ
J jaC + ǫjαX

ja −HC∂Cψ̄
a
α,
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ãäå

HA = −i
[
ǫβjψγb + ǭβj ψ̄γb

]
(σC)

γ

β ǫ
ABCJ jbB +

+i
[
ǫβj ψbβ + ǭβj ψ̄bβ

]
JAjb + i

[
ǫβj ψγb + ǭβj ψ̄γb

] (
σA
)γ
β
Xjb

(3.172)

Èç íèõ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò áîëåå ñëîæíàÿ âàðèàöèÿ EBA :

δ⋆QEBA = −HM∂MEBA − ∂AH
MEBM + 2i

[
ǫβj ∂Aψβa + ǭβj ∂Aψ̄βa

]
JBja −

−2iǫCDB
[
ǫβj ∂Aψδa + ǭβj ∂Aψ̄δa

]
(σD)

δ
β + 2i

[
ǫβj ∂Aψδa + ǭβj ∂Aψ̄δa

] (
σB
)δ
β
Xja.(3.173)

Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (3.171) è (3.173) ìîæíî âûâåñòè çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâíûõ êîì�

áèíàöèé ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ çàâèñèò äåéñòâèå:

δ⋆Q det E = −∂M
(
HM det E

)
− 2i det E

[
ǫCDAΣADjaJCja − ΣAjaJ

Aja − ΣAAjaX
ja
]
,

δ⋆QDAqia = 2iΣAia + 2iǫCDBΣADjbDBqia − 2iΣAjbJ
DjbDDqia − (3.174)

−2iΣBAjbX
jbDBqia −HM∂MDAqia.

Çäåñü, äëÿ êðàòêîñòè �îðìóë, ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

ΣAjb
B =

(
ǫβjDAψγb + ǭβjDAψ̄γb

) (
σB
)γ
β
, ΣAjb =

(
ǫβjDAψbβ + ǭβjDAψ̄bβ

)
. (3.175)

Èìååò ñìûñë òàêæå âûïèñàòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ JAia, Xia äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî

DAqia, ñëåäóþùèå èç (3.167):

JAia ≈
(
1− 1

2
Trd

)
DAqia + dABDBqia, Xia ≈

1

3
ǫABCDAqibDBq

b
kDCq

k
a . (3.176)

Îíè òðåáóþòñÿ, ÷òîáû çà�èêñèðîâàòü êîíñòàíòû â (3.162).

Âàðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè ëàãðàíæèàíà

Ïåðåä òåì, êàê âûïèñûâàòü âàðèàöèþ îñíîâíîé ÷àñòè ëàãðàíæèàíà L0 = (1 + α) −
det E(α+

√
det g) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (3.174), èìååò ñìûñë îòìåòèòü, ÷òî

• Ïîñêîëüêó HA
âõîäèò â çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ det E è DAqia òîëüêî êàê

−∂M
(
HM det E

)
è −HM∂MDAqia, âñå ñîäåðæàùèå H

A
ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü ñîáðàíû

â ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ −∂M
(
HML0

)
(ýòî âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó èíâàðè�

àíòíîñòè îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè).

• Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå êîíñòàíò ïðè êèíåòè÷åñêèõ ÷ëåíàõ áîçîíîâ è �åð�

ìèîíîâ �èêñèðóåòñÿ òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

Q-ñóïåðñèììåòðèè, êîíñòàíòà α â (3.162) ìîæåò áûòü íàéäåíà áåç îáðàùåíèÿ ê ÷ëå�

íó Âåññà-Çóìèíî.
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Â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ëàãðàíæèàí L0 è ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèé qia è ψ
α
a , ñîäåðæàùàÿ òîëüêî

ǫiα, èìåþò âèä

δQlowqia ≈ 2iǫαi ψaα, δQlowψ
α
a ≈ 0, δQlowψ̄

aα ≈ −ǫβj
(
σA
)α
β
∂Aq

ja,

Llow ≈ i(1 + α)
(
ψγa∂Aψ̄

δa + ψ̄δa∂Aψ
γ
a

) (
σA
)
γδ

+ ∂Aq
ia∂Aqia. (3.177)

Ñëåäîâàòåëüíî,

δQLlow ≈ 2iǫβj∂Aψ
γ
a∂Bq

ja
(
(α− 1)ηABδβγ + (1 + α)ǫABC (σC)

β
γ

)
⇒ α = 1, (3.178)

ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ ïðèâîäèò ê ïîëíîé äèâåðãåíöèè íåçàâèñèìî îò α.

Òîãäà, ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëíîé äèâåðãåíöèè âàðèàöèÿ îñíîâíîé

÷àñòè ëàãðàíæèàíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

δ⋆L0 = −2i det EΣAjb
[(
ηAB +

√
det g(g−1)AB

)
J jbB − 2

√
det g(g−1)ABDBq

jb
]
+

+2i det E
[
δAB +

√
det g(g−1)AB

] (
ǫCDBJ jbC ΣADjb − ΣAjb

BXjb
)
. (3.179)

Âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî

Âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî, ðàññìàòðèâàåìîãî â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå (3.159)

LWZ = iǫABC∂Aq
ia∂Bq

b
i

(
ψaα∂C ψ̄

α
b + ψ̄αb ∂Cψaα

)
, (3.180)

ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê:

δ⋆LWZ = 2iǫABC∂Aq
ia∂Bq

b
i

(
ǫβj ∂Cψbβ + ǭβj ∂Cψ̄bβ

)
Xj
a −

−2iǫABC∂Aq
ia∂Bq

b
i

(
ǫβj ∂Cψαb + ǭβj ∂C ψ̄αb

) (
σM
)α
β
J jMa − (3.181)

−8ǫABCqia
(
ǫβi ∂Aψ

b
β + ǭβi ∂Aψ̄

b
β

)
∂Bψα(a∂C ψ̄

α
b).

Çäåñü òàêæå îïóùåíû ïîëíûå äèâåðãåíöèè. Ñëàãàåìûå ñ HA
ñâåäåíû â äèâåðãåíöèþ ñ ïîìî�

ùüþ òîæäåñòâà ǫABCHM = ǫMBCHA + ǫAMCHB + ǫABMHC
.

Âàðèàöèÿ (3.181) äîëæíà áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó (3.179). Äëÿ ýòîãî íóæ�

íî âîññòàíîâèòü êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå âìåòå ñ det E , ïîäñòàâèòü àíçàö äëÿ JAia (3.168)

è Xia (3.170), è óïðîñòèòü ïîëó÷àþùååñÿ âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî òîæäåñòâ, ñâÿçû�

âàþùèõ dBA è DAqia. Â ÷àñòíîñòè, âòîðàÿ ñòðî÷êà (3.181), ïðåîáðàçîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ

DAqibDBq
b
kDCq

k
a =

1

6
ǫABC · ǫFGHDF qibDGq

b
kDHq

k
a − (3.182)

−1

2
(dABDCqia + dBCDAqia − dACDBqia) ,
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ïîðîæäàåò ñëàãàåìîå, ñõîäíîå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ÷ëåíó ñ Xia â (3.179). Ýòè ñëàãàåìûå äà�

æå â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ñîäåðæàò ñëèøêîì ìíîãî ïîëåé, ÷òîáû ñâåðíóòüñÿ â ïîëíóþ

äèâåðãåíöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñóììà äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. �àñêëàäûâàÿ âàðèàöèþ

îñíîâíîé ÷àñòè ëàãðàíæèàíà (3.179) ïî ñòåïåíÿì dBA ,

δAB +
√
det g(g−1)AB = Φ0δ

A
B + Φ1d

A
B + Φ2(d

2)AB,

Φ0 = 1 +
1− 2Trd+ 2(Trd)2 − 2Trd2√

det g
, Φ1 = 2

1− 2Trd√
det g

, Φ2 =
4√
det g

, (3.183)

ìîæíî íàéòè òðè íåçàâèñèìûõ óñëîâèÿ

ΣMiα
M · (Φ0F3 − βF0) = 0,

ΣMiα
NdMN · (Φ1F3 − βF1) = 0, (3.184)

ΣMiα
N(d2)MN · (Φ2F3 − βF2) = 0.

Çäåñü β - êîý��èöèåíò ïðè ÷ëåíå Âåññà-Çóìèíî â (3.162). Ïîñêîëüêó F0, F1, F3 â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè èçâåñòíû (3.176), ñëåäóåò ïðèíÿòü β = 2.

Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè â JAia, Xia ïðîïîðöèîíàëüíû åäèíñòâåííîé F3, âàðèàöèè ìîãóò

áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíû. Êîý��èöèåíòû ïðè íåêîòîðûõ êîìáèíàöèÿõ ïåðåìåííûõ ïðî�

ïàäàþò ïðîñòî â ñèëó ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

ǫCDNdACDNq
jbΣADjb (Φ0F1 − Φ1F0) → 0,

ǫCDM(d2)AMDCq
jbΣADjb (Φ0F2 − Φ2F0) → 0, (3.185)

ǫCNKdDK(d
2)ACDCq

jbΣADjb (Φ1F2 − Φ2F1) → 0.

Â êîý��èöèåíòàõ ïðè ǫKNADNq
jbdDKΣADjb è ǫ

KNADNq
jb(d2)DKΣADjb F3 òàêæå �àêòîðèçóåòñÿ,

è îíè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ òîæäåñòâàìè, ñâÿçûâàþùèìè Φ(i) (3.183) and Trdk. Êî�

ý��èöèåíò ïðè ǫNDADNq
jbΣADjb, îäíàêî, íå îêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ. Îí

ìîæåò áûòü îïðåäåëåí íèçøèìè ïðèáëèæåíèÿìè; òîãäà èç íåãî ñëåäóåò

F3 =
2

1− 1
2

√
det g + 1

2

√
det gTr(g−1)

, det gTr(g−1) = 3− 4Trd+ 2(Trd)2 − 2Trd2. (3.186)

Ñëàãàåìîå ǫNDADNq
jbΣADjb ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé ëèøü â íèçøåì ïðèáëèæåíèè ïî

�åðìèîíàì. Òåì íå ìåíåå, âñå ÷ëåíû ñ âûñøèìè ñòåïåíÿìè �åðìèîíîâ â íåì êîìïåíñèðóþòñÿ

ïîñëåäíåé ñòðî÷êîé (3.181).

Ïîñêîëüêó JAia, Xia óæå âû÷èñëåíû, ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî âñå ÷ëåíû,

íå ñîäåðæàùèå ǫABC-ñèìâîë, òîæäåñòâåííî ñîêðàùàþòñÿ. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ñëåäóåò âîñ�

ïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

ǫABCǫFGH = δAF δ
B
Gδ

C
H − δAGδ

B
F δ

C
H − δAF δ

B
Hδ

C
G − δAHδ

B
Gδ

C
F + δAGδ

B
Hδ

C
F + δAHδ

B
F δ

C
G, (3.187)
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÷òîáû ïåðåïèñàòü ïåðâóþ ñòðîêó (3.181) â âèäå

2i det EΣCjbF3

[
1

2

(
(Trd)2 − Trd2

)
DCqjβ − Trd · dCDDDq

jb + dCDdDEDEqjb
]
. (3.188)

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå

S = 2

∫
d3x−

∫
d3x det E

[
1 +

√
det g

]
−

−2i

∫
d3x det EǫABCDAq

iaDBq
b
i

(
ψaαDCψ̄

α
b + ψ̄αb DCψaα

)
(3.189)

èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè (3.171), åñëè

JAia =
F3

2

(
ηAB +

√
det g(g−1)AB

)
DBqia, Xia =

F3

3
ǫABCDAqibDBq

b
kDCq

k
a , (3.190)

F3 =
2

1− 1
2

√
det g + 1

2

√
det gTr(g−1)

.

Êàê è îæèäàëîñü, îíè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.167).

3.5.5. Î ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.167) èçâåñòíî (3.190), îíî áûëî

ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé, íå èìåþùèõ íèêàêîé ñâÿçè ñ ñàìîé ñèñòåìîé. Ïîýòîìó

èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü, êàêèå ñâîéñòâà (3.167) �èêñèðóþò ðåøåíèå â âèäå (3.190).

×òîáû âûÿñíèòü ýòè ñâîéñòâà, ìîæíî ïîäñòàâèòü ñîîòíîøåíèå J iaA =MB
ADBq

ia
â ïåðâîå

èç óðàâíåíèé (3.167)

J iaA =

(
1− 1

2
JkbB J

B
kb +

1

2
XkbX

kb

)
DAq

ia +
(
JkbA J

B
kb

)
DBqia. (3.191)

Óäàëÿÿ �àêòîðèçóþùååñÿ DBqia è ïîäñòàâëÿÿ DCq
lcDDqlc =

1
2
(ηCD − gCD), ìîæíî ïåðå�îð�

ìóëèðîâàòü ïîëó÷àþùååñÿ ìàòðè÷íîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû gAB

MAB − 1

2
MC

AMBC +
1

2
MC

AM
D
B gCD =

(
1− 1

2
JkbB J

B
kb +

1

2
XkbX

kb

)
ηAB. (3.192)

Ñòðóêòóðà ìàòðèöû MB
A èçâåñòíà èç ðåøåíèÿ (3.190). Ïîýòîìó ìîæíî ïîäñòàâèòü MB

A =

F3

2

[
δBA +

√
det g (g−1)

B

A

]
â ëåâóþ ÷àñòü (3.192):

MAB − 1

2
MC

AMBC +
1

2
MC

AM
D
B gCD = ηAB

[
F3

2
− F 2

3

8

]
+
F 2
3

8
gAB − F 2

3

8
det g

(
g−2
)
AB

+

+
√
det g

(
g−1
)
AB

[
F3

2
+
F 2
3

8

(
−2 +

√
det g

)]
.(3.193)

Ïîñêîëüêó òîëüêî òðè ñòåïåíè ìàòðèöû gAB ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ìîæíî âûðàçèòü gAB â

òåðìèíàõ ηAB, (g
−1)AB , (g

−2)AB ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

gAB = det g

[(
g−2
)
AB

− Tr(g−1)
(
g−1
)
AB

− 1

2

(
Tr(g−2)− (Tr(g−1))2

)
ηAB

]
. (3.194)
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Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè çàìåíèòü dAB â (3.169) íà (g−1)AB, è óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà g
BC
.

Òîãäà êîý��èöèåíò ïðè (g−2)AB â (3.193) îáðàùàåòñÿ â íîëü, à êîý��èöèåíò ïðè (g−1)AB

ïðèîáðåòàåò âèä

1

2
F3 −

1

4
F 2
3

[
2 +

√
det gTr(g−1)−

√
det g

]
. (3.195)

Îí äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (3.192) ïðîïîðöèîíàëüíà ηAB. Ýòî

óñëîâèå ïðèâîäèò ê òàêîìó æå F3, êàê è â (3.190), è íå çàâèñèò îò Xia. Òàêèì îáðàçîì

ñìûñë ìàòðèöû â ðåøåíèè (3.190) ÿñåí: MB
A = F3

2

[
δBA +

√
det g (g−1)

B

A

]
- àíçàö, ïîçâîëÿþùèé

ðåøàòü óðàâíåíèÿ âèäà (3.192). Åñëè MB
A èçâåñòíî, àíàëèç êîý��èöèåíòà ïðè ηAB ñ ó÷åòîì

âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.167) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî íàéòè Xia.

3.6. 3-áðàíà â âîñèìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

Â äàííîì ðàçäåëå ïîñòðîåíî ñóïåðñèììåòðè÷íîå äåéñòâèå 3-áðàíû â D = 8, è äîêàçàíà

åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé

[54℄. �îëäñòîóíîâñêèå ïîëÿ, îïèñûâàþùèå äàííóþ áðàíó, ïðèíàäëåæàò ãèïåðìóëüòèïëåòó

d = 4, N = 2 ñóïåðñèììåòðèè.

3.6.1. Àëãåáðà è ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ îïèñàíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé 3-áðàíû ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëè�

çàöèé íåîáõîäèìî ñ�îðìóëèðîâàòü D = 8, N = 1 ñóïåðàëãåáðó Ïóàíêàðå â ÷åòûðåõìåðíûõ

òåðìèíàõ. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê d = 4, N = 4 ñóïåðàëãåáðà

Ïóàíêàðå, ðàñøèðåííàÿ ÷åòûðüìÿ öåíòðàëüíûìè çàðÿäàìè, è âêëþ÷àþùàÿ ãåíåðàòîðû

PA, Q
i
α, Qiα̇, S

a
α, Saα̇, Z

ia, LAB, K
ia
A , T

ij, Rab. (3.196)

Çäåñü PA (A = 0, 1, 2, 3), Z ia, (i, a = 1, 2) - ãåíåðàòîðû âîñüìèìåðíûõ òðàíñëÿöèé, Qi
α, Qiα̇ è

Saα, Saα̇ - ãåíåðàòîðû ñóïåðòðàíñëÿöèé. Âîñüìèìåðíàÿ àëãåáðà Ëîðåíöà so(1, 7) ðàçáèòà íà

ãåíåðàòîðû LAB, îáðàçóþùèå d = 4 àëãåáðó Ëîðåíöà so(1, 3), äâå su(2) àëãåáðû T ij èRab
, è ãå�

íåðàòîðû Kia
A , ïðèíàäëåæàùèå �àêòîð-ïðîñòðàíñòâó SO(1, 7)/ (SO(1, 3)× SU(2)× SU(2)),

ïåðåìåøèâàþùèå ãåíåðàòîðû PA, Zia è Q
i
α, S

a
α. Â ýòîì áàçèñå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ
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ìåæäó áîçîííûìè ãåíåðàòîðàìè èìåþò âèä

[LAB, LCD] = i (−ηACLBD + ηBCLAD − ηBDLAC + ηADLBC) ,

[LAB, PC] = i (−ηACPB + ηBCPA) ,
[
LAB, K

ia
C

]
= i

(
−ηACKia

B + ηBCK
ia
A

)
,

[
T ij, T kl

]
= i

(
ǫikT jl + ǫjkT il + ǫilT jk + ǫjlT ik

)
,

[
Rab, Rcd

]
= i

(
ǫacRbd + ǫbcRad + ǫadRbc + ǫbdRac

)
, (3.197)

[
T ij, Kka

A

]
= i

(
ǫikKja

A + ǫjkKia
A

)
,
[
Rab, Kic

A

]
= i

(
ǫacKib

A + ǫbcKia
A

)
,

[
T ij, Zka

]
= i

(
ǫikZja + ǫjkZ ia

)
,
[
Rab, Z ic

]
= i

(
ǫacZ ib + ǫbcZ ia

)
,

[
PA, K

ia
B

]
= iηABZ

ia,
[
Kia
A , Z

jb
]
= −2iǫijǫabPA,

[
Kia
A , K

jb
B

]
= 2iǫijǫabLAB − iηAB

(
ǫabT ij + ǫijRab

)
.

Çäåñü ηAB = diag(1,−1,−1,−1). Êîììóòàòîðû (3.197) äîïîëíÿþò (àíòè)êîììóòàöèîííûå

ñîîòíîøåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ñóïåðçàðÿäû:

{
Qi
α, Qα̇j

}
= 2δij

(
σA
)
αα̇
PA,

{
Saα, Sα̇b

}
= 2δab

(
σA
)
αα̇
PA,

{
Qi
α, S

a
β

}
= 2ǫαβZ

ia,
{
Qα̇i, Sβ̇a

}
= 2ǫα̇β̇Zia;

[
LAB, Q

i
α

]
= −1

2
(σAB)

β
αQ

i
β ,
[
LAB, Qα̇i

]
=

1

2
(σ̃AB)

β̇
α̇Qβ̇i,

[LAB, S
a
α] = −1

2
(σAB)

β
α S

a
β ,
[
LAB, Sα̇a

]
=

1

2
(σ̃AB)

β̇
α̇ S β̇a; (3.198)

[
Kia
A , Q

j
α

]
= i (σA)αα̇ ǫ

ijSα̇a,
[
Kia
A , S

b
α

]
= −i (σA)αα̇ ǫ

abQα̇i,
[
Kia
A , Qα̇j

]
= i (σA)αα̇ δ

i
jS

αa,
[
Kia
A , Sα̇b

]
= −i (σA)αα̇ δ

a
bQ

αi;

[
T ij, Qk

α

]
= i

(
ǫikQj

α + ǫjkQi
α

)
,
[
T ij, Qα̇k

]
= −i

(
δikQ

j
α̇ + δjkQ

i
α̇

)
,

[
Rab, Scα

]
= i
(
ǫacSbα + ǫbcSaα

)
,
[
Rab, Sα̇c

]
= −i

(
δacS

b
α̇ + δbcS

a
α̇

)
.

Ýëåìåíò �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê

g = eix
APAeθ

α
i Q

i
α+θ̄

iα̇Qiα̇eiq
iaZiaeψ

α
aS

a
α+ψ̄

aα̇
Saα̇eiΛ

A
iaK

ia
A . (3.199)

Çäåñü qia, ψα
a , ψ̄

aα̇
, ΛA

ia - �îäñòîóíîâñêèå ñóïåðïîëÿ, çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàò N = 2, d = 4

ñóïåðïðîñòðàíñòâà xA, θαi , θ̄
iα̇
.

Âñå íåîáõîäèìûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî íàéòè, óìíîæàÿ g ñëåâà íà ðàçëè÷íûå

ýëåìåíòû ñóïåðãðóïïû Ïóàíêàðå ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè. Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä�

ñòàâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé è ñïîíòàííî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé, èìåþ�

ùèå âèä

• Íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ:

δQx
A = i

(
ǫαi θ̄

iα̇ + ǭ iα̇θαi
) (
σA
)
αα̇
, δQθ

α
i = ǫαi , δQθ̄

iα̇ = ǭ iα̇; (3.200)
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• Ñïîíòàííî íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ:

δSx
A = i

(
εαa ψ̄

aα̇
+ ε̄ aα̇ψα

a

) (
σA
)
αα̇
, δSψ

α
a = εαa , δSψ̄

aα̇
= ε̄ aα̇,

δSq
ia = 2i

(
εaαθ

iα + ε̄ aα̇ θ̄
iα̇
)
, δSθ

α
i = 0, δS θ̄

iα = 0. (3.201)

Èç âñåõ �îðì Êàðòàíà

g−1dg = i (ΩP )
A PA + i (ΩZ)

ia Zia + (ΩQ)
α

i
Qi
α +

(
ΩQ

)
iα̇Qiα̇ + (ΩS)

α
a S

a
α +

(
ΩS
)
aα̇Saα̇ +

i (ΩK)
A

iaK
ia
A + i (ΩL)

AB LAB + i (ΩT )
ij Tij + i (ΩR)

abRab, (3.202)

äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì ÿâíûé âèä �îðì

(ΩP )
A = △xB

(
cosh

√
2Y
)A
B
− 2△qjbΛC

jb

(
sinh

√
2Y√

2Y

)A

C

,

(ΩZ)
ia = △qjb

(
cosh

√
2y
)ia
jb
−△xAΛjb

A

(
sinh

√
2y√

2y

)ia

jb

, (3.203)

(ΩQ)
α

i
= dθβj

(
cosh

√
W
)jα
iβ

+ dψ̄
cγ̇

(
sinh

√
T√

T

)bβ̇

cγ̇

Λα

ibβ̇
,

(ΩS)
α
a = dψβ

b

(
cosh

√
T
)bα
aβ

− dθ̄kγ̇Λγ
bkγ̇

(
sinh

√
T√

T

)bα

aγ

.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ìàòðèö

Y B
A = Λia

AΛ
B
ia, y

jb
ia = ΛA

iaΛ
jb
A ,

W jα
iβ = Λαα̇

ia Λ
ja
βα̇, W

iα̇

jβ̇
= Λiα̇

aαΛ
aα

jβ̇
, (3.204)

T bαaβ = Λib
βα̇Λ

αα̇
ia , T

aα̇

bβ̇
= Λiα

bβ̇
Λaα̇
iα ,

à ïîä�îðìû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé, èìåþò âèä

△xA = dxA − i
(
θαi dθ̄

iα̇ + θ̄iα̇dθαi +ψα
adψ̄

aα̇
+ ψ̄

aα̇
dψα

a

) (
σA
)
αα̇
,

△qia = dqia − 2i
(
ψaαdθ

α
i + ψ̄aα̇dθ̄

α̇
i

)
. (3.205)

Òàêæå èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî Qi
α, S

a
α - ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ �îðìû

dθαi , dθ̄
iα, dψα

a , dψ̄
aα
.

�àçëàãàÿ äè��åðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèè ïî ïîä�îðìàì

△xA, dθαi , dθ̄iα, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíûå, êîâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñó�

ïåðñèììåòðèé:

∇A =
(
E−1

)B
A
∂B, E

B
A = δBA − i

(
ψα
a∂Aψ̄

aα̇
+ ψ̄

aα̇
∂Aψ

α
a

) (
σB
)
αα̇
,

∇i
α = Di

α − i
(
ψβ
a∇i

αψ̄
aβ̇

+ ψ̄
aβ̇∇i

αψ
β
a

) (
σB
)
ββ̇
∂B, (3.206)

∇iα̇ = Diα̇ − i
(
ψβ
a∇iα̇ψ̄

aβ̇
+ ψ̄

aβ̇∇iα̇ψ
β
a

) (
σB
)
ββ̇
∂B.
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Çäåñü Di
α, Diα̇ - �ïëîñêèå� ïðîèçâîäíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

{
Di
α, Djα̇

}
= −2iδij

(
σA
)
αα̇
∂A,

{
Di
α, D

j
β

}
=
{
Diα̇, Djβ̇

}
= 0. (3.207)

(Àíòè)êîììóòàòîðû ïðîèçâîäíûõ (3.206) èìåþò âèä

{
∇i
α, ∇j

β

}
= −2i

(
∇i
αψ

γ
a∇j

βψ̄
aγ̇

+∇i
αψ̄

aγ̇∇j
βψ

γ
a

) (
σA
)
γγ̇

∇A,
[
∇A, ∇i

α

]
= −2i

(
∇Aψ

γ
a∇i

αψ̄
aγ̇

+∇Aψ̄
aγ̇∇i

αψ
γ
a

) (
σB
)
γγ̇

∇B, (3.208)

{
∇i
α, ∇α̇j

}
= −2iδij

(
σA
)
αα̇

∇A − 2i
(
∇i
αψ

γ
a∇jα̇ψ̄

aγ̇
+∇i

αψ̄
aγ̇∇jα̇ψ

γ
a

) (
σA
)
γγ̇

∇A.

3.6.2. Íåïîñðåäñòâåííûå ñëåäñòâèÿ óñëîâèé íà �îðìû Êàðòàíà

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, íàêëàäûâàÿ óñëîâèÿ íà �îðìû Êàðòàíà, ìîæíî íàéòè êîâàðè�

àíòíûå ñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëÿìè, óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìóëüòèïëåòà

è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Óïðîñòèâ ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ óñëîâèé �îðìó ïðè ãåíåðàòîðå PA,

âîçìîæíî òàêæå íàéòè áîçîííîå äåéñòâèå.

Óñëîâèÿ íåïðèâîäèìîñòè

Êàê ïîêàçûâàåò îïûò èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåò�

ðèè [40, 45℄, íàéòè âñå íåîáõîäèìûå ñâÿçè ìåæäó ñóïåðïîëÿìè è ñóïåðïîëåâûå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ìîæíî, åñëè îäíîâðåìåííî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

ΩZ = ΩZ = 0 (a), ΩS|dθ,dθ̄ = ΩS
∣∣
dθ,dθ̄

= 0 (b). (3.209)

Îíè àíàëîãè÷íû àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì ñóïåðýìáåääèíãà [49℄.

Óñëîâèÿ (3.209a) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì

∇j
αqia + 2iψaαδ

j
i = 0, ∇jα̇qia + 2iψ̄aα̇ǫij = 0, (3.210)

∇Aq
ia = Λia

B

(
th

√
2Y√

2Y

)A

B

. (3.211)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ñóïåðïîëÿ ψα
a , ψ̄

aα̇
è Λia

A ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîä�

íûå ñóïåðïîëåé qia (îáðàòíûé ý��åêò Õèããñà [38℄):

ψaα =
i

4
∇k
αqka, ψ̄aα̇ =

i

4
∇kα̇q

k
a, (3.212)

Λia
A = ∇Aq

ia + . . . , (3.213)

ãäå â ñîîòíîøåíèè (3.213) ñîõðàíåíî òîëüêî îñíîâíîå, ëèíåéíîå ïî ∇Aq
ia
ñëàãàåìîå. Êðîìå

òîãî, èç óðàâíåíèÿ (3.210) ñëåäóåò, ÷òî

∇(i
αq

j)
a = 0, ∇α̇

(iqj)a = 0. (3.214)
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Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ êîâàðèàíòèçîâàííîé âåðñèåé óñëîâèé, âûäåëÿþùèõ ãèïåðìóëüòèïëåò

N = 2, d = 4 ñóïåðñèììåòðèè [51℄. Äàííûé ìóëüòèïëåò îïðåäåëåí íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè.

Õîòÿ óñëîâèÿ (3.209b) â äàííîì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ñëåäóþò èç

(3.209a), îíè îòêðûâàþò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ. Óñëîâèå, íàëîæåííîå íà dθ̄

(dθ) ïðîåêöèþ �îðìû ΩS (ΩS) ñâÿçûâàåò ñïèíîðíóþ ïðîèçâîäíóþ �åðìèîííûõ ñóïåðïîëåé

ψα
a , ψ̄

aα̇
è ïðîèçâîäíóþ ñóïåðïîëÿ qia ïî xA:

∇kγ̇ψ
α
b ≡

(
Jαγ̇
)
kb

= Λ
γ
ckγ̇

(
tanh

√
T√

T

)cα

bγ

= Λα
kbγ + . . . ,

∇k
γψ̄

bα̇ ≡
(
J α̇γ
)kb

= Λkcγ̇
γ

(
tanh

√
T√

T

)bα̇

cγ̇

= Λkbα̇
γ + . . . . (3.215)

Óñëîâèÿ íà dθ (dθ̄) ïðîåêöèè �îðì ΩS (ΩS) òðåáóþò, ÷òî

∇i
αψ

β
a = 0, ∇iα̇ψ̄

aβ̇
= 0. (3.216)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.210), (3.211), (3.215) and (3.216) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âñåõ ïðåîáðà�

çîâàíèé N = 2, d = 4 ñóïåðàëãåáðû (3.197), (3.198), ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ

óñëîâèé (3.209).

Áîçîííîå äåéñòâèå

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíîãî ñóïåðñèììåòðè÷íîãî äåéñòâèÿ P -áðàí îêàçûâàåòñÿ âåñü�

ìà âàæíûì ïðåäâàðèòåëüíî íàéòè áîçîííîå äåéñòâèå. Åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ áîçîííûõ

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèõ èç óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè (3.214), íî áîëåå ïðîñòûì ïó�

òåì îêàçûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè áîçîííîãî äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî D = 8

ãðóïïû Ïóàíêàðå. Êàê è â èññëåäîâàííûõ ðàíåå ñèñòåìàõ, òðåáóåìûì èíâàðèàíòîì îêàçû�

âàåòñÿ èíòåãðàë îò �îðìû îáúåìà, ïîñòðîåííîé èç ΩP (3.203). Â áîçîííîì ïðåäåëå, ñ ó÷åòîì

óñëîâèÿ ΩZ = 0, îíà èìååò âèä

∂Aq
ia = ΛiaB

(
tanh

√
2Y√

2Y

)A

B

⇒ (ΩP )
A = dxB eB

A = dxB
(

1

cosh
√
2Y

)A

B

. (3.217)

Òîãäà èñêîìûì áîçîííûì äåéñòâèåì îêàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

Sbos =

∫
d4x det e =

∫
d4x
√

det g, gBA = eCAe
B
C = δBA − 2∂Aq

ia∂Bqia. (3.218)

Ýòî - äåéñòâèå Íàìáó-�îòî äëÿ 3-áðàíû â D = 8 â ñòàòè÷åñêîé êàëèáðîâêå. Îíî èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî áîçîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîðîæäàåìûõ ãåíåðàòîðàìè Kia
A , ïðèíàäëåæàùèõ

�àêòîð-ïðîñòðàíñòâó SO(1, 7)/SO(1, 3)× SU(2)× SU(2)

g0 = eiA
A
iaK

ia
A ⇒ δKx

A = 2AA
iaq

ia, δKq
ia = Aia

Ax
A, (3.219)
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à, ñëåäîâàòåëüíî, è âñåé ãðóïïû Ïóàíêàðå â âîñüìèìåðèè SO(1, 7).

3.6.3. Íàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Íåîáõîäèìûì ýòàïîì ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ â êîìïîíåíòíîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ �îðìóëè�

ðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåãî àíçàöà, îáåñïå÷èâàþùåãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåí�

íîé ñóïåðñèììåòðèè è ïðàâèëüíûé áîçîííûé ïðåäåë. Ýòîò àíçàö âêëþ÷àåò äîëæíûì îáðà�

çîì êîâàðèàíòèçîâàííîå áîçîííîå äåéñòâèå è ÷ëåí Âåññà-Çóìèíî. Âñå èíñòðóìåíòû, íåîá�

õîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ è ÷ëåíà Âåññà�

Çóìèíî, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé.

Êàê è âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü �èçè÷åñêèå êîì�

ïîíåíòû òåîðèè êàê

qia = qia|θ→0, ψ
α
a = ψα

a |θ→0, ψ̄
aα = ψ̄

aα|θ→0. (3.220)

Îáîáùåíèå áîçîííîãî äåéñòâèÿ

Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ âûáðàííîé ïàðàìåòðèçàöèè �àêòîð-ïðîñòðàíñòâà (3.199) ÿâ�

ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü íå÷åòíûõ êîîðäèíàò θαi îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

Âñëåäñòâèå ýòîãî, êîìïîíåíòû ñóïåðïîëåé íå ïåðåìåøèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàðóøåí�

íîé ñóïåðñèììåòðèè, à íåîáõîäèìûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîâàðèàíòíûå îáúåêòû ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû èç ñóïåðïîëåâûõ ïðè θαi → 0. Òàêæå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðîèçâîäíûå, äåé�

ñòâóþùèå íà êîìïîíåíòû, ìîãóò áûòü êîâàðèàíòèçîâàíû ñ ïîìîùüþ òåòðàäû EBA = EB
A |θ→0

(3.206). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèÿ íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè êîîðäèíàò è ïîëåé

èìåþò âèä

δSx
A = i

(
εαa ψ̄

aα̇ + ε̄ aα̇ψαa
) (
σA
)
αα̇
, δSψ

α
a = εαa , δSψ̄

aα̇ = ε̄ aα̇, δSq
ia = 0, δSΛ = 0.

(3.221)

Îíè îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè �îðìû

(ωP )
A = (ΩP )

A |Λ,θ→0 = EABdxB, EAB = δAB − i
(
ψαa ∂Bψ̄

aα̇ + ψ̄aα̇∂Bψ
α
a

) (
σA
)
αα̇
,

(ωZ)
ia = (ΩZ)

ia |Λ,θ→0 = dqia, (ωS)
α

a = (ΩS)
α

a |Λ,θ→0 = dψαa . (3.222)

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ, ìåðîé èíòåãðèðîâàíèÿ, èíâàðèàíòíîé

îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, îêàçûâàåòñÿ

ǫABCD (ωP )
A ∧ (ωP )

B ∧ (ωP )
C ∧ (ωP )

D ∼ d4x det E , (3.223)
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à êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä

DA =
(
E−1
)B
A
∂B. (3.224)

ßñíî, ÷òî ëþáîå äåéñòâèå, èìåþùåå âèä

S =

∫
d4x det EF

(
Trd,Trd2,Trd3,Trd4

)
,

dBA = DAq
iaDBqia, Trd = dAA, Trd

2 = dBAd
A
B, . . . (3.225)

îêàæåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

òàêæå áîçîííûé ïðåäåë, ìîæíî âûïèñàòü îñíîâíóþ ÷àñòü ñóïåðñèììåòðè÷íîãî äåéñòâèÿ,

ñîäåðæàùóþ îäèí íåîïðåäåëåííûé ïàðàìåòð α è èìåþùóþ ïðàâèëüíûé áîçîííûé ïðåäåë:

Smain = (1 + α)

∫
d4x−

∫
d4x det(E)

[
α +

√
det g

]
,

gBA = δBA − 2DAq
iaDBqia. (3.226)

Òðèâèàëüíîå äåéñòâèå

∫
d4x äîáàâëåíî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðåäåë

Sq,ψ→0 = 0.

×ëåí Âåññà-Çóìèíî

×ëåí Âåññà-Çóìèíî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåîáõîäèìûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ èíâàðèàíòíî�

ñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòü ëàãðàí�

æèàíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøåííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè (3.221), à ñäâèãàåòñÿ íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ. Äàííîå ñëàãàåìîå ìîæåò áûòü ïî�

ñòðîåíî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì [50℄. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü çàìêíóòóþ 5-�îðìó

Ω5, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è íàðóøåííîé ñó�

ïåðñèììåòðèè (3.221). Òàêæå ÿñíî, ÷òî Ω5 äîëæíà èñ÷åçàòü â áîçîííîì ïðåäåëå, ïîñêîëüêó

îí óæå îáåñïå÷åí ïåðâîé ÷àñòüþ àíçàöà (3.226). 5-�îðìà ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ìîæåò

áûòü ïîñòðîåíà èç �îðì (3.222), èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè

Ω5 = (ωS)
α
a ∧ (ω̄S)

bα̇ ∧ (ωZ)
ia ∧ (ωZ)ib ∧ (ωP )

A (σA)αα̇

= dψαa ∧ dψ̄bα̇ ∧ dqia ∧ dqib ∧
[
dxαα̇ − 2i

(
ψcαdψ̄

c
α̇ + ψ̄cα̇dψcα

)]
. (3.227)

Ôîðìà Ω5 (3.227) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Äîêàçàòü ýòî ìîæíî, çàìåòèâ, ÷òî

âíåøíèé äè��åðåíöèàë �îðìû (ωP )αα̇ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

d (ωP )αα̇ = −4i dψcα ∧ dψ̄cα̇, (3.228)
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è, ïîñêîëüêó

dψαa ∧ dψbα =
1

2
ǫabdψ

cα ∧ dψcα, (3.229)

òî âíåøíèé äè��åðåíöèàë �îðìû Ω5 îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ

dΩ5 ∼ dψaα ∧ dψaα ∧ dψ̄bα̇ ∧ dψ̄bα̇ ∧ dqic ∧ dqic = 0. (3.230)

Äàëåå íåîáõîäèìî çàïèñàòü Ω5 êàê âíåøíèé äè��åðåíöèàë 4-�îðìû Ω4. Â îòëè÷èå îò

ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé 3-áðàíû â D = 6 è ìåìáðàíû â D = 7, äàííûé ýòàï íåòðèâèàëåí.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî èñêîìàÿ 4-�îðìà èìååò âèä,

Ω
(1)
4 =

1

2

(
ψαa dψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇dψαa
)
∧ dqia ∧ dqib ∧

(
dxαα̇ − 2i

(
ψcαdψ̄

c
α̇ + ψ̄cα̇dψcα

))
, (3.231)

ìîæíî íàéòè, ÷òî

dΩ
(1)
4 = Ω5 + 2i

(
ψαa dψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇dψαa
)
∧ dψcα ∧ dψ̄cα̇ ∧ dqia ∧ dqib. (3.232)

Ïîñêîëüêó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.232) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

−id
{ [

(ψaαdψbα) ∧ (ψ̄cα̇ ∧ dψ̄cα̇) + (ψcα ∧ dψcα) ∧ (ψ̄aα̇dψ̄bα̇)
]
∧ dqia ∧ dqib

}
, (3.233)

òî �îðìà Ω4, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì dΩ4 = Ω5, èìååò âèä

Ω4 =
1

2

(
ψαa dψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇dψαa
)
∧ dqia ∧ dqib ∧

(
dxαα̇ − 2i

(
ψcαdψ̄

c
α̇ + ψ̄cα̇dψcα

))
+

+i
[
(ψaαdψbα) ∧ (ψ̄cα̇ ∧ dψ̄cα̇) + (ψcα ∧ dψcα) ∧ (ψ̄aα̇dψ̄bα̇)

]
∧ dqia ∧ dqib. (3.234)

Èíòåãðàë îò ýòîé �îðìû è ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì Âåññà-Çóìèíî

SWZ = β

∫
d4x det E ǫABCD

[ (
ψαaDAψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇DAψ
α
a

)
DBq

iaDCqib (σD)αα̇ −

− 2i
(
ψαaDAψ

b
α ψ̄

cα̇DBψ̄cα̇ + ψcαDAψcα ψ̄
α̇
aDBψ̄

b
α̇

)
DCq

iaDDqib

]
. (3.235)

Îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè (3.221) ïî ïî�

ñòðîåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, àíçàö äëÿ äåéñòâèÿ 3-áðàíû â D = 8 èìååò âèä

S = (1 + α)

∫
d4x−

∫
d4x det E

[
α +

√
det g

]
+

+β

∫
d4x det EǫABCD

[ (
ψαaDAψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇DAψ
α
a

)
DBq

ia −DCqib (σD)αα̇ −

−2i
(
ψαaDAψ

b
α ψ̄

cα̇DBψ̄cα̇ + ψcαDAψcα ψ̄
α̇
aDBψ̄

b
α̇

)
DCq

iaDDqib

]
. (3.236)

Äàííûé àíçàö (3.236) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, ñîäåðæàùèì ëèøü ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî�

ëåé, èìåþùèì äîëæíûé áîçîííûé ïðåäåë, è èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè (3.221). Äâà íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðà α, β, êîòîðûå îí ñîäåðæèò, äîëæíû áûòü

çà�èêñèðîâàíû òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.
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3.6.4. Íåíàðóøåííàÿ ñóïåðñèììåòðèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè êîìïîíåíòíîãî äåéñòâèÿ íàèáîëåå ñëîæíîé â òåõíè÷åñêîì ïëàíå çà�

äà÷åé îêàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñó�

ïåðñèììåòðèè. Äëÿ 3-áðàíû â D = 8 ýòî äîêàçàòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ åùå áîëåå ñëîæíûì,

÷åì âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ñëó÷àÿõ. ×òîáû îñóùåñòâèòü òàêîå äîêàçàòåëüñòâî, íåîá�

õîäèìî òî÷íî âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, à, ñëåäîâàòåëüíî,

è âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí (3.215)

∇kγ̇ψ
α
b |θ→0 ≡

(
Jαγ̇
)
kb
, ∇k

γψ̄
bα̇|θ→0 ≡

(
J α̇γ
)kb

(3.237)

â òåðìèíàõ DAq
ia
. Êàê è â ñëó÷àå ìåìáðàíû âD = 7, ïåðåñóììèðîâàíèå ðÿäîâ â (3.215) â òåð�

ìèíàõ Y B
A = Λia

AΛ
B
ia íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâóÿ àíòèêîììó�

òàòîðîì

{
∇iα,∇jα̇

}
(3.208) íà ñóïåðïîëå qmb ñ ó÷åòîì (3.216), ìîæíî ïîëó÷èòü íåëèíåéíûå

óðàâíåíèÿ

δmj (Jαα̇)
b
i − δmi (Jαα̇)

b
j = ǫijDαα̇q

mb + (Jαγ̇)
a
i (Jγα̇)ajDγγ̇qmb. (3.238)

Òàêæå êàê è â ñëó÷àå ìåìáðàíû â D = 7, ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ íàèáîëåå

îáùåãî àíçàöà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé, õîòÿ ðåøåíèå è ñóùåñòâóåò, â ÷åì

ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðåøàÿ (3.238) èòåðàöèîííî. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

J iaA = NB
ADBq

ia + iKB
AX

ia
B , XAia = ǫABCDDBq

ibDCq
j
bDDq

a
j , (3.239)

ãäå ìàòðèöû NB
A , K

B
A âû÷èñëåíû äî 3 è 2 ïîðÿäêà ïî d ñîîòâåòñòâåííî:

NB
A =

[
1− 1

2
Trd+

1

2
(Trd)2 − Trd2 − 8

3
Trd3 +

11

4
Trd2Trd− 17

24
(Trd)3

]
δBA

+
[
1− Trd+

7

4
(Trd)2 − 5

2
Trd2

]
dBA +

[
2− 4Trd

] (
d2
)B
A
+ 6

(
d3
)B
A
+ . . .

KB
A =

[1
3
+

1

12
(Trd)2 − 1

6
Trd2

]
δBA −

[ 2
3
− 1

3
Trd
]
dBA − 2

3

(
d2
)B
A
+ . . . . (3.240)

Çäåñü, êàê è ðàíåå,

dBA ≡ DAq
iaDBqia,

(
d2
)B
A
= dCAd

B
C , Trd = dAA, Trd2 = dBAd

A
B, . . . . (3.241)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ïîèñêà òî÷íûõ âûðàæåíèé äëÿ J iaA , J
ia
A ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðå�

äåëèòü, ïðè êàêèõ J iaA , J
ia
A âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íåíàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè ïðåâðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîñëå ýòîãî íàäëåæèò ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿþò ëè

ïîëó÷åííûå J iaA , J
ia
A óðàâíåíèþ (3.238).



125

Îïðåäåëåíèå êîíñòàíò α, β

Àíçàö äåéñòâèÿ äëÿ 3-áðàíû â D = 8 ñîäåðæèò äâà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà, êîòîðûå

äîëæíû áûòü çà�èêñèðîâàíû òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñó�

ïåðñèììåòðèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè èõ, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âàðèàöèþ äåéñòâèÿ â ïåðâîì

ïîðÿäêå ïî �åðìèîíàì è ïåðâîì è òðåòüåì ïîðÿäêàõ ïî áîçîíàì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

(3.239), (3.240).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè äëÿ ïåðâûõ êîìïîíåíò ñóïåðïîëåé ìî�

ãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

δQF = −ǫαi Di
αFθ→0 = −ǫαi ∇i

αFθ→0 +HA∂AF, HB = iǫαi ψ
a
αJ

Bi
a + ǫαi ψ

a
βJ

i
Aa

(
σAB

)β
α
. (3.242)

(÷òîáû óñòàíîâèòü èíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ÷àñòü åãî âàðèàöèè ïðè

ǫαi .)

Ïðè íåîïðåäåëåííûõ J iaA , J
ia
A ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò, èõ ïðîèçâîäíûõ è îñíîâíûõ

ýëåìåíòîâ äåéñòâèÿ èìåþò âèä

δQψaα = HB∂Bψaα, δQψ̄
a
α̇ = HB∂Bψ̄

a
α̇ − ǫαi J

ia
A

(
σA
)
αα̇
,

δQDAqka = HB∂BDAqka + 2iǫαkDAψaα − 2iǫαi DAψbαJ
BibDBqka

−2ǫαi DAψbβ J
ib
D

(
σDB

)β
α
DBqka, (3.243)

δQDAψaα = HB∂BDAψaα − 2iǫβi DAψbβJ
BibDBψaα − 2ǫγiDAψbβJ

ib
D

(
σDB

)β
γ
DBψaα,

δQDAψ̄
a
α̇ = HB∂BDAψ̄

a
α̇ − ǫαi DAJ

ia
B

(
σB
)
αα̇

− 2iǫαi DAψbαJ
BibDBψ̄

a
α̇

−2iǫαi DAψbβJ
ib
D

(
σDB

)β
α
DBψ̄

a
α̇,

δQ det E = ∂A
(
HA det E

)
+ 2i det Eǫαi

[
DAψaαJ

Aia − iDAψaβJ
ia
B

(
σBA

)β
α

]
.

�àññìàòðèâàÿ ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

δlinQ qia = 2iǫiαψaα, δlinQ ψaα = 0, δlinQ ψ̄aα̇ = ǫαi ∂αα̇q
ia, (3.244)

ìîæíî íàéòè, ÷òî äåéñòâèå (3.236), ðàññìîòðåííîå âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî ïîëÿì, èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî (3.244), åñëè α = 1.

×òîáû íàéòè êîíñòàíòó β, íóæíî ðàññìîòðåòü âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (3.236) â ïåðâîì

ïîðÿäêå ïî �åðìèîíàì è â òðåòüåì - ïî áîçîíàì. Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ

ýëåìåíòîâ äåéñòâèÿ

det E ⇒ 1− 2i
(
ψαa ∂αα̇ψ̄

aα̇ + ψ̄aα̇∂αα̇ψ
α
a

)
,

1 +
√

det g ⇒ 2
(
1− Trd+ (Trd)2 − Trd2

)
,

SWZ ⇒ β

∫
d4x ǫABCD

[ (
ψαa ∂Aψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇∂Aψ
α
a

)
∂Bq

ia∂Cqib (σD)αα̇

]
, (3.245)
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à òàêæå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ J iaA (3.239), (3.240), ìîæíî íàéòè âàðèàöèþ îñíîâíîé

÷àñòè äåéñòâèÿ:

δcubeQ

[
− det E

(
1 +

√
det g

)]
≈ 4iǫiα∂Aψ

α
a

{ i

3
ǫABCD∂Bq

ib∂Cq
j
b∂Dq

a
j

}

+4ǫiα∂Aψ
β
a

(
σAB

)α
β

{
(1− Trd) ∂Bq

ia + dBC∂
Cqia +

i

3
ǫBCDF∂

Cqib∂Dqjb∂
F qaj

}
(3.246)

+4ǫiα ∂
Cψβa

(
σAB

)α
β
dAC∂Bq

ia.

Ñëàãàåìîå â ïåðâîé ñòðî÷êå (3.246) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé è ìîæåò áûòü ïðîèãíî�

ðèðîâàíî. Âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îäíîâðåìåííî σAB-ìàòðèöó è ǫBCDF -ñèìâîë, ìîãóò

áûòü ïðåîáðàçîâàíû ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

σBCǫCFGH = i
(
δBF σGH − δBGσFH + δBHσFG

)
, (3.247)

ñëåäóþùåãî èç ñàìîäóàëüíîñòè σAB-ìàòðèö. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå (3.246) íóæ�

íî ïîäñòàâèòü dCB = ∂Cq
ia∂Bqia è âûäåëèòü ñëàãàåìûå, àíòèñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâîê {i, j} and {a, b} - òîãäà ñëàãàåìûå, àíòèñèììåòðè÷íûå ïî {a, b}, ñîêðàòÿòñÿ.
Ïîñëå ýòèõ óïðîùåíèé âàðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

δcubeQ

[
− det E

(
1 +

√
det g

)]
≈ 4ǫiα∂Aψ

β
a

(
σAB

)α
β

{
(1− Trd) ∂Bq

ia + dBC∂
Cqia

}

4ǫiα∂
Cψβa

(
σAB

)α
β
∂Aq

jb∂Cq
i
b∂Bq

a
j . (3.248)

Ïðè âû÷èñëåíèè âàðèàöèè ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî â òîì æå ïðèáëèæåíèè (3.248) äîñòàòî÷íî

ïðîâàðüèðîâàòü ψ̄iα̇ è ó÷åñòü ïåðâîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè J iaA (Dq) . Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì
ïðîèçâåäåíèå ǫABCDσDM òàêæå äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (3.247).

Ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî â èñêîìîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

δcubeQ LWZ ≈ −2βǫiα

{
∂Cψ

β
a

(
σBC

) α

β
∂Bq

b
j∂Aq

ja∂Aqib + ∂Cψ
β
a

(
σAB

) α

β
∂Cqib∂Aq

ja∂Bq
b
j

− ∂Cψ
β
a

(
σAC

) α

β
∂Aq

ja∂Bq
b
j∂

Bqib

}
. (3.249)

Ïîñëå íåáîëüøèõ óïðîùåíèé ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âàðèàöèÿ ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî (3.249) è âà�

ðèàöèÿ îñíîâíîé ÷àñòè äåéñòâèÿ (3.248) ñîêðàùàþò äðóã äðóãà, åñëè âûáðàòü β = 2. Òàêèì

îáðàçîì, äåéñòâèå (3.236) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåð�

ñèììåòðèè â ðàññìîòðåííîì ïðèáëèæåíèè ïðè α = 1, β = 2. Ïîñêîëüêó ñïèñîê äîïóñòèìûõ

ñëàãàåìûõ èñ÷åðïàí, ìíîæèòåëè ïðè íèõ îïðåäåëåíû, à âñå ñëàãàåìûå ñ âûñøèìè ñòåïåíÿìè

�åðìèîíîâ ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî

íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïîëíîå êîìïîíåíòíîå äåéñòâèå 3-áðàíû
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â D = 8 èìååò âèä

S = 2

∫
d4x−

∫
d4x det(E)

[
1 +

√
det g

]
+

+2

∫
d4x det EǫABCD

[ (
ψαaDAψ̄

bα̇ + ψ̄bα̇DAψ
α
a

)
DBq

iaDCqib (σD)αα̇ (3.250)

−2i
(
ψαaDAψ

b
α ψ̄

cα̇DBψ̄cα̇ + ψcαDAψcα ψ̄
α̇
aDBψ̄

b
α̇

)
DCq

iaDDqib

]
.

Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ J iaA

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ (3.250), äàííîå â ïðåäû�

äóùåì ïîäðàçäåëå, ìîæíî ïðîäîëæàòü, ó÷èòûâàÿ ÷ëåíû âñå áîëåå è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

ïî dBA â ðàçëîæåíèÿõ ìàòðèö (3.240), æåëàòåëüíî íàéòè òî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòîãî

òðåáóåòñÿ çíàòü ñâÿçü J iaA è DBq
jb
â çàìêíóòîì âèäå. Îäíàêî, ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (3.238), îïðåäåëÿþùóþ ýòó ñâÿçü, òî÷íî, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì íè ïîä�

ñòàíîâêîé àíçàöà äëÿ J iaA , íè ñóììèðîâàíèåì ðÿäîâ (3.240).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ ìåìáðàíû â D = 7 áûë èñïîëüçîâàí äðó�

ãîé ñïîñîá, èñïîëüçóþùèé äëÿ ïîèñêà ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ J iaA íå ñèñòåìó íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, à äåéñòâèå. Åñëè (3.250) äåéñòâèòåëüíî èíâàðèàíòíî, åãî âàðèàöèÿ îòíîñèòåëüíî

(3.243) äîëæíà èñ÷åçàòü ïðè ïîäñòàíîâêå òî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ J iaA . Òîãäà ìîæíî âû÷èñ�

ëèòü âàðèàöèþ (3.250) îòíîñèòåëüíî (3.243) ïðè íåçàâèñèìîì J iaA , è îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì

J iaA îíà ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó J iaA âõîäèò ëèøü â çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî íå â äåéñòâèå,

ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ îêàæóòñÿ ëèíåéíûìè, è â îòëè÷èå îò (3.238), çàâåäîìî ðåøàåìûìè

òî÷íî. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.238), ðåøåíèå äëÿ J iaA , ó÷èòûâàþ�

ùåå âñå �åðìèîííûå ñëàãàåìûå, ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íûì îáðàçîì âîññòàíîâëåíî èç áîçîí�

íîãî ïðåäåëà çàìåíîé ∂Aq
ia → DAq

ia
. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà J iaA äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü

âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (3.250) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî �åðìèîíàì.

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ (3.250) îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè

(3.243) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî �åðìèîíàì èìååò âèä

δQL = 4i
√
det g

(
g−1
)AB(

ΣA
)
ia
∂Bq

ia − 2i
[
δAB +

√
det g

(
g−1
)A
B

](
ΣA
)
ia
JBia − (3.251)

−2
[
δAB +

√
det g

(
g−1
)A
B

](
ΣA

DB
)
ia
J iaD −

−4ǫABCDǫαk∂AψaαJ
kb
D ∂Bq

ia∂Cqib + 4iǫABCDǫαk∂AψaβJ
Fkb
(
σFD

)β
α
∂Bq

ia∂Cqib.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

(
ΣA
)
ia
= ǫαi ∂Aψaα,

(
ΣA

DB
)
ia
= ǫαi ∂Aψaβ

(
σDB

)β
α
. (3.252)
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Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ñ

(
ΣA
)
ia
è

(
ΣDBA

)
ia
, ìîæíî ïîëó÷èòü

δQS =

∫
d4x
(
ΣA
)
ka

{
4i
√
det g

(
g−1
)AB

∂Bq
ka − 2i

[
δAB +

√
det g

(
g−1
)A
B

]
JBka −

−4ǫABCD∂Bq
ia ∂CqibJ

kb
D

}
+ (3.253)

+2

∫
d4x
(
ΣA,DB

)
ia

{[
ηAB +

√
det g

(
g−1
)AB]

JDka−

−2iǫABCFJDkb∂Cq
ia∂F qib

}
. (3.254)

Âàðèàöèè, ïðîïîðöèîíàëüíûå

(
ΣA
)
ia
è

(
ΣA

DB
)
ia
, äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ íåçàâèñèìî. Èç

ýòîãî, îäíàêî, íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîý��öèåíòû ïðè

(
ΣA
)
ia
è

(
ΣA

DB
)
ia
(3.252) ðàâíû

íóëþ. Òàê, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàëû

∫
d4x
(
ΣA
)
ia
(XA)ia,

∫
d4x
(
ΣA,DB

)
ia
ηAB∂Dqia (3.255)

ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèåé. Ïîýòî�

ìó ñëåäóåò óñòàíîâèòü, ê ÷åìó ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü âûðàæåíèÿ â �èãóðíûõ ñêîáêàõ (3.253),

(3.254), ïîäñòàâèâ â íèõ J iaA â íèçøèõ ïðèáëèæåíèÿõ (3.240). Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíå�

íèÿ

4i
√
det g

(
g−1
)AB

∂Bq
ka − 2iMA

BJ
Bka − 4ǫABCD ∂Bq

ia∂CqibJ
kb
D = −8

3
(XA

)ka
, (3.256)

2MABJkaD − 4iǫABCF JDkb∂Cq
ia∂F qib = 4ηAB∂Dqka. (3.257)

Çäåñü

MA
B = δAB +

√
det g

(
g−1
)A
B
, (3.258)

à íåêîòîðûå èíäåêñû â óðàâíåíèè (3.257) ïîä÷åðêíóòû, ÷òîáû îòìåòèòü, ÷òî èç-çà àíòèñèì�

ìåòðèè è ñàìîäóàëüíîñòè ìàòðèöû σBD â (3.252) ëèøü òðè óðàâíåíèÿ â (3.257) íåçàâèñèìû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ðàññìîòðåòü óðàâ�

íåíèå (3.256). ×òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ su(2) èíäåêñîâ (i, a), èìååò ñìûñë ñâåðíóòü ýòî

óðàâíåíèå ñ ∂Bqka è ïîäñòàâèòü àíçàö (3.239) äëÿ J
ia
A . Ïîñëå ýòîãî ìîæíî âûäåëèòü ìàòðè÷�

íûå óðàâíåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè (3.256):

1

2

(
M ·K

)A
B
− 1

3

(
δABδ

C
D − δADδ

C
B

)
ND
C = −2

3
δAB, (3.259)

4
√
det g

(
g−1
)AB

dBD − 2
(
M ·N · d

)A
D
− 4

3

(
δADδ

C
F − δAF δ

C
D

)(
K · Z

)F
C
= 0.

Çäåñü ìàòðèöà ZAB
èìååò âèä

ZAB = (XA)ia(XB)ia = −9

2

[(2

3
Trd3 − Trd2Trd+

1

3
(Trd)3

)
ηAB +

+
(
Trd2 − (Trd))2

)
dAB ++2Trd (d2)AB − 2(d3)AB

]
. (3.260)
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Óðàâíåíèÿ (3.259) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî ëåãêî ðåøåíû; èõ

ñëîæíîñòü ñâÿçàíà ëèøü ñ íåîáû÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû ZAB
. Èõ ðåøåíèå òàêæå èìååò

äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä. Åãî îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïðåäñòàâèòü â �îðìå

NA
B =

2

F

[
2
√
det g − 4Trd+ 4(Trd)2 − 4Trd2 −

√
det gTr

(
g−1
)]
δAB −

−2
√
det g

F

[
2 +

√
det gTr

(
g−1
)](

g−1
)A
B
+

8

F

[
2
(
d2
)A
B
+
(
1− 2Trd

)
dAB

]
,

KA
B =

4

3F

[
2
√
det g

(
g−1
)A
B
− 2gAB −

√
det gTr

(
g−1
)
δAB

]
, (3.261)

ãäå

F = 8 + 8
√

det g − 16Trd+ 8(Trd)2 − 8Trd2 − det g ·
(
Tr
(
g−1
))2 − 4

√
det gTr

(
g−1
)
. (3.262)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû NB
A è KB

A ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

(
N · d

)A
B
= γKA

B +
1

2
δAB, γ = −3

8

(
2− 2

√
det g +

√
det gTr

(
g−1
))
. (3.263)

Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, íàéäåííîå ðåøåíèå äëÿ J iaA

(3.261) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèÿì (3.257) è (3.238). Ïîñêîëüêó äàííîå J iaA îáåñïå÷è�

âàåò îáðàùåíèå â íîëü âàðèàöèè äåéñòâèÿ (3.251) è íå ïðîòèâîðå÷èò ñëåäñòâèÿì óñëîâèé

íåïðèâîäèìîñòè, äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü çàêîí÷åííûì.

3.7. Âûâîäû

Ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèé ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

• Êîìïîíåíòíûé ïîäõîä ê äåéñòâèÿì áðàí îêàçûâàåòñÿ âïîëíå ý��åêòèâíûì. Â ÷àñò�

íîñòè, ñ åãî ïîìîùüþ óäàëîñü â çàìêíóòîì âèäå ïîñòðîèòü êîìïîíåíòíûå äåéñòâèÿ

äëÿ ìåìáðàíû â D = 7 è 3-áðàíû â D = 8 ñ 16 ñóïåðñèììåòðèÿìè è äîêàçàòü èõ

èíâàðèàíòíîñòü.

• Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ðàññìîòðåííûõ äåéñòâèé áðàí îò äåéñòâèé ÷àñòèö

ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ÷ëåíà Âåññà-Çóìèíî. Âî âñåõ ðàññìîò�

ðåííûõ ñëó÷àÿõ åãî ïðèñóòñòâèå îêàçûâàëîñü íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ îáåñïå�

÷åíèÿ èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè.

• Ôîðìû ïðè ãåíåðàòîðàõ íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ΩS ïî-ïðåæíåìó ìîãóò èñïîëüçî�

âàòüñÿ ïðè îïèñàíèè äåéñòâèé áðàí êàê èñòî÷íèêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Äëÿ âûÿñíå�

íèÿ ñâÿçè ìåæäó ñïèíîðíûìè ïðîèçâîäíûìè �åðìèîííûõ ñóïåðïîëåé è ïðîèçâîäíûìè
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ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì êîîðäèíàòàì áîçîííûõ ïîëåé îíè, òåì íå ìåíåå, îêà�

çûâàþòñÿ �àêòè÷åñêè íåïðèãîäíûìè.

• Ïðè ðàññìîòðåíèè íàèáîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì - ìåìáðàíû â D = 7 è 3-áðàíû â D = 8

- òàêæå âîçíèêàþò òðóäíîñòè è ñ ïîèñêîì âûðàæåíèÿ äëÿ ñïèíîðíîé ïðîèçâîäíîé

�åðìèîííûõ ñóïåðïîëåé ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèé óñëîâèé íåïðèâîäèìîñòè. Òåì íå ìåíåå,

ýòè âûðàæåíèÿ îêàçàëîñü âîçìîæíûì íàéòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ, èñïîëüçóÿ äëÿ èõ ïîèñêà

óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ.

Â îñíîâó äàííîé ãëàâû ëåãëè ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [52�54℄.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè áûë ðàññìîòðåí è ðåøåí ðÿä çàäà÷ ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè, ñâÿ�

çàííûõ ñ êâàíòîâûì ý��åêòîì Õîëëà â ïðîñòðàíñòâàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé è ñïîíòàííûì

íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè. Òàêæå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ñóïåðñèììåòðè÷�

íîé ìåõàíèêå, ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé P -áðàí.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîãî êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà â ìíîãîìåðíûõ ïðî�

ñòðàíñòâàõ, òàêèõ êàê ñ�åðà S4
è êîìïëåêñíûå ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà CP

n
, òðåáóåòñÿ

çíàòü ñóïåðñèììåòðè÷íóþ ìåõàíèêó ÷àñòèö íà òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî

íåàáåëåâà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè òàêèõ ÷àñòèö è áûëè ïîñòðîåíû

è èçó÷åíû â äèññåðòàöèè, ïðè÷åì äëÿ ìåõàíèê íà CP
n
â ïðèñóòñòâèè U(n) ïîëÿ áûëî ïîñòðî�

åíî èõ N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íîå ðàñøèðåíèå. Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü, ÷òî òàêèå ñèñòåìû

íàñëåäóþò âñå ñèììåòðèè èñõîäíîé áîçîííûõ CP
n
ìîäåëåé. Äðóãèì èõ íåîáû÷íûì ñâîéñòâîì

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî u(n) àëãåáðó èçîñïèíîâûõ òîêîâ äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåòñÿ ðàñøèðÿòü äî

su(1, n). Ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèçà ñïåêòðà ñîñòîÿíèé ÷àñòèö â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðèìå÷àòåëüíî

òî, ÷òî èõ ãàìèëüòîíèàíû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû êâàäðàòè÷íûõ îïåðàòîðîâ

Êàçèìèðà su(n+ 1) è èçîñïèíîâîé su(1, n) àëãåáð.

Äðóãàÿ ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà, ïîñòðîåííàÿ â äèññåðòàöèè è ïðåäñòàâëÿþùàÿ

èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ êâàíòîâîãî ý��åêòà Õîëëà - ìåõàíèêà íà ñ�åðå S
4
âî

âíåøíåì SU(2) ìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà êàê ñâîáîäíàÿ ìå�

õàíèêà íà CP
3
. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé â ðÿäó ñèñòåì íà HP

n
â SU(2) ïîëå, ïðåäñòàâèìûõ êàê

ìåõàíèêè íà CP
2n+1

. Ïîñêîëüêó N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà HP
n
íå ñóùåñòâóåò

èç-çà îòñóòñòâèÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî N = 2 âåð�

ñèþ ìåõàíèê ýòîãî âèäà. Òîãäà ïîñòðîèòü ìåõàíèêó ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì ðåäóöèðóåìîñòè

îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì. Èíòåðåñíî, ÷òî îíà èìååò íåñòàíäàðòíûé âèä è ñîäåðæèò íà äâà

�åðìèîíà áîëüøå, ÷åì êèðàëüíàÿ N = 2 ìåõàíèêà íà CP
2n+1

.

Äðóãîé èññëåäóåìîé â äàííîé äèññåðòàöèè çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äåéñòâèé ñó�

ïåð÷àñòèö ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ñóïåðñèììåòðèè ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ

ðåàëèçàöèé. Ïðèìåíåíèå äàííîãî �îðìàëèçìà îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ý��åêòèâíûì, åñëè

äåéñòâèå ÷àñòèöû ñòðîèòñÿ â òåðìèíàõ êîìïîíåíò, à íå ñóïåðïîëåé. Ýëåìåíò �àêòîð-ïðî�

ñòðàíñòâà è �îðìû Êàðòàíà ïîçâîëÿþò íàéòè, êðîìå êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ è óñëîâèé

íåïðèâîäèìîñòè, ïðèìåíÿåìûõ è â ñóïåðïîëåâûõ òåîðèÿõ, òàêæå è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîëåé, íàèáîëåå óäîáíûå îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò, áîçîííîå äåéñòâèå,
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è ñïîñîá åãî êîâàðèàíòèçàöèè îòíîñèòåëüíî íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì,

ñ ïîìîùüþ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé óäàåòñÿ íàéòè òðåáóåìîå ñóïåðñèììåòðè÷íîå

äåéñòâèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ òî÷íîñòüþ äî îäíîé êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùåé äîïîëíèòåëü�

íûå �åðìèîííûå ñëàãàåìûå. Äàííàÿ êîíñòàíòà �èêñèðóåòñÿ òðåáîâàíèåì èíâàðèàíòíîñòè

äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè. Èòîãîâîå äåéñòâèå èìååò êîìïàêòíûé

âèä, ñîõðàíÿåò îñíîâíûå ÷åðòû áîçîííîãî äåéñòâèÿ, èìååò ÿñíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë,

äåëàþùèé åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî íàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèè ïî÷òè î÷åâèäíîé.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàêèì ñïîñîáîì îêàçàëîñü âîçìîæíûì ïîñòðîèòü äåéñòâèÿ ñ 16 ñóïåð�

ñèììåòðèÿìè äëÿ ÷àñòèö â D = 3 è D = 5, êîòîðûå íå áûëè ðàíåå èçâåñòíû, è, áîëåå òîãî,

äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèö â D = 3 ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì (4 · 2k, k = 3, 4, . . .) ÷èñëîì ñóïåðñèì�

ìåòðèé. Êîìïîíåíòíûé ïîäõîä íà îñíîâå �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé îêàçûâàåòñÿ

ïðèìåíèìûì è ê äåéñòâèÿì ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè. Â äàííîì ñëó÷àå îãðàíè÷èâàþùèìè

�àêòîðàìè îêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìîñòü çíàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ

ïîëåé è àíàëèçèðîâàòü îòíîñèòåëüíî ñëîæíûé àíçàö äëÿ äåéñòâèÿ, ðàñêëàäûâàÿ åãî ïî ñòå�

ïåíÿì �åðìèîíîâ.

Âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìåõàíèê ñî ñïîíòàííûì íàðóøå�

íèåì ñóïåðñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñóïåðñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì íà èñêðèâëåííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, òàêèõ, êàê ïðîñòðàíñòâà àíòè-äå Ñèòòåðà.

Óñïåøíîå èñïîëüçîâàíèå �îðìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïî�

íåíòûõ äåéñòâèé ñóïåð÷àñòèö îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íûõ ìåòîäîâ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèé ñóïåðñèììåòðè÷íûõ áðàí ñî ñïîíòàííûì íàðóøåíèåì ïîëîâèíû

ñóïåðñèììåòðèé. Òàêèì ñïîñîáîì â äèññåðòàöèè áûëè ïîñòðîåíû äåéñòâèÿ äëÿ ìåìáðàí â

D = 5, 7 è 3-áðàí â D = 6, 8, ïîãðóæåííûõ â ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî, è äîêàçàíà èõ èíâàðè�

àíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåòðèé. Íàèáîëåå

ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â äåéñòâèÿõ

äàííûõ ñèñòåì ïðèñóòñòâóþò ÷ëåíû Âåññà-Çóìèíî. Â îòëè÷èå îò îñíîâíîé ÷àñòè ëàãðàíæèà�

íà, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êîâàðèàíòíîå îáîáùåíèå áîçîííîãî äåéñòâèÿ, ëàãðàíæèàí ÷ëåíà

Âåññà-Çóìèíî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé íàðóøåííîé

ñóïåðñèììåòðèè, íî ñäâèãàåòñÿ íà ïîëíóþ äèâåðãåíöèþ. Åãî ïîñòðîåíèå, îäíàêî, íå ïðåä�

ñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíîé òðóäíîñòè [50℄ è òàêæå èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ �îð�

ìàëèçìà íåëèíåéíûõ ðåàëèçàöèé. Òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè, ÷àñòî ïðåïÿòñòâóþùèå ïîñòðîå�

íèþ ñóïåðïîëåâûõ äåéñòâèé, ñóùåñòâóþò è â êîìïîíåíòíîì ïîäõîäå; â ïåðâóþ î÷åðåäü, ýòî

îòíîñèòñÿ ê íåîáõîäèìîñòè âûðàçèòü ñïèíîðíûå ïðîèçâîäíûå �åðìèîííûõ ñóïåðïîëåé ÷å�



133

ðåç ïðîèçâîäíûå áîçîííûõ ïîëåé ïî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì êîîðäèíàòàì. Óðàâíåíèÿ,

ñâÿçûâàþùèå èõ, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì êîâàðèàíòíûõ óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ìóëüòèïëåò,

íî â ñëó÷àå ìåìáðàíû â D = 7 è 3-áðàíû â D = 8 îíè îêàçûâàþòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûìè.

Òåì íå ìåíåå, äàííûå òðóäíîñòè âîçìîæíî ïðåîäîëåòü, ÷òî è áûëî ñäåëàíî â äèññåðòàöèè,

èñïîëüçóÿ äëÿ ïîèñêà óêàçàííîé ñâÿçè òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ.

Âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé áðàí ÿâ�

ëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äåéñòâèé P -áðàí â âûñøèõ èçìåðåíèÿõ è èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ,

à òàêæå ïîñòðîåíèå äåéñòâèé òåîðèé Áîðíà-Èí�åëüäà.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè:

1. Îñíîâûâàÿñü íà èäåÿõ ðàáîòû [24℄, ïîñòðîåíû N = 4 ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè

íà êîìïëåêñíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ CP
n
â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî U(n) ïî�

ëÿ, îáëàäàþùèå SU(n+1) èíâàðèàíòíîñòüþ. Íàéäåííûå ãåíåðàòîðû ñîîòâåòñòâóþùåé

ñèììåòðèè êîììóòèðóþò ñ ñóïåðçàðÿäàìè. �àìèëüòîíèàí òàêèõ ñèñòåì ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà îïåðàòîðîâ Êàçèìèðà, ïîñòðîåííûõ èç òîêîâ su(n + 1) è èçî�

ñïèíîâûõ òîêîâ.

2. ÏîñòðîåíàN = 2 ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìåõàíèêà íà êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàí�

ñòâå CP
3
, äîïóñêàþùàÿ �îðìóëèðîâêó êàê ìåõàíèêà íà ñ�åðå S4

âî âíåøíåì SU(2)

ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîñòðîåíà ñóïåðïîëåâàÿ �îðìóëèðîâêà ýòîé ìåõàíèêè. Òàêæå ïîñòðî�

åíû ñóïåðñèììåòðè÷íûå ìåõàíèêè íà ïðîñòðàíñòâàõ CP
2k+1

, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñ�îð�

ìóëèðîâàíû êàê ìåõàíèêè ñóïåð÷àñòèö íà êâàòåðíèîííûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

HP
k
âî âíåøíèõ SU(2) ìàãíèòíûõ ïîëÿõ.

3. Ïîñòðîåíû ìåõàíèêè ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ

N = 4, N = 8, N = 16, à òàêæå âûñøèìè 4 · 2k, k = 3, 4, . . . ñóïåðñèììåòðèÿìè, ïîëîâè�

íà èç êîòîðûõ ñïîíòàííî íàðóøåíà. Äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé

ýòèõ ìåõàíèê îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñóïåðñèììåòðèé. Ïîñòðîåíà ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìå�

õàíèêà ÷àñòèöû â D = 5 ñ 16 ñóïåðñèììåòðèÿìè, èç êîòîðûõ 8 ñïîíòàííî íàðóøåíû.

Ïîñòðîåíû êîìïîíåíòíûå N = 4 - ñóïåðñèììåòðè÷íûå äåéñòâèÿ ñ âûñøèìè ïðîèçâîä�

íûìè äëÿ àíèîíà è ÷àñòèöû ñ æåñòêîñòüþ è íàéäåíû èõ ñóïåðïîëåâûå �îðìóëèðîâêè.

4. �àçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíòíûõ äåéñòâèé P -áðàí, íåïîñðåäñòâåííî îáîá�

ùàþùèé ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â ñóïåðñèììåòðè÷íîé ìåõàíèêå. Ñ åãî ïîìîùüþ ïî�

ñòðîåíû êîìïîíåíòíûå äåéñòâèÿ äëÿ ìåìáðàí â D = 5, 7 è 3-áðàí â D = 6, 8. Äîêàçàíà
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èõ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñïîíòàííî íàðóøåííîé è íåíàðóøåííîé ñóïåðñèììåò�

ðèé.

�åçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [29, 35, 45, 46,

52�54℄.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

Ñåðãåþ Îëåãîâè÷ó Êðèâîíîñó çà ïîñòàâëåííûå çàäà÷è, ïîìîùü è ïîääåðæêó â èõ ðåøåíèè,

à òàêæå ìîèì ñîàâòîðàì, ïðèíèìàâøèì ó÷àñòèå â ðàáîòå íàä ýòèìè çàäà÷àìè - Ñòå�àíî

Áåëëó÷÷è, Àðìåíó Åðàíÿíó, Îëà�ó Ëåõòåí�åëüäó, Àðìåíó Íåðñåñÿíó, è Àíòîíó Îëåãîâè÷ó

Ñóòóëèíó. Àâòîð òàêæå âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü êîëëåêòèâó Ëàáîðàòîðèè òåîðåòè÷åñêîé

�èçèêè Îáúåäèíåííîãî èíñòèòóòà ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé çà îêàçàííîå äîâåðèå è ïðåäîñòàâ�

ëåííûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû, à òàêæå ëåêòîðàì, ÷üè ëåêöèè è ñåìèíàðû îêàçàëèñü

öåííûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ àâòîðîì ñóòè ñòîÿùèõ ïåðåä íèì çàäà÷ è ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ,

â ÷àñòíîñòè, Èîñè�ó Ëüâîâè÷ó Áóõáèíäåðó, Àëåêñåþ Àëåêñàíäðîâè÷ó Âëàäèìèðîâó, Àíà�

ñòàñèè Àíäðååâíå �îëóáöîâîé, Åâãåíèþ Àëåêñååâè÷ó Èâàíîâó, Àëåêñåþ Ïåòðîâè÷ó Èñàåâó,

Äìèòðèþ Èãîðåâè÷ó Êàçàêîâó, Àëåêñàíäðó Âëàäèìèðîâè÷ó Ïàòðóøåâó, Àëåêñàíäðó Ñàâå�

ëüåâè÷ó Ñîðèíó, Êåëëîãó Ñòåëëå.
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