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‘±·ÒÉ Ö ·¥§μ´ ´¸´ Ö ¶·¨·μ¤  Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ Ð¥²¥° ¶·¨ ¢±²ÕÎ¥´¨¨ ¶¥·¨μ¤¨-
Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¨³¥¥É ¶·μ¸Éμ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥. “¤¨¢¨É¥²Ó´μ¥ ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ Î ¸ÉμÉ
±μ²¥¡ ´¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ ·¥Ï¥´¨° ¤²Ö ±μ´É¨´ÊÊ³  §´ Î¥´¨° Ô´¥·£¨¨ ¶·¨¢μ¤¨É ± ´¥μ£· ´¨Î¥´-
´μ³Ê (§ ¶·¥É´μ³Ê) ·μ¸ÉÊ  ³¶²¨ÉÊ¤ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° Ψ(x). �μ´¨³ ´¨¥ ÔÉμ£μ ´¥μ¦¨¤ ´´μ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö
±²ÕÎ¥¢Ò³ ¤²Ö μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö ¶μ¢¥¤¥´¨Ö É ±¦¥ ¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì. ’ ³
¨§-§  μÉ±²μ´¥´¨Ö μÉ ·¥§μ´ ´¸  ¸³¥´ÖÕÉ¸Ö ¶μ¤μ¡´Ò¥ ¢§ ¨³´μ ±μ³¶¥´¸¨·ÊÕÐ¨¥ ·¥¦¨³Ò ·μ¸É 
·¥Ï¥´¨° ¢ · §´Ò¥ ¸Éμ·μ´Ò. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì ´¥ · §· ¸É ÕÉ¸Ö ´¥μ£· -
´¨Î¥´´μ,   ¨³¥ÕÉ Ì · ±É¥·´Ò¥ ¡¨¥´¨Ö. „¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò¥  ²£μ·¨É³Ò Ê¶· ¢²¥´¨Ö
£· ´¨Í ³¨ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ §μ´ ¢¶²μÉÓ ¤μ ¸²¨Ö´¨Ö ¸μ¸¥¤´¨Ì §μ´ ¶·μ¢μ¤¨³μ¸É¨. �± §Ò¢ ¥É¸Ö, ³μ¦´μ
É ±¦¥ § ¤ ¢ ÉÓ ¨ ¸±μ·μ¸ÉÓ ·μ¸É  ·¥Ï¥´¨° ¢ ²Õ¡μ° Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¥ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò. �Éμ
¨³¥¥É ¢ ¦´Ò° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² ±μ´É·μ²Ö ¸É¥¶¥´¨ § ¶·¥Ð¥´´μ¸É¨ ¢´ÊÉ·¨ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° Ð¥²¨,
μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥° ¸¢μ°¸É¢  ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ ¢ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨μ´´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. � ¶·¨³¥·, ¢ £¥É¥·μ-
£¥´´μ° ±μ³¶μ§¨Í¨¨ ¨§ ÊÎ ¸É±μ¢ · §´ÒÌ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· μÉ·¥§μ± ¸ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´μ°
¶·¨ ¨§¡· ´´μ° Ô´¥·£¨¨ ¡Ê¤¥É ¸²Ê¦¨ÉÓ ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³ ³¥¦¤Ê ÊÎ ¸É± ³¨ ¸ · §·¥Ï¥´´Ò³¨
§μ´ ³¨ ¨ ³μ¦´μ ³¥´ÖÉÓ ¥£μ ¶·μ§· Î´μ¸ÉÓ. �¡ÑÖ¸´ÖÕÉ¸Ö ´μ¢Ò¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ μÉ¤¥²Ó-
´ÒÌ Î ¸É¥° · §·¥§ ´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢. �·μÖ¸´ÖÕÉ¸Ö ¸¶¥±É· ²Ó´Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ³´μ£μ± ´ ²Ó´ÒÌ
¸É·Ê±ÉÊ·.

The hidden resonance nature of spectral gap formation by periodical potential perturbation
has simple explanation. Wonderful coincidence of V (x) oscillation frequencies for the continuum
of energy values results in unlimited (forbidden) increase of Ψ(x) oscillation amplitudes. This
understanding unexpectedly appears a key moment also for explanation of behavior of physical
solutions in allowed zones. There the violation of exact resonance leads to alteration of mutually
compensating regimes of growth in opposite directions. So, the solutions in allowed zones do not
swing with inˇnitely increasing amplitudes, but have beating. Also are demonstrated universal control
algorithms of spectral zone boundaries up to the merging of neighbor conducting zones. It appears
possible to control the rate of growth of solutions in any energy point of forbidden zone. It has
important physical sense of the degree of forbiddenness control inside the spectral gap that determines
the penetrability properties in conˇguration space. For example, in heterogeneous composition of
intervals with different periodic structures the section with forbidden zone at chosen energy will serve
as effective barrier between the sections with allowed zones, and we can change its transparency.
Also are explained new transparency symmetries of separate parts of some potentials cut in arbitrary
points. In addition some spectral peculiarities of multichannel structures are explained.
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Š¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  Å ÔÉμ ´ Ï¥ ¢¸¥, ÔÉμ
μ¡· § ´ Ï¥£μ ³ÒÏ²¥´¨Ö.

ˆ.‚. ‚μ²μ¢¨Î

. . . —¥³ ¡μ²ÓÏ¥ ²Õ¤¨ § ´¨³ ÕÉ¸Ö ¢ÒÎ¨¸²¥-
´¨Ö³¨, É¥³ ³¥´ÓÏ¥ μ´¨ ¶μ´¨³ ÕÉ.

�. •μË³ ´, ´μ¡¥²¥¢¸±¨° ² Ê·¥ É

ŒÒ ¤Ê³ ¥³, ÎÉμ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢¸¥
¦¥ μÎ¥´Ó ¶μ²¥§´Ò, ÎÉμ¡Ò ¶μ¤±·¥¶²ÖÉÓ ´ Ï¨
¤μ£ ¤±¨.

‚‚…„…�ˆ…

�É  ¸É ÉÓÖ μ ´μ¢¨´± Ì ¢ μ¡² ¸É¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ®¤¨§ °´ ¯. �´  ¶·μ¤μ²¦ ¥É
¸¥·¨Õ ´ Ï¨Ì μ¡§μ·´ÒÌ ¶Ê¡²¨± Í¨° ®‘¥±·¥ÉÒ ±¢ ´Éμ¢μ° ¨´ÉÊ¨Í¨¨¯ (¸³., ´ -
¶·¨³¥·, �—�Ÿ [1Ä5] ¨ ¤·Ê£¨¥ ¨§¤ ´¨Ö [6Ä8]). �¤´μ° ¨§ Í¥²¥° Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ
μ¡§μ·μ¢ ¡Ò²μ ¤μ´¥¸É¨ ¤μ ·Ê¸¸±μÖ§ÒÎ´ÒÌ Î¨É É¥²¥° ¨´Ëμ·³ Í¨Õ, μ¶Ê¡²¨±μ-
¢ ´´ÊÕ ´ ³¨ ¢ § ·Ê¡¥¦´ÒÌ ¦Ê·´ ² Ì. �μ¸¸¨°¸±μ° ´ Ê±¥, μ¸μ¡¥´´μ ¢ ÔÉμÉ ¥¥
±·¨§¨¸´Ò° ¶¥·¨μ¤, É·¥¡Ê¥É¸Ö ¢¸ÖÎ¥¸± Ö ¶μ¤¤¥·¦± . �μ¤Ìμ¤ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨
¨ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ° ¢¨§Ê ²¨§ Í¨¨ ¸¶μ¸μ¡¸É¢μ¢ ² ¢ÒÖ¢²¥´¨Õ ¶·μ¸ÉÒÌ ¨ Ê´¨¢¥·-
¸ ²Ó´ÒÌ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¥°, ¥¤¨´ÒÌ  ²£μ·¨É³μ¢ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö
±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¸μÎ¥É ´¨Õ ¤μ¸ÉÊ¶´μ¸É¨, Ï¨·μÉÒ μÌ¢ É  ¨ ÉμÎ´μ¸É¨ É¥μ-
·¨¨. ‘· ¢´¨¢ Ö ¸¥°Î ¸ ´ Ï¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ ¤μ ¨ ¶μ¸²¥
Éμ£μ, ± ± ³Ò ¢ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò ´ Î ²¨ μ¸¢ ¨¢ ÉÓ μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ ¨ ¸Ê¶¥·¸¨³-
³¥É·¨Õ, ¶μ· ¦ ¥ÏÓ¸Ö ·¥§±μ³Ê ±μ´É· ¸ÉÊ: ´ ¸±μ²Ó±μ ¶·μ§· Î´¥¥ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö
¸¢Ö§¨ ³¥¦¤Ê ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¢μ²´μ¢Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨, ¨Ì ¸¶¥±É· ²Ó-
´Ò³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨.

Š ÎÊ¤¥¸ ³ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ³μ¦´μ μÉ´¥¸É¨ ¥¤¨´μ¥, ¶·¥¤¥²Ó´μ Ô±μ´μ³´μ¥
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ μ ¶μ²´ÒÌ ´ ¡μ· Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ëμ·³. ‚³¥¸Éμ ¤¥¸ÖÉ±  · §-
·μ§´¥´´ÒÌ ÉμÎ´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ³Ò ¨³¥¥³ ± Î¥¸É¢¥´´ÊÕ ± ·É¨´Ê ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ
¸¢Ö§¥° ³¥¦¤Ê ¸¨¸É¥³ ³¨ ¸ ²Õ¡Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨. ˆÌ Î ¸Éμ ³μ¦´μ ´¥¶·¥-
·Ò¢´μ É· ´¸Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£ , ¨§³¥´ÖÖ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¸¶¥±É· ²Ó´Ò¥ ¶ -
· ³¥É·Ò (ÎÉμ μÉ¢¥Î ¥É ®¤¢¨¦¥´¨Õ¯ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ³μ¤¥²¥°). � ³ §¤¥¸Ó ¥Ð¥
μÉ±·Ò² ¸Ó ·μ²Ó μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¶ÊÎ´μ¸É¥° ± ± Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ¸É·μ¨-
É¥²Ó´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢, ÎÉμ ³´μ£μ±· É´μ Ê¶·μ¸É¨²μ ¶μ´¨³ ´¨¥ Ê¶· ¢²¥´¨Ö ¸¶¥±-
É· ³¨, · ¸¸¥Ö´¨¥³, · ¸¶ ¤ ³¨. Š¢ ´Éμ¢ Ö ³¥Ì ´¨±  ¸É ²  ¶μ¨¸É¨´¥ ®¶μ¸²ÊÏ-
´μ°¯ [7]. — ¸Éμ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³ ¤ ¦¥ ¢ Ê³¥ ·¥Ï ÉÓ § ¤ Î¨ ± Î¥-
¸É¢¥´´μ, ÎÉμ μÎ¥´Ó μ¡²¥£Î ¥É μÉ±·ÒÉ¨¥ ´μ¢ÒÌ Ö¢²¥´¨°. ˆ ¶·¨ ÔÉμ³ ¢¸¥£¤ 
³μ¦´μ ¶μ¤±·¥¶¨ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ÉμÎ´ÒÌ ³μ¤¥²¥°. �  ¶·¨³¥·¥ ¶¥-
·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ³Ò ¢¸±·Ò²¨ · ´¥¥ ´¥ § ³¥Î¥´´Ò°, ´μ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò°
³¥Ì ´¨§³ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ · §·ÊÏ¥´¨Ö (Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì) ·¥Ï¥´¨° ¢ Í¥²ÒÌ ¶μ²μ¸ Ì
¸¶¥±É·  (μ¡· §μ¢ ´¨¥ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ §μ´) [9]. ‚ÒÖ¸´¨²¨¸Ó ´μ¢Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨
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³´μ£μ± ´ ²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³. ˆÌ ¨§ÊÎ¥´¨¥ Å ÔÉμ ¶ÊÉÓ ± μ¶¨¸ ´¨Õ ³´μ£μ³¥·´ÒÌ ¨
³´μ£μÎ ¸É¨Î´ÒÌ ¸¨¸É¥³. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ μ¡§μ·¥ ³Ò μÉ· §¨²¨ ¶μ¸²¥¤´¨¥ ·¥§Ê²Ó-
É ÉÒ ¶μ μ¤´μ³Ê ¨§ ¢ ·¨ ´Éμ¢ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ¤²Ö M -± ´ ²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ±μ£¤ 
¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  Ê¤ ¥É¸Ö μ¸ÊÐ¥¸É¢¨ÉÓ Éμ²Ó±μ ¶μ ´ ¡μ·Ê M+1 ¸¶¥±-
É·μ¢ (¡¥§ ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ Ï¨·¨´). ‘ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥-
³Ò¥ ³μ¤¥²¨, ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ ¸É·μ¨ÉÓ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¤ ·¡Ê-
¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨¨, Å μ¡ ÔÉμ³, ¢¶·μÎ¥³, ¡Ê¤¥É ¸± § ´μ ¢ μÉ¤¥²Ó´μ° ¶Ê¡²¨± Í¨¨.

�·¨ ¢¸¥³ ÔÉμ³ ¢μ§´¨± ¥É ÎÊ¢¸É¢μ ¸μ¦ ²¥´¨Ö ¨§-§  Éμ£μ, ÎÉμ ¨´¥·É´μ¸ÉÓ
Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ¸μμ¡Ð¥¸É¢  (¸μÍ¨ ²Ó´Ò° ¶·¨´Í¨¶ ‹¥-˜ É¥²Ó¥) ¨²¨ ´¥¨´Ëμ·³¨-
·μ¢ ´´μ¸ÉÓ ³¥Ï ÕÉ ²¨±¢¨¤¨·μ¢ ÉÓ ¤¥Ë¥±ÉÒ ±¢ ´Éμ¢μ° £· ³μÉÒ. ŒÒ ¨ ¸ ³¨
ÎÊ¢¸É¢Ê¥³ ± ±ÊÕ-Éμ μÉ¢¥É¸É¢¥´´μ¸ÉÓ §  ÔÉμ. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ´ ¸ ¢¸¥ ¢·¥³Ö
¡¥¸¶μ±μ¨É ¸μ§´ ´¨¥ Éμ£μ, ÎÉμ ´ ³ ¸ ³¨³ ¥Ð¥ ´¥ Ö¸´Ò ³´μ£¨¥ Ê¦¥ Ê¸É ´μ-
¢²¥´´Ò¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ Ë¨§¨±¥ ¨ ³ É¥³ É¨±¥, ±μÉμ·Ò¥, ± ±
´ ³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö, ³μ£²¨ ¡Ò ¶μ³μÎÓ ´ Ï¨³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö³. �μ ¨Ì ¨§²μ¦¥-
´¨¥ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ ´¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ´ ¸ (´¥ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¶μ´ÖÉ´μ), ¤  ¨ Ê·μ¢¥´Ó
¢§ ¨³μ¶μ³μÐ¨ ¢ ´ ÊÎ´μ³ ¸μμ¡Ð¥¸É¢¥ ¤ ²¥± μÉ ´ ¨¡μ²ÓÏ¥£μ ¡² £μ¶·¨ÖÉ¸É¢μ-
¢ ´¨Ö. ŒÒ ´¥μÌμÉ´μ ¸¶μ¸μ¡¸É¢Ê¥³ ¶μ´¨³ ´¨Õ ¤·Ê£¨³¨ Éμ£μ, ÎÉμ ¶μ´¨³ ¥³
¸ ³¨, ±·μ³¥ Éμ£μ, μ¡Ñ¥±É¨¢´μ ¸²μ¦´μ ´ Ìμ¤¨ÉÓ μ¡Ð¨° Ö§Ò± ³¥¦¤Ê ¶μ´¨³ Õ-
Ð¨³ ¨ ´¥§´ ÕÐ¨³ (´¥¤μ¸É Éμ± ±Ê²ÓÉÊ·Ò ±μ³³Ê´¨± Í¨¨). ˆ ÔÉμ ¶·¨ Éμ³, ÎÉμ
É ±μ¥ μ¡Ð¥´¨¥ ´¥§ ³¥´¨³μ, ¶μ²¥§´μ μ¡¥¨³ ¸Éμ·μ´ ³. ‚ ´ Ï¨Ì · ¡μÉ Ì ³Ò
¸É · ¥³¸Ö ¶·¥μ¤μ²¥ÉÓ ÔÉÊ É¥´¤¥´Í¨Õ, ´ ¸±μ²Ó±μ ³μ¦¥³. . .

1. �…‡����‘�›‰ Œ…•��ˆ‡Œ ����‡�‚��ˆŸ ‘�…Š’��‹œ�›•
��‹�‘ ��ˆ ‚Š‹�—…�ˆˆ �…�ˆ�„ˆ—…‘Š�ƒ� ‚�‡Œ“™…�ˆŸ

®�Éμ £²Ê¶μ, ± ± Ë ±É¯, Å ¸± § ² 	 ²Ó§ ±,
¨ ÔÉ¨³ μ´ ± ± ´¥²Ó§Ö ¡μ²¥¥ ÉμÎ´μ μ¶·¥¤¥-
²¨² §´ Î¥´¨¥ Ë ±É  ¸ ³μ£μ ¶μ ¸¥¡¥. ” ±É. . .
μÎ¥´Ó ³ ²μ¶μÊÎ¨É¥²¥´ ¨ Í¥´¥´ ¤μ ¶μ·Ò,
¶μ±  ¶ÊÉ¥³ Éμ²±μ¢ ´¨Ö ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ´¥
¡Ê¤¥É ¶·¥¢· Ð¥´ ¢ Ë¥´μ³¥´.

Œ.ƒμ·Ó±¨°

�¥¸±μ²Ó±μ ¶ · ¤μ±¸ ²Ó´μ¥ ³´¥´¨¥ �´μ·¥ ¤¥ 	 ²Ó§ ±a ¸ ±μ³³¥´É ·¨Ö³¨
Œ ±¸¨³  ƒμ·Ó±μ£μ ¢ Ô¶¨£· Ë¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ´ ³ μÎ¥´Ó Ê³¥¸É´Ò³ ¤²Ö Éμ£μ,
ÎÉμ¡Ò ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¢ ´ Ê±¥ Ö¸´μ¸É¨ (Éμ, ÎÉμ ³Ò
´ §Ò¢ ¥³ ¨´ÉÊ¨Í¨¥°) (¸³. É ±¦¥ ³´¥´¨¥ „¥± ·É  ¢ Ô¶¨£· Ë¥ ± £². 2 ±´¨£¨ [7]),
±μÉμ·μ° É ± ¶μ±  ´¥ Ì¢ É ¥É ¨ ±μÉμ·μ° ¶μ¸¢ÖÐ ¥É¸Ö ¤ ´´Ò° μ¡§μ·, ± ± ¨
¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨¥ ¶Ê¡²¨± Í¨¨.

ˆ³¥¥É¸Ö É·¨ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´μ · §²¨Î´ÒÌ É¨¶  ¸¶¥±É·μ¢: ¤¨¸±·¥É´Ò°, ´¥-
¶·¥·Ò¢´Ò° ¨ ¸μ¸É ¢²¥´´Ò° ¨§ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¶μ²μ¸. ‚ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥-
¶·¥·Ò¢´Ò° ¸¶¥±É· · ¸¶ ¤ ¥É¸Ö ´  · §¤¥²¥´´Ò¥ ±μ´¥Î´Ò³¨ ¶·μ³¥¦ÊÉ± ³¨
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· §·¥Ï¥´´Ò¥ §μ´Ò, ¨²¨ §μ´Ò ¶·μ¢μ¤¨³μ¸É¨. �¶¨¸ ´¨¥ É ±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¡Ò²μ
¤ ´μ Ê¦¥ ¡μ²¥¥ 70 ²¥É ´ § ¤ ¸ ¶μ³μÐÓÕ § ³¥Î É¥²Ó´μ£μ Ëμ·³ ²¨§³  	²μÌ Ä
”²μ±¥ [10] (¸³. É ±¦¥ [11]). ‘ É¥Ì ¶μ· ÔÉ  É¥μ·¨Ö, ± § ¢Ï Ö¸Ö ¸μ¢¥·Ï¥´´μ°,
¸²Ê¦¨É μ¸´μ¢μ° ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢ ±·¨¸É ²² Ì ¨
¨Ì ¢¸¥¢μ§³μ¦´ÒÌ ¶·¨²μ¦¥´¨°, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ³¨±·μÔ²¥±É·μ´¨±¥. ‚¸¥ ÔÉμ ¢·¥³Ö
´¥ ¢μ§´¨± ²μ ¨ ³Ò¸²¨ μ¡ Ê¸μ¢¥·Ï¥´¸É¢μ¢ ´¨¨, Ê¶·μÐ¥´¨¨ ¤μ¸É¨£´ÊÉÒÌ §¤¥¸Ó
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°, ¢μ§³μ¦´μ, ¨³¥´´μ ¡² £μ¤ ·Ö ±· ¸μÉ¥ ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°.
�·¨ ÔÉμ³, μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ¶·μ¸É Ö Ë¨§¨Î¥¸± Ö ¶·¨Î¨´  · §·Ò¢  ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ
¸¶¥±É·  § ¶·¥Ð¥´´Ò³¨ §μ´ ³¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ μ¸É ¢ -
² ¸Ó ´¥§ ³¥Î¥´´μ°. ‚ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö É¥μ·¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²Ö² 
¸μ¡μ° ± ± ¡Ò ®É¥³´Ò° ÖÐ¨±¯. Šμ·μÉ±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¸ § ¤ ´´Ò³¨ ¶ · ³¥É· ³¨
³μ¦´μ § ²μ¦¨ÉÓ ¢ ±μ³¶ÓÕÉ¥· ¨ ¤μ¢μ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¢ ±μ´±·¥É´μ³ ¸²Ê-
Î ¥ ·¥§Ê²ÓÉ É ¸ ´Ê¦´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ. �¡ÒÎ´μ, ¶· ¢¤  §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ ¸²ÊÎ ¥¢
·¥¤±¨Ì Éμ£¤  ÉμÎ´ÒÌ ³μ¤¥²¥°, É·¥¡μ¢ ²μ¸Ó ·¥Ï¨ÉÓ ¸É ´¤ ·É´Ò³¨ Î¨¸²¥´´Ò³¨
³¥Éμ¤ ³¨ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ (¶¥·¨μ¤¥). �μ ¢¸¥
ÔÉμ ´¥ ¶μ§¢μ²Ö²μ Ö¸´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¸¥¡¥ ·¥§Ê²ÓÉ É ¶·¨ ¤·Ê£μ³ ¢Ò¡μ·¥ ¶ -
· ³¥É·μ¢, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¤²Ö ÔÉμ£μ ´Ê¦¥´ ¡Ò² ´μ¢Ò° · ¸Î¥É. �·¥¤¸± § ÉÓ ¦¥
± Î¥¸É¢¥´´μ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¡Ò²μ ¸²μ¦´μ. ‚ · ³± Ì É· ¤¨Í¨-
μ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¶·Ö³μ° § ¤ Î¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ ´¥ ¡Ò²  ¢¸±·ÒÉ  ¶·μ-
¸É Ö, ´μ § ³ ¸±¨·μ¢ ´´ Ö ·¥§μ´ ´¸´ Ö ¶·¨·μ¤  Ö¢²¥´¨Ö. �¸É ¢ ² ¸Ó ÉÊ³ ´´μ°
μ¡Ð Ö ± ·É¨´  § ±μ´μ³¥·´μ¸É¥° ¸¢Ö§¥° ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¨ ¢μ²´ ¸ Ëμ·-
³μ° ¶μÉ¥´Í¨ ² . Œμ¦´μ ¡Ò²μ ²¨ÏÓ ¨§³¥´ÖÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¨ ± ±¨¥-²¨¡μ ¨¸Ìμ¤-
´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò, ¶μ¢Éμ·ÖÖ Î¨¸²¥´´ÊÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¸Éμ²Ó±μ · §, ¸±μ²Ó±μ
É·¥¡Ê¥É¸Ö · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¢ ·¨ ´Éμ¢.

�μ¤Ìμ¤ ¦¥ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ (�‡) ¨ ±¢ ´Éμ¢μ-
³¥Ì ´¨Î¥¸±μ° ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨¨ (SUSY QM) [7] ¶μ³μ£
´ ³ ¢ÒÖ¢¨ÉÓ ¸ÊÐ´μ¸ÉÓ ³¥Ì ´¨§³ , ®· §·ÊÏ ÕÐ¥£μ¯ Ë¨-
§¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö. Šμ´¥Î´μ, ´¥ Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ, ÎÉμ §¤¥¸Ó
¸Ò£· ²μ ·μ²Ó ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ Î ¸ÉμÉ ±μ²¥¡ ´¨° ·¥Ï¥´¨° ¨
¶μÉ¥´Í¨ ² . �μ ¤ ²¥±μ ´¥ É·¨¢¨ ²Ó´μ, ÎÉμ É ±μ¥ ÉμÎ-
´μ¥ ·¥§μ´ ´¸´μ¥ ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´Ò³ ´¥
¢ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ Ô´¥·£¨¨,   ´  Í¥²ÒÌ ÊÎ ¸É± Ì
¨¸Ìμ¤´μ£μ (´¥¢μ§³ÊÐ¥´´μ£μ) ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  (¸μ-
§¤ ´¨¥ Í¥²ÒÌ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ ®¶·μ¸¥±¯ Å § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ
§μ´) (¸³. ·¨¸. 1).

�¨¸. 1. � §·Ò¢ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±Ép  ¶·¨ ¢±²ÕÎ¥´¨¨ ¶¥·¨-
μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö V (x). ‘¶¥±É· ²Ó-
´ Ö ÉμÎ±  E1, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¸μ¢¶ ¤¥´¨Õ Î ¸ÉμÉ μ¸Í¨²²Ö-
Í¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö ¨ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö
(sin kx), ®· ¸ÉÖ£¨¢ ¥É¸Ö¯ ¢ Í¥²Ò° ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° Ô´¥·£¥É¨Î¥-
¸±¨° ·¥§μ´ ´¸´Ò° ¨´É¥·¢ ²
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�Éμ μ± § ²μ¸Ó ¸²¥¤¸É¢¨¥³ μÎ¥´Ó ¸¢μ¥μ¡· §´μ£μ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ .
‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¶·¨¢ÒÎ´μ£μ ¢μ§· ¸É ´¨Ö Î ¸ÉμÉÒ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ²´ ¸ Ô´¥·£¨¥°,
³Ò ¢ÒÖ¸´¨²¨, ÎÉμ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³Ê ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê Ê¤ ¥É¸Ö ± ± ¡Ò ®§ ³μ·μ§¨ÉÓ¯
·¥§μ´ ´¸´Ò¥ Î ¸ÉμÉÒ · ¸± Î¨¢ ´¨Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°
(”²μ±¥) ´  ¢¸¥³ ¨´É¥·¢ ²¥ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° Ð¥²¨. �Éμ μ± § ²μ¸Ó ¸¢Ö§ ´´Ò³ ¸
É¥³, ÎÉμ ´¥± Ö ¸·¥¤´ÖÖ ÔËË¥±É¨¢´ Ö ±¨´¥É¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö μ¸É ¥É¸Ö ´¥¨§-
³¥´´μ°, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ·μ¸É ¶μ²´μ° Ô´¥·£¨¨ E, ÎÉμ ¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ÉμÎ´μ¥
·¥§μ´ ´¸´μ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¶¥·¨μ¤μ¢ ´  ¢μ²´Ò ·¥Ï¥´¨° ´¥ ¶·¨
μ¤´μ³ ¨§μ²¨·μ¢ ´´μ³ §´ Î¥´¨¨ E,   ¶¥·³ ´¥´É´μ ¢μ ¢¸¥Ì ÉμÎ± Ì § ¶·¥Ð¥´-
´μ° §μ´Ò. ’μÎ±¨ ¦¥ ¸¶¥±É·  · §·¥Ï¥´´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢μ²´, ²¥¦ ¢Ï¨¥ ´ 
³¥¸É¥ μ¡· §μ¢ ¢Ï¨Ì¸Ö · §·Ò¢μ¢, ´¥ ¶·μ¸Éμ ¨¸Î¥§ ÕÉ,   ± ± ¡Ò ®¸£·¥¡ ÕÉ¸Ö¯
¢ ¶μ²μ¸Ò ¶·μ¢μ¤¨³μ¸É¨. ŒÒ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ É¥·³¨´ ®¸£·¥¡ ´¨¥¯ ¤²Ö ¶μ¤Î¥·±¨-
¢ ´¨Ö ¸£ÊÐ¥´¨Ö (±μ³¶·¥¸¸¨¨) ´¥¶·¥·Ò¢´μ · ¸¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ÉμÎ¥± ¨¸Ìμ¤´μ£μ
¸¶²μÏ´μ£μ ¸¶¥±É·  ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Ê ±· ¥¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ ¶μ²μ¸. �·¨ É -
±μ° £·Ê¶¶¨·μ¢±¥ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ ÉμÎ¥± É ³ ¢μ§· ¸É ¥É ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö ¶²μÉ´μ¸ÉÓ.

� ÏÊ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ É ±μ£μ ¸£ÊÐ¥´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ ³Ò μ¡ÑÖ¸-
´¨³ ´  ¶·¨³¥·¥ £·¥¡¥´±¨ „¨· ±  Å Ô±¢¨¤¨¸É ´É´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¤¥²ÓÉ -
¶¨±μ¢. 	Ê¤¥³ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μ¤´Ê ¡¥¸±μ´¥Î´ÊÕ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó-
´ÊÕ Ö³Ê, § É¥³ É ±ÊÕ Ö³Ê Ê¤¢μ¥´´μ° Ï¨·¨´Ò (2a), ´μ · §¤¥²¥´´ÊÕ ¶μ¶μ² ³
¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° ¶¥·¥£μ·μ¤±μ° ¢ ¢¨¤¥ ¤¥²ÓÉ -¶¨± . �μÉμ³ ¶¥·¥°¤¥³ ± Ö³¥ Ï¨-
·¨´μ° L = 4a ¸ É·¥³Ö ¶μ¤μ¡´Ò³¨ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´Ò³¨ ¶¥·¥£μ·μ¤± ³¨, § É¥³ Å
± Ö³¥ Ï¨·¨´μ° L = 8a ¸ ¸¥³ÓÕ ¶¥·¥£μ·μ¤± ³¨ ¨ É. ¤. ‚ ¶·¥¤¥²¥ ¶¥·¥°¤¥³
± ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³¥ ¸ ¶μ²μ¸ ÉÒ³ ¸¶¥±É·μ³. �·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥
μÉ ®¶ ·Í¨ ²Ó´μ°¯ Ö³Ò ¸ L = a ± Ö³¥ ¸ L = 2a ¢¸¥ Ê·μ¢´¨ ¨¸Ìμ¤´μ° Ö³Ò
· ¸Ð¥¶ÖÉ¸Ö ´  ¤Ê¡²¥ÉÒ. ‘¨²  · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö ¸¢Ö§ ´  ¸ ¸¨²μ° ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨
¶¥·¥£μ·μ¤±¨. ’μ ¦¥ ¶·μ¨§μ°¤¥É ¨ ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ Ï £¥ Ê¤¢μ¥´¨Ö L, ´μ ± ¦¤Ò°
· § · ¸Ð¥¶²¥´¨¥ ¡Ê¤¥É ¢¸¥ ³¥´ÓÏ¥, ÎÉμ μ¡Ê¸²μ¢²¥´μ μ¸² ¡²¥´¨¥³ ´¥±μÉμ·μ°
Ê¸·¥¤´¥´´μ° ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ ¸¨¸É¥³Ò ¶·¨ ¢μ§· ¸É ´¨¨ Î¨¸²  ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
¶¥·¥£μ·μ¤μ±. �·¨ ÔÉμ³ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¸£ÊÐ¥´¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¢¡²¨§¨ Ê·μ¢´¥° ¶¥·-
¢μ£μ ¤Ê¡²¥É .

‘¥°Î ¸ ¥Ð¥ ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ Ï¨·μ±μ ¨§¢¥¸É´μ ¸·¥¤¨ Ë¨§¨±μ¢, ÎÉμ Ê· ¢´¥´¨¥
˜·¥¤¨´£¥·  ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨ ¶μÎÉ¨ ´¥ ¨³¥¥É ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì
·¥Ï¥´¨°, §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ §´ Î¥´¨° Ô´¥·£¨¨, μÉ´μ¸ÖÐ¨Ì¸Ö ± ÉμÎ± ³ §μ´´ÒÌ
£· ´¨Í. ‚ ¤·Ê£¨Ì ¦¥ ÉμÎ± Ì · ´ÓÏ¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²Ö²¨¸Ó ¸μ¢¥·Ï¥´´μ
´¥·¥£Ê²Ö·´Ò³¨. ’μ²Ó±μ É¥¶¥·Ó ¶μÖ¢¨²μ¸Ó ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ Ö¸´μ¥ ¶·¥¤¸É -
¢²¥´¨¥ μ ¶μ²´μ° ± Î¥¸É¢¥´´μ° ± ·É¨´¥ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¢¸¥Ì ¢μ§³μ¦´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°
¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ ¢ · §´ÒÌ §μ´ Ì. ˆ³¥´´μ ¢´ÊÉ·¨ Ð¥²¥° ¶·¨ ± -
¦¤μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¶μ ¤¢  ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ·¥ ²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö, ÌμÉÖ
¨ ´¥¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì, ´μ ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ Ê§² ³¨ ±μ²¥¡ ´¨° (c · ¸ÉÊÐ¨³¨
¨²¨ Ê¡Ò¢ ÕÐ¨³¨  ³¶²¨ÉÊ¤ ³¨) ¸ Î ¸ÉμÉμ° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨²¨
±· É´μ° ¥°. “ μ¤´μ£μ ¨§ ÔÉ¨Ì ·¥Ï¥´¨°  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨° · ¸É¥É ¢²¥¢μ, Ê
¤·Ê£μ£μ Å ¢¶· ¢μ.
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’ ±μ¥ ®· §¡ ²ÉÒ¢ ´¨¥¯ ·¥Ï¥´¨° ÌμÉÖ ¡Ò ¢ μ¤´Ê ¸Éμ·μ´Ê Ì · ±É¥·´μ ¤²Ö
®Ë¨§¨Î¥¸±¨ § ¶·¥Ð¥´´μ£μ¯ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö. ˆ§ ÔÉ¨Ì ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥-
´¨°, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ³´μ¦¥¸É¢μ ³¥·Ò ´Ê²Ó ¸·¥¤¨ ¢¸¥Ì ¤·Ê£¨Ì, ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ-
¨ÉÓ ¢¸¥ μ¸É ²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö, ÌμÉÖ Ê ¶μ¸²¥¤´¨Ì ·¥§μ´ ´¸´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ¸±·ÒÉÒ.
“§²Ò μ¤´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö · ¸¶μ² £ ÕÉ¸Ö ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨ ¤·Ê£μ£μ,   ¶·¨ ¸μ¸É ¢²¥´¨¨
²¨´¥°´ÒÌ ±μ³¡¨´ Í¨° · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥ ´Ê²¥° ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ´¥·¥£Ê-
²Ö·´Ò° Ì · ±É¥·. ’ ± ÎÉμ ¢ ®¸Éμ£ Ì¯ É ±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ± ± ¡Ò ¶·ÖÎÊÉ¸Ö ¶μ ¶ ·¥
®¨£μ²μ±¯ ¨Ì Î¨¸Éμ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì. �·¨ ÔÉμ³, ´¥¸³μÉ·Ö ´  É ±μ°
± ³ÊË²Ö¦, ± ¦¤ Ö ¨§ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì μ¡ÒÎ´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶μ¤¢¥·-
£ ¥É¸Ö ±μ£¥·¥´É´Ò³ Éμ²Î± ³ μÉ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö
´  ± ¦¤μ³ ¨§ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì ¶¥·¨μ¤μ¢. �Éμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ®´¥Ë¨§¨Î¥¸±μ³Ê Ô±¸-
¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê ·μ¸ÉÊ¯  ³¶²¨ÉÊ¤ ¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° ¢ μ¡¥ ¸Éμ·μ´Ò. �·¨Î¥³ ÔÉμ
· §¡ ²ÉÒ¢ ´¨¥ ¢ · §´Ò¥ ¸Éμ·μ´Ò ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É É ±, ÎÉμ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö
¸É·¥³ÖÉ¸Ö ¢  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ (¶·¨ x → ±∞) ± Î¨¸Éμ ·¥§μ´ ´¸´Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³,
É. ¥. ¢ ± ¦¤μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¢Ò¦¨¢ ¥É ²¨ÏÓ Éμ²Ó±μ μ¤´  · ¸ÉÊÐ Ö ËÊ´¤ ³¥´-
É ²Ó´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¢ Î¨¸Éμ³ ¢¨¤¥. Š¸É É¨, ¨ ´¥·¥£Ê²Ö·´μ¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥
Ê§²μ¢ ·¥Ï¥´¨° ¶¥·¥Ìμ¤¨É ´   ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ¥.

� Ìμ¤±μ° 	²μÌ  ¨ ”²μ±¥ ¡Ò²μ ¢Ò¤¥²¥´¨¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö
¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨° ± ± ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ, É ± ¨ ¢ § -
¶·¥Ð¥´´ÒÌ §μ´ Ì. �μ μ´¨ ´¥ μÉ³¥É¨²¨, ÎÉμ Éμ²Ó±μ ¢ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ §μ´ Ì
¨³¥¥É¸Ö ÉμÎ´Ò° ·¥§μ´ ´¸, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì ¨§-§  ´ ·Ê-
Ï¥´¨Ö ÉμÎ´μ£μ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö Î ¸ÉμÉ ±μ²¥¡ ´¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (x) ¨ ËÊ´±Í¨°
Re ψ(x), Im ψ(x) ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ Ö ¸³¥´  ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥¦¨³μ¢
¢¤μ²Ó μ¸¨ x (·μ¸É ψ Î¥·¥¤Ê¥É¸Ö ¸ ¥¥ Ê¡Ò¢ ´¨¥³).

„²Ö ¢ÒÖ¸´¥´¨Ö ·Ö¤  ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ÒÌ ¢μ¶·μ¸μ¢ ´ ³ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡Ê¤¥É
μ£· ´¨Î¨ÉÓ¸Ö ¸É Í¨μ´ ·´Ò³ μ¤´μ³¥·´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ˜·¥¤¨´£¥· 

− d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x) − V (x)ψ(x)

¨ ¥£μ ³ É·¨Î´Ò³ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò³  ´ ²μ£μ³.
�¡ÒÎ´μ ¤ ¦¥ ¸¶¥Í¨ ²¨¸ÉÒ ´¥ μ¡· Ð ÕÉ μ¸μ¡μ£μ ¢´¨³ ´¨Ö ´  ·¥Ï¥-

´¨Ö ¢ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ §μ´ Ì, ± ± ´  ®´¥Ë¨§¨Î¥¸±¨¥¯. � ± ± · § μ´¨ ¨³¥ÕÉ
±²ÕÎ¥¢μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¤²Ö ¶μ´¨³ ´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò ¢ Í¥²μ³. ‚ ´¨Ì, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, § -
±²ÕÎ¥´  · §£ ¤±  ¢μ²´μ¢μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì. �Éμ  ´ ²μ£¨Î´μ
·μ²¨ ¶μ¤¡ ·Ó¥·´μ£μ (±² ¸¸¨Î¥¸±¨ § ¶·¥Ð¥´´μ£μ) ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸ μÉ·¨Í É¥²Ó´μ°
±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¥°, ¨³¥ÕÐ¥£μ ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¤²Ö ¶μ´ÖÉ¨°
±¢ ´Éμ¢μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö: ÉÊ´´¥²¨·μ¢ ´¨Ö ¨ ¤¨¸±·¥É´μ¸É¨ ¸¶¥±É·  ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨°. �¡ÑÖ¸´¨³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢ ¦´Ò° Ë ±É, ±μÉμ·Ò° ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ¡Ê¤¥É
¶μ¤±·¥¶²¥´ ¸É·μ£¨³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨³ Ëμ·³ ²¨§³μ³. � §´Ò¥ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥
·¥Ï¥´¨Ö, ´ ¶·¨³¥· ¸μ ¸¤¢¨´ÊÉÒ³¨ Ê§² ³¨, ÎÊ¢¸É¢ÊÕÉ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¶μÉ¥´-
Í¨ ² ± ± · §²¨Î´Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ μÉÉ ²±¨¢ Õ-
Ð¨¥ (¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¨¥), ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸²ÊÎ Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö, £¤¥ ¸¤¢¨£
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·¥Ï¥´¨Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥ ³¥´Ö¥É ¥£μ ¸¢μ°¸É¢ (¸³. ·¨¸. 2). �¤´μ³¥·´μ¥ ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¨³¥¥É ¤¢  ²¨´¥°´μ
´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö. „μ¸É ÉμÎ´μ § Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ μ¤´μ£μ ¨§ Ê§-
²μ¢ ¤²Ö § ¤ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ£μ ´μ·³¨·μ¢μÎ´μ£μ
³´μ¦¨É¥²Ö. „²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (¢ Î ¸É´μ¸É¨, ´Ê²¥¢μ£μ) ¨³¥¥É¸Ö
´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ¸¶¥±É· E > V . ’¨¶¨Î´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥: sin (kx + α); E1 = k2 ¸
Ë §μ° α. ‚μ²´Ò μ¡² ¤ ÕÉ · §²¨Î´μ° ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´μ¸ÉÓÕ ± ²μ± ²Ó´Ò³ §´ Î¥-
´¨Ö³ ¶μÉ¥´Í¨ ² : ³ ±¸¨³ ²Ó´μ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´Ò ¢μ²´μ¢Ò¥ ¶ÊÎ´μ¸É¨ ¢¡²¨§¨ ¨Ì
Ô±¸É·¥³Ê³μ¢,   ³¨´¨³ ²Ó´μ Å ¢¡²¨§¨ Ê§²μ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, É. ¥.,
¸μ£² ¸´μ Ê· ¢´¥´¨Õ ˜·¥¤¨´£¥·  ¢ ¢ÒÏ¥¶·¨¢¥¤¥´´μ° Ëμ·³¥, ¨§³¥´¥´¨¥ ²μ-
± ²Ó´μ° ¨´É¥´¸¨¢´μ¸É¨ ¨§£¨¡  (d2/dx2)ψ(x) ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ψ(x) ¶·μ¶μ·-
Í¨μ´ ²Ó´μ ¸ ³μ° ËÊ´±Í¨¨ ψ(x) ± ± Ë ±Éμ·Ê ¢ Î²¥´¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö V (x)ψ(x) ¢
¶· ¢μ° Î ¸É¨. ’ ±, ± ¶·¨³¥·Ê, ¥¸²¨ Ô±¸É·¥³Ê³ ´¥±μÉμ·μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ´ Ìμ¤¨É¸Ö
¢ μ¡² ¸É¨ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¡ ·Ó¥· , Éμ §¤¥¸Ó ¡Ê¤¥É ¶·¥¢ ²¨·μ¢ ÉÓ μÉÉ ²±¨¢ ´¨¥:
®ÔËË¥±É¨¢´ Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ Ö Ô´¥·£¨Ö¯ Veff ¢μ§· ¸É ¥É, ¨ ¤²Ö Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ°
¶μ²´μ° Ô´¥·£¨¨ E ¢¥²¨Î¨´  ÔËË¥±É¨¢´μ° ±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¨ E − Veff

Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Ê¢¥²¨Î¥´¨Õ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨. �¤´ ±μ
Ê¢¥²¨Î¥´¨¥ ¶·¨ ÔÉμ³ E ³μ¦¥É ¸μÌ· ´¨ÉÓ · §´¨ÍÊ E − Veff ´¥¨§³¥´´μ°.

�¨¸. 2. ‚¢¥·ÌÊ: μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢¨É¥²¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ·¥Ï¥-
´¨° sin (kx + α) ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö Î ¸ÉμÉÒ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¸ Î ¸ÉμÉμ° ¶¥·¨μ¤¨Î¥-
¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö, ±μÉμ·μ¥ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö ¢±²ÕÎ¨ÉÓ. ‚´¨§Ê: ¶·¨³¥·

É ±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  (¶μÉ¥´Í¨ ² Š·μ´¨£ Ä�¥´´¨). ‚¸¥ ·¥Ï¥´¨Ö
◦
Ψ ¨¤¥´É¨Î´Ò ¸ ÉμÎ´μ-

¸ÉÓÕ ¤μ ¸¤¢¨£  ¶μ x. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ¸¢μ¡μ¤´Ò³ ¢μ²´ ³, Ëμ·³Ò ¢μ§³ÊÐ¥´´ÒÌ
·¥Ï¥´¨° μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö μÎ¥´Ó ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´Ò³¨ ± x-¸¤¢¨£ ³ ¨ ¤ ¦¥ ³μ£ÊÉ ¸μÌ· ´ÖÉÓ
μ¤¨´ ±μ¢Ò¥ Î ¸ÉμÉÒ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶·¨ ¸¤¢¨£ Ì ¶μ Ï± ²¥ Ô´¥·£¨° ¨ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · §-
´Ò° ¢¨¤, ± ± ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 3, 6
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�Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ÉÓ ¨§³¥´¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ¤²Ö Ê¤¥·¦ ´¨Ö ¶¥·¨μ¤ 
Ê§²μ¢ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ ´  ¢¸¥³ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò. „²Ö
ÔÉμ£μ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¸¤¢¨£ ÉÓ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶¥·¨-
μ¤ ³ ¶μÉ¥´Í¨ ² . ’ ±, ÎÉμ¡Ò ³¥¦Ê§²μ¢μ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°
μ¸É ¢ ²μ¸Ó ´¥¨§³¥´´Ò³, ±μ£¤  μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÉ ¸¤¢¨£¨ ¶μ Ô´¥·£¨¨
¢¤μ²Ó μ¸¨ E ¨ ¸¤¢¨£¨ ·¥Ï¥É±¨ ¢μ²´μ¢ÒÌ Ê§²μ¢ ¢¤μ²Ó μ¸¨ x. ‡¤¥¸Ó, ¤²Ö Ëμ·-
³¨·μ¢ ´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ Ð¥²¥°, ¢ ¦´μ ¥Ð¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ·¥Ï¥´¨°
´  ¶¥·¨μ¤¥. �¨É³¨Î´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ Ê¤ ·Ò ¶μ ¢μ²´μ¢Ò³ ¶ÊÎ´μ¸ÉÖ³ Éμ²-
± ÕÉ ¨Ì ¢¶· ¢μ ¨²¨ ¢²¥¢μ É¥³ ¸¨²Ó´¥¥, Î¥³ ¡μ²ÓÏ¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨
¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¨ μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ³¥¦¤Ê ¸μ¸¥¤´¨³¨ Ê§² ³¨ ¢μ²´ (¸³. ·¨¸. 3).

�¨¦¥ ³Ò É ±¦¥ μ¡ÑÖ¸´¨³ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¨ ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì, ¨¸-
¶μ²Ó§ÊÖ μ¶ÒÉ, ¶·¨μ¡·¥É¥´´Ò° ¶·¨ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¨ ³¥Ì ´¨§³  μ¡· §μ¢ ´¨Ö
Ð¥²¥°.

�μ ¸´ Î ²  ³Ò ´ ¶μ³´¨³ ´¥±μÉμ·Ò¥ ÉμÎ´Ò¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ,
¶μ¸²Ê¦¨¢Ï¨¥ μ¸´μ¢μ° ± Î¥¸É¢¥´´μ£μ μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó-
´ÒÌ ¶μ²μ¸. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¶μ§¢μ²ÖÉ ´ ³ É ±¦¥ ¸É·μ¨ÉÓ ´μ¢Ò¥
±² ¸¸Ò ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¤²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢. �É¨ ³μ-
¤¥²¨ É ±¦¥ ¶μ¸²Ê¦¨²¨ μ¸´μ¢μ° ¶·¨ ¸μ§¤ ´¨¨  ²£μ·¨É³μ¢ § ¤ ´´μ£μ ¸¤¢¨£ 
£· ´¨Í ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ §μ´ ¨ ¦¥² ¥³μ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö ¸É¥¶¥´¨ § ¶·¥Ð¥´´μ¸É¨ ¶·¨
¶·μ¨§¢μ²Ó´μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ ¢ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° Ð¥²¨.

2. ‘�…Š’��‹œ�›‰ Š��’��‹œ ‘ ��Œ�™œ� ����’��‰
‡�„�—ˆ ˆ Š‚��’�‚�-Œ…X��ˆ—…‘Š�‰ ‘“�…�‘ˆŒŒ…’�ˆˆ

‚¥²¨±¨°  ·Ì¨É¥±Éμ· μ£· ´¨Î¨²¸Ö ·¥Ï¥´¨¥³
¶·Ö³μ° § ¤ Î¨, μ¸É ¢¨¢ ´ ³ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÊÕ Å
μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ.

‚. ’¥·¥¡¨¦

�¥É·Ê¤´μ ¨¸¶¥ÎÓ ¶¨·μ£, ¥¸²¨ ¥¸ÉÓ ·¥Í¥¶É, ´μ
³μ¦´μ ²¨ ¢μ¸¸μ§¤ ÉÓ ·¥Í¥¶É, μÉ¢¥¤ ¢ ¶¨·μ£?

�. ”¥°´³ ´

�μ²´Ò¥ ´ ¡μ·Ò ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥° μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ´  ±μ´¥Î´μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ [7] ¸¶μ¸μ¡¸É¢μ¢ ²¨ ²ÊÎÏ¥³Ê ¶μ´¨³ ´¨Õ ·¥Ï¥-
´¨° ¤²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ´  ¢¸¥° μ¸¨ x. �μ ¶·¥¦¤¥, Î¥³ ¶¥-
·¥°É¨ ± ¶¥·¨μ¤¨±¥, ´ ¶μ³´¨³ ´¥±μÉμ·Ò¥ · ´¥¥ Ê¸É ´μ¢²¥´´Ò¥ ´ ³¨ ¢ ¦´Ò¥
Ë ±ÉÒ É¥μ·¨¨. ‘ ¶μ³μÐÓÕ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ° ¢¨§Ê ²¨§ Í¨¨ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ ³μ¤¥²¥°
´ ³ Ê¤ ²μ¸Ó ´ °É¨ § ±μ´Ò ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢
¨ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ ¨Ì ¢ ¢¨¤¥ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ÒÌ ¶· ¢¨². 	Ò²μ μÉ-
±·ÒÉμ, ÎÉμ ÔÉ¨ ¶· ¢¨²  ¶·¨³¥´¨³Ò ± Ô²¥³¥´É ·´Ò³ ®±¨·¶¨Î¨± ³ ¨ ¡²μ± ³¯,
¨§ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ ¸É·μ¨ÉÓ ¸¨¸É¥³Ò ¸ ²Õ¡Ò³¨ § ¤ ´´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ [6].
’ ±, ± ¦¤ Ö ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö (´¥ ±μ³¶²¥±¸´ Ö) ¢μ²´  ¸μ¸Éμ¨É ¨§ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ
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¶ÊÎ´μ¸É¥°, μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ Ê§² ³¨. ŒÒ ´ ¶μ³´¨³ §¤¥¸Ó ¤¢  ¶·μ¸ÉÒÌ ¶· ¢¨² 
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö μ¤´μ° ¢μ²´μ¢μ° ¶ÊÎ´μ¸É¨ [6, 7], ¶μ¸²¥ Î¥£μ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö Ö¸-
´Ò³¨ ¨ μ¡Ð¨¥ ¶· ¢¨²  ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸ ²Õ¡Ò³ Î¨¸²μ³ ¶ÊÎ-
´μ¸É¥°.

„²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î μ¸μ¡¥´´μ Ê¤μ¡´μ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ ÔÉμ ´ 
¶·¨³¥·¥ § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ (¶¥·¨μ¤¥)
¸ ´Ê²¥¢Ò³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (ÎÉμ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Õ ¢μ²´
¢ ¨¸Ìμ¤´μ° ¡¥¸±μ´¥Î´μ° ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ° Ö³¥ ¸ ¢¥·É¨± ²Ó´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó-
´Ò³¨ ¸É¥´± ³¨ ´  ±· ÖÌ ¶¥·¨μ¤ ). �Éμ ¶μ§¢μ²¨²o ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · ¸Ï¨·¨ÉÓ
±² ¸¸ · ´¥¥ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ÉμÎ´ÒÌ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¤²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸¨-
¸É¥³: ±Ê¸μÎ´μ-¶μ¸ÉμÖ´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ É¨¶  ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ Š·μ´¨£ Ä�¥´´¨,
¤¥²ÓÉ -¶¨±μ¢ „¨· ±  ¨ ±μ´¥Î´μ-§μ´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢. ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ³μ¤¥²¨,
μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò³ ¨§³¥´¥´¨Ö³ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢
{cν , Eν} § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ¶¥·¨μ¤¥, μÉ±·Ò²¨ ´μ¢Ò¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨
±μ´É·μ²Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³. �É¨ ¸¶¥±É· ²Ó´Ò¥ ¢¥¸ 
¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö {cν , Eν} μ± § ²¨¸Ó Ê¤μ¡´Ò³¨ ·ÒÎ £ ³¨ Ê¶· ¢²¥´¨Ö
£· ´¨Í ³¨ §μ´ ¨ ¸É¥¶¥´ÓÕ § ¶·¥Ð¥´´μ¸É¨ ¢ ²Õ¡μ° Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¥
¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ Ð¥²¥°.

�¥·¢μ¥ ¶· ¢¨²μ: ¤²Ö ¸¤¢¨£  μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸ μ¤´μ° ¶ÊÎ´μ¸ÉÓÕ
¶μ Ï± ²¥ Ô´¥·£¨° E ´Ê¦´μ ¶μ¤¥°¸É¢μ¢ ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ ·Ó¥·μ³ (Ö³±μ°)
¢¡²¨§¨ Ô±¸É·¥³Ê³  ¶ÊÎ´μ¸É¨, £¤¥ ¢μ²´  ´ ¨¡μ²¥¥ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´  ± ¶μÉ¥´-
Í¨ ²Ó´μ³Ê ¢μ§³ÊÐ¥´¨Õ V. ‚¡²¨§¨ ¸É¥´μ± ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ³μ£ÊÉ μ± -
§ ÉÓ¸Ö Ö³Ò/¡ ·Ó¥·Ò, £¤¥ Ê ËÊ´±Í¨¨ Ψ1(x) · ¸¶μ²μ¦¥´Ò Ê§²Ò ¨ £¤¥ μ´  ´ ¨-
³¥´¥¥ ÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´  ± ¨§³¥´¥´¨Ö³ ¶μÉ¥´Í¨ ² . ’ ±¨¥ Ö³Ò/¡ ·Ó¥·Ò ¨£· ÕÉ
¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´ÊÕ ·μ²Ó, ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö Ê¤¥·¦ ´¨Ö μ¸É ²Ó´ÒÌ Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨
Ei�=1 ´  ¶·¥¦´¨Ì ³¥¸É Ì, ÎÉμ¡Ò ¸±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ÉÓ ¢²¨Ö´¨¥ Í¥´É· ²Ó´μ° Î ¸É¨
¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö. �Éμ ¨²²Õ¸É· Í¨Ö Ë ±É , ÎÉμ · §´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³μ£ÊÉ ®ÎÊ¢¸É¢μ-
¢ ÉÓ¯ μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² ± ± · §´Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò. �Éμ
¶· ¢¨²μ ¤²Ö μ¤´μ° ¶ÊÎ´μ¸É¨ μ¡μ¡Ð ¥É¸Ö ´  ²Õ¡Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö (¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö
± ± ¦¤μ° ¶ÊÎ´μ¸É¨). �·¨³¥·Ò ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¢μ²´μ¢ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶·¨¢¥¤¥´Ò ´  ·¨¸. 3,  , ¡ ¨ ·¨¸. 6, ¶μ²Ê-
Î¥´´ÒÌ ¢¨§Ê ²¨§ Í¨¥° ÉμÎ´ÒÌ Ëμ·³Ê² (5), (6) ¨ (9) ¤ ´´μ£μ μ¡§μ· ,   É ±¦¥
´  ·¨¸. 1.1Ä1.8 ¢ ±´¨£¥ [7].

‚Éμ·μ¥ ¶· ¢¨²μ: ¤²Ö ¸¤¢¨£  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¢μ²´μ¢μ°
¶ÊÎ´μ¸É¨ ¢¶· ¢μ (¢²¥¢μ) ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ¥
¢μ§³ÊÐ¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¡²μ±  ¡ ·Ó¥·ÄÖ³±  (Ö³± Ä¡ ·Ó¥·) (¸³. ·¨¸. 3, ¢, £, ·¨¸. 6,
  É ±¦¥ ·¨¸. 2.1Ä2.9 ¢ [7]).

�¡· É¨É¥ ¢´¨³ ´¨¥ ´  ¢ ¦´ÊÕ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³
´¥¶μ¤¢¨¦´μ¸ÉÓ Ê§²μ¢ μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ³ ¸¤¢¨£¥ Ê·μ¢´Ö
Ô´¥·£¨¨ ¨ É· ´¸Ëμ·³ Í¨¨ μÉ¤¥²Ó´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. �Éμ ¦¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¨²²Õ-
¸É·¨·Ê¥É¸Ö ´  ·¨¸. 3, 4 ¨ 6 ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì. �´μ ¶μ³μ£²μ ´ ³ ´ °É¨
¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ·¥§μ´ ´¸´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö (¸³. ·¨¸. 4) ¶·¨ §´ Î¥´¨ÖÌ Ô´¥·£¨¨ ¢´Ê-
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É·¨ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° Ð¥²¨, ¨£· ÕÐ¨¥ ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ÊÕ ·μ²Ó ¢ É¥μ·¨¨ ¢μ²´ ¢
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· Ì.

’μÎ´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò (É¥μ·¨¨ SUSY QM ¨ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨) ¤²Ö ²¨´¥°´μ ´¥-
§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥´¨° (6), (9), (11) ¤ ÕÉ ´ ³ ¶μ²´Ò¥ ´ ¡μ·Ò (!) ´μ¢ÒÌ ÉμÎ´μ
·¥Ï ¥³ÒÌ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°. ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö
μ¤´μ£μ ¢Ò¡μ·  Í¥¶μÎ±¨ ¶¥·¨μ¤μ¢, ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ¤·Ê£¨³
¢Ò¡μ·μ³ ¶¥·¨μ¤μ¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³μ¦´μ ¸É·μ¨ÉÓ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö,
¢±²ÕÎ Ö É¥, ±μÉμ·Ò¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¢ ¤ ´´μ³ μ¡§μ·¥. ’μ ¦¥ ¢¥·´μ ¨ ¤²Ö
¶μÉ¥´Í¨ ²  Š·μ´¨£ Ä�¥´´¨. �¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´ -
·ÊÏ ¥É ¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸ÉÓ Ê§²μ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°.

’ ±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö, ¸¨²Ó´μ μÉ²¨Î ÕÐ¨¥¸Ö ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£  (¸ · §´Ò³¨ ¢ ·¨ Í¨-
Ö³¨ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö Ê§²μ¢), ¶·¨ ²Õ¡μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ μ¡· §ÊÕÉ ±μ´É¨´ÊÊ³.
�μ ¤ ¦¥ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ¢ Ð¥²ÖÌ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò¥
·¥Ï¥´¨Ö ¸ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´Ò³¨ Ê§² ³¨. ˆ§ ´¨Ì ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ²Õ¡Ò¥ ¤·Ê£¨¥
·¥Ï¥´¨Ö.

2.1. �¥Ï¥´¨Ö ´¥¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥, ´μ ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ · ¸¶μ²μ¦¥´´Ò³¨
Ê§² ³¨. � ¸¸³μÉ·¨³ ³¥Ì ´¨§³ μ¡· §μ¢ ´¨Ö §μ´, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ³¥Éμ¤, μ¸´μ¢ ´-
´Ò° ´  ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¨ § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ±μ´¥Î´μ³
¨´É¥·¢ ²¥. ƒ· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö É ±μ° § ¤ Î¨ ¢μ§Ó³¥³ É ±¨³¨, ÎÉμ ·¥Ï¥´¨Ö
μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó ´  ±μ´Í Ì ±μ´¥Î´μ£μ ¨´É¥·¢ ²  (¶¥·¨μ¤ ) [ε, a + ε] ¤²Ö
²Õ¡μ£μ 0 < ε < a,   ¶μÉ¥´Í¨ ²

V ε(x) = Vper(x), x ∈ [ε, a + ε], (1)

£¤¥ Vper(x) ¥¸ÉÓ ´¥±¨° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¸ ¶¥·¨μ¤μ³ a. �Ê¸ÉÓ ÔÉμ
¡Ê¤¥É ¶μÉ¥´Í¨ ² Š·μ´¨£ Ä�¥´´¨ Å ¢¸¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³,
´¥ É·Ê¤´μ · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ´  μ¡Ð¨° ¸²ÊÎ ° μ¤´μ³¥·´μ£μ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μ-
É¥´Í¨ ² . ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ¸¶¥±É· ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¤¨¸-
±·¥É´Ò° ´ ¡μ· {Eε

n}∞n=0. …¸²¨ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² V ε(x),
³Ò ¢μ¸¸É ´μ¢¨³ ¢¥¸Ó ¶μÉ¥´Í¨ ² Vper(x), ±μÉμ·Ò°, · §Ê³¥¥É¸Ö, ´¥ § ¢¨¸¨É
μÉ ¢Ò¡μ·  ε, ´μ, ±·μ³¥ Éμ£μ, ´ °¤¥³ Î ¸É´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ψper(x, Eε

n), μÉ¢¥Î -
ÕÐ¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê Vper(x) ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ Eε

n, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨
Ψε(x, Eε

n) ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´μ° § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥.
�¥¶·¥·Ò¢´μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö Ψper(x, Eε

n) (´μ ¥Ð¥ ´¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸ÉÓ ¶·μ¨§¢μ¤-
´μ°!) ¢¸¥£¤  £ · ´É¨·Ê¥É¸Ö É¥³, ÎÉμ Ψε(x, Eε

n) μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó ´  ±· ÖÌ
¨´É¥·¢ ² , É. ¥. ¢ ÉμÎ± Ì ¸Ï¨¢ ´¨Ö na + ε (ÉμÎ± Ì ¸ÉÒ±μ¢±¨ ¸³¥¦´ÒÌ ¨´-
É¥·¢ ²μ¢). ƒ² ¤±μ¸ÉÓ ¦¥ ¸Ï¨¢ ´¨Ö ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¶ÊÉ¥³ Ê³´μ¦¥´¨Ö ¸μ¡¸É¢¥´´μ°
ËÊ´±Í¨¨ ´  ¸μ¸¥¤´¥³ ¨´É¥·¢ ²¥ ´a ³´μ¦¨É¥²Ó, · ¢´Ò° ¶μ ³μ¤Ê²Õ μÉ´μÏ¥-
´¨Õ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ´  ¶· ¢μ³ ¨ ²¥¢μ³ ±· Õ ¨´É¥·¢ ² . …¸²¨ ÔÉμÉ ³´μ¦¨É¥²Ó
¶μ ³μ¤Ê²Õ · ¢¥´ 1, Éμ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Ψε(x, Eε

n) £² ¤±μ ¸Ï¨¢ ÕÉ¸Ö, É ±
ÎÉμ ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¤²Ö ¢¸¥£μ ¶¥·¨o¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´¥ · ¸Ìμ¤¨É¸Ö
¨, ±·μ³¥ Éμ£μ, ¸ ³  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ°, ÎÉμ ¸²Ê¦¨É ³ ·±¥·μ³ £· ´¨ÍÒ
³¥¦¤Ê · §·¥Ï¥´´μ° ¨ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´ ³¨. �ÉμÉ ¸²ÊÎ ° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É É ±μ³Ê
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¶μ²μ¦¥´¨Õ ¨´É¥·¢ ²  [ε, a + ε], ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² V ε(x) ¸¨³³¥É·¨Î¥´
(¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± Í¥´É·Ê ¨´É¥·¢ ² ). ’ ±μ° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¨³¥¥É ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´Ò°
¡ ·Ó¥· (Ö³Ê) ¶μ¸¥·¥¤¨´¥, ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ É ±¦¥
¸¨³³¥É·¨Î´Ò (²¨¡μ ¸É·μ£μ  ´É¨¸¨³³¥É·¨Î´Ò) (¸³. ·¨¸. 3, a, £).

�¨¸. 3. ‚μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ´  ¢¥·Ì´¥° E> (a) ¨ ´¨¦´¥° E< (¡) £· ´¨Í Ì ¸¶¥±É· ²Ó´μ°
Ð¥²¨; ¶·¨³¥·Ò ·¥Ï¥´¨° ¢´ÊÉ·¨ Ð¥²¨ (¢, £) ´  · §´ÒÌ ¶¥·¨μ¤ Ì ¡¥§ £² ¤±μ£μ ¸Ï¨¢ -
´¨Ö. ‘Ï¨¢ ´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¢ Ê§² Ì É·¥¡Ê¥É ¢¢¥¤¥´¨Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ Ê³´μ¦¥´¨Ö
´  μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ Ë ±Éμ· ´  ± ¦¤μ³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¶¥·¨μ¤¥, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Ô±¸¶μ´¥´Í¨-
 ²Ó´μ³Ê ·μ¸ÉÊ (¸¶ ¤ ´¨Õ)  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¢ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° §μ´¥, ± ± ¶μ± § ´μ
´  ·¨¸. 4

�μ ¸Éμ¨É ¸¨³³¥É·¨¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´ ·ÊÏ¨ÉÓ¸Ö (§  ¸Î¥É ¨§³¥´¥´¨Ö ε),
Ψε(x, Eε

n) É¥·Ö¥É ¸¢μÕ ¶·¥¦´ÕÕ ¸¨³³¥É·¨Õ (¸³. ·¨¸. 3, ¢, £), ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ±
Éμ³Ê, ÎÉμ ∣∣∣∣∣∣∣

d

dx
Ψε(x, Eε

n)|x=a+ε

d

dx
Ψε(x, Eε

n)|x=ε

∣∣∣∣∣∣∣ ≡ |ξε
En

| �= 1.

�¤´ ±μ, ¥¸²¨ ³Ò Ê³´μ¦¨³ Ψε(x, Eε
n) ´  ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¨´É¥·¢ ²¥ [a+ε, 2a+ε]

´  ξε
En

¨ É ± ¤ ²¥¥ ¤²Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì ¨´É¥·¢ ²μ¢ [(n− 1)a + ε, na + ε], ³Ò μ¡¥¸-
¶¥Î¨³ ¸Ï¨¢ ´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ. �μ¸±μ²Ó±Ê ξε

En
¡μ²ÓÏ¥ ´¥ · ¢¥´ ¥¤¨´¨Í¥,

Ê³´μ¦¥´¨¥ ´  ÔÉμÉ Ë ±Éμ· ¶·¨¢μ¤¨É ²¨¡μ ± ¶μ¸ÉμÖ´´μ³Ê ·μ¸ÉÊ, ²¨¡μ ± ¸¶ -
¤ ´¨Õ  ³¶²¨ÉÊ¤Ò (¶·¨ x → ∞) ·¥Ï¥´¨Ö ´  ¢¸¥° μ¸¨:

Ψper
n (x, E

(n)
frbd) = (ξε

En
)lΨε(x − la, Eε

n = E
(n)
frbd),

x ∈ [la + ε, (l + 1)a + ε], l = 0,±1, . . . ,
(2)
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£¤¥ E
(n)
frbd Å §´ Î¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ¢ n-° § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥,   ¶ · ³¥É· ε ¢Ò¡· ´

É ±, ÎÉμ Eε
n = E

(n)
frbd. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§³¥´ÖÖ ¶ · ³¥É· ε (± ± ¡Ò ¸± ´¨·ÊÖ

¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¨´É¥·¢ ²μ³ [ε, a + ε]), ³Ò ¤μ¡¨¢ ¥³¸Ö Éμ£μ, ÎÉμ
Ô´¥·£¨Ö Eε

n ¶·μ¡¥£ ¥É ¢¸Õ n-Õ ¸¶¥±É· ²Ó´ÊÕ ² ±Ê´Ê, ¶μ±  ¶μÉ¥´Í¨ ² V ε(x)
¸´μ¢  ´¥ μ± ¦¥É¸Ö ¸¨³³¥É·¨Î´Ò³, ´μ ¸ μ¡· É´Ò³ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥³ ¡ ·Ó¥·μ¢

¨ Ö³. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ Eε
n μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´  £· ´¨Í¥ §μ´Ò E

(n)
> ¨²¨ E

(n)
< (¸³.

¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ ·¨¸. 3, a, ¡). „ ²Ó´¥°Ï¥¥ ¨§³¥´¥´¨¥ ε ¶·¨¢μ¤¨É ± ¤¢¨¦¥´¨Õ

Eε
n ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨, É ± ÎÉμ ¤²Ö ²Õ¡μ° Ô´¥·£¨¨ E

(n)
frbd ¢

§ ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥ ³Ò ¨³¥¥³ ¤¢  ·¥Ï¥´¨Ö (2), ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¤¢Ê³ ¢μ§³μ¦-

´μ¸ÉÖ³: Eε
n ¶¥·¥¸¥± ¥É E

(n)
frbd, ¤¢¨£ Ö¸Ó ¢¢¥·Ì ¨²¨ ¤¢¨£ Ö¸Ó ¢´¨§. �¥É·Ê¤´μ

¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ÔÉ¨ ¤¢  ·¥Ï¥´¨Ö (1,2)Ψper
n (x, E

(n)
frbd) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨-

³Ò³¨, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μ´¨ ¶μ¸É·μ¥´Ò ¨§ ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°
´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ ¸ É¥³¨ ¦¥ Ô´¥·£¨Ö³¨ Eε

n = Eε′

n , ´μ ¤²Ö · §´ÒÌ ¶μ-
É¥´Í¨ ²μ¢ V ε(x) �= V ε′

(x), ±μÉμ·Ò¥ ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ¶·¨ μÉ· ¦¥´¨¨
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Í¥´É·  ¨´É¥·¢ ²  (¶²Õ¸ É· ´¸²ÖÍ¨μ´´Ò° ¶¥·¥´μ¸ ¶μ μ¸¨ x).

�¨¸. 4. ”Ê´¤ ³¥´É ²Ó´Ò¥ ®·¥§μ´ ´¸´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨¯, ¢μ§· ¸É ÕÐ Ö (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö)
¨ ¸¶ ¤ ÕÐ Ö (¶Ê´±É¨·´ Ö ²¨´¨Ö), ±μ²¥¡²ÕÐ¨¥¸Ö ¸ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´Ò³¨ ¶¥·¥³¥¦ ÕÐ¨-
³¨¸Ö Ê§² ³¨. �¥·¨μ¤ Ê§²μ¢ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶¥·¨μ¤μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö. ‹Õ¡μ¥
·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° Ð¥²¨ ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ± ± ²¨´¥°´ÊÕ ±μ³¡¨´ Í¨Õ ÔÉ¨Ì ·¥-
§μ´ ´¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶·¨ μ¤´μ° ¨ Éμ° ¦¥ Ô´¥·£¨¨

ˆÉ ±, ³Ò ¨³¥¥³ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ · ¸¶μ²μ¦¥´´Ò³¨ Ê§² ³¨ ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì § ¶·¥-
Ð¥´´μ° §μ´¥. �É¨ ·¥Ï¥´¨Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ · ¸Ìμ¤ÖÉ¸Ö (Ê¡Ò¢ ÕÉ) ¨, ÎÉμ μ¸μ-
¡¥´´μ ¢ ¦´μ, ¸μÌ· ´ÖÕÉ ´¥¨§³¥´´Ò³ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨, · ¢´μ¥ ¤²¨´¥
¶¥·¨μ¤  ¶μÉ¥´Í¨ ²  Vper(x) ¢μ ¢¸¥° ¶μ²μ¸¥ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò (ÌμÉÖ ·¥Ï¥É± 
Ê§²μ¢ ¢ Í¥²μ³ ´¥ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´  ¨ ¤¢¨£ ¥É¸Ö ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ ε) (¸³. ·¨¸. 4).
Š ¦¤μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥ ¶·¥¤¸É ¢¨³μ ¢ ¢¨¤¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨ É ±¨Ì
¤¢ÊÌ ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° (2). ’ ± ± ± μ¤´μ ¨§ ´¨Ì
· ¸Ìμ¤¨É¸Ö ¶·¨ x → ∞, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¤·Ê£μ¥ Ê¡Ò¢ ¥É ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨,
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¨ ´ μ¡μ·μÉ ¤²Ö x → −∞, ²Õ¡μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥ ¶·¨
Ô´¥·£¨¨, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¥° § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥, ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ μ¤´μ ¨§ É ±¨Ì ËÊ´-
¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ´   ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ x → ±∞. �  £· ´¨Í Ì ² ±Ê´Ò ÔÉ¨
·¥Ï¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¸É·μ£μ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ (¨Ì ·μ¸É ¶·¥±· Ð ¥É¸Ö).

…Ð¥ · § ¶μ¢Éμ·¨³, ÎÉμ Ê± § ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ÉμÉ Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸²,
ÎÉμ μ´¨ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶μ´ÖÉÓ ·¥§μ´ ´¸´ÊÕ ¶·¨·μ¤Ê § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò,   ¸²¥¤μ-
¢ É¥²Ó´μ, §μ´´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¸¶¥±É·  ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¢ Í¥²μ³. �ÉμÉ ·¥-
§μ´ ´¸, ±μÉμ·Ò° ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¢μ ¢¸¥° Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° ² ±Ê´¥, ¥¸ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É
¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö ¶¥·¨μ¤  ¶μÉ¥´Í¨ ²  Vper(x) ¨ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ³¥¦¤Ê ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨
· ¸¶μ²μ¦¥´´Ò³¨ Ê§² ³¨ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ¶μ¢Éμ·ÖÕ-
Ð¨³¸Ö ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö³ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´  ¢μ²´μ¢ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ, § ¸É ¢²ÖÖ ¥¥ ®· §-
¡ ²ÉÒ¢ ÉÓ¸Ö¯ ¢¸¥ ¸¨²Ó´¥¥ ¨ ¸¨²Ó´¥¥.

�μ¤¢μ¤Ö ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´Ò° ¨Éμ£, ³Ò ¢ÒÖ¸´¨²¨, ÎÉμ ¶·¨ ¸¨³³¥É·¨Î´μ³ · ¸-
¶μ²μ¦¥´¨¨ ¶¥·¨μ¤  ¶μÉ¥´Í¨ ²  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¥£μ ¶¨±μ¢ ¨²¨ Ö³ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
ËÊ´±Í¨¨, μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ ´Ê²¥¢Ò³ £· ´¨Î´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³ ´  ±· ÖÌ ¨´É¥·¢ ² , μ± -
§Ò¢ ÕÉ¸Ö É ±¦¥ ¸¨³³¥É·¨Î´Ò³¨. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ ¨Ì ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨
´  ¢¸Õ μ¸Ó. �Éμ Ì · ±É¥·´μ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨° ´  ¢¥·Ì´¥° E> ¨ ´¨¦´¥° E< £· -
´¨Í Ì § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò (¸³. ·¨¸. 3, a, £). � ¸¸³μÉ·¨³ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨,
μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ §´ Î¥´¨Ö³ Ô´¥·£¨¨ ³¥¦¤Ê E>, E< ¸ Ê§² ³¨ ´  £· ´¨Í Ì ¶μÉ¥´Í¨-
 ²Ó´ÒÌ ¡ ·Ó¥·μ¢ ¨ Ö³ (¸³. ·¨¸. 3, ¡, ¢). ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¤ ± ¦¤μ° ¶ÊÎ´μ¸ÉÓÕ
¨³¥¥É¸Ö ¡²μ± Ö³± Ä¡ ·Ó¥· ¨²¨ ¡ ·Ó¥·ÄÖ³± , ±μÉμ·Ò° ´ ·ÊÏ ¥É ¸¨³³¥É·¨Õ
¶ÊÎ´μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨Ö, ¢ Î ¸É´μ¸É¨ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¢ ÉμÎ± Ì Ê§²μ¢. ‡¤¥¸Ó ¶·μ¨¸-
Ìμ¤¨É Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° ·μ¸É · §¡ ²ÉÒ¢ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨° ¢¶· ¢μ ¨²¨ ¢²¥¢μ. ‚
μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¶·¨ ¤·Ê£μ³ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¨ Ê§²μ¢ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¶μÉ¥´Í¨-
 ²Ê, ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´´ÒÌ ¶ÊÎ´μ¸É¥° ¶·¨¢μ¤¨É ± · ¸ÉÊÐ¨³
·¥Ï¥´¨Ö³ ¸ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´Ò³¨ Ê§² ³¨. ’ ± ÎÉμ ¢¸Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö ² ±Ê´  ´¥-
¶·¥·Ò¢´μ § ¶μ²´Ö¥É¸Ö É ±¨³¨ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¸ ¶μ¸É¥¶¥´´Ò³
¨§³¥´¥´¨¥³ ®¸É¥¶¥´¨ § ¶·¥Ð¥´´μ¸É¨¯ μÉ ´Ê²Ö ´  μ¤´μ° ¨§ £· ´¨Í §μ´Ò ¤μ
³ ±¸¨³Ê³  ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¥¥ ¸¥·¥¤¨´Ò ¨ ¸´μ¢  ¤μ ´Ê²Ö ´  ¤·Ê£μ° £· ´¨Í¥.
�Éμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¨§-§  ·μ¸É /Ê¡Ò¢ ´¨Ö ´ ·ÊÏ¥´¨Ö ¸¨³³¥É·¨¨ ¢μ§³ÊÐ ÕÐ¥£μ
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢ μ¡² ¸É¨ ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨ (μ¡· É¨É¥ μ¸μ¡μ¥ ¢´¨-
³ ´¨¥ ´  ¶μ¸É¥¶¥´´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ ¸¤¢¨£μ¢ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶μ E ¨ ²μ± ²¨§ Í¨¨
¶ÊÎ´μ¸É¥° ´  μ¸¨ x). ‡¤¥¸Ó ³Ò ¨³¥¥³ ¤¥²μ ¸ ·¥¤±¨³ ¸²ÊÎ ¥³, ±μ£¤  ³ É¥-
³ É¨Î¥¸±¨ ÉμÎ´μ¥ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢μ ¸μ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¸ ¶·μ¸ÉÒ³, ¶μÎÉ¨ μÎ¥¢¨¤´Ò³
μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥³ ¡¥§ Ëμ·³Ê² (´  ¡ §¥ ¢ÒÏ¥Ê± § ´´ÒÌ ¶· ¢¨² ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥°
¨´ÉÊ¨Í¨¨).

�´ ²μ£¨Î´Ò¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ¶·¨²μ¦¨³Ò ± ¤·Ê£¨³ § ¶·¥Ð¥´´Ò³ §μ´ ³.
�Ê¦´μ Éμ²Ó±μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¨¸Ìμ¤´Ò¥ ¸¢μ¡μ¤´Ò¥ ¸¨´Ê¸μ¨¤ ²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö
¶·¨ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±¨Ì Ô´¥·£¨ÖÌ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì Î ¸ÉμÉ¥ Ê§²μ¢, ¢¤¢μ¥ (¨ ¡μ²¥¥
· §) ¶·¥¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥° Î ¸ÉμÉÊ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² . ‘¤¢¨£¨
¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ Ê·μ¢´Ö Ô´¥·£¨¨ E2 ¶μ±·Ò¢ ÕÉ ¢¸Õ ¢Éμ·ÊÕ § ¶·¥Ð¥´´ÊÕ
§μ´Ê ¨ É. ¤.
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Œμ¦´μ μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ÔÉÊ É¥μ·¨Õ ´  ¸²ÊÎ ° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² , ¤²Ö
±μÉμ·μ£μ ´¥²Ó§Ö Ê¦¥ ¢Ò¡· ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¨´É¥·¢ ² , μÉ¢¥Î ÕÐ¥¥ ¸¨³³¥É·¨Î-
´μ° Ëμ·³¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´  ÔÉμ³ ¨´É¥·¢ ²¥ (·¨¸. 5). �¥¸³μÉ·Ö ´  ÔÉÊ  ¸¨³-
³¥É·¨Õ, ¢¸¥-É ±¨ ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ ¨´É¥·¢ ² É ±, ÎÉμ¡Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μ¡-
¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ E<,> ¨³¥²¨ · ¢´Ò¥ ¶μ ³μ¤Ê²Õ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥
´  ±· ÖÌ ¨´É¥·¢ ² . �Éμ ¡Ê¤ÊÉ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´  £· ´¨Í Ì §μ´Ò.
„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¤²Ö ²Õ¡μ£μ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ³μ¦´μ ¢¸¥£¤  ¢Ò¡· ÉÓ
¤¢  ± ±¨Ì-´¨¡Ê¤Ó ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¨´É¥·¢ ²  [ε, a + ε], μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¡μ²ÓÏ¥° ¶·μ-
¨§¢μ¤´μ° ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ²¨¡μ ´  ²¥¢μ³ ±· Õ ¨´É¥·¢ ² , ²¨¡μ ´  ¶· ¢μ³,
É. ¥. V ε(x) ¸£·¥¡ ÕÉ ¢μ²´Ê ¡μ²ÓÏ¥ ²¨¡μ ¢ ²¥¢μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨, ²¨¡μ ¢ ¶· ¢μ³
(¸³. [7, 6]). ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¨³¥¥É¸Ö ´¥±μÉμ·μ¥ ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´μ¥ ¶μ²μ¦¥´¨¥
[ε, a + ε], ±μ£¤  ÔÉ¨ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ (´  ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´ÒÌ ±μ´Í Ì ¨´É¥·¢ ² )
¨³¥ÕÉ · ¢´μ¥ §´ Î¥´¨¥.

�¨¸. 5. ‚μ§³ÊÐ¥´¨¥ ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ´¥¸¨³³¥É·¨Î´Ò³ ¶¨²μμ¡· §´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ -
²μ³. ‘Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ ¶μ± § ´Ò ¶μ²μ¦¥´¨Ö ¶ÊÎ´μ¸É¥° ¢ ¶¥·¢μ° ² ±Ê´¥ ¢ ¸²ÊÎ ÖÌ: ·¥§μ-
´ ´¸´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö, · ¸ÉÊÐ¥£μ ´ ¶· ¢μ, ´ ²¥¢μ; ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ´  ¢¥·Ì´¥° ¨
´¨¦´¥° £· ´¨Íax ¶¥·¢μ° ² ±Ê´Ò

‚ÒÏ¥ E> Ê¦¥ ¢ · §·¥Ï¥´´μ° §μ´¥ Î ¸ÉμÉ  Ê§²μ¢ ¢μ§· ¸É ¥É ¸ E, ¶μ±  Î¨-
¸²μ Ê§²μ¢ ´  μ¤´μ³ ¶¥·¨μ¤¥ ´¥ Ê¢¥²¨Î¨É¸Ö ´  ¥¤¨´¨ÍÊ. �¥Ï¥´¨Ö ¢ §μ´¥ ¶·μ¢μ-
¤¨³μ¸É¨ ¨³¥ÕÉ ¸³¥´ÖÕÐ¨¥¸Ö ·¥¦¨³Ò ·μ¸É  ¨ ¸¶ ¤ ´¨Ö  ³¶²¨ÉÊ¤ ±μ²¥¡ ´¨°.
’ ±¨¥ ¡¨¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨° ¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì ³μ¦´μ μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³
μ¡· §μ³. ’ ³ ´¥É ÉμÎ´ÒÌ  ´ ²μ£μ¢ ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸ Ô±¢¨¤¨¸É ´É´Ò³¨
Ê§² ³¨, ±·μ³¥ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ¥¢ £· ´¨Í §μ´, £¤¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö Î¨¸Éμ
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨. �·¨ Ê¤ ²¥´¨¨ μÉ £· ´¨ÍÒ §μ´Ò ·¥§μ´ ´¸´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´ ·Ê-
Ï ÕÉ¸Ö ¢¸¥ ¸¨²Ó´¥¥ ¨ ¸¨²Ó´¥¥. Š ± ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, ¸ ·μ¸Éμ³
¶μ²´μ° Ô´¥·£¨¨ ÔËË¥±É¨¢´ Ö ±¨´¥É¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö Éμ¦¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ ¢μ§· -
¸É ¥É, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ ¡ ·Ó¥·Ò ¨¸Î¥·¶ ²¨ Ê¦¥ ·¥§¥·¢Ò Ê¢¥²¨Î¥´¨Ö
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¸·¥¤´¥° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ô´¥·£¨¨. ’ ± ÎÉμ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¶μ¢ÒÏ¥´¨¥ ¶²μÉ´μ¸É¨
´¥Ô±¢¨¤¨¸É ´É´ÒÌ Ê§²μ¢. �·¨ ¸¤¢¨£¥ ¶μ μ¸¨ x ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ³μ´μÉμ´´μ¥ ´ -
±μ¶²¥´¨¥ · §´μ¸É¨ Ë § ±μ²¥¡ ´¨° ·¥Ï¥´¨° ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ±μ²¥¡ ´¨Ö³¨ ¶μ-
É¥´Í¨ ² . �Éμ ¢¥¤¥É ± ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ° ¸³¥´¥ ®¶·¨¡²¨¦¥´´μ-·¥§μ´ ´¸´ÒÌ¯
·¥¦¨³μ¢:  ³¶²¨ÉÊ¤  ±μ²¥¡ ´¨° ·¥Ï¥´¨Ö Éμ ¢μ§· ¸É ¥É ¸μ ¸¤¢¨£μ³ ¶μ μ¸¨ x,
Éμ ´ Î¨´ ¥É Ê¡Ò¢ ÉÓ ¨ É. ¤. �¡´ ·Ê¦¥´¨¥ μ¡Ð¥° Ë¨§¨±¨ ¢ · §´μ³ ¶μ¢¥¤¥´¨¨
¢μ²´ ¢ ¸μ¸¥¤´¨Ì §μ´ Ì ¡Ò²μ ¤²Ö ´ ¸ ¶·¨ÖÉ´Ò³ ¸Õ·¶·¨§μ³. ’ ±¨¥ ¡¨¥´¨Ö ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Õ ¤¢ÊÌ ËÊ´±Í¨° ¸ · §²¨Î´Ò³¨ ¶¥·¨μ¤ ³¨ ¢ Ëμ·³Ê²¥
¡²μÌμ¢¸±¨Ì ¢μ²´ [11]:

ψ(x) = exp (iKx)uK(x), (3)

£¤¥ K ¥¸ÉÓ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸,   uK(x) ¨³¥¥É ÉμÉ ¦¥ ¶¥·¨μ¤, ÎÉμ ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ².
„·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ μ¡² ¸ÉÖÌ μ¸¨ x ¨³¥¥É¸Ö ¡μ²ÓÏ¥ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ
(®¢§¢¥Ï¥´´μ£μ¯) ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¸²¥¢  ¨ μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ¸¶· ¢  ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨ ·¥-
Ï¥´¨Ö. �Éμ § ¸É ¢²Ö¥É ·¥Ï¥´¨¥ ®· §¡ ²ÉÒ¢ ÉÓ¸Ö¯ ¸ ·μ¸Éμ³  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¢²¥¢μ.
‡ É¥³ ¨§-§  ¸¤¢¨£  ¶μ Ë §¥ μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ·¥Ï¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶¥·¨μ¤μ¢ ¶μ-
É¥´Í¨ ²  ¸¨ÉÊ Í¨Ö ¸³¥´Ö¥É¸Ö ´  ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´ÊÕ: ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥μ¡² ¤ ´¨¥
μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö ¸²¥¢  ¨ ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö ¸¶· ¢ . ’ ± ÎÉμ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥ ¨ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥
 ³¶²¨ÉÊ¤ · ¸± Î¨¢ ´¨Ö ¸³¥´Ö¥É¸Ö ¢¤μ²Ó μ¸¨ x. „²¨´  É ±¨Ì ³μ¤Ê²¨·μ¢ ´´ÒÌ
μ¸Í¨²²ÖÍ¨° (¡¨¥´¨°) Ê¡Ò¢ ¥É μÉ ∞ ´  ´¨¦´¥° £· ´¨Í¥ · §·¥Ï¥´´μ° §μ´Ò ¤μ
¢¥²¨Î¨´Ò ¶μ·Ö¤±  ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¶¥·¨μ¤  ´  ¢¥·Ì´¥° £· ´¨Í¥.

�  £· ´¨Í Ì §μ´ ±·μ³¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¨³¥-
ÕÉ¸Ö É ±¦¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ²¨´¥°´μ · ¸ÉÊÐ¨³¨  ³¶²¨ÉÊ¤ ³¨
μ¸Í¨²²ÖÍ¨° ¢ μ¡μ¨Ì ´ ¶· ¢²¥´¨ÖÌ. �Éμ ´ ¶μ³¨´ ¥É ¸¨-
ÉÊ Í¨Õ ¢¡²¨§¨ Ê·μ¢´Ö ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Eν ¢ ±μ´¥Î-
´μ° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ° Ö³¥ ´  ¢¸¥° μ¸¨ x. ‚ÒÏ¥ ¨ ´¨¦¥ Eν

¨³¥¥É¸Ö ¶μ ¤¢  ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ Ô±¸¶μ-
´¥´Í¨ ²Ó´μ · ¸ÉÊÐ¨³¨ (Ê¡Ò¢ ÕÐ¨³¨)  ¡¸μ²ÕÉ´Ò³¨ §´ -
Î¥´¨Ö³¨ ¢¶· ¢μ (¢²¥¢μ). � ¢ ¶·¥¤¥²¥, ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ Eν ,
¢μ§´¨± ÕÉ ¤¢  ·¥Ï¥´¨Ö: μ¤´μ Å · ¸ÉÊÐ¥¥ ¢ μ¡¥ ¸Éμ·μ´Ò,
¤·Ê£μ¥, ´ μ¡μ·μÉ, ¸¶ ¤ ÕÐ¥¥ ¢ μ¡¥ ¸Éμ·μ´Ò x → ±∞.

�¨¸. 6. CμÌ· ´¥´¨e · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ³¥¦¤Ê Ê§² ³¨ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨°,
¢μ§³ÊÐ ¥³ÒÌ · §²¨Î´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨, μÉ¢¥Î ÕÐ¨³¨ · §´Ò³
¸¤¢¨£ ³ ¶¥·¨μ¤  ¶μ μ¸¨ x ¸ ´Ê²¥¢Ò³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´ 
±· ÖÌ ¨´É¥·¢ ² . �μ± § ´Ò ¢μ§³ÊÐ¥´´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨
Ψ<, Ψ→, Ψ> ´  · §²¨Î´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¶¥·¨μ¤ Ì: ¸ Ö³±μ°
¶μ¸¥·¥¤¨´¥ V<, ¸ ¡²μ±μ³ ¡ ·Ó¥·ÄÖ³±  V→ ¨ ¸ ¡ ·Ó¥·μ³ ¶μ¸¥·¥-
¤¨´¥ V>
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�  ·¨¸. 6 ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É¸Ö Ô±¢¨¤¨¸É ´É´μ¸ÉÓ Ê§²μ¢ ¤²Ö ·¥§μ´ ´¸´ÒÌ ·¥Ï¥-
´¨° ¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ E<, E>, E→ ¨ · §²¨Î´ÒÌ ¢Ò¡μ· Ì ¶μ²μ¦¥´¨Ö
¶¥·¨μ¤μ¢ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶μÉ¥´Í¨ ² . �  ÔÉμ³ ·¨¸Ê´±¥ ¸Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ ¶μ± § ´μ
¢²¨Ö´¨¥ · §²¨Î´ÒÌ Î ¸É¥° Éμ£μ ¦¥ ¸ ³μ£μ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ´  ±μ-
´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ μ¤´μ° ¨ Éμ° ¦¥ ¤²¨´Ò: ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¸¤¢¨£ Ô´¥·£¨¨ Ê·μ¢´Ö
´  μÉ·¥§±¥ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò.

ˆ¸¶μ²Ó§Ê¥³ ÉμÉ Ë ±É, ÎÉμ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö § ¤ Î¨
˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ (¸ ¸¨³³¥É·¨Î´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³)
¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° £· ´¨ÍÒ §μ´ ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ¶·μ¤μ²¦¥´´μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥.
�·¨³¥´¨³  ²£μ·¨É³Ò ¸¤¢¨£μ¢ ÔÉ¨Ì ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ μ¸´μ¢ ´Ò
´  ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ (’�Œ) μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ¨ ¸Ê¶¥·¸¨³³¥É·¨¨ ¤²Ö
¸¤¢¨£μ¢ Ê¦¥ £· ´¨Í §μ´ ´ ¶¥·¥¤ § ¤ ´´Ò³ μ¡· §μ³. ˆÉ ±, Ê¤ ¥É¸Ö ¶¥·¥´¥-
¸É¨ ¢¥¸Ó ¡μ£ ÉÒ° ´ ¡μ· ’�Œ ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨ (5) ¤²Ö § ¤ Î ´  μÉ·¥§±¥ ´ 
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò.

‚Ò¶¨Ï¥³ É¥¶¥·Ó ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ÉμÎ´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨
¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ x ∈ [0, π]
¢ ¶μ¤Ìμ¤¥ SUSY QM [13Ä17] ¤²Ö ¸¤¢¨£μ¢ μÉ¤¥²Ó´μ£μ Ê·μ¢´Ö Ô´¥·£¨¨ En ´ 
´μ¢ÊÕ ¶μ§¨Í¨Õ En + t ´  Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ° Ï± ²¥. „²Ö ÔÉμ£μ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¤¢μ°´μ¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ SUSY QM. “·μ¢¥´Ó Ô´¥·£¨¨ En ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¤¢¨´ÊÉ Éμ²Ó±μ
´  μÉ·¥§±¥ Ô´¥p£¥É¨Î¥¸±μ° Ï± ²Ò ³¥¦¤Ê ¶μ²μ¦¥´¨Ö³¨ ¥£μ ´¨¦´¥£μ ¨ ¢¥·Ì-
´¥£μ ¸μ¸¥¤  [En+1, En−1]. ‚ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¦¥ ¸²ÊÎ ÖÌ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Ö ¤¢ÊÌ Ê·μ¢´¥°
¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ÔËË¥±É¨¢´ Ö  ´´¨£¨²ÖÍ¨Ö ¢Ò·μ¦¤¥´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°. „¥É ²¨ ÔÉμ£μ
μ¡´ ·Ê¦¥´´μ£μ ´ ³¨ Ö¢²¥´¨Ö μ¶¨¸ ´Ò ¢ [6].

�Ê¸ÉÓ ψ0(x, En) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸μ¡¸É¢¥´´μ° ËÊ´±Í¨¥° ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ En, μÉ¢¥-
Î ÕÐ¥° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê V0(x), x ∈ [0, π], ¸¨³³¥É·¨Î´μ³Ê μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Í¥´É· 
¨´É¥·¢ ²  [0, π]. ‚Ò¡¥·¥³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ψ̄0(x, En + t) ®´¥Ë¨§¨Î¥¸±μ¥¯ ¢¸¶μ³μ£ -
É¥²Ó´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¨¸Ìμ¤´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³, ´μ ¶·¨ ¸¤¢¨´ÊÉμ° Ô´¥·£¨¨ En+t ¸
¸¨³³¥É·¨¥° ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± Í¥´É·Ê (x = π/2) ¨´É¥·¢ ² , ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ°
¸¨³³¥É·¨¨ ËÊ´±Í¨¨ ψ0(x, En). �μ¸É·μ¨³ ¸ ÔÉ¨³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¢·μ´¸±¨ ´

θ(x) = ψ′
0(x, En)ψ̄0(x, En + t) − ψ0(x, En)ψ̄′

0(x, En + t), (4)

±μÉμ·Ò° ´¥ ¨¸Î¥§ ¥É ¶·¨ ¢¸¥Ì x ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ³ ¨ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³ ¨´-
É¥·¢ ² Ì [0, π] ¨ En−1 < En + t < En+1. ‘¤¢¨£ Ê·μ¢´Ö En → En + t ¶·¨
´¥¨§³¥´´ÒÌ ¶μ²μ¦¥´¨ÖÌ ¤·Ê£¨Ì Ê·μ¢´¥° Em �=n ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¸¨³³¥É·¨Î´μ°
É· ´¸Ëμ·³ Í¨¥° ¶μÉ¥´Í¨ ²  (¢ ¢ÒÏ¥Ê± § ´´μ³ ¸³Ò¸²¥)

V (x) = V0(x) − 2 t
d

dx
{ψ0(x, En)ψ̄0(x, En + t)θ(x)−1}. (5)

‚Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶·¥μ¡· §μ¢ ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° (¢±²ÕÎ Ö ¨Ì ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ
¶ ·É´¥·μ¢) ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ E, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¶μ´ ¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ¤²Ö
¶μ¸É·μ¥´¨Ö ´μ¢ÒÌ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ° § ¤ Î¨ ´  ¢¸¥°
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μ¸¨ ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ En + t, ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

ψ(x, E) = ψ0(x, E) − t(En − E)ψ̄0(x, En + t)θ(x)−1×
× {ψ′

0(x, En)ψ0(x, E) − ψ0(x, En)ψ′
0(x, E)}, (6)

ψ(x, En + t) = ψ0(x, En)θ(x)−1. (7)

�μ¸²¥¤´ÖÖ ËÊ´±Í¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¸μ¡¸É¢¥´´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ¶·¨ ´μ¢μ³
§´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨, ¸¤¢¨´ÊÉμ³ ´  t, ¸μÌ· ´ÖÕÐÊÕ ¸¨³³¥É·¨Õ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ·¥-
Ï¥´¨Ö ψ0(x, En). ŒÒ ¤μ± ¦¥³ ¤ ²ÓÏ¥, ÎÉμ ¶·¨ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¨
¶μÉ¥´Í¨ ²  V (x) ÔÉ  ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¡Ê¤¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ Î¨¸Éμ ¶¥·¨μ-
¤¨Î¥¸±μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨, μÉ¢¥Î ÕÐ¥° £· ´¨Í¥ ³¥¦¤Ê ¶·μ¢μ¤ÖÐ¥° ¨
§ ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´ ³¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¤¢¨£ En μ± §Ò¢ ¥É¸Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³
¸¤¢¨£Ê £· ´¨ÍÒ §μ´Ò.

�μ²μ¦¨³

V per(x + lπ) = V (x), l = 0,±1,±2, . . . , (8)

¤²Ö x ∈ [0, π]. � ¸¸³μÉ·¨³ ÔÉμÉ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¸μ ¢¸É ¢²¥´´μ° £·¥¡¥´±μ° Å
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ · ¸¸É ¢²¥´´Ò¥ δ-¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ ¡ ·Ó¥·Ò ¨²¨ Ö³Ò

∞∑
m=−∞

vδ(x − mπ),

É. ¥. ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²:

Ṽper(x) ≡
∞∑

m=−∞
vδ(x − mπ) + V per(x).

�É  ¢¸É ¢±  £·¥¡¥´±¨ „¨· ±  ¢Ò¶μ²´¥´ , ÎÉμ¡Ò ¨¸Ìμ¤´Ò° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨°
¶μÉ¥´Í¨ ² Ṽper(x) ¨³¥² ¶μ²μ¸ ÉÒ° ¸¶¥±É·. …¸²¨ ¢Ò¡· ÉÓ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±ÊÕ
·¥Ï¥É±Ê É ±, ÎÉμ¡Ò ¤¥²ÓÉ -¶¨±¨ · ¸¶μ² £ ²¨¸Ó ´  Ê§² Ì ·¥Ï¥É±¨ (´  ±· ÖÌ
¨´É¥·¢ ²  [ε, π + ε]), Ê·μ¢¥´Ó Eε

n ¡Ê¤¥É ± ± · § £· ´¨Í¥° n-° ¸¶¥±É· ²Ó´μ°
Ð¥²¨ ¨¸Ìμ¤´μ° £·¥¡¥´±¨ „¨· ± .

ˆÉ ±, ¸¤¢¨£ En ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸¤¢¨£Ê £· ´¨ÍÒ n-° § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò, É. ¥. ±
´μ¢μ³Ê ¶μ²μ¦¥´¨Õ ÔÉμ° £· ´¨ÍÒ ¤²Ö Ṽper(x) ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¥¥ ¶·¥¦´¥³Ê
¶μ²μ¦¥´¨Õ ¢ ¨¸Ìμ¤´μ° £·¥¡¥´±¥ „¨· ± . �·¨³¥· É ±μ£μ Ê¶· ¢²¥´¨Ö §μ´ ³¨
¶μ± § ´ ´  ·¨¸. 7, £¤¥ ¶μ²μ¸Ò · §·¥Ï¥´´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö μ¡μ§´ Î¥´Ò Éμ²¸ÉÒ³¨
²¨´¨Ö³¨. ƒ· ´¨ÍÒ §μ´ ÉμÎ´μ · ¸¸Î¨É ´Ò ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±-
Í¨° (6) ¨  ´ ²μ£¨Î´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨° ¤²Ö ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, £¤¥
¢³¥¸Éμ ψ0(x, E) ´ ¤μ ¡· ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö
¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥· .
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Œμ¦´μ ¡· ÉÓ ¨¸Ìμ¤´ÊÕ £·¥¡¥´±Ê „¨· ±  ¸ · §´Ò³¨ §´ ± ³¨ ¸¨²Ò v. �Éμ
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¤¢Ê³ ¸²ÊÎ Ö³, ±μ£¤  En Ö¢²Ö¥É¸Ö ²¨¡μ ¢¥·Ì´¥° £· ´¨Í¥° n-°
§ ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´Ò (v < 0), ²¨¡μ ´¨¦´¥° (v > 0). �  ·¨¸. 7 ¶μ± § ´ ¢Éμ·μ°
¸²ÊÎ °. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ³Ò ³μ¦¥³ ±μ´É·μ²¨·μ¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ μ¤´Ê ¨§ £· ´¨Í §μ´,
  ¨³¥´´μ μÉ¢¥Î ÕÐÊÕ En. ’μ ¦¥ μÉ´μ¸¨É¸Ö ¨ ± ¤·Ê£¨³ ² ±Ê´ ³, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
¨Ì £· ´¨ÍÒ (ÉμÎ´¥¥, ¨Ì Î ¸ÉÓ), μÉ´μ¸ÖÐ¨¥¸Ö ± Em, m �= n, μ¸É ÕÉ¸Ö ´¥¶μ-
¤¢¨¦´Ò³¨, ±μ²Ó ¸±μ·μ ¢¸¥ Em Ê¤¥·¦¨¢ ÕÉ¸Ö μÉ ¸¤¢¨£μ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° Ëμ·³μ°
É· ´¸Ëμ·³ Í¨¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  (5).

�¨¸. 7. ‘¤¢¨£ ¢¥·Ì´¥° £· ´¨ÍÒ ¢Éμ·μ° · §·¥Ï¥´´μ° ¸¶¥±É· ²Ó´μ° §μ´Ò (¶μ± § ´μ
¸É·¥²± ³¨) ¸ ¨¸Ìμ¤´μ° £·¥¡¥´±μ° „¨· ±  δ-Ö³. �¡· É¨É¥ ¢´¨³ ´¨¥ ´  ¸²¨Ö´¨¥ ÔÉμ°
§μ´Ò ¸ ¸μ¸¥¤´¥° · §·¥Ï¥´´μ°, ²¥¦ Ð¥° ¢ÒÏ¥ ¶·¨ ¸¤¢¨£¥ £· ´¨ÍÒ ´  ΔE = 1 (v = 4)

	Ò²μ μ¡´ ·Ê¦¥´μ ¨´É¥·¥¸´μ¥ Ö¢²¥´¨¥ ¸²¨Ö´¨Ö · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ ¶·¨
¸¶¥Í¨ ²Ó´μ³ ¢Ò¡μ·¥ ¶ · ³¥É·  t. � §¤¥²ÖÕÐ Ö ¨Ì ² ±Ê´  ¶·μ¶ ¤ ¥É, ÎÉμ
³μ¦´μ Ê¢Ö§ ÉÓ ¸ ¶μ²´μ° ±μ³¶¥´¸ Í¨¥° ¤¥²ÓÉ -¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ´μ¢Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ -
²μ³ Vper(x) ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¸²¨Ö´¨Ö §μ´ Emerg, ¶μ´¨³ ¥³μ° ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¸³Ò-
¸²¥. �·¨ ¢ ·Ó¨·μ¢ ´¨¨ ε (¸³. · §¤¥² ¢ÒÏ¥), ¢´¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Éμ£μ, ± ±¨³
¢§ÖÉ ¶ · ³¥É· ε, Ô´¥·£¨Ö ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Eε

n = Emerg μ¸É ¥É¸Ö ´  Éμ³
¦¥ ³¥¸É¥, ¶·¨ ÔÉμ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¢¸¥ ¢·¥³Ö ¸¨³³¥-
É·¨Î´  (É. ¥. ´¥É ®· ¸± Î±¨¯).

3. ˆ‡Œ…�…�ˆ… ‘’…�…�ˆ ‡���…™…���‘’ˆ

’�Œ �‡ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ®Ê¶· ¢²ÖÉÓ¯ ¸É¥¶¥´ÓÕ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ (®§ ¶·¥Ð¥´´μ-
¸É¨¯) ·¥Ï¥´¨° ¢ ²Õ¡μ° ¢Ò¡· ´´μ° ÉμÎ±¥ ² ±Ê´Ò, ¨§³¥´ÖÖ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¸μ¡-
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¸É¢¥´´μ° ËÊ´±Í¨¨ ´  ±· Õ ¨´É¥·¢ ² , μ´  ¦¥ Å ¸¶¥±É· ²Ó´Ò° ¢¥¸μ¢μ° Ë ±-
Éμ· cm (¸³. £² ¢Ò 2 ¨ 3 ¢ [7]).

‚Ò¶¨Ï¥³ ¸´ Î ²  ÉμÎ´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨
·¥Ï¥´¨° ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³ ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ x ∈ [0, π] ¢ ¶μ¤Ìμ¤¥
μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ¤²Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ£μ ¸¤¢¨£  ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±-
Í¨° (¡μ²¥¥ ¤¥É ²Ó´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ¸³. ¢ [7]). ˆ³¥´´μ, ¤ ¤¨³ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ¶·¥-
μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¨ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨°, μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¢ ·¨ Í¨Ö³ ¸¶¥±-
É· ²Ó´μ£μ ¢¥¸μ¢μ£μ Ë ±Éμ·  cm ¨§¡· ´´μ£μ ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¨ Ô´¥·£¨¨

Em (§¤¥¸Ó ´¥ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¸μÌ· ´¥´¨¥ ¸¨³³¥É·¨¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ). �Ê¸ÉÓ
◦
ψm (x)

μ¡μ§´ Î ¥É ¸μ¡¸É¢¥´´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ´ Î ²Ó´μ£μ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ , μÉ¢¥Î ÕÐ¥£μ

m-³Ê ¸μ¡¸É¢¥´´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ,  
◦
cm ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¨¸Ìμ¤´μ¥ §´ Î¥´¨¥

¸¶¥±É· ²Ó´μ£μ ¢¥¸μ¢μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö. ’μ£¤  ¨§³¥´¥´¨¥
◦
cm→ cm ¤ ¥É ¢Ò· -

¦¥´¨¥ ¤²Ö ¶·¥μ¡· §μ¢ ´´μ° ¸μ¡¸É¢¥´´μ° ËÊ´±Í¨¨ ψn(x) ¶·¨ ²Õ¡μ³ n ¤²Ö
´μ¢μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² :

ψn(x) =
◦
ψn (x) +

(1 − c2
m/

◦
cm

2)
◦
ψm (x)

1 − (1 − c2
m/

◦
cm

2)
x∫
0

◦
ψm

2(y)dy

x∫
0

◦
ψm (y)

◦
ψn (y)dy, (9)

V (x) =
◦
V (x) + 2

d

dx

(1 − c2
m/

◦
cm

2)
◦
ψm

2(x)

1 − (1 − c2
m/

◦
cm

2)
x∫
0

◦
ψm

2(y)dy

. (10)

„²Ö ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ E ¨³¥¥³

ψ(x, E) =
◦
ψ (x, E) + (Em − E)

(1 − c2
m/

◦
cm

2)
◦
ψm (x)

1 − (1 − c2
m/

◦
cm

2)
x∫
0

◦
ψm

2(y)dy

×

×
{

◦
ψ
′

m (x)
◦
ψ (x, E)−

◦
ψm (x)

◦
ψ
′
(x, E)

}
. (11)

‚ ¦´μ μÉ³¥É¨ÉÓ, ÎÉμ ¢¸¥ Ê·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ En ¨ ¢¸¥ ¸¶¥±É· ²Ó´Ò¥ ¢¥¸μ¢Ò¥
³´μ¦¨É¥²¨, ±·μ³¥ μ¤´μ£μ, cm, μ¸É ÕÉ¸Ö ´¥¨§³¥´´Ò³¨.

’¥¶¥·Ó, ± ± ¨ ¢ ¶·μÏ²Ò° · §, ³Ò ¡Ê¤¥³ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ ¶μÉ¥´-
Í¨ ²Ò ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥, Éμ²Ó±μ § ¤ ¢ ¥³Ò¥ Ëμ·³Ê²μ° (10). ˆ§³¥´¥-
´¨¥ cm ¶·¨¢μ¤¨É ± ´ ·ÊÏ¥´¨Õ ¸¨³³¥É·¨¨ ¤²Ö ¨¸Ìμ¤´μ° ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨
◦
ψm (x) =

√
2/π sin (mx) (¤²Ö

◦
V (x) = 0 ´  ¨´É¥·¢ ²¥ [0, π]) (¸³. ·¨¸. 2.1Ä

2.9 ¢ ±´¨£¥ [7]). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ´  ¢¸¥° μ¸¨, ®¸Ï¨É Ö¯ ¨§
ψm(x), ¡Ê¤¥É  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ · ¸Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö. � ¶ · ³¥É· cm ± ± · § ¶·¥¤¸É -
¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¶μ± § É¥²Ó ¸±μ·μ¸É¨ · ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨, ®§ ¶·¥Ð¥´´μ¸É¨¯. ‚ Î ¸É-
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�¨¸. 8. a) ˆ§³¥´¥´¨Ö §μ´´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò,
μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ ¢ ·¨ Í¨Ö³ ¸¶¥±É· ²Ó´μ£μ ¢¥-
¸μ¢μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö ´  μ¤´μ³ ±μ´Í¥ ¶¥·¨-

μ¤  c/
◦
c ¢ ÉμÎ±¥ Ô´¥·£¨¨ E = 2. ˆ¸Ìμ¤-

´Ò° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ² vδ(x−nπ)
¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° £·¥¡¥´±Ê ¶¨±μ¢ „¨-
· ±  ¸ ¸¨²μ° v = 4 ¨ ¶¥·¨μ¤μ³ π. ‚μ²-
´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¢ ÉμÎ±¥ E = 2 ´  ± ¦¤μ³
¶¥·¨μ¤¥ ¥¸ÉÓ ¸μ¡¸É¢¥´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö § ¤ Î¨
˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨-
Ö³¨, ¶μ¤μ¡· ´´Ò³¨ É ±, ÎÉμ¡Ò ¤ ´´ Ö
ÉμÎ±  E = 2 Ö¢²Ö² ¸Ó μ¤´¨³ ¨§ ¸μ¡¸É¢¥´-
´ÒÌ §´ Î¥´¨° ÔÉμ° § ¤ Î¨. ¡) ˆ§³¥´¥´¨Ö
³´¨³μ° Î ¸É¨ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸  ImK(E),
¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¥£μ ¶μ± § É¥²Ó § ¶·¥Ð¥´´μ-
¸É¨ Å ¨´É¥´¸¨¢´μ¸ÉÓ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
·μ¸É   ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨°. ˆ§
¸μ¶μ¸É ¢²¥´¨Ö a) ¨ ¡) ¢¨¤´μ, ÎÉμ, ±μ-
£¤  E = 2 ¶μ¶ ¤ ¥É ¢ · §·¥Ï¥´´ÊÕ §μ´Ê

(∼ 1,5 � c/
◦
c � 3), ´¥μ£· ´¨Î¥´´Ò° ·μ¸É

·¥Ï¥´¨° ¶·¥±· Ð ¥É¸Ö

´μ¸É¨, ³μ¦´μ ®· §·Ò¢ ÉÓ¯ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ¸¶¥±É· ¢ ÉμÎ±¥ Em (¶·¨ ¨¸Ìμ¤´μ³
¸¢μ¡μ¤´μ³ ¤¢¨¦¥´¨¨).

�  ·¨¸. 8 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° c ¶·¨³¥´¥´¨¥³ ´¥¸±μ²Ó±μ
μÉ²¨Î´μ° ¸Ì¥³Ò. ˆ³¥´´μ, ¸´ Î ²  ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö Ô´¥·£¨Ö (´  ·¨¸Ê´±¥ E = 2)
¨§ ² ±Ê´Ò ³¥¦¤Ê ¶¥·¢μ° ¨ ¢Éμ·μ° · §·¥Ï¥´´Ò³¨ §μ´ ³¨ ¤²Ö ¨¸Ìμ¤´μ° £·¥-

¡¥´±¨ „¨· ± 
∞∑

m=−∞
vδ(x − mπ) ¸ ¸¨²μ° v = 4 ¨ ¶¥·¨μ¤μ³ π. � ¨´É¥·-

¢ ² ¤²Ö ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´μ° § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö É ±¨³, ÎÉμ
¤¥²ÓÉ -¶μÉ¥´Í¨ ²Ò μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö ´  ±· ÖÌ ¨´É¥·¢ ² . �μ¸±μ²Ó±Ê ³Ò ¡¥·¥³
¶·μ¨§¢μ²Ó´ÊÕ Ô´¥·£¨Õ, ¸¢Ö§ ´´μ¥ ¸ ´¥° ¸μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É
¶·¨ μ¤´μ·μ¤´ÒÌ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö μÉ²¨Î´ÒÌ μÉ ´Ê²¥¢ÒÌ:
ψ′(0, E) + gψ(0, E) = 0; ψ′(π, E) + Gψ(π, E) = 0 ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ g ¨ G. ‚¸¥
¦¥ Ëμ·³Ê²Ò �‡ ¤²Ö É ±μ° § ¤ Î¨  ´ ²μ£¨Î´Ò Éμ²Ó±μ ÎÉμ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò³ ¤²Ö
´Ê²¥¢ÒÌ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° (9), (10).

�μÎÉ¨ ¢¸¥, ÎÉμ ³Ò ´ Ï²¨ ¤²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· (¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ·¥-
§μ´ ´¸´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ Ê§² ³¨ ¢ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ §μ´ Ì, ¡¨¥´¨Ö
¢ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ Ì, ¨ É. ¤.), ¶·¨³¥´¨³μ ± ±μ´¥Î´Ò³ ¨´É¥·¢ ² ³ ¶¥·¨μ¤¨Î¥-
¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¢ Î ¸É´μ¸É¨ ± ·¥§μ´ ´¸´μ³Ê ÉÊ´´¥²¨·μ¢ ´¨Õ ¸±¢μ§Ó ±μ´¥Î-
´μ¥ Î¨¸²μ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¡ ·Ó¥·μ¢, · ¸¶μ²μ¦¥´´ÒÌ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨. �·¨ ÔÉμ³
³Ê²ÓÉ¨¶²¥ÉÒ ·¥§μ´ ´¸μ¢ ¸²Ê¦ É ¤¨¸±·¥É´Ò³¨  ´ ²μ£ ³¨ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´,
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  ¸¶¥±É· ²Ó´Ò¥ Ð¥²¨ ³¥¦¤Ê ³Ê²ÓÉ¨¶²¥É ³¨ μÉ¢¥Î ÕÉ § ¶·¥Ð¥´´Ò³ §μ´ ³.
�μÌμ¦¥, ÎÉμ §´ ³¥´¨É Ö ³μ¤¥²Ó ( Éμ³´ÒÌ ¨ Ö¤¥·´ÒÌ) μ¡μ²μÎ¥± ¨³¥¥É μ¡Ð¥¥
¢ ³¥Ì ´¨§³¥ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö ¸¶¥±É·  ¸ ¶¥·¨μ¤¨±μ° (μ¡μ²μÎ± ³ μÉ¢¥Î ÕÉ · §-
·¥Ï¥´´Ò¥ §μ´Ò, · §¤¥²¥´´Ò¥ ¸¶¥±É· ²Ó´Ò³¨ Ð¥²Ö³¨). ’ ±¨¥ ¸¢Ö§¨ ¸¨¸É¥³,
· ¸¸³ É·¨¢ ¢Ï¨Ì¸Ö ± ± ¤ ²¥±¨¥ ¶μ ¸¢μ¥° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¶·¨·μ¤¥, ¸²Ê¦¨²¨ ¡Ò
Ê¶·μÐ¥´¨Õ ´ Ï¨Ì ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° μ ³¨±·μ³¨·¥.

‘Éμ¨É μÉ³¥É¨ÉÓ ¨ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶μ·μ¦¤¥´¨Ö ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ¸¢Ö§ ´´ÒÌ
¸μ¸ÉμÖ´¨° ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· Ì ¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ ¸¢μ-
¡μ¤´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢μ²´ (¸μ²¨Éμ´μ¶μ¤μ¡´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¶·μ§· Î-
´Ò¥ ¤²Ö ¡²μÌμ¢¸±¨Ì ¢μ²´). ˆ ¸É·μÖÉ¸Ö μ´¨ ± ± μ¡ÒÎ´Ò¥ ¸μ²¨Éμ´μ¶μ¤μ¡´Ò¥
¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, Éμ²Ó±μ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ, ´¥¢μ§³ÊÐ¥´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨ ·¥-
Ï¥´¨° ¢³¥¸Éμ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ¢μ²´ ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ V (x) = 0 ¨²¨ V (x) = const ¨¸-
¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¡²μÌμ¢¸±¨¥ ¢μ²´Ò ¨ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò [18,19]. Š¸É É¨,
´¥±μÉμ·Ò¥ (±μ´¥Î´μ-§μ´´Ò¥) ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¸ ³¨ ¸²Ê¦ É ¢ ´¥²¨-
´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (É¨¶  Š¤”) ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¢μ²´ (·¥Ï¥´¨°). � ¤²Ö
²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  V (x), ¡Ê¤ÊÎ¨ ¡¥§μÉ· ¦ É¥²Ó´Ò³¨ ¤²Ö ¡²μ-
Ìμ¢¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨°, μ¡² ¤ ÕÉ ¶·μ§· Î´μ¸ÉÓÕ,  ´ ²μ£¨Î´μ° ¸μ²¨Éμ´μμ¡· §´Ò³
¶μÉ¥´Í¨ ² ³.

3.1. Œ´μ£μ± ´ ²Ó´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò. „ ¦¥ ¢ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´μ¢ Ö
±μ´Í¥¶Í¨Ö ·¥§μ´ ´¸  μ± § ² ¸Ó ®Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ°¯. ’¥³ ¡μ²¥¥ ®¶μ· §¨É¥²Ó´μ¯
¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ Î ¸ÉμÉ ±μ²¥¡ ´¨° ¦¥¸É±μ § Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ³ É·¨ÍÒ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ ³´μ£¨³¨ ± ´ ²μ¢Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ Ψi, ¶μ-· §´μ³Ê § ¢¨¸Ö-
Ð¨³¨ μÉ ¶μ²´μ° Ô´¥·£¨¨ E. �·¨ · §´ÒÌ ¶μ·μ£ Ì ± ´ ²μ¢Ò¥ Ô´¥·£¨¨ E − εi

³μ£ÊÉ ¸¨²Ó´μ · §²¨Î ÉÓ¸Ö ¤ ¦¥ ¶·¨ μ¤´μ³ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨ E (¸³. É ±¦¥
· §¤. 5). “ ´ ¸ ¥¸ÉÓ ´ ¤¥¦¤ , ÎÉμ ´ ³ Ê¤ ¸É¸Ö μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ´ ÏÊ É¥μ·¨Õ ´  ¸¨-
¸É¥³Ò § Í¥¶²¥´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ˜·¥¤¨´£¥·  (¸³. (15)). ˆ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢μ£μ
Ï £  ³Ò · ¸¸³μÉ·¨³ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ´¨¦¥ ¶·¨³¥·Ò, ¨²²Õ¸É·¨·ÊÕÐ¨¥ ´¥±μÉμ-
·Ò¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò¥ ¸Éμ·μ´Ò ¸²μ¦´ÒÌ ¸¨¸É¥³ (¸³. É ±¦¥ · §¤. 6).

1. �Ê¸ÉÓ ¡Ê¤ÊÉ · ¢´Ò ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ V11(x) =
V22(x) ³ É·¨ÍÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¨ μ¤¨´ ±μ¢Ò ¶μ·μ£¨ μ¡μ¨Ì ± ´ ²μ¢ ε1 =
ε2 = 0. „²Ö ´¥¸¢Ö§ ´´ÒÌ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ± ´ ²μ¢ · §¢¨É Ö μ¤´μ± ´ ²Ó´ Ö É¥μ-
·¨Ö ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨° μ¡μ¡Ð ¥É¸Ö É·¨¢¨ ²Ó´μ. ‘¶¥±É· ²Ó´Ò¥ ¶μ²μ¸Ò ¢ ± -
¦¤μ° ¨§ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ ¢¥É¢¥° μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ. ’¥¶¥·Ó ¢±²ÕÎ¨³
¸¨³³¥É·¨Î´μ¥ § Í¥¶²¥´¨¥ ± ´ ²μ¢ V12(x) = V21(x). …¸²¨ ¢Ò¡· ÉÓ μ¤¨´ ±μ-
¢Ò¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö μ¡μ¨Ì ± ´ ²μ¢, ¶μ²ÊÎ¨³ μ¤¨´ ±μ¢Ò¥ ± ´ ²μ¢Ò¥
ËÊ´±Í¨¨ Ψ1(x) = Ψ2(x). �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·μ¨§¢¥¸É¨ ¢ ¶¥·¢μ³ Ê· ¢´¥´¨¨ ¸¨-
¸É¥³Ò (15) ¶μ¤¸É ´μ¢±Ê V12(x)Ψ2(x) → V12(x)Ψ1(x) ¨  ´ ²μ£¨Î´μ ¶μ¸ÉÊ¶¨ÉÓ
¸μ ¢Éμ·Ò³ ± ´ ²μ³. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É · ¸Í¥¶²¥´¨¥ ± ´ ²μ¢ (¤¨ £μ-
´ ²¨§ Í¨Ö ³ É·¨ÍÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö) ¸ ´μ¢Ò³¨ ÔËË¥±É¨¢´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨
V11eff = V11(x) + V12(x); V22eff = V22(x) + V21(x) ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ¶ ·Í¨ ²Ó-
´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°. ‘¶¥±É· ²Ó´Ò¥ ¶μ²μ¸Ò ÔÉ¨Ì · §¤¥²¥´´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¡Ê¤ÊÉ ¸μ-
¢¶ ¤ ÉÓ. �¡Ð¨° ¸¶¥±É· ¸¨¸É¥³Ò ¨§ ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ
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¢¥É¢¥°, μÎ¥¢¨¤´μ, ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ÉÊ ¦¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ ¶μ²μ¸. �·¨
¢Ò¡μ·¥ · §´ÒÌ §´ ±μ¢ ¶ ·Í¨ ²Ó´ÒÌ ¢μ²´ (μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³ £· -
´¨Î´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³) ¢ ´μ¢ÒÌ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²ax · ¸Í¥¶²¥´´ÒÌ ± ´ -
²μ¢ ¶μ³¥´ÖÕÉ¸Ö §´ ±¨ ¢ ²¨´¥°´ÒÌ ±μ³¡¨´ Í¨ÖÌ V11eff = V11(x) − V12(x);
V22eff = V22(x) − V12(x). ‚¸¥ ÔÉμ ¶·¨¢e¤eÉ ± ¤¢Ê³ ¸¶¥±É· ²Ó´Ò³ ¢¥É¢Ö³ ¸
¶μ²μ¸ Éμ° ¸É·Ê±ÉÊ·μ° (§ ¶·¥Ð¥´´Ò¥ §μ´Ò · ¸Ï¨·ÖÕÉ¸Ö ¨²¨ ¸Ê¦ ÕÉ¸Ö).

2. ‚ ¦´Ò³ Ô²¥³¥´Éμ³ ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ° £· ³μÉÒ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ,
´¥¸³μÉ·Ö ´  · §´μ¸ÉÓ ¶μ·μ£μ¢, ¤μ¡¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ μ¡μ¨Ì ± ´ ² Ì μ¤¨´ ±μ¢μ° Î -
¸ÉμÉÒ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ · §¡ ²ÉÒ¢ ´¨Ö (¢¶· ¢μ ¨²¨ ¢²¥¢μ) ¢ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ
¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ §μ´ Ì ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸ Ô±¢¨¤¨¸É ´É-
´Ò³¨ Ê§² ³¨. �μ± ¦¥³ ÔÉμ ´  ¶·μ¸Éμ³ ¤¢ÊÌ± ´ ²Ó´μ³ ¶·¨³¥·¥. �Ê¸ÉÓ ¶μ-
·μ£¨ ¤¢ÊÌ ± ´ ²μ¢ · §²¨Î ÕÉ¸Ö: ε1 < ε2, ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ³ É·¨ÍÒ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¶μ²μ¦¨³ · ¢´Ò³¨ ´Ê²Õ: V11(x) = V22(x) = 0,   ±μÔËË¨-
Í¨¥´ÉÒ ¸¢Ö§¨ ± ´ ²μ¢ Å ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨: V12(x) = V21(x) = const. ‚Ò¡¥·¥³
´Ê²¥¢Ò¥ (¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥) £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´  ±· ÖÌ ±μ´¥Î´μ£μ ¨´É¥·¢ ² :
Ψi(0) = Ψi(π) = 0; i = 1, 2. �Éμ μ§´ Î ¥É Ô±¢¨¤¨¸É ´É´μ¸ÉÓ Ê§²μ¢ ¢ · §´ÒÌ
± ´ ² Ì ¸ μÉ²¨Î´Ò³¨ ¶ ·Í¨ ²Ó´Ò³¨ ± ´ ²μ¢Ò³¨ Ô´¥·£¨Ö³¨ Ei = E − εi.
’ ± Ö ®¶ · ¤μ±¸ ²Ó´ Ö¯ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ³μ¦¥É μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÉÓ¸Ö, ´¥¸³μÉ·Ö ´  ³¥-
Ï ÕÐÊÕ ·¥§μ´ ´¸Ê · §´¨ÍÊ ¶μ·μ£μ¢ ± ´ ²μ¢, ¥¸²¨ ®ÔËË¥±É¨¢´ Ö¯ (®¸·¥¤-
´ÖÖ¯ ´  ¶¥·¨μ¤¥) ¨´É¥´¸¨¢´μ¸ÉÓ ¨§£¨¡  ¢ μ¡μ¨Ì ± ´ ² Ì μ± §Ò¢ ¥É¸Ö · ¢´μ°.
�Éμ£μ ³μ¦´μ ¤μ¡¨ÉÓ¸Ö ¢Ò¡μ·μ³ ¢¥²¨Î¨´Ò μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¶ ·Í¨-
 ²Ó´ÒÌ ±μ³¶μ´¥´É ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³aÄ‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ¶¥·¨μ¤¥.
’μ£¤  Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ ¸¨¸É¥³¥ (15) (¤²Ö ¤¢ÊÌ Ê· ¢´¥´¨°) ³μ¦´μ · §¤¥²¨ÉÓ ¸¶¥-
Í¨ ²Ó´Ò³ ¢Ò¡μ·μ³  ³¶²¨ÉÊ¤. ‡ ³¥´ÖÖ Ψ1(x) ËÊ´±Í¨¥° c1/c2Ψ2(x) ¨  ´ ²μ-
£¨Î´μ ¤²Ö ¢Éμ·μ° ± ´ ²μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨, ¨³¥¥³

−Ψ′′
1(x) = (E − ε1 − V12c2/c1)Ψ1,

−Ψ′′
2(x) = (E − ε2 − V21c1/c2)Ψ2.

(12)

‚Ò· ¦¥´¨Ö ¢ ¸±μ¡± Ì ¢ ¶· ¢ÒÌ Î ¸ÉÖÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ÔËË¥±-
É¨¢´Ò¥ ±¨´¥É¨Î¥¸±¨¥ Ô´¥·£¨¨ ± ´ ²μ¢, ±μÉμ·Ò¥ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö · ¢´Ò³¨ ¶·¨

c2/c1 = Δε12/2V12 ±
√

Δε2
12/(4V 2

12) + 1.

’ ± ÎÉμ ´  ÔÉμ³ Ê¶·μÐ¥´´μ³ ¶·¨³¥·¥ ¸É ´μ¢¨É¸Ö μÎ¥¢¨¤´Ò³, ÎÉμ ¸¢Ö§Ó ± ´ -
²μ¢ ¸¶μ¸μ¡´  ± É ±¨³ ´¥μ¦¨¤ ´´Ò³ ÔËË¥±É ³ (¢Ò· ¢´¨¢ ´¨Õ Î ¸ÉμÉ μ¸Í¨²-
²ÖÍ¨° ¶·¨, ± § ²μ¸Ó ¡Ò, ¶·¥¶ÖÉ¸É¢ÊÕÐ¥° ÔÉμ³Ê · §´μ¸É¨ ¶μ·μ£μ¢). � §´¨Í 
 ³¶²¨ÉÊ¤ ËÊ´±Í¨° ¶μ§¢μ²Ö¥É ±μ³¶¥´¸¨·μ¢ ÉÓ · §´¨ÍÊ ¶μ·μ£μ¢ §  ¸Î¥É ¶·μÉ¨-
¢μ¤¥°¸É¢¨Ö Î²¥´μ¢ ¸¢Ö§¨ ± ´ ²μ¢ (Ê¸¨²¥´´μ£μ ¢ μ¤´μ³ ± ´ ²¥ ¨ μ¸² ¡²¥´´μ£μ
¢ ¤·Ê£μ³).

3.2. Šμ³¶²¥±¸´Ò¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò. ŒÒ Ê¦¥ ¶¨¸ ²¨ [1, 21]
μ ´ Ï¥° ´¥μ¦¨¤ ´´μ° ´ Ìμ¤±¥ (±μ´É·¶·¨³¥· (!) μ¡ÒÎ´μ° ¸¨ÉÊ Í¨¨) ¶¥·¨μ-
¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¡¥§ ² ±Ê´. 	Ò² ¶μ²ÊÎ¥´ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò°,   ´¥ ¶μ²μ¸ ÉÒ°
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¸¶¥±É· ¶·¨ μ¤´μ±· É´μ³ SUSY QM ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¨ ¸¤¢¨£  ÉμÎ±¨ ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¸¶¥±É·  ¢ ±μ³¶²¥±¸´ÊÕ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ. ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ¨¸Ìμ¤´ Ö ±μ³¶²¥±¸-
´ Ö ËÊ´±Í¨Ö (¶²μ¸± Ö ¢μ²´  exp (ikx)) ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö, ¨ ¶μ²ÊÎ ²¸Ö
±μ³¶²¥±¸´Ò° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨° ¶μÉ¥´Í¨ ². �É¨ ´¥£ ³μ¢¸±¨¥ · ¸¶ ¤ ÕÐ¨¥¸Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ¨³¥²¨ μ¡Ð¥¥ ¸ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´´Ò³¨ 	¥´¤¥·μ³ [22] PT-¸¨³³¥É·¨Î´Ò³¨
¸¨¸É¥³ ³¨, c ´¥Ô·³¨Éμ¢Ò³¨ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ ³¨, ´μ ¨³¥ÕÐ¨³¨ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´Ò¥
¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö (¢ ±μ³¶²¥±¸´ÊÕ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨° ¸¤¢¨£ ²a¸Ó ²¨ÏÓ
¥¤¨´¸É¢¥´´ Ö ÉμÎ± ). �·¨ ¢¢¥¤¥´¨¨ ³´¨³μ° ¤μ¡ ¢±¨ ± ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³Ê ¶μ-
É¥´Í¨ ²Ê ¶·μ¶ ¤ ²¨ ´¥±μÉμ·Ò¥ ² ±Ê´Ò [22]. ’¥¶¥·Ó ³Ò ´ Ï²¨ ´¥±μÉμ·μ¥
± Î¥¸É¢¥´´μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ Ö¢²¥´¨Ö ¨¸Î¥§´μ¢¥´¨Ö ² ±Ê´ ¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ ³´¨³μ°
±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μÉ¥´Í¨ ² . �μ-¢¨¤¨³μ³Ê, ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö Im V
´ ·ÊÏ ¥É Ê¸²μ¢¨Ö ·¥§μ´ ´¸´μ£μ · §¡ ²ÉÒ¢ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨° ¢ ² ±Ê´ Ì, ¸¶μ¸μ¡-
¸É¢ÊÖ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Õ · §´¨ÍÒ ¢ Î ¸ÉμÉ Ì ±μ²¥¡ ´¨° ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ° ¨ ³´¨-
³μ° Î ¸É¥° ·¥Ï¥´¨° Re Ψ′′ ¨ Im Ψ′′ (Ô±¢¨¤¨¸É ´É´μ¸É¨ ¨Ì Ê§²μ¢). ‚ ¸¨¸É¥³¥
¸¢Ö§ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ˜·¥¤¨´£¥·  (¨³¥´´μ ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸²Ê¦¨É
§¤¥¸Ó ¸¢Ö§ÊÕÐ¨³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³)

−Re Ψ′′ = (E − Re V )Re Ψ + Im V Im Ψ,

−ImΨ′′ = (E − Re V ) ImΨ − Im V ReΨ.

�¡· É¨É¥ ¢´¨³ ´¨¥ ´  ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ §´ ±μ¢ Î²¥´μ¢, ¸ÉμÖÐ¨Ì ¸¶· ¢  ¨
μ¸ÊÐ¥¸É¢²ÖÕÐ¨Ì § Í¥¶²¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨°. �μ¤·μ¡´¥¥ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ÔÉμÉ Ë¥´μ-
³¥´ ¶μ§¤´¥¥ ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° ¶Ê¡²¨± Í¨¨. ‚ ¸¨¸É¥³ Ì ³´μ£μ± ´ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢-
´¥´¨°, ´ μ¡μ·μÉ, ¸¢Ö§Ó ± ´ ²μ¢ ³μ¦¥É ¸¶μ¸μ¡¸É¢μ¢ ÉÓ ¸μ¢¶ ¤¥´¨Õ Î ¸ÉμÉ
(·¥§μ´ ´¸Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°) ¶ ·Í¨ ²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸ ±μ²¥¡ -
´¨Ö³¨ ³ É·¨ÍÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¤ ¦¥ ¶·¨ · §´ÒÌ ¶μ·μ£ Ì ¶ ·Í¨ ²Ó´ÒÌ ± -
´ ²μ¢.

3.3. Š² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³ ¢μ ¢·¥³¥´¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥³,
 ´ ²μ£¨Î´Ò¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³ (¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥) ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¸¨¸É¥³ ³. ŒÒ
μ¤´ ¦¤Ò Ê¦¥ · ¸¸³ É·¨¢ ²¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥  ´ ²μ£¨ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ±¢ ´Éμ-
¢ÒÌ ³μ¤¥²¥° [23, 24]. �·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¨´É¥·¥¸´Ò³ ¶μ§´ ±μ³¨ÉÓ¸Ö ¸ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ³μ¤¥²Ö³¨ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°, ´  ±μÉμ·ÒÌ
μÉÎ¥É²¨¢μ ¢¨¤´Ò  ´ ²μ£¨ · §·¥Ï¥´´ÒÌ ¨ § ¶·¥Ð¥´´ÒÌ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ §μ´ ¨
³¥Ì ´¨§³Ò ¨Ì μ¡· §μ¢ ´¨Ö. ‡¤¥¸Ó ¸ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸μ³ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö
¸¢Ö§ ´  ®±¢ §¨¸¨² ¯. ŒÒ ´ Î´¥³ ¸ ±¢ ´Éμ¢μ£μ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ£μ ¸²ÊÎ Ö. ‘μμÉ-
¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥· 

− d2

dx2
ψ(x) = Eψ(x) − V (x)ψ(x) (13)

³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶¥·¥¶¨¸ ´μ § ³¥´μ° μ¡μ§´ Î¥´¨°

ψ → z; x → t;
d2

dx2
→ d2

dt2
; [v(x) − E]ψ → F (t, z)
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É ±, ÎÉμ μ´μ ¡Ê¤¥É ¨³¥ÉÓ ¢¨¤ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° Î ¸É¨ÍÒ
¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ ¸¨²Ò F (t, z), § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨ t ¨ ±μμ·¤¨´ ÉÒ z:

z̈(t) = [v(t) − E]z ≡ F (t, z). (14)

�Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ �ÓÕÉμ´ : Ê¸±μ·¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ, ¤¢¨¦ÊÐ¥°¸Ö ¢¤μ²Ó μ¸¨ z, μ¶·¥-
¤¥²Ö¥É¸Ö ¸¨²μ° F (t, z), ²¨´¥°´μ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ z, μÉ¢¥Î ¥É μ¸Í¨²²ÖÉμ·´μ³Ê
¶μÉ¥´Í¨ ²Ê (∼ z2) ¸ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥³¥´¨ Î ¸ÉμÉμ°. ‚ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ Ê· ¢´¥-
´¨¨ ¶·¥¦´ÖÖ ±¢ ´Éμ¢ Ö Ô´¥·£¨Ö E ¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² v(x) ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¶ · ³¥É·μ³
¨ ËÊ´±Í¨¥°, Ì · ±É¥·¨§ÊÕÐ¨³¨ ¢´¥Ï´ÕÕ ¸¨²Ê. ‘¶¥±É· ²Ó´Ò³ §μ´ ³ ´ 
Ï± ²¥ Ô´¥·£¨° ±¢ ´Éμ¢μ° § ¤ Î¨ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¸²ÊÎ ¥ μÉ¢¥Î ÕÉ μ¤´μ¶ · -
³¥É·¨Î¥¸±¨¥ (¸ ¶ · ³¥É·μ³ E) ¸¥³¥°¸É¢  ³μ¤¥²¥° ¸ · §´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨
(¸¨² ³¨). �É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¨³¥ÕÉ ¢¨¤ μ¸Í¨²²ÖÉμ·´ÒÌ Ö³ ¶·¨ [v(t) − E] > 0
(¨²¨ ¶¥·¥¢¥·´ÊÉÒÌ μ¸Í¨²²ÖÉμ·μ¢ ¶·¨ [v(t) − E] < 0) ¸ § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢·¥-
³¥´¨ ¶¥·¥³¥´´μ° Î ¸ÉμÉμ° (¨§³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö · ¸É¢μ·μ³ ¸É¥´μ±: ¨Ì ¤¢¨¦¥´¨¥
´ ¶μ³¨´ ¥É ¢§³ Ì¨ ±·Ò²Ó¥¢ ¡ ¡μÎ±¨). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´ÓÕÉμ´μ¢Ò³  ´ ²μ£μ³
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸²Ê¦ É § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ¢·¥³¥´¨ ¸¨²Ò [v(t) − E].
‡¤¥¸Ó E ¢Ò¸ÉÊ¶ ¥É ¢ ·μ²¨ μ¸μ¡μ£μ ¶ · ³¥É· , μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥£μ ·¥¦¨³Ò Ê¸Éμ°-
Î¨¢μ£μ (¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É · §·¥Ï¥´´Ò³ §μ´ ³) ¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ (¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
§ ¶·¥Ð¥´´Ò³ §μ´ ³) ¤¢¨¦¥´¨Ö. ƒ² ¢´μ¥ §¤¥¸Ó ´¥ Éμ, ÎÉμ É ±¨¥ ·¥¦¨³Ò ¸Ê-
Ð¥¸É¢ÊÕÉ ¤²Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¸¨² (ÔÉμ ¥Ð¥ ¢ XIX ¢. ¶μ± § ² ± ±
· § ”²μ±¥),   ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶·Ö³μ£μ ¶¥·¥´μ¸   ²£μ·¨É³μ¢ Ê¶· ¢²¥´¨Ö §μ´ ³¨
¢ ¶μ¤Ìμ¤¥ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ´  ¤Ê ²Ó´Ò¥ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ (´ÓÕÉμ´μ¢Ò) ¸¨¸É¥³Ò.

�´ ²μ£¨Î´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò¥ ¨ ³´μ-
£μÎ ¸É¨Î´Ò¥ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ³ É·¨-
Í ³¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¤Ê ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö³ (15) [23]:

Fij(t) =
∑

j

vij(t)zj(t) − Eizi(t).

ˆ¤¥Ö μ ·¥§μ´ ´¸´μ° ¶·¨·μ¤¥ · §·Ò¢μ¢ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  § ¶·¥Ð¥´-
´Ò³¨ §μ´ ³¨ ¶μ¸²Ê¦¨²  Éμ²Î±μ³ ± ¶Ê¡²¨± Í¨¨ μ¤´¨³ ¨§  ¢Éμ·μ¢ ¤ ´´μ£μ μ¡-
§μ·  (	. ‡.) ¸É ÉÓ¨ ®Šμ´Í¥¶Í¨Ö ¢¸¥μ¡Ð¥° ¸¶μ¸μ¡´μ¸É¨ ¤¥² ÉÓ μÉ±·ÒÉ¨Ö¯ [25].

4. ‚�‘‘’���‚‹…�ˆ… M -Š���‹œ��ƒ� ��…��’���
˜’“�Œ�Ä‹ˆ“‚ˆ‹‹Ÿ �� M + 1 ‘�…Š’�“

„²Ö ¸¨¸É¥³Ò M ¸¢Ö§ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ˜·¥¤¨´£¥·  Ê¸É ´μ¢²¥´μ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨¥ ³¥¦¤Ê ¢¥±Éμ·´μ§´ Î´Ò³¨ ´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò³¨ ±μ´¸É ´É ³¨ ¨ M + 1
¸¶¥±É· ³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ Éμ° ¦¥ ³ É·¨Í¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ´μ ¸ · §´Ò³¨
£· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨. �·¨ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ³ ¢Ò¡μ·¥ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ÔÉμ
Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ´μ·³¨·μ¢μÎ´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢ ¨³¥¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥. H ¡μ·
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´μ·³¨·μ¢μÎ´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢ ¨ ¸ ´¨³¨ ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸¶¥±É·  μ¤´μ° ¨§ M + 1 ±· ¥-
¢ÒÌ § ¤ Î μ¤´μ§´ Î´μ § ¤ ¥É ³ É·¨ÍÊ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¢ ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ³ Ê· ¢´¥-
´¨¨ ˜·¥¤¨´£¥· .

4.1. �·¥¤¢ ·¨É¥²Ó´Ò¥ § ³¥Î ´¨Ö. � ¸¸³μÉ·¨³ ¸¨¸É¥³Ê ¸¢Ö§ ´´ÒÌ μ¤´μ-
³¥·´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ˜·¥¤¨´£¥· 

− d2

dx2
Ψα(x) +

∑
β

Vαβ(x)Ψβ(x) = (E − εα)Ψα(x), α = 1, . . . , M. (15)

‚ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³¥ ± ¦¤μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ®± ´ ²μ³¯,   εα ¥¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨
± ´ ²μ¢ÒÌ ®¶μ·μ£μ¢¯. Š ± Éμ²Ó±μ E � εα, £μ¢μ·ÖÉ, ÎÉμ α-° ¶μ·μ£ ¸É ´μ¢¨É¸Ö
μÉ±·ÒÉÒ³. ‘¨¸É¥³  (15) Ö¢²Ö¥É¸Ö ³ É·¨Î´Ò³ μ¡μ¡Ð¥´¨¥³ μ¡ÒÎ´μ£μ μ¤´μ³¥·-
´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥· . ‘¢Ö§ ´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¢μ§´¨± ÕÉ ¢
¥¤¨´μ° É¥μ·¨¨ Ö¤¥·´ÒÌ ·¥ ±Í¨° ”¥Ï¡ Ì  (¸³. [26]) ¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ É ± ´ -
§Ò¢ ¥³μ³Ê ¶·¨¡²¨¦¥´¨Õ ¸¨²Ó´μ° ¸¢Ö§¨ (±μ£¤  ¢ (15) μ¸É ¥É¸Ö ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ
Ê· ¢´¥´¨°). ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ÔÉμÉ ³¥Éμ¤, μ¡´μ¢²¥´´Ò° ¨ μ¡μ¡Ð¥´´Ò° (¸³.,
´ ¶·¨³¥·, [8]), ´ Ìμ¤¨É ³´μ¦¥¸É¢μ ¶·¨²μ¦¥´¨° ¨ ¶μ ¶· ¢Ê Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´¨³
¨§ ´ ¨¡μ²¥¥ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ÒÌ ¶·¨¥³μ¢ ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ£μ μ¶¨¸ ´¨Ö ¸¨¸É¥³ ¸μ
³´μ£¨³¨ ¸É¥¶¥´Ö³¨ ¸¢μ¡μ¤Ò (Ö¤¥·´ Ö ¸É·Ê±ÉÊ·  ¨ ·¥ ±Í¨¨, ³μ²¥±Ê²Ò ¨ É. ¤.).

’ ±¦¥ · §· ¡μÉ ´  ¨ μ¡· É´ Ö § ¤ Î  ¤²Ö ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ£μ μ¶¥· Éμ· 
˜·¥¤¨´£¥·  (15) [28Ä30]. Š ± ¨ ¢ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ³μ¦´μ μ¤´μ§´ Î´μ
¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ÊÕ ³ É·¨ÍÊ Vαβ(x) ¶μ ¸¶¥±É· ²Ó´μ° ³¥·¥, ±μÉμ-
· Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ±μ´¥Î´μ£μ ¨´É¥·¢ ²  § ¤ ¥É¸Ö ¶μ²´Ò³ ´ ¡μ·μ³
¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° En ¨ É ± ´ §Ò¢ ¥³ÒÌ ´μ·³¨·μ¢μÎ´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢ (¸¶¥±-
É· ²Ó´ÒÌ ¢¥¸μ¢ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢) γα(En). ’ ±¨¥ ¢¥±Éμ·Ò Ì · ±É¥·¨§ÊÕÉ ¶μ¢¥¤¥-
´¨¥ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° Ψα(x, En) ´  μ¤´μ³ ¨§ ±· ¥¢ ¨´É¥·¢ ²  (¨²¨ ¢ ´ Î ²¥
±μμ·¤¨´ É ¤²Ö § ¤ Î¨ ´  ¶μ²Êμ¸¨ ¨ É. ¤.) (¸³. É ±¦¥ ´¨¦¥).

‚ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ¢ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ê ´ ¸ ¨³¥¥É¸Ö ¡μ²ÓÏ¥ ¢ ·¨ ´-
Éμ¢ ¶μ¸É ´μ¢±¨ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨. ‘·¥¤¨ ´¨Ì Ê± ¦¥³ ´  μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ ¤²Ö
μ¶¥· Éμ·  ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥, £¤¥ ¢μμ¡Ð¥ ´¥É ´μ·-
³¨·μ¢μÎ´ÒÌ ±μ´¸É ´É. ˆ³¥´´μ, ¶μÉ¥´Í¨ ² μ¤´μ§´ Î´μ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ¶μ
¤¢Ê³ · §´Ò³ ¸¶¥±É· ³, ± ¦¤Ò° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μÉ¤¥²Ó´μ° ¶ ·¥ μ¤´μ·μ¤´ÒÌ
£· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° (¸ É¥³ ¦¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³) [31]. 	Ò²¨ Ê¸É ´μ¢²¥´Ò ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö μ¡· É´μ° § ¤ Î¨
˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ¶μ ¤¢Ê³ ¸¶¥±É· ³ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [32]).

‚ ¸É ÉÓ¥ [33] ¡Ò²  ¶·¥¤¶·¨´ÖÉ  ¶μ¶ÒÉ±  (´  μ¸´μ¢¥ ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ°
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨) μ¡μ¡Ð¨ÉÓ ÔÉÊ É¥μ·¥³Ê ´  ¸²ÊÎ ° ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ£μ μ¶¥· -
Éμ·  ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö. �É  · ¡μÉ  ¤ ²  ¸ ³Ê ¨¤¥Õ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö É ±μ£μ
μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ¢ ¶·¨´Í¨¶¥. �¥¸μ³´¥´´μ, ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ°
³ É·¨ÍÒ ¨¸Ìμ¤Ö ¨§ §´ ´¨Ö μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ´ ¡μ·  ¸¶¥±É·μ¢ ¢´¥¸²  ¡Ò ¢±² ¤
¢ É¥μ·¨Õ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨. �¥¤ ¢´μ ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´μ¢Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ ÔÉμ°
μ¡² ¸É¨ [34]. ‚ ¸É ÉÓ¥ [34] ¡Ò²μ ¤μ± § ´μ, ÎÉμ M + 1 ¸¶¥±É·μ¢ μ¶·¥¤¥-
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²ÖÕÉ Vαβ(x) ¨ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ³μ¦´μ μ¤´μ§´ Î´μ ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ
³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò° μ¶¥· Éμ· ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö.

–¥´É· ²Ó´μ° ¨¤¥¥° §¤¥¸Ó Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢Ò¢μ¤ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê M + 1
¸¶¥±É· ³¨ ¨ M -±μ³¶μ´¥´É´Ò³ ´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò³ ¢¥±Éμ·μ³ γα(En), μÉ´μ¸Ö-
Ð¨³¸Ö ± μ¤´μ° ¨§ M + 1 ±· ¥¢ÒÌ § ¤ Î ´  ±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥. ‚ ÔÉμ³
¸²ÊÎ ¥, ·a¸¶μ² £ Ö ¤¢μ°´Ò³ ´ ¡μ·μ³ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¨ ´μ·³¨·μ¢μÎ-
´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢, ³μ¦´μ μ¤´μ§´ Î´μ ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ³ É·¨ÍÊ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ´ 
±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ±² ¸¸¨Î¥¸±ÊÕ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê μ¡· É´μ° § ¤ Î¨
ƒ¥²ÓË ´¤ Ä‹¥¢¨É ´ . —¨É É¥²Ó ³μ¦¥É μ§´ ±μ³¨ÉÓ¸Ö ¸ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò³ μ¡μ¡-
Ð¥´¨¥³ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [28, £². 9, § 4 ®‘¢Ö§ ´´Ò¥ ± ´ ²Ò¯]).

C²¥¤ÊÕÐ¨° ¶μ¤· §¤¥² ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¨§²μ¦¥´¨Õ ÔÉ¨Ì ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢. ŒÒ ´ °-
¤¥³ ¨¸±μ³μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥, μ¤´ ±μ, ´¥ £ · ´É¨·Ê¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸É¨
·¥Ï¥´¨Ö ¸ ³μ ¶μ ¸¥¡¥. ’μ²Ó±μ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ¢Ò¡μ·¥ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°
¨¸±μ³ Ö Ëμ·³Ê²  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´  ¢ ¢¨¤¥ ¸¨¸É¥³Ò ²¨´¥°´ÒÌ  ²£¥¡· ¨-
Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ¤ ÕÉ ¶·μ¸Éμ° ±·¨É¥·¨° ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨Ö
¨ ¥£μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö. „²Ö Ê¤μ¡¸É¢  Î¨É É¥²Ö ¨§²μ¦¥´¨¥ μ·£ ´¨§μ¢ ´μ É ±,
ÎÉμ¡Ò μ´μ Ï²μ (´ ¸±μ²Ó±μ ÔÉμ ¢μ§³μ¦´μ) ¶ · ²²¥²Ó´μ ¸É ´¤ ·É´μ³Ê ¢Ò¢μ¤Ê
Ëμ·³Ê² μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ¶μ ¤¢Ê³ ¸¶¥±É· ³, ¶·¨¢¥¤¥´´μ³Ê ¢ [32, £². 3].

4.2. ‚Ò¢μ¤ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ´μ·³¨·μ¢μÎ´μ£μ ¢¥±Éμ· . � Î´¥³ ¸ ¶·¥¤¢ ·¨-
É¥²Ó´ÒÌ μ¡μ§´ Î¥´¨°. ‡ ¶¨Ï¥³ ¸¨¸É¥³Ê (15) ¢ ¡μ²¥¥ ¸¨³¢μ²¨Î´μ³ ¢¨¤¥

− d2

dx2
y(x) + V̂ (x)y(x) = λy(x), x ∈ [0, a], (16)

£¤¥ y μ¡μ§´ Î ¥É Í¥²μ¥ ¢¥±Éμ·´μ¥ (¢¥±Éμ·-¸Éμ²¡¥Í) ·¥Ï¥´¨¥

y(x) ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

Ψ1(x)
.
.
.

ΨM (x)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

¨
V̂ ≡ Vαβ + εαδαβ, λ ≡ E.

�μÉ¥´Í¨ ²Ó´ Ö ³ É·¨Í  ¥¸ÉÓ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ¸¨³³¥É·¨Î´ Ö ³ É·¨Í  ´¥¶·¥-
·Ò¢´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, x ∈ [0, a]. ‚ ÔÉμ³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ®Ï²Ö¶± ¯ ¢¸¥£¤  ¡Ê¤¥É μ¡μ-
§´ Î ÉÓ ³ É·¨ÍÊ. „ ²¥¥, ¤μ¶μ²´¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ (16) ¸²¥¤ÊÕÐ¨³¨ £· ´¨Î´Ò³¨
Ê¸²μ¢¨Ö³¨:{

y′(0) − ĥy(0) = 0, y′(a) + Ĥy(a) = 0,

y′
i(0) − ĥiyi(0) = 0, y′

i(a) + Ĥyi(a) = 0, i = 1, . . . , M,
(17)

£¤¥ ³Ò ¶μ² £ ¥³ ĥ, ĥi ¨ Ĥ ¸¨³³¥É·¨Î´Ò³¨ ³ É·¨Í ³¨. ŒÒ μ¡μ§´ Î ¥³ ¸¶¥±-
É·Ò M + 1 § ¤ Î (16) ¨ (17) ± ± {λn}∞n=1 ¨ {λi

n}∞n=1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. ‚
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³´μ£μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥É É¥μ·¥³Ò μ ¶¥·¥³¥¦ ¥³μ¸É¨ ¸¶¥±É·μ¢, É ± ÎÉμ
³Ò ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ É·¥¡Ê¥³, ÎÉμ¡Ò ´¨± ±¨Ì ¢Ò·μ¦¤¥´¨° ¸¶¥±É·  (¨²¨ ³¥¦¤Ê
¸¶¥±É· ³¨) ´¥ ¡Ò²μ.

�¡μ§´ Î¨³ É ±¦¥ Î¥·¥§ φ̂(x, λ) ¨ χ̂i(x, λ) ³ É·¨Î´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö
(16), Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨¥ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ´ Î ²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³:

φ̂(0, λ) = 1̂, φ̂′(x, λ)|x=0 = ĥ, χ̂i(0, λ) = 1̂, χ̂′
i(x, λ)|x=0 = ĥi, (18)

£¤¥ ÏÉ·¨Ì μ¡μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ x. Œ É·¨Î´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (16)
μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ± ¦¤Ò° ¸Éμ²¡¥Í ³ É·¨ÍÒ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¢¥±Éμ·-·¥Ï¥´¨¥,
Éμ²Ó±μ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥¥ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ³Ê ´ Î ²Ó´μ³Ê (£· ´¨Î´μ³Ê) Ê¸²μ¢¨Õ.
‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ±· ¥¢ÒÌ § ¤ Î (16) ¨ (17) ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ´Ê²Ö³¨ ¤¥-
É¥·³¨´ ´Éμ¢ ³ É·¨Í⎧⎨

⎩ Φ̂(λ) = ¯̂
φ ′(x, λ)|x=a + ¯̂

φ(a, λ)Ĥ,

Φ̂i(λ) = ¯̂χ′
i(x, λ)|x=a + ¯̂χi(a, λ)Ĥ,

(19)

£¤¥ Î¥·É  μ¡μ§´ Î ¥É É· ´¸¶μ´¨·μ¢ ´¨¥.
’¥¶¥·Ó ³Ò ¢¢μ¤¨³ ´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸μ ¸¶¥±É·μ³

{λn}∞n=1:

γλn ≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

γ1(λn)
.
.
.

γM (λn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

É ±¨¥, ÎÉμ
φ̂(x, λn)γλn = y(x, λn), (20)

¶·¨Î¥³ y′(x, λn)|x=a + Ĥy(a, λn) = 0 ¨

∫ a

0

M∑
α=1

[Ψα(x, λn)]2dx = 1. ’μÎ´μ

É ± ¦¥ ¤²Ö ¸¶¥±É·μ¢ {λi
n}∞n=1

γλi
n
≡

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

γ1(λi
n)

.

.

.
γM (λi

n)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

É ± ÎÉμ

χ̂i(x, λi
n)γλi

n
= yi(x, λi

n), (21)
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¶·¨Î¥³ y′
i(x, λi

n)|x=a + Ĥyi(a, λi
n) = 0 ¨

∫ a

0

M∑
α=1

[Ψα(x, λi
n)]2dx = 1. ‚¢¥¤¥³

É ±¦¥ ËÊ´±Í¨Õ γλ (μÉ λ), É ±ÊÕ, ÎÉμ γλ = γλn , ±μ£¤  λ = λn, ¨ γλ = γλi
n
,

±μ£¤  λ = λi
n. �É  ËÊ´±Í¨Ö ¨³¥¥É ¸³Ò¸² Éμ²Ó±μ ¢ ÉμÎ± Ì λn ¨ λi

n. Œ¥¦¤Ê
´¨³¨ ³Ò · ¸¶μ² £ ¥³ ¸¢μ¡μ¤μ° § ¤ ¢ ÉÓ ¥¥ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ. ŒÒ ³μ¦¥³ Éμ²Ó±μ
É·¥¡μ¢ ÉÓ, ÎÉμ¡Ò ÔÉ  ËÊ´±Í¨Ö ¡Ò²  ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·Ê¥³ Ö, ´¥ ¨³¥² 
¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¥°,   É ±¦¥ γλ �= 0.

�μ²μ¦¨³

fi(x, λ) ≡ γ̄λ
¯̂χi(x, λ) + mi(λ)γ̄λ

¯̂
φ(x, λ), (22)

£¤¥ mi(λ) ¥¸ÉÓ ¸± ²Ö·, ¨ ¶μÉ·¥¡Ê¥³, ÎÉμ¡Ò

f ′
i(x, λ)|x=a + fi(a, λ)Ĥ = 0 =⇒ (23)

mi(λ)[γ̄λ
¯̂
φ ′(x, λ)|x=a + γ̄λ

¯̂
φ(a, λ)Ĥ ] = −[γ̄λ

¯̂χ′
i(x, λ)|x=a + γ̄λ

¯̂χi(a, λ)Ĥ ]. (24)

‘· ¢´¨¢ Ö ¸ (19), ¨³¥¥³

mi(λ) = − Φ̄i(λ)Φ(λ)
Φ̄(λ)Φ(λ)

, (25)

£¤¥ ³Ò μ¡μ§´ Î ¥³ Φ(λ) ≡ ¯̂Φ(λ)γλ ¨ Φi(λ) ≡ ¯̂Φi(λ)γλ.
„ ²¥¥, ¶·¨³¥´ÖÖ ¨§¢¥¸É´ÊÕ Ëμ·³Ê²Ê ƒ·¨´ , ¨³¥¥³

(λ − λn)
∫ a

0

fi(x, λ)φ̂(x, λn)γλndx = f ′
i(x, λ)|x=0φ̂(0, λn)γλn−

− fi(0, λ)φ̂′(x, λn)|x=0γλn = γ̄λ(ĥi − ĥ)γλn ,

£¤¥ ³Ò ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö³¨ (18), (22) ¨ (25). �μ¸²¥¤´¥¥ · ¢¥´¸É¢μ
¸²¥¤Ê¥É ¨§ Éμ£μ Ë ±É , ÎÉμ ³ É·¨ÍÒ ¢ (17) ¸¨³³¥É·¨Î´Ò. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò,

(λ−λn)
∫ a

0

fi(x, λ)φ̂(x, λn)γλndx = (λ−λn)
∫ a

0

γ̄λ
¯̂χi(x, λ)φ̂(x, λn)γλndx−

− (λ − λn)
∫ a

0

Φ̄i(λ)Φ(λ)
Φ̄(λ)Φ(λ)

γ̄λ
¯̂
φ(x, λ)φ̂(x, λn)γλndx = γ̄λ(ĥi − ĥ)γλn . (26)

�¥·¥°¤¥³ ± ¶·¥¤¥²Ê λ → λn. ’μ£¤  Ê· ¢´¥´¨¥ (26) ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢

−
d

dλ
[Φ̄(λ)Φ(λ)]|λ=λn

Φ̄i(λn)Φ(λn)
γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = 1, (27)

£¤¥ ³Ò ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¶· ¢¨²μ³ ‹μ¶¨É ²Ö ¨ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ (20).
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ŒÒ ¤μ± ¦¥³, ÎÉμ ÔÉÊ Ëμ·³Ê²Ê ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¢¨¤¥:

(λi
n − λn)−1

∞∏
μ=1
μ�=n

λμ − λn

λi
μ − λn

γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = 1. (28)

’ ± ± ± Φ(λ) ¨ Φi(λ) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Í¥²Ò³¨ £μ²μ³μ·Ë´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨, μ´¨
μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö (¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ¶μ¸ÉμÖ´´ÒÌ ³´μ¦¨É¥²¥°) ¸¢μ¨³¨ ´Ê²Ö³¨ ¨,
¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

Φ(λ) = C
∞∏

μ=1

(
1 − λ

λμ

)
; Φi(λ) = Ci

∞∏
ν=1

(
1 − λ

λi
ν

)
. (29)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (29) ¢ (27), ¨³¥¥³

1
λn

∞∏
μ=1
μ�=n

(
1 − λn

λμ

)
C̄C

∞∏
ν=1

(
1 − λn

λi
ν

)
C̄iC

γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = 1. (30)

� ³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢ÒÖ¸´¨ÉÓ, ± ±μ¢μ ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö C̄C/C̄iC.
� ³ ¶μ´ ¤μ¡¨É¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ Ö ¨´Ëμ·³ Í¨Ö μ¡  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ³ ¶μ¢¥¤¥´¨¨
·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (16). �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ, ÔÉ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö · ¸Í¥¶²Ö-
ÕÉ¸Ö ¢ ¶·¥¤¥²¥ λ → ∞. ’ ± ÎÉμ, ± ± ¨ ¢ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¨³¥¥³
lim

λ→∞
Φ̂(λ){Φ̂i(λ)}−1 = 1 ¨ Éμ ¦¥ ¤²Ö É· ´¸¶μ´¨·μ¢ ´´ÒÌ ³ É·¨Í. ‡¤¥¸Ó ¶·¥-

¤¥² ¡¥·¥É¸Ö ¤²Ö · ¸Ìμ¤ÖÐ¥°¸Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸É¨ λ ≡ λ(k) = k2+ε + O(1)
¤²Ö ²Õ¡μ£μ ε > 0 ¨ k, Ö¢²ÖÕÐ¥£μ¸Ö Í¥²Ò³ Î¨¸²μ³ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨³
(³Ò ¢Ò¡¨· ¥³ É ±ÊÕ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ, ÎÉμ¡Ò λ(k) ´¥ ¸μ¢¶ ¤ ²  ¸ M + 1
¸¶¥±É· ³¨ ÌμÉÖ ¡Ò ¨ ¢ μ¤´μ° ÉμÎ±¥).

�·¨´¨³ Ö ÔÉμ ¢μ ¢´¨³ ´¨¥, ¶μ²ÊÎ ¥³

C̄C

C̄iC

∞∏
μ=1

λi
μ

λμ
lim

λ→∞

∞∏
μ=1

λμ − λ

λi
μ − λ

= 1. (31)

ˆ³¥¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö λ ¨ λi: λμ = (π/a)2μ2+

O(1) ¨ Éμ ¦¥ ¸ ³μ¥ ¤²Ö λi. ’μ£¤  λi
μ−λμ = O(1) ¨ ·Ö¤

∞∑
μ

|(λμ−λi
μ)/(λi

μ−λ)|

· ¢´μ³¥·´μ ¸Ìμ¤¨É¸Ö ¶·¨ λ → ∞ ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ R\(λμ

⋃
λi

μ). ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ,
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³Ò ³μ¦¥³ ¶¥·¥°É¨ ± ¶·¥¤¥²Ê ¢ ± ¦¤μ³ ¸μ³´μ¦¨É¥²¥ ¡¥¸±μ´¥Î´μ£μ ¶·μ¨§¢¥-
¤¥´¨Ö

lim
λ→∞

∞∏
μ=1

λμ − λ

λi
μ − λ

= lim
λ→∞

∞∏
μ=1

(
1 +

λμ − λi
μ

λi
μ − λ

)
= 1. (32)

ˆ§ (32) ¨ (31) ³μ¦´μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ

C̄C

C̄iC

∞∏
μ=1

λi
μ

λμ
= 1. (33)

� ±μ´¥Í, ³Ò ³μ¦¥³ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ μ±μ´Î É¥²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö γλn . �μ¤¸É -
¢²ÖÖ (33) ¢ (30), ¨³¥¥³ Ëμ·³Ê²Ê (28) Å ¸¨¸É¥³Ê M Ê· ¢´¥´¨° (i = 1, . . . , M )
¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö M ±μ³¶μ´¥´É ¢¥±Éμ·-¸Éμ²¡Í  γλn .

‚ μ¤´μ± ´ ²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ëμ·³Ê²  (28) ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ¨§¢¥¸É´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥
¤²Ö ¤¢ÊÌ ¸¶¥±É·μ¢:

(λ2
n − λ1

n)−1
∞∏

μ=1
μ�=n

λ1
μ − λ1

n

λ2
μ − λ1

n

(h2 − h1)γ2
λn

= 1, (34)

£¤¥ ³ É·¨Î´Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸± ²Ö· ³¨ ¨ ³Ò μ¡μ§´ Î ¥³ ¨´¤¥±¸ ³¨
1 ¨ 2 ¤¢  ¸¶¥±É· , μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨¥ ¸± ²Ö·´Ò° ´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò° Ë ±Éμ· γλn .

‘¨¸É¥³  (28) Å ´¥²¨´¥°´ Ö: ± ¦¤ Ö ¸É·μ±  (Ê· ¢´¥´¨¥) ¢ ´¥° ¸μ¤¥·¦¨É
±¢ ¤· É¨Î´ÊÕ Ëμ·³Ê γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn . ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ÔÉ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¢μμ¡Ð¥
£μ¢μ·Ö, ´¥²Ó§Ö ·¥Ï¨ÉÓ μ¤´μ§´ Î´μ (¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ÔÉμ ± ¸ ¥É¸Ö ¨ ¸ ³μ° · §·¥-
Ï¨³μ¸É¨). „·Ê£¨³¨ ¸²μ¢ ³¨, ³Ò ¤μ²¦´Ò ´ ²μ¦¨ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ μ£· ´¨Î¥´¨¥
´  ¢Ò¡μ· ³ É·¨Í ĥi, É. ¥. ´  · §´μ¸ÉÓ ĥi − ĥ. ‘·¥¤¨ ¶·μÎ¨Ì ¢μ§³μ¦´μ¸É¥°
³Ò ¤ ¥³ §¤¥¸Ó ´¥¸±μ²Ó±μ ¶·¨³¥·μ¢, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨Ì μ¤´μ§´ Î´ÊÕ · §·¥Ï¨³μ¸ÉÓ
¸¨¸É¥³Ò (28).

i) ‘¨³³¥É·¨Î´ Ö ³ É·¨Í  ĥi − ĥ ≡ ξ̂(i) ¨³¥¥É ¢¨¤ ³ É·¨ÍÒ Ÿ±μ¡¨:

ξ̂(i) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ξ
(i)
11 ξ

(i)
12 0 0 . . 0

ξ
(i)
12 0 ξ

(i)
23 0 . . .

0 ξ
(i)
23 0 ξ

(i)
34 . . .

. . . . . . .

. . . . . . ξ
(i)
M−1M

0 . . . 0 ξ
(i)
M−1M 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (35)

£¤¥ μ¸´μ¢´ Ö ¤¨ £μ´ ²Ó ¸μ¤¥·¦¨É Éμ²Ó±μ μ¤¨´ ´¥´Ê²¥¢μ° Ô²¥³¥´É, ξ
(i)
11 . ’μ£¤ 

γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = ξ
(i)
11 γ1(λn)2 + 2

M∑
k �=1

ξ
(i)
k−1kγk−1(λn)γk(λn). (36)
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‚¢μ¤Ö ´μ¢Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ω1 ≡ γ1(λn)2 ¨ ωk ≡ γk−1(λn)γk(λn), k = 2, . . . , M ,
³Ò ³μ¦¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥:

γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = ξ
(i)
11 ω1 + 2

M∑
k �=1

ξ
(i)
k−1kωk. (37)

’μ£¤  (28) ¸É ´μ¢¨É¸Ö ¸¨¸É¥³μ° ²¨´¥°´ÒÌ  ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö

¶¥·¥³¥´´ÒÌ ω. …¸²¨ ω1 = γ1(λn)2 > 0, Éμ£¤  γ1(λn) = ±ω
1/2
1 , γ2(λn) =

±ω2/ω
1/2
1 ¨ É. ¤. ‡´ ± ¶¥·¥¤ ω

1/2
1 ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ ¤²Ö γ1(λn) μ¶·¥¤¥²Ö¥É μ¡Ð¨°

§´ ± ¤²Ö γλn ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö ´¥¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò³: Í¥² Ö ¢¥±Éμ·´μ§´ Î-
´ Ö ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ §´ ±  (±). „²Ö ´¥´Ê²¥¢μ£μ

Ô²¥³¥´É  ξ
(i)
ll �= 0, l �= 1, · ¸¶μ²μ¦¥´´μ£μ ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ³ ³¥¸É¥ μ¸´μ¢´μ°

¤¨ £μ´ ²¨, ¸Ì¥³  ¡Ê¤¥É  ´ ²μ£¨Î´μ°.
ii) Œ É·¨Í  ĥi − ĥ ≡ ζ̂(i) ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

ζ̂(i) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 . 0 ζ
(i)
1l 0 . 0

. . . . . . .

. . 0 ζ
(i)
l−1l 0 . .

ζ
(i)
l1 . ζ

(i)
ll−1 ζ

(i)
ll ζ

(i)
ll+1 . ζ

(i)
lM

. . 0 ζ
(i)
l+1l 0 . 0

. . . . . . .

0 . 0 ζ
(i)
Ml 0 . 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (38)

É. ¥. ³ É·¨Í  ¸μ¤¥·¦¨É μ¤¨´ ´¥´Ê²¥¢μ° ¸Éμ²¡¥Í ¨ μ¤´Ê ´¥´Ê²¥¢ÊÕ ¸É·μ±Ê,

±μÉμ·Ò¥ ¶¥·¥¸¥± ÕÉ ¤·Ê£ ¤·Ê£  É ³, £¤¥ · ¸¶μ²μ¦¥´ Ô²¥³¥´É ζ
(i)
ll . „²Ö ±¢ -

¤· É¨Î´μ° Ëμ·³Ò (¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¸¨³³¥É·¨Õ ĥi − ĥ) ¨³¥¥³

γ̄λn(ĥi − ĥ)γλn = ζ
(i)
ll γl(λn)2 + 2

M∑
k �=l

ζ
(i)
lk γl(λn)γk(λn). (39)

‚¢μ¤Ö ´μ¢Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ θk ≡ γl(λn)γk(λn), k �= l, ¨ θl ≡ γl(λn)2, ³Ò
³μ¦¥³ É¥¶¥·Ó ¸´μ¢  ¢§£²Ö´ÊÉÓ ´  (28) ± ± ´  ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê:

(λi
n − λn)−1

∞∏
μ=1
μ�=n

λμ − λn

λi
μ − λn

⎧⎨
⎩ζ

(i)
ll θl + 2

M∑
k �=l

ζ
(i)
lk θk

⎫⎬
⎭ = 1. (40)

�μ²ÊÎ¨¢ θi, ³μ¦´μ É·¨¢¨ ²Ó´μ ¢Ò¢¥¸É¨ γi(λn). Šμ´¥Î´μ, · §·¥Ï¨³μ¸ÉÓ ¢
ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ § ¢¨¸¨É μÉ Éμ£μ, · ¢¥´ ¨²¨ ´¥ · ¢¥´ ´Ê²Õ ¤¥É¥·³¨´ ´É ¤²Ö ¸¨-
¸É¥³Ò (40),   É ±¦¥ μÉ Ê¸²μ¢¨Ö θl > 0.
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‚μ ¢¸¥Ì ¸²ÊÎ ÖÌ §´ ´¨¥ ¶μ²´μ£μ ´ ¡μ·  {λn, γλn}∞n=1 ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¤´μ-
§´ Î´μ ¢μ¸¸É ´μ¢¨ÉÓ ³ É·¨ÍÒ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¶μ ¸É ´¤ ·É´μ° É¥μ·¨¨ ƒ¥²ÓË ´¤ Ä
‹¥¢¨É ´  (¥¥ ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ³Ê μ¡μ¡Ð¥´¨Õ).

‚ § ±²ÕÎ¥´¨¥ μÉ³¥É¨³, ÎÉμ §¤¥¸Ó ³Ò ´¥ § É·μ´Ê²¨ ¶·μ¡²¥³Ê ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ
¨ ¤μ¸É ÉμÎ´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö μ¡· É´μ° § ¤ Î¨ ¶μ M + 1
¸¶¥±É·Ê, ÎÉμ É·¥¡Ê¥É ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ£μ ¨§ÊÎ¥´¨Ö. Ÿ¸´μ, ÎÉμ ´ ³ ¶μ´ ¤μ¡¨É¸Ö
ÉÐ É¥²Ó´μ ¨§ÊÎ¨ÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¸¶¥±É·μ¢ ¸ · §´Ò³¨ £· ´¨Î-
´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨. �Éμ É¥¸´μ ¸¢Ö§ ´μ ¸ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ ±² ¸¸  ¤¨ËË¥·¥´Í¨·Ê-
¥³ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ± ±μÉμ·μ³Ê ¤μ²¦´  ¶·¨´ ¤²¥¦ ÉÓ ³ É·¨Í  Vαβ(x). ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ¢ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥
¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´ÊÕ ¸É ¤¨Õ ¢ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨ÖÌ ¶μ § É·μ´ÊÉμ° §¤¥¸Ó É¥³ É¨±¥.

5. Œ��ƒ�Š���‹œ�›… �…�ˆ�„ˆ—…‘Šˆ… ‘ˆ‘’…Œ›

„²Ö · §¢¨É¨Ö É¥μ·¨¨ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨° ¢ ±·¨¸É ²² Ì ³μ£ÊÉ μ± § ÉÓ¸Ö ¶μ²¥§-
´Ò³¨ ÉμÎ´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ±¢ §¨Î ¸É¨Í ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¸É¥¶¥´Ö³¨ ¸¢μ-
¡μ¤Ò ¢´ÊÉ·¥´´¨Ì (³´μ£μ± ´ ²Ó´ÒÌ) ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨°.

‘ÊÉÓ ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ° ¸¶¥Í¨Ë¨±¨ ³μ¦´μ Ê²μ¢¨ÉÓ, · ¸¸³μÉ·¥¢ ¤¢ÊÌ± ´ ²Ó-
´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê [27]. „²Ö ¤¢ÊÌ ´¥¸¢Ö§ ´´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³¨ Vαα(x)
¨³¥ÕÉ¸Ö ¤¢¥ ´¥§ ¢¨¸¨³Òe ¸¶¥±É· ²Ó´Òe ¢¥É¢¨ ¸ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨³¨ ¶μ²μ¸ ³¨
· §·¥Ï¥´´μ£μ ¨ § ¶·¥Ð¥´´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸μ³ K1,2. � ¶·¨³¥·,
¢ ¸²ÊÎ ¥ Ô²¥³¥´Éμ¢ ³ É·¨ÍÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ¢¨¤¥ £·¥¡¥´±¨ (¶¨±μ¢) „¨· ± 

Vαα(x) =
∞∑

n=−∞
Vαδ(x+na) ¤²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ · ¸Í¥¶²¥´´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ³Ò ¨³¥¥³

cos (Kαa) =
sin (kαa)Vα

2kα
+ cos (kαa), kα =

√
E − εα. (41)

Œμ¦¥É ¶μ± § ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¢±²ÕÎ¥´¨¥ ¸² ¡μ° ¸¢Ö§¨ ¡Ê¤¥É ¶·¥¶ÖÉ¸É¢μ¢ ÉÓ · ¸-
¶·μ¸É· ´¥´¨Õ ¢μ²´ ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ, ¶·¨´ ¤²¥¦ Ð¨Ì ± § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥ ÌμÉÖ
¡Ò ¢ μ¤´μ³ ¨§ ± ´ ²μ¢ ¨ ¤ ¦¥ ± · §·¥Ï¥´´μ° §μ´e ¢ ¤·Ê£μ³ ± ´ ²¥. „¥°-
¸É¢¨É¥²Ó´μ, ³μ¦´μ, ± § ²μ¸Ó ¡Ò, μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ¢²¨Ö´¨¥ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ£μ
·μ¸É  ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¢μ²´μ¢μ° ¢¥±Éμ·´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¢ § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥ ¡Ê¤¥É
¶·¥¢ ²¨·μ¢ ÉÓ ¨ ¢Ò§Ò¢ ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨ ´¥¶·¨¥³²¥³ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±ÊÕ · ¸-
Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨°. �  ¸ ³μ³ ¦¥ ¤¥²¥ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¢±²ÕÎ¥´¨¥ ¸¢Ö§¨
± ´ ²μ¢ ²¨ÏÓ ´¥¸±μ²Ó±μ ³¥´Ö¥É · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥ · §·¥Ï¥´´ÒÌ §μ´ ´¥¸¢Ö§ ´-
´ÒÌ ± ´ ²μ¢. ’ ± ÎÉμ ¢μ§³μ¦¥´ ¨ ·¥¦¨³ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¢μ§· ¸É ´¨Ö μ¸Í¨²²ÖÍ¨°
¢ ¨¸Ìμ¤´μ° § ¶·¥Ð¥´´μ° §μ´¥. ‚ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ¸É¨ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¤¢  É¨¶  μ¡μ¡-
Ð¥´´ÒÌ ¤¢ÊÌ± ´ ²Ó´ÒÌ ¡²μÌμ¢¸±¨Ì ¢μ²´

Ψ(1,2)
Bα (x) = exp (±iK(1,2)a)Ψ(1,2)

Bα (x − a) (42)
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¸ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸μ³ K(1,2)(E), μ¡Ð¨³ ¤²Ö ¤¢ÊÌ ± ´ ²μ¢ ¤ ¦¥ ¸ · §´Ò³¨ §´ Î¥-
´¨Ö³¨ ¶μ·μ£μ¢ÒÌ Ô´¥·£¨°. Œμ¦´μ ´ °É¨ É ±¨¥ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸Ò, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ÉμÎ-
´ÊÕ ³μ¤¥²Ó ¸μ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ° ¤¥²ÓÉ -³ É·¨Í¥° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö:

Vαβ(x) =
∞∑

n=−∞
Vαβδ(x + na). (43)

�·¨ É ±μ³ ¢Ò¡μ·¥ Vαβ(x) ¨³¥¥³

cos (K(1,2)a) =
1
2

{
cos (K1a) + cos (K2a)±

±

√
[cos (K1a) − cos (K2a)]2 +

W 2 sin (k1a) sin (k2a)
k1k2

}
, (44)

£¤¥ W ≡ V12 = V21; Vα ≡ Vαα,   ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö cos (K1,2a) ¤ ´Ò ¢ Ëμ·³Ê²¥
(41). ’ ± ÎÉμ Ê¸²μ¢¨¥ | cos (K(1,2)a)| � 1 ¸²Ê¦¨É ±·¨É¥·¨¥³ ¶μ¨¸±  · §·¥Ï¥´-
´ÒÌ §μ´. �  ·¨¸. 9 ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ±¢ §¨¨³¶Ê²Ó¸Ò K(1,2) ¡²¨§±¨ ± É¥³, ±μÉμ·Ò¥
¡Ò²¨ ¤μ ¢±²ÕÎ¥´¨Ö ¸¢Ö§¨ ± ´ ²μ¢ (¤²Ö W = 1).

�¨¸. 9. ”Ê´±Í¨¨ cos (K(1,2)π) (¸¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö), μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥ ¸¶¥±-
É· ²Ó´ÒÌ §μ´ ¤²Ö ¤¢ÊÌ± ´ ²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³. � §·¥Ï¥´´Ò¥ ¨ § ¶·¥Ð¥´´Ò¥ §μ´Ò μ¶·¥¤¥²Ö-
ÕÉ¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³¨ | cos (K(1,2)π)| � 1 ¨ | cos (K(1,2)π)| � 1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. 	Ò²¨
¢Ò¡· ´Ò ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢: V1 = 6; V2 = 5; W = 1; a = π; ε1 = 0; ε2 =
1. ‚ ¸²ÊÎ ¥ · ¸Í¥¶²¥´´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ±·¨¢Ò¥ cos (K(1,2)π) ¤²Ö μÉ¤¥²Ó-
´ÒÌ ± ´ ²μ¢ ¸¤¢¨£ ÕÉ¸Ö ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£  ¨§-§  · §´¨ÍÒ ¶μ·μ£μ¢ ¨ ¨³¥ÕÉ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö,
¶μ± § ´´Ò¥ ÏÉ·¨Ìμ¢Ò³¨ ²¨´¨Ö³¨. ‚±²ÕÎ¥´¨¥ ¸¢Ö§¨ ± ´ ²μ¢ ¶·¥μ¡· §Ê¥É ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö
(ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ ²¨´¨¨) ¢ ±¢ §¨¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö, É ± ÎÉμ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¢¥·Ì´¨¥ ¨ ´¨¦´¨¥ ¸¶²μÏ´Ò¥
²¨´¨¨ ¤²Ö ¤¢ÊÌ ¢¥É¢¥° ¶μ²μ¸ Éμ£μ ¸¶¥±É· . ˆ´É¥·¢ ²Ò ¸¶²μÏ´ÒÌ ²¨´¨°, ¢ÒÌμ¤ÖÐ¨Ì
§  ¶·¥¤¥²Ò [−1, 1], ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ § ¶·¥Ð¥´´Ò³ §μ´ ³ ¸¢Ö§ ´´μ° ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨°
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6. ��‚›… �‘��…���‘’ˆ ����ˆ–�…Œ�‘’ˆ ��’…�–ˆ�‹�‚

‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ¤μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¸É·μ£μ¥ (¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ Ë §μ¢ÒÌ ³´μ¦¨É¥-
²¥°) · ¢¥´¸É¢μ ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¥° (TL(Eres) = TR(Eres)) ²¥¢ÒÌ ¨ ¶· ¢ÒÌ Î ¸É¥°
VL, VR · §·¥§ ´´μ£μ ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° ÉμÎ±¥ x′ ¶μÉ¥´Í¨ ² 
V (x) ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ Eres ·¥§μ´ ´¸´μ° ¶·μ§· Î´μ¸É¨. ŒÒ ´ Ï²¨, ÎÉμ ¨³¥¥É¸Ö
±μ´É¨´ÊÊ³ · ´¥¥ ´¥ § ³¥Î¥´´ÒÌ É ±¨Ì · ¢¥´¸É¢ ¤²Ö VL, VR-¶ · ¶·¨ ¶μ²´μ°
´¥¶μÌμ¦¥¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ (VL(x) �= VR(x)). ˆ ÔÉμ³Ê ´ Ï²μ¸Ó ¶μ· §¨É¥²Ó´μ
¶·μ¸Éμ¥ ¨ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥. ’μ ¦¥ ¢¥·´μ ¨ ¤²Ö ¸μ²¨Éμ´μμ¡· §´ÒÌ
¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¶·μ§· Î´ÒÌ ¶·¨ ²Õ¡ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ (¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ ±μ´É¨´Ê ²Ó-
´μ¥ · §³´μ¦¥´¨¥ · ¢¥´¸É¢). Š² ¸¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ VL, VR ¡¥¸±μ´¥Î´μ · ¸Ï¨·Ö-
¥É¸Ö ¨Ì É· ´¸Ëμ·³ Í¨Ö³¨.

	Ò²μ ´ °¤¥´μ ¨ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ ¶μ¤μ¡´μ° É¥μ·¥³Ò ´  ¸²ÊÎ ¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ
¨¸Ìμ¤´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ V (x) c T �= 1 ¨ ¤ ¦¥ ¤²Ö ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢.

� ¸¸³μÉ·¨³ ¶μÉ¥´Í¨ ² V (x), ·¥§μ´ ´¸´μ-¶·μ§· Î´Ò° ¶·¨ E = Eres. …£μ
¶μ²´ Ö ¶·μ´¨Í ¥³μ¸ÉÓ T (Eres = 1) μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö [1] ¢§ ¨³´Ò³ Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨¥³
μÉ· ¦¥´´μ° ¢μ²´Ò ¨ ®· ¸¶ ¤ ÕÐ¥°¸Ö ´ § ¤¯ ¨§ V (x), £¤¥ μ´  § ¤¥·¦¨¢ ¥É¸Ö
¢ ±¢ §¨¸¢Ö§ ´´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨.

®� §·¥¦¥³¯ ¶μÉ¥´Í¨ ² V (x) ¢ ÉμÎ±¥ x′ ´  ¤¢¥ Î ¸É¨ (VL(x) �= VR(x)).
‚μ²´μ¢ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ¢ ÉμÎ±¥ ¡¥¸±μ´¥Î´μ Ê§±μ£μ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ£μ · §·¥§ 
(¸ ¤´μ³ ´  Ê·μ¢´¥ E = 0) ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢¸¥£¤  ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ ¤¢ÊÌ
¢μ²´, ¤¢¨£ ÕÐ¨Ì¸Ö ´ ¢¸É·¥ÎÊ ¤·Ê£ ¤·Ê£Ê ¸ · §´Ò³¨  ³¶²¨ÉÊ¤ ³¨ (¸³. ·¨¸. 10):

A exp (ikx) + B exp (−ikx). (45)

“¡¨· Ö ²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ² , ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ (45) ± ± ¢μ²´Ò:
¶ ¤ ÕÐÊÕ ¸²¥¢  ¨ μÉ· ¦¥´´ÊÕ μÉ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ VR(x). �´ ²μ£¨Î´μ, μ¸É ¢¨¢
²¨ÏÓ ²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ VL(x), ³μ¦´μ ¢Ò· ¦¥´¨¥, ¸μ¶·Ö¦¥´´μ¥ (45):

A∗ exp (−ikx) + B∗ exp (ikx) (46)

· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¢μ²´Ò, ¶ ¤ ÕÐÊÕ ¸¶· ¢  ¨ μÉ· ¦¥´´ÊÕ μÉ ²¥¢μ° Î ¸É¨
V (x). �μ·³¨·ÊÖ ¶ ¤ ÕÐ¨¥ ¢μ²´Ò ¢ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ¶μ²ÊÎ ¥³ · ¢´Ò¥ ¶μ
³μ¤Ê²Õ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö TR(Er) = |1/A| = |1/A∗| = TL(Er) ¨
μÉ· ¦¥´¨Ö RR(Er) = |B/A| = |B∗/A∗| = RL(Er).

„²Ö μ¡μ¸´μ¢ ´¨Ö ¸± § ´´μ£μ ¶·¨¢¥¤¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö. …¸²¨
¡Ò · §·¥§ ¡Ò² ±μ´¥Î´μ° Ï¨·¨´Ò, ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ Ö ¨ ³´¨³ Ö Î ¸É¨ ¢μ²´μ¢μ°
ËÊ´±Í¨¨ ¢´ÊÉ·¨ · §·¥§  ¶·¥É¥·¶¥¢ ²¨ ¡Ò ¨§£¨¡Ò ±μ´¥Î´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò. ‚
¶·¥¤¥²¥ ´Ê²¥¢μ° Ï¨·¨´Ò · §·¥§  ¨ ¶·¨ ±μ´¥Î´μ° ¥£μ £²Ê¡¨´¥ ÔÉ¨ ¨§£¨¡Ò
¨¸Î¥§ ÕÉ. �·¨ ÔÉμ³ · §·¥§ ´¥ ¢μ§³ÊÐ ¥É ·¥Ï¥´¨Ö.

Œμ¦´μ ®· §·¥§ ÉÓ¯ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¡¥c±μ´¥Î´μ Ê§±¨³¨ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´Ò³¨ · §-
·¥§ ³¨ ¸ ®¤´μ³¯ ¢ÒÏ¥ ¨²¨ ´¨¦¥ E = 0. ’μ£¤  ³μ¦´μ ¤μ± § ÉÓ, ÎÉμ · ¢¥´¸É¢μ
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�¨¸. 10. � §·¥§ ¢ ¨¸Ìμ¤´μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥:
a) V (x) ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ x′ ¨ ± ·É¨´±¨
¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¢μ²´ μÉ¤¥²Ó´o Î¥·¥§ ²¥¢ÊÕ ¨
¶· ¢ÊÕ Î ¸É¨ (VL(x) ¨ VR(x)); ¡, ¢) ¢ μ¡-
Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥· ¢´ÒÌ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´ÒÌ ¡ ·Ó¥-
·μ¢. ‚μ²´Ò, μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ Ëμ·³Ê²¥ (45) ¢´ÊÉ·¨
· §·¥§ , ¶·μ¤μ²¦¥´Ò ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¢¶· ¢μ (¡) ¨
¢²¥¢μ (¢). ˆÌ ¸· ¢´¥´¨¥ ¤¥² ¥É μÎ¥¢¨¤´Ò³ ¸μ-
¢¶ ¤¥´¨¥ ¶·μ§· Î´μ¸É¥° VL(x) ¨ VR(x)

¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ ¢¥·´μ ¨ ¤²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¸ÉÊ¶¥´Ó± ³¨ (¸³.
·¨¸. 11).

Œμ¦´μ ¤ ¦¥ ®¶·¨Ï¨¢ ÉÓ¯ (¸¶· ¢ , ¸²¥¢ ) ± VL, VR ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò V (∓x),
¸É·¥³ÖÐ¨¥¸Ö ± ´Ê²Õ ¶·¨ x → ∓∞, ´¥ ´ ·ÊÏ Ö · ¢¥´¸É¢  ¶·μ§· Î´μ¸É¥°
É· ´¸Ëμ·³¨·μ¢ ´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ VL, VR + V (∓x) (¸³. ·¨¸. 12).

Œμ¦´μ ¥Ð¥ ¢¸É ¢²ÖÉÓ ¢ · §·¥§ ·¥§μ´ ´¸´μ-¶·μ§· Î´μ£μ ¨²¨ ¡¥§μÉ· ¦ -
É¥²Ó´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¡²μÌμ¢¸±¨¥ ¢μ²´Ò, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ®¶·¨Ï¨¢ ´¨Õ¯ ±
VL, VR ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì Ì¢μ¸Éμ¢ V (∓x).

�·¥¤Ò¤ÊÐ¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Ê¤ ¥É¸Ö · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ¨ ´  ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨Ö, μ¡² ¤ ÕÐ¨¥ 100%-° ·¥§μ´ ´¸´μ° ¶·μ´¨Í ¥³μ¸ÉÓÕ ¤²Ö ¡²μÌμ¢¸±¨Ì
¢μ²´ ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· Ì. �·¨ ÔÉμ³ ¢ · §·¥§ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ³μ¦´μ
®¢¸É ¢²ÖÉÓ¯ ²¨¡μ ´¥¢μ§³ÊÐ¥´´Ò¥ ¡²μÌμ¢¸±¨¥ ¢μ²´Ò, ²¨¡μ ËÊ´±Í¨¨ ¸¢μ¡μ¤-
´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö, ²¨¡μ ·¥Ï¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¸¶ ¤ ÕÐ¨Ì ¢¤ ²¨ μÉ · §·¥§ .

�¨¸. 11. 	μ²¥¥ £²Ê¡μ±¨° · §·¥§ ¢ ¨¸Ìμ¤´μ³ ¶μ-
É¥´Í¨ ²¥: a) V (x) ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ x′

¨ ± ·É¨´±¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¢μ²´ μÉ¤¥²Ó´o Î¥·¥§
²¥¢ÊÕ ¨ ¶· ¢ÊÕ Î ¸É¨ (V ′

L(x) ¨ V ′
R(x)); ¡, ¢)

c ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ ¸ÉÊ¶¥´Ó-
± ³¨. ‚μ²´Ò, μÉ¢¥Î ÕÐ¨¥ Ëμ·³Ê²¥ (45) ¢´Ê-
É·¨ · §·¥§ , ¶·μ¤μ²¦¥´Ò ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¢¶· ¢μ
(¡) ¨ ¢²¥¢μ (¢)
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�¨¸. 12. a) ˆ¸Ìμ¤´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² V (x), · §-
·¥§ ´´Ò° ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ x′. ‚ ÉμÎ±¥
· §·¥§  ³μ¦´μ ¢¸É ¢²ÖÉÓ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö
˜·¥¤¨´£¥·  ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ ¤μ¡ ¢± ³¨ (±Ê-
²μ´μ¢¸±¨°, Í¥´É·μ¡¥¦´Ò° ¨ ¤·Ê£¨¥ § ÉÊÌ Õ-
Ð¨¥ ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò). Š ·-
É¨´±¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨Ö ¢μ²´ μÉ¤¥²Ó´μ Î¥·¥§ ²¥¢ÊÕ
¨ ¶· ¢ÊÕ Î ¸É¨ V ′

L(x) ¨ V ′
R(x) (¡, ¢) ¸ ¤μ¶μ²-

´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³¨.
‘¢μ¡μ¤´Ò¥ ¢μ²´Ò ¢ Ëμ·³Ê²¥ (45) ¸ ¶μ¤¶· -
¢²¥´´Ò³¨ k → k′, Ö¢²ÖÕÐ¨¥¸Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨± ³¨
¶·μ¤μ²¦¥´¨° ·¥Ï¥´¨° ¢¶· ¢μ (¢²¥¢μ), μ¡μ§´ -
Î¥´Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨

�Ê¦´μ Éμ²Ó±μ ¶μ§ ¡μÉ¨ÉÓ¸Ö μ Éμ³, ÎÉμ¡Ò ¶·¨ ¨§¡· ´´ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ ´  ¶ÊÉ¨
¢μ²´ ´¥ ¢¸É ¢ ²¨ ¶·¥¶ÖÉ¸É¢¨Ö ¢ ¢¨¤¥ ¡¥¸±μ´eÎ´ÒÌ ÊÎ ¸É±μ¢ §μ´ § ¶·¥Ð¥´´μ£μ
¤¢¨¦¥´¨Ö ¢μ²´.

‚ ¸²ÊÎ ¥ ¤¨¸±·¥É´μ° ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° n ¢³¥¸Éμ x [5, 7]
¢ÒÏ¥¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¤μ± § É¥²Ó¸É¢  ³μ¦´μ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ·¥¤Ê±Í¨¨ ¡¥c-
±μ´¥Î´μ£μ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  ¤μ ±μ´¥Î´μ° · §·¥Ï¥´´μ° §μ´Ò (¨²¨ ±μ´¥Î-
´μ£μ ¨Ì Î¨¸² ).

� Ï¨ · ¸¸Ê¦¤¥´¨Ö ¢¥·´Ò ¨ ¤²Ö ±μ³¶²¥±¸´μ§´ Î´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢, ¸¶μ-
¸μ¡´ÒÌ ¶μ·μ¦¤ ÉÓ ¨ ¶μ£²μÐ ÉÓ ¢μ²´Ò. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ·¥§μ´ ´¸´μ-¶·μ§· Î´Ò³
¶μÉ¥´Í¨ ² ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¡¥§μÉ· ¦ É¥²Ó´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¶μÉμ±
¢Ìμ¤ÖÐ¨x ¢μ²´ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¶μÉμ±  ¢μ²´ ¢ÒÌμ¤ÖÐ¨Ì. �É  · §´¨Í   ¤¤¨-
É¨¢´μ ¸±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ¤²Ö ²¥¢μ° ¨ ¶· ¢μ° Î ¸É¥° ¨ ¢Ìμ¤¨É ¢ ¡ ² ´¸ ¶μÉμ±μ¢,
¨¸¶· ¢²ÖÖ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ § ±μ´  ¸μÌ· ´¥´¨Ö ¶μÉμ± .

	Ò²μ ¶μ²ÊÎ¥´μ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ μ¡´ ·Ê¦¥´´μ£μ Ö¢²¥´¨Ö ´  ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò°
¸²ÊÎ ° (¸²ÊÎ ° · §¤¥²¥´¨Ö ³ É·¨ÍÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ´  Î ¸É¨ ¸ · ¢´μ° ¶·μ-
´¨Í ¥³μ¸ÉÓÕ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ° Ô´¥·£¨¨ ·¥§μ´ ´¸´μ° ¶·μ§· Î´μ¸É¨ ÔÉμ°
³ É·¨ÍÒ). �·¨ ÔÉμ³ ¸¨ÉÊ Í¨Ö ´¥¸±μ²Ó±μ μ¸²μ¦´Ö¥É¸Ö, ÌμÉÖ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¨
μ¡μ£ Ð ¥É¸Ö ·Ö¤μ³ ´μ¢ÒÌ ´Õ ´¸μ¢. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ ³ É·¨Í
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ μ¤´μ± ´ ²Ó´ÒÌ, ´ ·ÊÏ ¥É¸Ö ¸¨³-
³¥É·¨Ö ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´Ò¥ ¸Éμ·μ´Ò. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¤²Ö ·¥§μ-
´ ´¸´μ° ¶·μ§· Î´μ¸É¨ É·¥¡Ê¥É¸Ö ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò° ¢Ò¡μ· (¸μ¡¸É¢¥´´μ-± ´ ²Ó´ÒÌ)
£· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°: μÉ´μÏ¥´¨e  ³¶²¨ÉÊ¤ ¶ ¤ ÕÐ¨Ì ¢μ²´ ¢ · §´ÒÌ ± ´ ² Ì
¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ ¤²Ö ¶·μ§· Î´μ¸É¨ ¶μ²´μ°, ´¥· §·¥§ ´´μ° ³ É·¨ÍÒ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö [7]. „μ± § É¥²Ó¸É¢μ · ¢¥´¸É¢  ¶·μ§· Î´μ¸É¥° ²¥¢ÒÌ ¨ ¶· -
¢ÒÌ Î ¸É¥° ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ²¨ÏÓ ¤²Ö ¢μ²´, ¶ ¤ ÕÐ¨Ì ´  ²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ ¸¶· ¢ ,  
´  ¶· ¢ÊÕ Å ¸²¥¢ . �Éμ ´Ê¦´μ, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¸Éμ¶·μÍ¥´É´μ¥ Ê´¨ÎÉμ¦¥-
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´¨¥ μÉ· ¦¥´¨Ö ¢μ²´ ³¨, · ¸¶ ¤ ÕÐ¨³¨¸Ö ´ § ¤ Î¥·¥§ ²¥¢ÊÕ Î ¸ÉÓ, ¢ ¶μ²´μ³
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¨.

�μ-¢¨¤¨³μ³Ê, ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ£μ ¸²ÊÎ Ö ´¥É·Ê¤´μ
¶·μ¢¥¸É¨ · ¸Î¥ÉÒ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ÉμÎ´ÒÌ ¡¥§μÉ· ¦ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤¥²¥° [7].

6.1. ‘¢Ö§Ó ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¥° ²¥¢μ° ¨ ¶· ¢μ° Î ¸É¥° ²Õ¡μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² ,
· §·¥§ ´´μ£μ ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ x′. �·¥¤Ò¤ÊÐ¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ μ¡μ¡Ð -
ÕÉ¸Ö ´  ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò¥ 1D-¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¸ ¶·μ´¨Í ¥³μ¸ÉÓÕ T , ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥
μÉ²¨Î´μ° μÉ 100 %.

�¥ § ¢¨¸ÖÐ Ö μÉ ¶μ²μ¦¥´¨Ö ÉμÎ±¨ · §·¥§  x′ ¸¢Ö§Ó TL, RL, TR, RR μ¸É -
¥É¸Ö ´¥¨§³¥´´μ° ¶·¨ ²Õ¡ÒÌ Ô´¥·£¨ÖÌ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  (¢μ§³μ¦´μ É ±¦¥
· ¸Ï¨·¥´¨¥ ¶μ¤μ¡´ÒÌ ¸¢Ö§¥° ´  ¸ÉÊ¶¥´Ó±¨). ‚ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²´μ° ¶·μ-
§· Î´μ¸É¨ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ÔÉ¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¢ · ¸¸³μÉ·¥´-
´Ò¥ · ´¥¥ · ¢¥´¸É¢  |TL(Eres)| = |TR(Eres)|, ¢Ò¶μ²´ÖÕÐ¨¥¸Ö ²¨ÏÓ ´  ¶μ¤-
³´μ¦¥¸É¢¥ ³¥·Ò ´Ê²Ó ¶·μ¨§¢μ²Ó´Òx ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢.

� ¸¸³μÉ·¨³ ¢μ²´Ò, ¶ ¤ ÕÐ¨¥ ´  ¶· ¢Ò° ¨§μ²¨·μ¢ ´´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ²
VR(x), ¸  ³¶²¨ÉÊ¤ ³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ · §·¥§Ê ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² 
V (x), ¢ ÉμÎ±¥ x′: A exp (ikx) + B exp (−ikx) ¶·¨ x < x′ ¨ T exp (ikx) ¶·¨
x → ∞, oÉ±Ê¤  ¶μ²ÊÎ ¥³  ³¶²¨ÉÊ¤Ò

A = T/TR; B = RT/TR.

� ¸¸³μÉ·¨³ ¢μ²´Ò, ¶ ¤ ÕÐ¨¥ ´  ²¥¢Ò° ¨§μ²¨·μ¢ ´´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² VL(x),
¸  ³¶²¨ÉÊ¤ ³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ · §·¥§Ê ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (x), ¢
ÉμÎ±¥ x′: exp (ikx) + R exp (−ikx) ¶·¨ x → −∞,   É ±¦¥ A exp (ikx) +
B exp (−ikx) ¶·¨ x > x′.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ²¨´¥°´μ ´¥§ ¢¨¸¨³μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¢μ¸¶μ²Ó§Ê¥³¸Ö ±μ³¶²¥±¸´μ-
¸μ¶·Ö¦¥´´Ò³ ¢Ò· ¦¥´¨¥³

exp (−ikx) + R∗ exp (ikx), x → −∞;

A∗ exp (−ikx) + B exp (ikx), x > x′.

ˆ§ ¤¢ÊÌ É ±¨Ì ·¥Ï¥´¨°, ¶μ¤¥²¥´´ÒÌ ¤²Ö ´μ·³¨·μ¢±¨ ¶ ¤ ÕÐ¨Ì ¢μ²´ ´ 
B ¨ B∗ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ´¥ ¡Ê¤¥É ¢μ²´Ò,
¶ ¤ ÕÐ¥° ´  ¶μÉ¥´Í¨ ² V (x), ´ ¶·¨³¥·, ¸¶· ¢ :

(1/B − R∗/A∗) exp (ikx) + (R/B − 1/A∗) exp (−ikx), x → −∞;

A/B − B∗/A∗ exp (ikx), x > x′.

�μ·³¨·ÊÖ ¶ ¤ ÕÐÊÕ ¢μ²´Ê ´  ¥¤¨´¨Î´Ò° ¶μÉμ± ¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¢Ò· ¦¥´¨Ö
¤²Ö A, B, ´ Ìμ¤¨³

RL =
RTRT ∗ − TT ∗

RRR

TRT ∗ − R∗T ∗
RTRR

.
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�´ ²μ£¨Î´μ ¶μ²ÊÎ ¥³

TL =
(1 − |RR|2)RRTT ∗

TRT ∗ − RRR∗T ∗
R

.

�¡  · ¢¥´¸É¢  ´¥ § ¢¨¸ÖÉ Ö¢´μ μÉ §´ Î¥´¨Ö ÉμÎ±¨ · §·¥§  ¶μ²´μ£μ ¶μ-
É¥´Í¨ ² . �´¨ μ¸É ÕÉ¸Ö ¢¥·´Ò³¨ ¶·¨ ²Õ¡μ° ±μ´¥Î´μ° £²Ê¡¨´¥ · §·¥§ ÕÐ¥°
Ö³Ò ¨²¨ ¢Ò¸μÉ¥ · §·¥§ ÕÐ¥£μ ¡ ·Ó¥·  (¸²ÊÎ ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¸ÉÊ¶¥´¥±, ± ±
¢ · ¸¸³μÉ·¥´´μ³ ¢ÒÏ¥ ¶·¨³¥·¥ ¶·μ§· Î´μ£μ ¶μ²´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² ). �É¨ ¦¥ · -
¢¥´¸É¢  ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¶·μ§· Î´μ£μ ¶μ²´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢ ¤μ± § ´´Ò¥
¢ÒÏ¥ · ¢¥´¸É¢ 

|RL| = |RR|; |TL| = |TR|.

ŒÒ ´ Ï²¨ ´¥±μÉμ·Ò¥ · ¡μÉÒ, ¶μ¸¢ÖÐ¥´´Ò¥ · ¸¸¥Ö´¨Õ ¢μ²´ ´  ¸¨¸É¥³¥
´¥¸±μ²Ó±¨Ì ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö · ¸¸¥¨¢ É¥²¥° [35Ä37], μ¤´ ±μ ¢ ´¨Ì · ¸¸³ -
É·¨¢ ²¸Ö 3D-¸²ÊÎ °, ´μ ¢ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ³ ²ÒÌ μ·¡¨É ²Ó´ÒÌ ³μ³¥´Éμ¢ ¨ ¡Ò² 
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ·¥§Ê²ÓÉ É  μÉ · ¸¸ÉμÖ´¨° ³¥¦¤Ê · ¸¸¥¨¢ É¥²Ö³¨.

�É  É¥μ·¨Ö ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¨³¥´¥´  ± ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ
˜·¥¤¨´£¥·  [5]

−Ψ(n + 1) − 2Ψ(n) + Ψ(n − 1)
Δ2

+ V (n)Ψ(n) = EΨ(n). (47)

Š ± · §·¥§ ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ², § ¤ ´´Ò° Éμ²Ó±μ ¢ μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ÉμÎ± Ì? ŒÒ ³μ¦¥³
· ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¢¥¸Ó ¶μÉ¥´Í¨ ², ¸μ¸É ¢²¥´´Ò° ¨§ ¤¢ÊÌ Î ¸É¥°: ²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ Å
¤μ ÉμÎ±¨ n ¨ ¤ ²ÓÏ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´´ Ö ± ± V (m) = 0 ¢³¥¸Éμ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ¨
¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ Å μÉ ÉμÎ±¨ n + 1 ¨ ¶·μ¤μ²¦¥´´ Ö ¢²¥¢μ ± ± V (m) = 0. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ·¥Ï¥´¨Ö ¸ VR(m), VL(m), V (m) ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ÉμÎ± Ì m = n
¨ m = n+1 ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¢Ò¡· ´Ò μ¤¨´ ±μ¢Ò³¨. ˆ μ´¨ μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ
É¥ ¦¥ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ A ¨ B:

A exp (ikm) + B exp (−ikm), (48)

¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ VR(m) ¤²Ö m < n + 2, VL(m) ¤²Ö m > n − 1, ¨ V (m) ¤²Ö
m = n; n + 1. �É²¨Î¨¥ μÉ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸²ÊÎ Ö ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ §¤¥¸Ó
¸¢μ¡μ¤´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (48) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ´  ±μ´¥Î´μ³ μÉ·¥§±¥ [n, n + 1],   ´¥ ´ 
¡¥¸±μ´¥Î´μ Ê§±μ³ ®¨´É¥·¢ ²¥¯ · §·¥§ . �Éμ ¶μÉμ³Ê, ÎÉμ ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ (47) ¨³¥¥É ´¥²μ± ²Ó´Ò° μ¶¥· Éμ· ¢Éμ·μ° ¶·μ¨§¢μ¤´μ°, É ± ÎÉμ
§´ Î¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¤¢ÊÌ ¸μ¸¥¤´¨Ì ÉμÎ± Ì m − 1, m μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ ·¥Ï¥´¨¥ ¢
É·¥ÉÓ¥° ÉμÎ±¥ m + 1 ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ¶μÉ¥´Í¨ ²  V (m + 1). ˆ³¥¥É¸Ö
²¨ÏÓ μ¤´  · §·¥Ï¥´´ Ö §μ´  ±μ´¥Î´μ° Ï¨·¨´Ò ¸ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¸¶¥±É·μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨° · ¸¸¥Ö´¨Ö.
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� ¸¸³μÉ·¥´´Ò° ´ ³¨ ¢ÒÏ¥ ÔËË¥±É ·¥§μ´ ´¸´μ£μ ¶·μ´¨±´μ¢¥´¨Ö Î¥·¥§
¸¨¸É¥³Ê ¤¢ÊÌ μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ ¡ ·Ó¥·μ¢ μ¤´μ° Î ¸É¨ÍÒ ¨³¥¥É  ´ ²μ£ ·¥§μ´ ´¸´μ°
¶·μ§· Î´μ¸É¨ μ¤´μ£μ ¡ ·Ó¥·  ¤²Ö ¶ ·Ò μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ Î ¸É¨Í [1, 38]. ‘μ¸É ¢²Ö-
ÕÐ¨¥ ¶ ·Ê ¸¢Ö§ ´´Ò¥ Î ¸É¨ÍÒ ¶·μÌμ¤ÖÉ ¡ ·Ó¥· μ¤´  §  ¤·Ê£μ°, ¨ ¶·¨ Ï¨·¨´¥
¡ ·Ó¥· , ³¥´ÓÏ¥°, Î¥³ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê Î ¸É¨Í ³¨, ¶ ·  ¢μ¸¶·¨´¨³ ¥É μ¤¨´
¡ ·Ó¥· ± ± ¤¢ .

‚μ§³μ¦´μ, ³¥Ì ´¨§³ ¶·μ´¨Í ¥³μ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¡ ·Ó¥·  ±μ²²¥±É¨-
¢μ³ Î ¸É¨Í ¢ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤ÖÐ¥³ (¸¢¥·ÌÉ¥±ÊÎ¥³) ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¸¢Ö§ ´ ¸ ·¥§μ´ ´¸-
´Ò³ ÉÊ´´¥²¨·μ¢ ´¨¥³ ¨ ¡¥§μÉ· ¦ É¥²Ó´Ò³ ¤¢¨¦¥´¨¥³ ¡²μÌμ¢¸±¨Ì ¢μ²´ ¢
¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ· Ì: μ¤¨´ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´Ò° ¡ ·Ó¥· ¢μ¸¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ±μ´-
¤¥´¸ Éμ³ ± ± ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´μ¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥.

‘± ¦¥³ ¥Ð¥ ¨´ Î¥: ¢¸Ö±μ¥ ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸É¨ ¢´¥Ï´¥£μ ¶μÉ¥´Í¨-
 ²  ± ±¨³-²¨¡μ ¢±· ¶²¥´¨¥³ ¢μ¸¶·¨´¨³ ¥É¸Ö ¢¸¥³ ±μ´¤¥´¸ Éμ³ ± ± ´¥±μÉμ-
· Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸± Ö ¤μ¡ ¢±  ± ¨¸Ìμ¤´μ³Ê ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê, ¨¸¶· ¢²ÖÕÐ Ö ¤¥Ë¥±É
¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸É¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¶·μ§· Î´μ¸ÉÓ (¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤¨³μ¸ÉÓ), ¢μ§³μ¦´μ, ¡Ê-
¤¥É ¨ ¶·¨ ¤μ¶ÊÐ¥´¨¨ ¢´ÊÉ·¥´´¨Ì ¸É¥¶¥´¥° ¸¢μ¡μ¤Ò ±μ´¤¥´¸ É  (³´μ£μ± ´ ²Ó-
´Ò¥ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò).

�¥§μ´ ´¸´Ò° ³¥Ì ´¨§³ ¶·μ§· Î´μ¸É¨, ± § ²μ¸Ó ¡Ò, ³μ£ ´ £²Ö¤´¥¥ μ¡ÑÖ¸-
´¨ÉÓ ¨ ¸ÊÉÓ ÔËË¥±É  „¦μ§¥Ë¸μ´ , ¨ É¥μ·¨Õ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤¨³μ¸É¨. “§±μ¥ ¶·¥-
¶ÖÉ¸É¢¨¥ (¨§μ²ÖÉμ·) ´  ¶ÊÉ¨ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤ÖÐ¥£μ ±μ´¤¥´¸ É  (®¶μ¥§¤ ¯) ¢μ¸¶·¨-
´¨³ ¥É¸Ö ¨³ Éμ¦¥ ± ± ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ¥ ¶μ²¥.
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