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‚ μ¡§μ·¥ · ¸¸³μÉ·¥´Ò · §· ¡μÉ ´´Ò¥ ¢ �ˆŸˆ ³¥Éμ¤Ò ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ ¤²Ö ¨¸-
¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ³μ¤¥²¥° ¸²μ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨§ · §²¨Î´ÒÌ · §¤¥²μ¢ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨-
§¨±¨. „ ´  μ¡Ð Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ¶μ¸É ´μ¢±  Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¨§ÊÎ ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥°, μ¶¨¸ ´Ò ¨¸-
¶μ²Ó§Ê¥³Ò¥ Î¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò, ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¨´Ëμ·³ Í¨Ö μ · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸ Ì ¶·μ-
£· ³³. �¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö ±μ´±·¥É´Ò¥ ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢. „¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨Ì
Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö.

Methods of computational physics that were developed at JINR for investigation of various
theoretical physics models of complex physical processes are considered. General mathematical
formulation of equations for the models under study is given. Numerical methods are described.
Information about developed computer codes is presented. Concrete physical processes models are
discussed. Results of numerical analysis are demonstrated.

PACS: 02.60.Cb, 02.60.Lj, 02.60.Nm,
03.65.-w, 03.65.Ge
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�μ¢Ò° · §¤¥² Ë¨§¨±¨ Å ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ Ö Ë¨§¨±  Å ¢μ§´¨± ¢ ¸¥·¥¤¨´¥
60-Ì ££. XX ¢. ¨ ¸É ² ¡Ê·´μ · §¢¨¢ ÉÓ¸Ö ¢ ¸¢Ö§¨ ¸  ¢Éμ³ É¨§ Í¨¥° Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° ¨ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ° μ¡· ¡μÉ±μ° ¨´Ëμ·³ Í¨¨. ‚ ÔÉ¨ £μ¤Ò ¶μÖ¢¨-
²¨¸Ó ´μ¢Ò¥ ³¥¦¤Ê´ ·μ¤´Ò¥ ¦Ê·´ ²Ò, É ±¨¥ ± ± ®Computer Physics Commu-
nications¯, ®Journal of Computational Physics¯, ¡Ò²¨ μ¶Ê¡²¨±μ¢ ´Ò ¶¥·¢Ò¥
³μ´μ£· Ë¨¨ ¶μ ÔÉμ³Ê · §¤¥²Ê Ë¨§¨±¨ [1,2]. �μ§¤´¥¥ ¢ �μ¸¸¨¨ ÔÉμ ´ ¶· ¢²¥-
´¨¥ É ±¦¥ § ¢μ¥¢ ²μ ¶· ¢μ ´  ¦¨§´Ó. ‚ ·Ö¤¥ Ê´¨¢¥·¸¨É¥Éμ¢ ¨ ´ ÊÎ´ÒÌ Í¥´-
É·μ¢ ¡Ò²¨ μ·£ ´¨§μ¢ ´Ò ± Ë¥¤·Ò ¨ ² ¡μ· Éμ·¨¨ ¶μ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥
(´ ¶·¨³¥·, ¢ ‘�¡ƒ“, ‘ · Éμ¢¸±μ³ £μ¸Ê¤ ·¸É¢¥´´μ³ Ê´¨¢¥·¸¨É¥É¥, Œμ¸±μ¢-
¸±μ³ Ê´¨¢¥·¸¨É¥É¥ ¤·Ê¦¡Ò ´ ·μ¤μ¢, ‚– ‘���, ‚– ��), ¶μÖ¢¨²¨¸Ó ÊÎ¥¡´Ò¥
¶μ¸μ¡¨Ö ¶μ ÔÉμ° ¤¨¸Í¨¶²¨´¥ [3].

‚μ ³´μ£¨Ì ¨¸ÉμÎ´¨± Ì ¶μ¤Î¥·±´ÊÉμ, ÎÉμ ³¥Éμ¤Ò ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨
¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ´ ¶· ¢²¥´Ò ´  ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° Ë¨§¨±¨ ¨
μ·£ ´¨Î¥¸±¨ ¸¢Ö§ ´Ò ¸ ¨Ì ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¥°. �´ ²¨§ ³¥Éμ¤μ¢ ¢ÒÎ¨-
¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ μ¶·¥¤¥²ÖÕÐÊÕ ·μ²Ó ¢ ¨Ì · §¢¨É¨¨ ¨£· ÕÉ
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·¥Ï¥´¨Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î, ¤²Ö ±μÉμ·ÒÌ ¨§¢¥¸É´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ¨´μ£¤  μ± §Ò-
¢ ÕÉ¸Ö ´¥ÔËË¥±É¨¢´Ò³¨ ¢ ¸¨²Ê μ·¨£¨´ ²Ó´μ¸É¨ ¨ ´μ¢¨§´Ò ¶μ¸É ´μ¢μ± ÔÉ¨Ì
§ ¤ Î. �·¨ ÔÉμ³ ¢ ¦´μ¸ÉÓ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨²μ¦¥´¨° μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¢Ò¤¥²¥´¨¥
ÔÉ¨Ì § ¤ Î ¢ ¸ ³μ¸ÉμÖÉ¥²Ó´Ò¥ ±² ¸¸Ò, § ¸²Ê¦¨¢ ÕÐ¨¥ μÉ¤¥²Ó´μ£μ Ê£²Ê¡²¥´-
´μ£μ ¨§ÊÎ¥´¨Ö.

‘μμÉ´μÏ¥´¨¥ ³¥¦¤Ê ± Î¥¸É¢μ³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ ¸²μ¦´μ£μ Ë¨§¨-
Î¥¸±μ£μ ¶·μÍ¥¸¸  ¨  ¤¥±¢ É´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ¥¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¨´Í¨-
¶¨ ²Ó´Ò³ ¢μ¶·μ¸μ³ ¢ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, Éμ²Ó±μ · ¸-
¶μ² £ Ö ´ ¤¥¦´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨, ±μÉμ·Ò°
μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É É·¥¡Ê¥³ÊÕ ¨ ±μ´É·μ²¨·Ê¥³ÊÕ ÉμÎ´μ¸ÉÓ,   É ±¦¥ μ¡² ¤ ¥É É -
±¨³¨ ®¶μÉ·¥¡¨É¥²Ó¸±¨³¨¯ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, ± ± ¶·μ¸ÉμÉ  ¶·μ£· ³³´μ° ·¥ ²¨§ -
Í¨¨ ¨ Ô±μ´μ³¨Î´μ¸ÉÓ, ³μ¦´μ Ê¢¥·¥´´μ μÍ¥´¨ÉÓ ¸É¥¶¥´Ó ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö ³μ¤¥²¨
¨§ÊÎ ¥³μ³Ê ¶·μÍ¥¸¸Ê. –¥´´μ¸ÉÓ ³¥Éμ¤  É¥³ ¢ÒÏ¥, Î¥³ Ï¨·¥ ±² ¸¸ Ê· ¢´¥´¨°,
¤μ¸ÉÊ¶´ÒÌ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¸ ¥£μ ¶μ³μÐÓÕ. �Éμ μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¦´μ ± ± ¶·¨ ¸· ¢-
´¥´¨¨ ¸¢μ°¸É¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ¢ · §²¨Î´ÒÌ · §¤¥² Ì
Ë¨§¨±¨, £¤¥ ¢ ± ¦¤μ³ ¤μ³¨´¨·ÊÕÉ ¸¢μ¨ Ê¸ÉμÖ¢Ï¨¥¸Ö ¶μ¤Ìμ¤Ò ± ¨§ÊÎ¥´¨Õ
¸Ìμ¤´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, É ± ¨ ¶·¨ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¨ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ´  ¸ÉÒ±¥ · §´ÒÌ
μ¡² ¸É¥°.

‚ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ Ö Ë¨§¨±  ± ± ´ ÊÎ´μ¥ ´ ¶· ¢²¥´¨¥ μËμ·³¨²μ¸Ó ¢ �¡Ñ¥-
¤¨´¥´´μ³ ¨´¸É¨ÉÊÉ¥ Ö¤¥·´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨° (�ˆŸˆ) ± ´ Î ²Ê 90-Ì ££. ¶·μ-
Ï²μ£μ ¸Éμ²¥É¨Ö. 	Ê·´μ¥ · §¢¨É¨¥ ¢ É¥Î¥´¨¥ ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¤¥¸ÖÉ¨²¥É¨Ö ¨´Ëμ·-
³ Í¨μ´´ÒÌ É¥Ì´μ²μ£¨° ¢Ò¤¢¨´Ê²μ ´  ¶¥·¢Ò° ¶² ´ ´μ¢Ò¥ § ¤ Î¨. �¤´  ¨§
´¨Ì § ±²ÕÎ ² ¸Ó ¢ μ¸¢μ¥´¨¨ ¨ ³μ¤¥·´¨§ Í¨¨ ±μ³¶²¥±¸μ¢ ¶·μ£· ³³, ¸É ¢Ï¨Ì
¤μ¸ÉμÖ´¨¥³ Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ¸μμ¡Ð¥¸É¢ , ¨ ¢´¥¤·¥´¨¨ ¢ ´¨Ì ´μ¢¥°Ï¨Ì ³ É¥³ -
É¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢, μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¶μÉ·¥¡´μ¸ÉÖ³ ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¨¸-
¸²¥¤μ¢ ´¨°. �¸´μ¢´ÊÕ § ¤ ÎÊ ÔÉμ£μ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ³μ¦´μ
¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ ± ±  ²£μ·¨É³¨Î¥¸±ÊÕ ¨ ¶·μ£· ³³´ÊÕ ¶μ¤¤¥·¦±Ê É¥μ·¥É¨Î¥-
¸±¨Ì ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨°, ¶·μ¢μ¤¨³ÒÌ ¢ �ˆŸˆ, ´  μ¸´μ¢¥
ÔËË¥±É¨¢´μ£μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¨ ¢Ò¸μ-
±μ¸±μ·μ¸É´ÒÌ ¸¥É¥°.

‚ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´μ³ μ¡§μ·¥ · ¸¸³μÉ·¥´Ò · §· ¡μÉ ´´Ò¥ ¢ �ˆŸˆ ³¥Éμ¤Ò
¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ³μ¤¥²¥° ·Ö¤  ¸²μ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨§ · §²¨Î´ÒÌ · §¤¥²μ¢ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨. „²Ö · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ
³μ¤¥²¥° ¤ ´  μ¡Ð Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ¶μ¸É ´μ¢± , ±μÉμ· Ö ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ Ëμ·-
³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ± ± ´¥²¨´¥°´μ¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, § ¢¨¸ÖÐ¥¥ μÉ ¶ · ³¥-
É·μ¢ ³μ¤¥²¨. � ¸¸³μÉ·¥´μ ´¥¸±μ²Ó±μ ³¥Éμ¤μ¢ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì
§ ¢¨¸¨³μ¸É¥° Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³μ¤¥²¥°. �¤¨´ ¨§ ´¨Ì Å ³¥Éμ¤ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö,
¶·¥¤Ê¸³ É·¨¢ ÕÐ¨° ÔËË¥±É¨¢´Ò° ¶¥·¥Ìμ¤ Î¥·¥§ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ ¢ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥ ¶ · ³¥É·μ¢. „·Ê£μ° ³¥Éμ¤ μ¸´μ¢ ´ ´  Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ μ¡· É´μ° § ¤ Î¨
¤²Ö ¶ · ³¥É·μ¢ ¢ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¥ ¶ÊÉ¥³ ¶μ¸É ´μ¢±¨ ¤²Ö ´¨Ì ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ
Ê¸²μ¢¨°, ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò ³μ¤¥²¨ ¢ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¥, ·¥Ï Ö
¢μ§´¨±ÏÊÕ μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ.
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�¤´¨³ ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¢ · ³± Ì ±μ´Í¥¶Í¨¨ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö
μ¡μ¡Ð¥´´Ò° ´¥¶·¥·Ò¢´Ò°  ´ ²μ£ ³¥Éμ¤  �ÓÕÉμ´  (��Œ�) [4], ¤²Ö ±μÉμ-
·μ£μ ¢ ÔÉμ³ μ¡§μ·¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´μ¢Ò¥ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò ·¥Ï¥´¨Ö ¸¶¥±-
É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ¢. �·¨¢¥¤¥´Ò
±· É±¨¥ μ¶¨¸ ´¨Ö · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸μ¢ ¶·μ£· ³³ ¨ ¤ ´Ò ¸¸Ò²±¨ ´ 
¡¨¡²¨μÉ¥±Ê ¶·μ£· ³³ �ˆŸˆ, ¢ ±μÉμ·ÊÕ ÔÉ¨ ±μ³¶²¥±¸Ò ¢±²ÕÎ¥´Ò.

„ ²¥¥ · ¸¸³μÉ·¥´Ò ³μ¤¥²¨ ¸²μ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢. ‚ · ³± Ì
±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò É·¥Ì Î ¸É¨Í ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¨ · ¸¸³μÉ·¥´Ò: Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¢ ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ³¥§μ³μ²¥±Ê² ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¨§³¥´¥´¨Ö ÔËË¥±É¨¢´μ° ³ ¸¸Ò ± ±
¶ · ³¥É·  ¨ ¶·¨²μ¦¥´¨¥ ± § ¤ Î¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö ³¥§μ Éμ³μ¢ ´  Ö¤· Ì ¨§μÉμ-
¶μ¢ ¢μ¤μ·μ¤ ; ´¥ ¤¨ ¡ É¨Î¥¸± Ö ¸¢Ö§Ó ± ´ ²μ¢  ´É¨¶·μÉμ´´μ£μ ¨μ´  £¥²¨Ö
¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ¤¢ÊÌ¸Éμ·μ´´¨Ì μÍ¥´μ± Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢; ¨μ´¨§ Í¨Ö
μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  Éμ³  £¥²¨Ö ¡Ò¸É·Ò³¨ Ô²¥±É·μ´ ³¨. ˆ§ÊÎ¥´Ò ÔËË¥±-
É¨¢´Ò¥ ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¸²μ¦´ÒÌ ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, μ¶¨-
¸Ò¢ ÕÐ¨Ì Ö¤¥·´Ò¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ · ³± Ì ¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨°. ˆ§ÊÎ¥´Ò ¢μ²´μ¢Ò¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò ¢ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¸·¥¤ Ì, Î ¸É¨Í¥¶μ¤μ¡´Ò¥
¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö ¢ ³μ¤¥²ÖÌ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, ´¥²¨´¥°´μ° μ¶É¨±¨,
¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ¢ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤´¨± Ì ¨  ¸É·μË¨§¨±¨.

�¡§μ· ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¤¢ÊÌ · §¤¥²o¢. ‚ ¶¥·¢μ³ ¤ ´Ò μ¡Ð Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö
¶μ¸É ´μ¢±  Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¨§ÊÎ ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥°, μ¶¨¸ ´¨¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ Î¨¸-
²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¨ ¨´Ëμ·³ Í¨Ö μ · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸ Ì ¶·μ£· ³³. ‚μ
¢Éμ·μ³ · §¤¥²¥ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ±μ´±·¥É´Ò¥ ³μ¤¥²¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨  ´ -
²¨§ ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ Î¨¸²¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¨Ì ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö.
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1.1. �¡Ð Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  § ¤ Î. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ±² ¸¸ Ê· ¢´¥´¨°, ¢μ§-
´¨± ÕÐ¨Ì ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ¸²μ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¶·μÍ¥¸¸μ¢, ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¶¨¸ ´ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸¨¸É¥³ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ¨´É¥£·μ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢¨¤ 

Γ
∂αu(x, t)

∂tα
=

{
− Θ

[
(∇xI + A(ρ;x, t))2 + V (ρ;x,u(x, t))

]
+

+ Π
∫
Ω

G(ρ;x,x′,u(x′, t))dx′

}
u(x, t), (1)
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£¤¥ t Å ¢·¥³Ö Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ ; x ∈ Ω, Ω Å μ¡² ¸ÉÓ ±μμ·¤¨´ É´μ£μ
¶·μ¸É· ´¸É¢ ; ρ Å ¢¥±Éμ· ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨; A Å ¢´¥Ï´¥¥ ¶μ²¥; V ¨ G Å
²μ± ²Ó´Ò° ¨ ´¥²μ± ²Ó´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö; Γ, Θ, Π Å μ¶¥· -
Éμ·Ò, § ¤ ¢ ¥³Ò¥ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ³μ¤¥²¨. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¤²Ö
± ¦¤μ° ³μ¤¥²¨ ¸¨¸É¥³  (1) ¤μ¶μ²´Ö¥É¸Ö ´ Î ²Ó´Ò³¨ ¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨-
Ö³¨,   É ±¦¥, ¢μ§³μ¦´μ, Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´μ·³¨·μ¢±¨ ¨¸±μ³ÒÌ ·¥Ï¥´¨°.

�¡Ð¨³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨ ±² ¸¸  Ê· ¢´¥´¨° (1) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³´μ£μ¶ · ³¥-
É·¨Î´μ¸ÉÓ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨, ³´μ£μ³¥·´μ¸ÉÓ ±μμ·¤¨´ É´μ£μ
¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨ ´ ²¨Î¨¥ μ¸μ¡ÒÌ ÉμÎ¥± ¢ ´¥³,   É ±¦¥ ¢μ§³μ¦´ Ö ´¥¥¤¨´-
¸É¢¥´´μ¸ÉÓ (¸¶¥±É·) ·¥Ï¥´¨°. �ÉμÉ ±² ¸¸ ´¥²¨´¥°´ÒÌ § ¤ Î μ¶¨¸Ò¢ ¥É Ô¢μ²Õ-
Í¨Õ ¸²μ¦´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ±μÉμ· Ö ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´Ò¥ ¨ ±·¨É¨Î¥¸±¨¥
·¥¦¨³Ò.

�¸μ¡μ¥ ³¥¸Éμ § ´¨³ ÕÉ ¸É Í¨μ´ ·´Ò¥ § ¤ Î¨ (Γ = 0).
�·μ¡²¥³  Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (1)  ´ ²¨§¨·Ê¥É¸Ö ¢ · ¸¸³ É·¨-

¢ ¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ μ¡· §μ³,   ¨³¥´´μ: ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (1) ¶·¨ Γ = 0. „²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´´ÒÌ ¸É Í¨μ-
´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸É ¢¨É¸Ö § ¤ Î  ¨Ì Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¢ ³ ²μ³ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¥ ¢·¥³¥´¨
¶·¨ ³ ²ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨ÖÌ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ£μ ¢¨¤ . Š ± ·¥§Ê²ÓÉ É Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö
¸¶¥±É· ²Ó´ Ö § ¤ Î , ±μÉμ· Ö ¢³¥¸É¥ ¸μ ¸É Í¨μ´ ·´μ° £· ´¨Î´μ° § ¤ Î¥° (1)
μ¡· §Ê¥É ´μ¢ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê. �μ ¸¢μ°¸É¢ ³ Î ¸É¨ ¸¶¥±É·  ¸¨¸É¥³Ò ¤¥² ¥É¸Ö ¢Ò¢μ¤
μ Ì · ±É¥·¥ ²μ± ²Ó´μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ³μ¤¥²¨·Ê¥³μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ .

‘É Í¨μ´ ·´Ò¥ § ¤ Î¨ ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± ¥¤¨´μμ¡· §´μ° ¶μ¸É ´μ¢±¥ ¢ ¢¨¤¥
Ê· ¢´¥´¨Ö

ϕ(a, λ, y) = 0, (2)

£¤¥ y Å Ô²¥³¥´É ¨§ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨ ¡ ´ Ìμ¢μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Y ; a ∈ Rl

¨ λ ∈ Rm Å ¢¥±Éμ·Ò ¨§ ¥¢±²¨¤μ¢ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì · §³¥·-
´μ¸É¥°. �¥²¨´¥°´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ϕ ¶·¨ § ¤ ´´μ³ ¢¥±Éμ·¥ a ¶¥·¥¢μ¤¨É Ô²¥³¥´ÉÒ
z = {λ, y} ¨§ μ¡² ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Rm × Y ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ Rm × U , £¤¥
U Ö¢²Ö¥É¸Ö B-¶·μ¸É· ´¸É¢μ³, ¶·¨Î¥³ U ⊇ Y . �·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤²Ö ± ¦-
¤μ£μ § ¤ ´´μ£μ ¢¥±Éμ·  a Ê· ¢´¥´¨¥ (2) ¨³¥¥É ¸Î¥É´μ¥ (¨²¨ ±μ´¥Î´μ¥) ³´μ-
¦¥¸É¢μ ·¥Ï¥´¨° {y∗

n}, n = 0, 1, 2, . . . , ¶·¨Î¥³ ± ¦¤μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ y∗
n ³μ¦¥É

¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ¢¥±Éμ· ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° λ∗
n. �¥Ï¥´¨¥ z∗n = {λ∗

n, y∗
n}

Ê· ¢´¥´¨Ö (2) Ö¢²Ö¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥° ¢¥±Éμ·  ¶ · ³¥É·μ¢ a.
„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ § ¤ Î Ï¨·μ±μ · ¸¶·μ¸É· ´¥´ ³¥Éμ¤ ¶μ´¨¦¥-

´¨Ö · §³¥·´μ¸É¨ ¶ÊÉ¥³ · §²μ¦¥´¨Ö ¨¸±μ³ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶μ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ §¨-
¸ ³ ¨ ·¥¤Ê±Í¨¨ ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ ± ¸¨¸É¥³ ³ μ¤´μ³¥·´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (³¥Éμ¤
‹. ‚.Š ´Éμ·μ¢¨Î  [5]).

ˆ¸¸²¥¤Ê¥³Ò¥ § ¤ Î¨ ¨³¥ÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨.
1. ˆ³¥¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ Ö ¨´Ëμ·³ Í¨Ö μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ ¨ ± Î¥¸É¢¥´´μ³

¶μ¢¥¤¥´¨¨ ¨¸±μ³ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, ±μÉμ·ÊÕ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¨§ ¶·¨·μ¤Ò ¨§ÊÎ ¥-
³ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨²¨ ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ Ê¶·μÐ¥´´ÒÌ ³μ¤¥²¥°, ´ ¶·¨³¥·, ¢  ¸¨³¶-
ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì μ¡² ¸ÉÖÌ ¨§³¥´¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢.
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2. ‚ § ¤ Î Ì ´¨§±μ° · §³¥·´μ¸É¨, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¤²Ö
¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÒÌ ³´μ£μ³¥·´ÒÌ,   É ±¦¥ ¶·¨ ¶¥·¥´μ¸¥  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì Ê¸²μ-
¢¨° ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ±μ´¥Î´Ò¥ μ¡² ¸É¨ ¢μ§´¨± ÕÉ ¶·μ¡²¥³Ò μÍ¥´±¨ ÉμÎ´μ¸É¨
¶·¨³¥´Ö¥³ÒÌ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨°. �É¨ μÍ¥´±¨ § Î ¸ÉÊÕ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Éμ²Ó±μ
¶·¨¡²¨¦¥´´μ, ¶·μ¢μ¤Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ §´ Î¥-
´¨ÖÌ ¶ · ³¥É·μ¢  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨.

…¸É¥¸É¢¥´´μ ¢ ¶μ¸É ´μ¢±¥ (2) ¢¥±Éμ· Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢ a ¤μ¶μ²-
´¨ÉÓ ¶ · ³¥É· ³¨  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ § ¤ Î¨ ¨ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° ¸Ì¥³Ò. —¨¸²¥´-
´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ³μ¤¥²¨ μ¡ÒÎ´μ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¶·μ¢¥¤¥´¨Õ ³ ¸¸μ¢ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢
¢ Ï¨·μ±μ° μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨Ì μ¤´μ¢·¥³¥´´μ
¨§ÊÎ ÉÓ ¨ ¸¢μ°¸É¢  · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥°, Éμ ¥¸ÉÓ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¢ § -
¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ®Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì¯ ¶ · ³¥É·μ¢, ¨ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¶μ²ÊÎ ¥³ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢
¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ § ¤ Î. �μÔÉμ³Ê ¶·¨
μ·£ ´¨§ Í¨¨ É ±¨Ì · ¸Î¥Éμ¢ Í¥²¥¸μμ¡· §´μ ¶·¨³¥´¨ÉÓ ³¥Éμ¤Ò ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö
¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¨ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨¥ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¢¸Õ  ¶·¨μ·´ÊÕ ¨´Ëμ·³ Í¨Õ ¤²Ö ÊÉμÎ´¥´¨Ö ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢.

‘·¥¤¨ ¸ ³ÒÌ ¶·μ¸ÉÒÌ μ¤´μÏ £μ¢ÒÌ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ³¥Éμ¤ �ÓÕ-
Éμ´  ¨³¥¥É ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ¸ ³ÊÕ ¡Ò¸É·ÊÕ, ±¢ ¤· É¨Î´ÊÕ, ¸Ìμ-
¤¨³μ¸ÉÓ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¨§μ²¨·μ¢ ´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¶·¨ ÔÉμ³
³¨´¨³ ²Ó´μ¸ÉÓ ²¨´¥°´μ° Î ¸É¨ ´¥¢Ö§±¨ ´  ± ¦¤μ³ Ï £¥. Œ¥Éμ¤ �ÓÕÉμ´  ¶μ-
²ÊÎ¨² ¤ ²Ó´¥°Ï¥¥ · §¢¨É¨¥ ´  μ¸´μ¢¥ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ¥£μ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ  ´ ²μ£ ∗.

1.2. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨¥ ¸Ì¥³Ò.
1.2.1. �¡μ¡Ð¥´´Ò° ��Œ� ¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò.

‚ μ¡§μ·¥ [4] ¤ ´μ ¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ±² ¸¸  ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ Î¨-
¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö £· ´¨Î´ÒÌ § ¤ Î ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ, ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¨ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ´ 
¨¸±μ³Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö. „²Ö ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì § ¤ Î · ¸¸³μÉ·¥´  ¥¤¨´ Ö ¶μ¸É ´μ¢±  ¢
¢¨¤¥ ´¥²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (2) (¢¥±Éμ· ¶ · ³¥É·μ¢ ā μ¶ÊÐ¥´):

ϕ(z) = 0.

�¸´μ¢Ê ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ ±² ¸¸  ¶·¥¤-
¸É ¢²Ö¥É ��Œ�, μ¶¨¸Ò¢ ¥³Ò° Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³

d

dt
ϕ(z) = −ϕ(z), 0 � t < ∞, z(0) = z0, (3)

£¤¥ t Å ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° ¶ · ³¥É·,   z0 Å ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± ¨¸±μ-
³μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ z∗ Ê· ¢´¥´¨Ö (1).

∗ƒ ¢Ê·¨´ Œ. Š. �¥²¨´¥°´Ò¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò¥  ´ ²μ£¨ ¨É¥· É¨¢-
´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ // ˆ§¢. ¢Ê§μ¢. Œ É¥³ É¨± . 1958. ’. 5, ¢Ò¶. 6. ‘. 18Ä31.
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„ ´μ μ¡μ¸´μ¢ ´¨¥ ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò

ϕ′(zk)Δzk = −ϕ(zk), zk+1 = zk + τkΔzk (4)

¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ μ¶É¨³¨§ Í¨¨ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ τk , ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¸
¶μ³μÐÓÕ ³¥Éμ¤  �°²¥·  ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (3).

„ ²Ó´¥°Ï¥¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ · §¢¨¢ ¥³μ£μ ³¥Éμ¤  μ¸´μ¢ ´μ ´  ¶ · ³¥É·¨§ -
Í¨¨ ¨¸Ìμ¤´μ° ËÊ´±Í¨¨ ϕ ¢ (2) μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¶ · ³¥É·  t ¸
Ö¢´μ° § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ ϕ μÉ t. ‘μ£² ¸´μ ¨¤¥¥ „. ”. „ ¢¨¤¥´±μ [6] ´¥¶·¥·Ò¢´Ò°
¶ · ³¥É· 0 � t < ∞ ¢¢μ¤¨É¸Ö ¢ ËÊ´±Í¨Õ ϕ = ϕ(t, z(t)) É ±, ÎÉμ¡Ò ¶·¨ t = 0
¶μ²ÊÎ ²μ¸Ó ¶·μ¸Éμ¥ Ê· ¢´¥´¨¥

ϕ(0, z(0)) ≡ ϕ0(z0) = 0 (5)

¨ lim
t→∞

ϕ(t, z(t)) = ϕ(z). „²Ö ¶ · ³¥É·¨§μ¢ ´´μ° ËÊ´±Í¨¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö

μ¡μ¡Ð¥´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ��Œ�:

d

dt
ϕ(t, z(t)) = −ϕ(t, z(t)). (6)

�μ¸±μ²Ó±Ê ¨´É¥£· ² Ê· ¢´¥´¨Ö (6) ¥¸ÉÓ ϕ(t, z(t)) = e−tϕ(0, z0), Éμ
||ϕ(t, z(t))|| → 0 ¶·¨ t → ∞ ¨ ¸²¥¤Ê¥É μ¦¨¤ ÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨ Ê¸Éμ°Î¨-
¢ÊÕ ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ z(t) ± ¨¸±μ³μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ z∗.

…¸²¨ z0 Å ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (5), ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ § ¤ ÎÊ ŠμÏ¨,
μ¶·¥¤¥²ÖÕÐÊÕ ³¥Éμ¤ „ ¢¨¤¥´±μ ´  ¶μ²Êμ¸¨ 0 � t < ∞:

dz

dt
= −ϕ′

z(t, z(t))−1ϕ′
t(t, z(t)), z(0) = z0. (7)

…¸²¨ z0 Å ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (5), Éμ ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö (6), ¢¢¥¤Ö
μ¡μ§´ Î¥´¨¥ A(t, z(t)) = ϕ′

z(t, z(t)), ¶μ²ÊÎ ¥³ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò° ��Œ�:

dz

dt
= −A(t, z(t))−1[ϕ(t, z(t)) + ϕ′

t(t, z(t))], (8)

¸ ´ Î ²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³ z(0) = z0.
�·¨  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (8) ¶μ ¸Ì¥³¥ �°²¥·  ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¶μ¸²¥¤μ-

¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¨É¥· Í¨° (zk = z(tk); Bk = A(tk, zk)−1):

Vk = −Bk[ϕ(tk, zk) + ϕ′
t(tk, zk)], (9)

zk+1 = zk + τkVk. (10)

„²Ö ¶ · ³¥É·¨§ Í¨¨ ϕ(t, z(t)) Î ¸Éμ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö  ¤¤¨É¨¢´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¥ ËÊ´±Í¨¨ ϕ(z):

ϕ(z) = ϕ0(z) + ϕ1(z),
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£¤¥ ϕ0(z) Å ·¥£Ê²Ö·´ Ö Î ¸ÉÓ,   ϕ1(z) Å ¥¥ ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥. ‘Î¨É ¥³, ÎÉμ ¤²Ö
Ê· ¢´¥´¨Ö ϕ0(z) = 0 ²¥£±μ ´ °É¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ z0,   μ¶¥· Éμ·
ϕ′

0(z) ²¥£±μ μ¡· É¨³.
� · ³¥É·¨§ Í¨Õ ³μ¦´μ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¸± ²Ö·´μ° ËÊ´±Í¨¨

g(t), É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° ËÊ´±Í¨¨ ¢±²ÕÎ¥´¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö, É ±μ°, ÎÉμ g(0) =
g(∞) − 1 = g′(∞) = 0, ´ ¶·¨³¥·, g(t) = 1 − e−t, ¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨
ϕ(t, z(t)) ¢ ¢¨¤¥ ¸Ê³³Ò

ϕ(t, z(t)) = ϕ0(z(t)) + g(t)ϕ1(z(t)). (11)

„μ¸Éμ¨´¸É¢μ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ-
¢ ´´ÒÌ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³, £¤¥ ¢³¥¸Éμ μ¡· Ð¥´¨Ö μ¶¥· Éμ·  ϕ′(z) ´  ± ¦¤μ°
¨É¥· Í¨¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¡· Ð¥´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ ¢Ò¡· ´´μ£μ μ¶¥-
· Éμ·  ϕ0, ¨³¥ÕÐ¥£μ ¶·μ¸ÉÊÕ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê. �É³¥É¨³, ÎÉμ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò
´  μ¸´μ¢¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö (11) ¨³¥ÕÉ ¶·¨²μ¦¥´¨Ö ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ³´μ£μ-
ÉμÎ¥Î´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨° ¢Ò¸μ±μ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨ [7]. �´¨
¸μÌ· ´ÖÕÉ É·¥Ì¤¨ £μ´ ²Ó´ÊÕ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ³ É·¨ÍÒ ¤²Ö μ¶¥· Éμ·  ϕ′ ¢ ´ÓÕ-
Éμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨ÖÌ. ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¨ ¡μ²ÓÏμ¥
§´ Î¥´¨¥ ¨³¥¥É ¸μÌ· ´¥´¨¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·μ¸Éμ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ÔÉμ£μ μ¶¥· Éμ· 
¶·¨ ¢Ò¸μ±μ° ÉμÎ´μ¸É¨  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ·¥Ï ¥³μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö. ‚ · ³± Ì μ¡μ¡-
Ð¥´¨Ö ��Œ� ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¤·Ê£μ£μ ¶·¨³¥·  ³μ¦´μ ¶·¨¢¥¸É¨ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥
¸Ì¥³Ò ¸ § ¶ §¤Ò¢ ´¨¥³ ¤²Ö ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

‘²¥¤ÊÕÐ¨° Ï £ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ-μ¶¥· Éμ·´μ£μ
Ê· ¢´¥´¨Ö (B Å ´¥¨§¢¥¸É´Ò° μ¶¥· Éμ· ϕ′(z)−1)

φ(B; z) =
(

ϕ(z)
ϕ′(z)B − I

)
= 0. (12)

�·¨³¥´¥´¨¥ ¨§²μ¦¥´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ± ÔÉμ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ¸É·μ¨ÉÓ
¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò ¡¥§ μ¡· Ð¥´¨Ö μ¶¥· Éμ·  ϕ′(zk) [8].

„²Ö ÊÉμÎ´¥´¨Ö B ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò

Wk = −Bk[ϕ′
z(tk, zk)Bk − I], (13)

Bk+1 = Bk + τkWk, (14)

Ö¢²ÖÕÐ¨¥¸Ö ¸²¥¤¸É¢¨¥³ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ��Œ� ± Ê· ¢´¥´¨Õ (12). ‘Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ
ÔÉμ£μ ¶·μÍ¥¸¸  ¤²Ö τk = 1 ¤μ± § ´ , ´ ¶·¨³¥·, ¢ · ¡μÉ¥ [9].

�μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  (9), (10), (13), (14) ¡¥§ μ¡· Ð¥´¨Ö μ¶¥· -
Éμ·  ϕ′

z , ¢ ±μÉμ·μ° ¶ · ³¥É· τk ³¨´¨³¨§¨·Ê¥É ´¥¢Ö§±Ê ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨³¥Ö ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ z0 ¨ B0, ³μ¦´μ ¶μ¸²¥¤μ¢ -
É¥²Ó´μ ´ °É¨ ¢¸¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö zk ¨ Bk. �· ±É¨Î¥¸±¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ± § ²¨,
ÎÉμ B0 = A−1(z0) Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨²ÊÎÏ¨³ ´ Î ²Ó´Ò³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥³ ¤²Ö B (É. ¥.
¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ μ¡· Ð¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·  ϕ′

z(t, z(t)) ´ ¤μ ¸¤¥² ÉÓ μ¤¨´ · § ¶·¨
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t = 0). �·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ³ ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ μ¶¥· Í¨°
¤¥²¥´¨Ö ´  ¶·μÉÖ¦¥´¨¨ ¢¸¥Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. �É¨³ ¨¸±²ÕÎ ÕÉ¸Ö ¨ ¸²ÊÎ ¨ ¤¥²¥-
´¨Ö ´  ³ ²μ¥ Î¨¸²μ, ¢μ§³μ¦´Ò¥ ¶·¨ μ¡· Ð¥´¨¨ ¶²μÌμ μ¡Ê¸²μ¢²¥´´ÒÌ ³ É·¨Í.
’¥³ ¸ ³Ò³ ¶μ¢ÒÏ ÕÉ¸Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¨ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. �·¨ ¢¥±Éμ·¨§ -
Í¨¨ μ¶¥· Í¨° [10] Ê³´μ¦¥´¨¥ ³ É·¨Í ¶·¥¤¶μÎÉ¨É¥²Ó´¥¥ μ¡· Ð¥´¨Ö ³ É·¨ÍÒ,
¨ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò°  ²£μ·¨É³ (9), (10), (13), (14) ¤ ¥É ¢Ò¨£·ÒÏ ¶μ ¢·¥³¥´¨
´  ¢¥±Éμ·´μ° ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° ¸¨¸É¥³¥. �μ ÔÉμÉ ¢Ò¨£·ÒÏ ¡Ê¤¥É ¶μ²ÊÎ¥´ § 
¸Î¥É Ê¢¥²¨Î¥´¨Ö μ¡Ñ¥³  ¶ ³ÖÉ¨, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ£μ ¤²Ö Ì· ´¥´¨Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ
³ É·¨Í.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ± ´ ¸ÉμÖÐ¥³Ê ¢·¥³¥´¨ · §· ¡μÉ ´Ò ¨ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§Ê-
ÕÉ¸Ö ³μ¤¨Ë¨± Í¨¨ ��Œ�, Ê¢¥²¨Î¨¢ ÕÐ¨¥ ¥£μ ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ ¤²Ö ±μ´±·¥É-
´ÒÌ ±² ¸¸μ¢ § ¤ Î ¨ · ¸Ï¨·ÖÕÐ¨¥ μ¡² ¸ÉÓ ¥£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö. ‚ · §· ¡μÉ ´-
´ÒÌ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ Ì ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ ¸³Ò¸²¥ ·¥Ï¥´  § ¤ Î  ¢Ò¡μ·  ´ -
Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨° ¨ Ê¶·μÐ¥´μ ·¥Ï¥´¨¥ ²¨´¥°´μ° § ¤ Î¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ
¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¢μ§³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ¨É¥· Í¨μ´´μ£μ
¶·μÍ¥¸¸  ¡¥§ μ¡· Ð¥´¨Ö ²¨´¥°´μ£μ μ¶¥· Éμ·  ”·¥Ï¥ ¢ ÔÉμ° § ¤ Î¥.

1.2.2. �Í¥´±¨ ÉμÎ´μ¸É¨ Î¨¸²¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢. �μ¸²¥ ·¥¤Ê±Í¨¨ ¸ ¶μ-
³μÐÓÕ ³¥Éμ¤  Š ´Éμ·μ¢¨Î  ¨¸Ìμ¤´ Ö ³´μ£μ³¥·´ Ö ´¥²¨´¥°´ Ö ¸É Í¨μ´ ·´ Ö
£· ´¨Î´ Ö § ¤ Î 

ϕ(a, z) = 0 (15)

¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ¸¨¸É¥³Ê N (N → ∞) μ¤´μ³¥·´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°

ϕN (a, N, zN ) = 0. (16)

‘ ÊÎ¥Éμ³ ¶μ¸É ´μ¢±¨ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ´  ±μ´¥Î´ÒÌ ¨´É¥·¢ ² Ì, Ì · ±É¥-
·¨§Ê¥³ÒÌ £· ´¨Î´Ò³¨ ÉμÎ± ³¨ γ, μ´  ¨³¥¥É ¢¨¤

ϕN,γ(a, N, γ, zN,γ) = 0. (17)

�μ¸²¥ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ h ³Ò ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸μ¢μ±Ê¶-
´μ¸ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ´  ¸¥É±¥

ϕN,γ,h(a, N, γ, h, zN,γ,h) = 0. (18)

�ÓÕÉμ´μ¢¸±¨° ¨É¥· Í¨μ´´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ (4) ·¥ ²¨§Ê¥É¸Ö ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (18) ¤μ
¢Ò¶μ²´¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨Ö

δK = ||ϕN,γ,h(a, N, γ, h, zN,γ,h,K)||h � ε, (19)

£¤¥ K Å ´μ³¥· ¨É¥· Í¨¨, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ¡Ò²μ ¢Ò¶μ²´¥´μ Ê¸²μ¢¨¥ (19);
ε > 0 Å § ¤ ´´μ¥ ³ ²μ¥ Î¨¸²μ.

’·¥¡Ê¥É¸Ö μÍ¥´¨ÉÓ ||z∗ − zN,γ,h,K||h, £¤¥ z∗ Å ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (15).
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…¸²¨ z∗N,γ,h Å ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (18), Éμ É¥μ·¥É¨Î¥¸± Ö μÍ¥´± 
¶·¨ ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (19) ¨³¥¥É ¢¨¤

||z∗N,γ,h − zN,γ,h,K||h � BδK � Bε, B = const. (20)

„²Ö ÉμÎ´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö z∗N,γ Ê· ¢´¥´¨Ö (17) ¨³¥¥É¸Ö É¥μ·¥É¨Î¥¸± Ö μÍ¥´± 

||z∗N,γ − z∗N,γ,h||h � Chp, C = const, (21)

£¤¥ p Å ¶μ·Ö¤μ±  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¶·¨ ¤¨¸±·¥É¨§ Í¨¨ (18).
’μ£¤  ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ´¥· ¢¥´¸É¢μ

||z∗N,γ − zN,γ,h,K||h � Bε + Chp. (22)

�·¨ Ê¸²μ¢¨¨ ε � h ¢¥·´  μÍ¥´± 

||z∗N,γ − z∗N,γ,h||h ∼ C̃hp. (23)

�Éμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶·μ¢¥·ÖÉÓ ´  ¸£ÊÐ ÕÐ¨Ì¸Ö ¸¥É± Ì (h → 0) ¨
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ô±¸É· ¶μ²ÖÍ¨μ´´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ¶μ¢ÒÏ¥´¨Ö ÉμÎ´μ¸É¨
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢.

� ¢±² ¤¥ ¶μ£·¥Ï´μ¸É¥° ||z∗ − z∗N ||h ¨ ||z∗N − z∗N,γ||h, £¤¥ z∗N ¨ z∗N,γ Å
·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° (16) ¨ (17), ³μ¦´μ ±μ¸¢¥´´μ ¸Ê¤¨ÉÓ, ¶·μ¢μ¤Ö · ¸Î¥ÉÒ:
1) ´  ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÖÌ · ¸Ï¨·ÖÕÐ¨Ì¸Ö ¨´É¥·¢ ²μ¢ {γ → ∞}, 2) ¤²Ö
Ê¢¥²¨Î¨¢ ÕÐ¥£μ¸Ö Î¨¸²  N{N → ∞} Ê· ¢´¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (16).

…¸²¨ §´ Î¥´¨Ö ¸¤¢¨£μ¢ ||γ̄|| ¨ N̄ ¨§ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ-
¸É¥° {γ} ¨ {N} ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¢¥²¨±¨,   ¢¥²¨Î¨´Ò ||z∗N,γ,h,K − z∗N,γ+γ̄,h,K ||h
¨ ||z∗N,γ,h,K − z∗

N+N̄,γ,h,K
||h ´ ¸Éμ²Ó±μ ³ ²Ò, ÎÉμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (23) ¢Ò¶μ²-

´Ö¥É¸Ö, ³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ, ÎÉμ ¶ · ³¥É·Ò  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ N, γ, h μ¶·¥¤¥²¥´Ò
¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¨³ μ¡· §μ³. …¸É¥¸É¢¥´´μ, ÎÉμ É ± Ö ¶· ±É¨Î¥¸± Ö ¶·μÍ¥¤Ê·  μ¸´μ-
¢ ´  ´  ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨ÖÌ μ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ³¥Éμ¤μ¢  ¶¶·μ±¸¨-
³ Í¨¨ ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (15) ¨ ¸²Ê¦¨É ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨¥³ ÔÉ¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ-
¦¥´¨°. �ÉÊ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê Ê¤μ¡´μ ·¥ ²¨§μ¢ ÉÓ ´  μ¸´μ¢¥ ³¥Éμ¤  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ
¶ · ³¥É· ³, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ¢ ¨É¥· Í¨ÖÌ Ê¦¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¤²Ö ÊÉμÎ´¥´¨Ö
¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì.

1.2.3. ��Œ� ¢ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î Ì. � ¸¸³μÉ·¨³ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò°
´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨° Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò° ¶·μÍ¥¸¸

ϕ′(z̃(t))
dz(t)
dt

= −ϕ(z(t)), z(0) = z0, (24)

£¤¥ z̃ Å ´¥±μÉμ·Ò° Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò° Ô²¥³¥´É ¨§ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¨¸±μ³μ£μ ·¥Ï¥-
´¨Ö z∗. �ÉμÉ ¶·μÍ¥¸¸ ¤ ¥É ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò É¨¶  (3), ¢ ±μÉμ·ÒÌ μ¶¥· Éμ·
ϕ′(z̃(t)) É·¥¡Ê¥É¸Ö μ¡· É¨ÉÓ Éμ²Ó±μ μ¤¨´ · §. ‚ ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î Ì, ±μ£¤ 
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´¥¨§¢¥¸É´μ¥ z ¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¤¢ÊÌ ±μ³¶μ´¥´É λ ¨ Ψ (¸μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¨
¸μ¡¸É¢¥´´Ò° Ô²¥³¥´É), ³μ¦´μ Ë¨±¸¨·μ¢ ÉÓ ± ± μ¡¥, É ± ¨ μ¤´Ê ¨§ ÔÉ¨Ì ±μ³-
¶μ´¥´É, ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Éμ£μ, ´ ¸±μ²Ó±μ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥
¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ± ¨¸±μ³μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ.

„²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¶¥±É· ²Ó´μ° § ¤ Î¨ (H−λI)Ψ = 0 μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶ ·Ò
z = {λ, Ψ} ∈ R × Y ´¥²¨´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (2) ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¢
¢¨¤¥

ϕ(λ, Ψ) =
(

(H − λI)Ψ
F (λ, Ψ)

)
= 0. (25)

‡¤¥¸Ó H Å μ¶¥· Éμ· ¢ £¨²Ó¡¥·Éμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, ±μÉμ·Ò° ¢ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢
³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

H ≡ H(g) = H0 + gH1, (26)

£¤¥ g Å Ëμ·³ ²Ó´Ò° ¶ · ³¥É· Å ±μ´¸É ´É  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö,   F (λ, Ψ) Å
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ², ´ ¶·¨³¥·:

a) (Ψ, Ψ) − 1 = 0 Å Ê¸²μ¢¨¥ ´μ·³¨·μ¢±¨, (27)

¡) (Ψ, (H − λI)Ψ) = 0 Å Ê¸²μ¢¨¥ μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ¸É¨. (28)

„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î (25) ¶·¨³¥´¨³  ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  (3), ±μ-
Éμ· Ö ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ §´ Î¥´¨¨ ¢¥±Éμ·-¶ · ³¥É·  a ¢±²ÕÎ ¥É ´  ± ¦¤μ³
Ï £¥ ¸¨¸É¥³Ê μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶μ¶· ¢±¨ Δzk = {Δλk, ΔΨk}:

(H − λkI)ΔΨk = −(H − λkI)Ψk + ΔλkΨk,

F ′
λ(λk, Ψk)Δλk + F ′

Ψ(λk, Ψk)ΔΨk = −F (λk, Ψk).
(29)

„¢ÊÌ±μ³¶μ´¥´É´ Ö ¸É·Ê±ÉÊ·  ËÊ´±Í¨¨ ϕ ¨ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¨§³¥´¥´¨Ö ¢¨¤  ËÊ´±-
Í¨μ´ ²  F ¢ ¨É¥· Í¨ÖÌ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ï¨·μ±¨° ´ ¡μ· ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ
¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¸ ·¥£Ê²¨·Ê¥³Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨.

‚ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¸¶μ¸μ¡  ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¨ ¢Ò¡μ·  Ëμ·³Ò ËÊ´±-
Í¨μ´ ²  F ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ · §´Ò¥ ¨§¢¥¸É´Ò¥ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò ·¥Ï¥´¨Ö
¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î.

�·¥¤¸É ¢²ÖÖ ΔΨk ¢ ¢¨¤¥

ΔΨk = −Ψk + ΔλkUk, (30)

£¤¥ Uk Å ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨

(H − λkI)Uk = Ψk, (31)

¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö Δλk:

Δλk =
1 + (Ψk, Ψk)
2(Ψk, Uk)

. (32)
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�·¨ τk = 1 ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ´μ¢ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨°:

Ψk+1 = Δλk(H − λkI)−1Ψk,

λk+1 = λk +
1 + (Ψk, Ψk)

2(Ψk, (H − λkI)−1Ψk)
.

(33)

�É¸Õ¤  ¢¨¤´μ, ÎÉμ ¶μ²ÊÎ¥´  ¨§¢¥¸É´ Ö ¸Ì¥³  μ¡· É´ÒÌ ¨É¥· Í¨°.
�·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ËÊ´±Í¨μ´ ²  F ¢ Ëμ·³¥ (28) ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ

¸¨¸É¥³Ê μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±:

(H − λkI)ΔΨk − ΔλkΨk = −(H − λkI)Ψk,

(ΔΨk, (H − λkI)Ψk) + (Ψk, (H − λkI)ΔΨk) − (Ψk, ΔλkΨk) =
= −(Ψk, (H − λkI)Ψk).

ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ ¶¥·¢μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¨§ ¢Éμ·μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

(ΔΨk, (H − λkI)Ψk) = 0.

…¸²¨ μ¶¥· Éμ· H ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´Ò°, Éμ

(Ψk, (H − λkI)ΔΨk) = 0. (34)

�μ¤¸É ´μ¢±  ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ΔΨk:

ΔΨk = −Ψk + Δλk(H − λkI)−1Ψk, (35)

¢ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (34) ¤ ¥É ¢Ò· ¦¥´¨¥

−(Ψk, (H − λkI)Ψk) + Δλk(Ψk, Ψk) = 0.

�É¸Õ¤  ¨³¥¥³ ¶·¨ τk = 1
Δλk(Ψk, Ψk) = (Ψk, HΨk) − λk(Ψk, Ψk)

¨²¨
Ψk+1 = Δλk(H − λkI)−1Ψk, λk+1 =

(Ψk, HΨk)
(Ψk, Ψk)

. (36)

�É  Ëμ·³Ê²  ¶·¨¢μ¤¨É ± ¨§¢¥¸É´μ° ¸Ì¥³¥ μ¡· É´ÒÌ ¨É¥· Í¨° ¸ ·Ô²¥¥¢¸±¨³
¸¤¢¨£μ³.

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¤²Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¶¥±É· ²Ó´μ° § ¤ Î¨ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³
§´ Î¥´¨¨ λk = λ̃ ¨ τk = 1 ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§¢¥¸É´ Ö ¸Ì¥³  μ¡· É´ÒÌ ¨É¥· Í¨°
¸ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò³ ¸¤¢¨£μ³, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ Ö ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ± ¸μ¡¸É¢¥´´μ³Ê §´ -
Î¥´¨Õ λ∗, ¡²¨¦ °Ï¥³Ê ± λ̃. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ÊÕ ¸Ì¥³Ê ¸ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´Ò³
¸¤¢¨£μ³ Í¥²¥¸μμ¡· §´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¶·¨ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ · ¸Î¥É Ì Ô²¥³¥´-
Éμ¢ μ£· ´¨Î¥´´μ° Î ¸É¨ ¸¶¥±É·  μ¶¥· Éμ·  H ¢ ¸μÎ¥É ´¨¨ ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ°
μ·Éμ£μ´ ²¨§ Í¨¥° ´ °¤¥´´μ£μ ¢ ¨É¥· Í¨¨ ¸ ´μ³¥·μ³ k ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö Ψk+1 ±μ
¢¸¥³ Ê¦¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò³ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ Ô²¥³¥´É ³ Ψ∗

n, £¤¥ n Å ´μ³¥· ¸μ¡¸É¢¥´-
´μ£μ Ô²¥³¥´É , ¨ ¸¤¢¨£μ³ μÉ ¢ÒÎ¨¸²¥´´μ£μ ¸μ¡¸É¢¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ± ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¥³Ê ¶μ¸²¥ μ±μ´Î ´¨Ö ¨É¥· Í¨°.
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1.2.4. �²£μ·¨É³Ò ¢Ò¡μ·  ¨É¥· Í¨μ´´μ£μ ¶ · ³¥É·  τk. ‡¤¥¸Ó ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´Ò ¶ÖÉÓ  ²£μ·¨É³μ¢ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶ · ³¥É·  τk (0 < τ0 � τk � 1),
³¨´¨³¨§¨·ÊÕÐ¨x ´¥¢Ö§±Ê ¨ Ìμ·μÏμ § ·¥±μ³¥´¤μ¢ ¢Ï¨x ¸¥¡Ö ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨
·Ö¤  § ¤ Î.

1. τk ≡ τ0. �ÉμÉ  ²£μ·¨É³ ¶·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²μ³ τ0 (∼ 0,1; 0,05; 0,01)
μ¡ÒÎ´μ ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¶²μÌ¨Ì ´ Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ ¸ Í¥²ÓÕ ¶·μ¢¥·¨ÉÓ
¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ μÉ ÔÉ¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨°. ‘Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¶·¨ ÔÉμ³ μÎ¥´Ó
³¥¤²¥´´ Ö.

�·¨ τ0 ≡ 1 ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ±² ¸¸¨Î¥¸± Ö ¸Ì¥³  �ÓÕÉμ´ .
2. τk = min (1, 2τk−1), ¥¸²¨ δk < δk−1; τk = max (τ0, τk−1/2), ¥¸²¨

δk � δk−1, £¤¥ δk μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (19) ¢ ¸¥ÉμÎ´μ³  ´ ²μ£¥ ´μ·³Ò
¢ C. �ÉμÉ  ²£μ·¨É³  ´ ²μ£¨Î¥´ Ï¨·μ±μ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´μ³Ê ¸¶μ¸μ¡Ê ¢Ò-
¡μ·  Ï £  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ¶·μ£· ³³ Ì ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ŠμÏ¨
¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¨´É¥£· ²μ¢. �²£μ·¨É³ ·¥±μ³¥´¤Ê¥É¸Ö ¶·¨³¥´ÖÉÓ ¶·¨ Ìμ·μÏ¨Ì
´ Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ. �´ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¡Ò¸É·ÊÕ ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ, μ¤´ ±μ ´¥
¢¸¥£¤  Ê¸Éμ°Î¨¢ ¶·¨ ¶²μÌ¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ.

3. τk = min
(

1, τk−1
δk−1

δk

)
, ¥¸²¨ δk < δk−1; τk = max

(
τ0, τk−1

δk−1

δk

)
,

¥¸²¨ δk � δk−1, £¤¥ δk É ±¦¥ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (19) ¢ ¸¥ÉμÎ´μ³  ´ ²μ£¥
´μ·³Ò ¢ C. �ÉμÉ  ²£μ·¨É³, ³¨´¨³¨§¨·ÊÕÐ¨° ËÊ´±Í¨Õ ¶¥·¥Ìμ¤  ¤²Ö ¤¢ÊÌ
¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ ´¥¢Ö§μ± [11], ¡μ²¥¥ Ê¸Éμ°Î¨¢ ¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¢
¤μ¸É ÉμÎ´μ Ï¨·μ±μ° μ¡² ¸É¨ ´ Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨°, ±μÉμ· Ö, μ¤´ ±μ, ± ±
¨ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨, § ¢¨¸¨É μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò τ0. —¥³ ³¥´ÓÏ¥ τ0, É¥³ Ï¨·¥
μ¡² ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¨ ³¥¤²¥´´¥¥ ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¢¤ ²¨ μÉ ·¥Ï¥´¨Ö.

4. τk = δk−1

δk−1 + δk(1) , £¤¥ δk(1) Å ´¥¢Ö§±  ´  k-° ¨É¥· Í¨¨ ¤²Ö τk = 1.

‚¥²¨Î¨´  δk ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (19) ¢ ¸¥ÉμÎ´μ³  ´ ²μ£¥ ´μ·³Ò ¢ L2.
�Éμ  ²£μ·¨É³ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ¢Ò¡μ·  τk , ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò° ¢ · ¡μÉ¥ [12]. �´
μ¸´μ¢ ´ ´  ±¢ ¤· É¨Î´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ δ μÉ τ . �·¨ ¨É¥· Í¨ÖÌ
μ´ ¤μ²¦¥´ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ³¨´¨³Ê³ ´¥¢Ö§±¨ ´  ± ¦¤μ³ Ï £¥.

5. �  · ¢´μ³¥·´μ° ¸¥É±¥ ωτ μÉ·¥§±  [0, 1] ¸ Ï £μ³ 
τ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ-
¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ´¥¢Ö§μ± δi ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (19) ¨ ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö É ±μ¥ §´ Î¥´¨¥ τk,
±μÉμ·μ³Ê ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ³¨´¨³ ²Ó´ Ö ´¥¢Ö§± . �ÉμÉ  ²£μ·¨É³ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¨°,
Î¥³ μ¶¨¸ ´´Ò° ¢ ¶. 4, ´μ É·¥¡Ê¥É ¡μ²ÓÏ¥£μ μ¡Ñ¥³  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. ’μÎ´μ¸ÉÓ
´ Ìμ¦¤¥´¨Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ Ï £  τk, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¥£μ ³¨´¨³Ê³ ´¥¢Ö§±¨ ´ 
± ¦¤μ³ Ï £¥, § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  ¸¥É±¨ ωτ . �ÉÊ ¸¥É±Ê ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ É ±¨³
μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ÉμÎ´μ¸ÉÓ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö τk ¨ ¡Ò¸É·μ¤¥°¸É¢¨¥  ²£μ·¨É³  μ¶É¨-
³ ²Ó´μ ¸μÎ¥É ²¨¸Ó.

1.3. Œ¥Éμ¤ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ´  μ¸´μ¢¥ μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨Ö
��Œ� ¸ ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò³ ¶μ¤Ìμ¤μ³.

1.3.1. Œ´μ£μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸± Ö ´ÓÕÉμ´μ¢¸± Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³ . �¸´μ¢-
´ Ö ¨¤¥Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö μ¡μ¡Ð¥´´μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò, ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´ Ö ¢
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· ¡μÉ¥ [13], ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢
a ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ (15). �Ê¦´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ a = a∗, ¶·¨ ±μÉμ·μ³
É·¥¡Ê¥É¸Ö ´ °É¨ ¨¸±μ³μ¥ z∗, Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ¢ ¸² ¡μ³ ¸³Ò¸²¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³
 ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³ Ê¸²μ¢¨¥³

F (a∗, z) = 0. (37)

�¥Ï¥´¨¥ ¶¥·¥Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´μ° É ±¨³ μ¡· §μ³ ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ (15)

Φ(a, z) = {ϕ(a, z), F (a∗, z)} = 0 (38)

μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³´μ£μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨μ´-
´μ° ¸Ì¥³Ò

Φ′
aΔa+Φ′

zΔzk = −Φ(ak, zk), ak+1 = ak + τkΔak, zk+1 = zk + τkΔzk, (39)

¢ ±μÉμ·μ° ¸É·¥³²¥´¨¥ a → a∗ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¶·¨¸μ¥¤¨´¥´¨¥³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥-
¸±μ° ±μ³¶μ´¥´ÉÒ (37) ± (15). „ ´´ Ö ¸Ì¥³  ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¸É ´¤ ·É´μ° (4)
¶μ§¢μ²Ö¥É ´ Ìμ¤¨ÉÓ ´ ·Ö¤Ê ¸ ´¥¨§¢¥¸É´μ° z ¥¥ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ∂z/∂a|a=a∗ . �Éμ
μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢μ ¢ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ¤ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ Ô²¥³¥´É  z
É· ¥±Éμ·¨¨ z(a) ¢ ÉμÎ±¥ a = a∗+Δa ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ìμ·μÏ¥¥ ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨¥ z0(a) = z∗(a)|a=a∗ + Δa(∂z/∂a)|a=a∗ , ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸μ±· É¨ÉÓ Î¨¸²μ
¨É¥· Í¨° ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ (39). …¸²¨ ¨§ ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò (39) ¨¸±²ÕÎ¨ÉÓ ´ÓÕ-
Éμ´μ¢¸±ÊÕ ±μ³¶μ´¥´ÉÊ −Φ(ak, zk), Éμ ¶μ²ÊÎ ¥³ ¤¨¸±·¥É´Ò°  ´ ²μ£ ³¥Éμ¤ 
Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶μ ±μ´¸É ´É¥ ¸¢Ö§¨ [14], ¨²¨ ³¥Éμ¤ „ ¢¨¤¥´±μ [6].

„²Ö § ¤ Î¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·  (25), (26), (28) ¢ ± Î¥¸É¢¥ a ³μ¦´μ
¢Ò¡· ÉÓ, ´ ¶·¨³¥·, ¶ · ³¥É· q Å §´ Î¥´¨¥ ¨³¶Ê²Ó¸  ¢ ± ´ ²¥ ¶·¨ ´¥±μÉμ·μ³
§´ Î¥´¨¨ ¸¶¥±É· ²Ó´μ£μ ¶ · ³¥É·  λ (¨²¨ Ô´¥·£¨¨ 2E = q2). ’μ£¤  Ê¸²μ¢¨¥
(37) ¶·¨μ¡·¥É ¥É ¢¨¤

F (q∗, ψ) = (ψ, (H − q∗2)ψ)) = 0, (40)

¶μ¤μ¡´Ò° (28). �·¨ ÔÉμ³ ¨É¥· Í¨¨ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê q ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ q = q∗

¸²Ê¦ É ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨´É¥·¥¸ÊÕÐ¨Ì ´ ¸ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¶μ ÔÉμ³Ê ¶ · ³¥É·Ê.
„²Ö ¨²²Õ¸É· Í¨¨ μ£· ´¨Î¨³¸Ö · ¸¸³μÉ·¥´¨¥³ § ¤ Î¨ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤²Ö
³μ¤¥²¥° ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, μ¶¨¸Ò¢ ¥³ÒÌ · ¤¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥-
´¨¥³ ˜·¥¤¨´£¥·  ´  ¶μ²Êμ¸¨ ρ ∈ (0,∞) ¸ ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³ Í¥´É· ²Ó´μ-
¸¨³³¥É·¨Î´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ V (ρ) ≡ V (ρ, g) (V (ρ) ≡ V (ρ, g = 0) ≡ 0) ¢
n-³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¶·¨ § ¤ ´´ÒÌ ±μ´¸É ´É¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö g � 0, ¨³-
¶Ê²Ó¸¥ q � 0 ¨ μ·¡¨É ²Ó´μ³ ³μ³¥´É¥ l, ¸²¥¤ÊÖ · ¡μÉ¥ [15]:

(
1

ρn−1

d

dρ
ρn−1 d

dρ
− l(l + n − 2)

ρ2
+ q2

)
Ψl(ρ) = V (ρ)Ψl(ρ). (41)
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„²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (41) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢ ·¥§Ê²Ó-
É É¥ ¶¥·¥´μ¸   ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì Ê¸²μ¢¨° ¤²Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¨§ ¸¨´£Ê²Ö·-
´μ° μ¡² ¸É¨ [0,∞)

Ψl(ρ)−→
ρ→0

ρl; Ψl(ρ)−→
ρ→∞

Cρ−νsin (qρ − π(l + ν − 1)/2 + δl) (42)

¢ ±μ´¥Î´ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ρ ∈ [ρmin, ρmax], £¤¥ ν = (n− 1)/2, δl Å
¨¸±μ³Ò° Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£,   C Å ´μ·³¨·μ¢μÎ´Ò° ±μÔËË¨Í¨¥´É. ‚ μ¤´μ³¥·´μ³
¶·μ¸É· ´¸É¢¥ (n = 1) § ¤ Î  (41) · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ´  ¢¸¥° μ¸¨ (−∞,∞).
’μ£¤  ¤²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° V (ρ) −→

ρ→±∞
exp (±ρ) ¢³¥¸Éμ Ê¸²μ¢¨°

(42) Ê¤μ¡´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ Ê¸²μ¢¨Ö

Ψ(ρ) −→
ρ→−∞

0; Ψ(ρ)−→
ρ→∞

C sin (qρ + δ). (43)

‡ ¤ Î  (41)Ä(43) ·¥¤ÊÍ¨·Ê¥É¸Ö ´  ±μ´¥Î´Ò° ¨´É¥·¢ ² [0, ρm] ¸ ¶μ³μÐÓÕ μ¤-
´μ·μ¤´ÒÌ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°

φ(2) = lim
r→0

[b11∂ψ/∂r+ b12ψ] = 0, φ(3) = lim
r→∞

[b21∂ψ/∂r+ b22ψ] = 0, (44)

£¤¥ ËÊ´±Í¨¨ bij , i, j = 1, 2, μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (42)
¨²¨ (43). „²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  Œμ·§¥ (n = 1) ¸ ¤¢Ê³Ö ¸¢Ö§ ´´Ò³¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨
(v = δ(0)/π = 2) § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ±¢ ¤· É  ¨³¶Ê²Ó¸  Ë §μ¢μ£μ ¸¤¢¨£  δ ¨
¥£μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ∂δ/∂q ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 1,  . ‘ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μ¨§¢μ¤´μ°
∂δ/∂q ³μ¦´μ ±μ´É·μ²¨·μ¢ ÉÓ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¨ ± Î¥¸É¢μ ËÊ´±Í¨° ψ,
¨¸¶μ²Ó§ÊÖ É¥μ·¥³Ê ¢¨·¨ ²  [16]

C2q2∂δ/∂q = (ψ, (2V + r∂V/∂r)).

„·Ê£ Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ, ±μÉμ· Ö ¤¥É ²Ó´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  ¢ [13], ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¢Ò-
¡μ·¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ a ¨§ (37) ±μ´¸É ´ÉÒ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö g ¨§ (26). ’μ£¤  Ê¸²μ¢¨¥
(37) ¨³¥¥É ¢¨¤

F (g∗, ψ) = (ψ, (H(g∗) − q2)ψ) = 0 (45)

¨ ¸μ£² ¸´μ É¥μ·¥³¥ ƒ¥²Ó³ ´ Ä”¥°´³ ´  ¶μ§¢μ²Ö¥É ±μ´É·μ²¨·μ¢ ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê

∂K/∂g = −(ψ, (∂V (g)/∂g)ψ), (46)

  É ±¦¥ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ μ£· ´¨Î¥´¨ÖÌ ´  ¶μÉ¥´Í¨ ² V ¶μ²ÊÎ ÉÓ μ¤´μ¸Éμ-
·μ´´¨¥ μÍ¥´±¨ Ô²¥³¥´Éμ¢ K-³ É·¨ÍÒ [17]. ˆÉ¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò (37)Ä(39)
³μ¦´μ ¶·¨³¥´ÖÉÓ ¤²Ö ÊÉμÎ´¥´¨Ö · §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢ ¢ § ¤ Î¥
· ¸¸¥Ö´¨Ö. ‚ ¸ ³μ³ ¤¥²¥, § ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¸
Ê± § ´´Ò³¨ ¢ÒÏ¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¸¢¥¤¥´  ± ¢ÒÎ¨-
¸²¥´¨Õ ³¨´¨³Ê³  ËÊ´±Í¨μ´ ²  ¢ · ³± Ì · §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶·¨´Í¨-
¶μ¢ •Õ²ÓÉ¥´ , Šμ´  ¨²¨ ˜¢¨´£¥· . ’ ±, ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ°
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�¨¸. 1. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ë §μ¢μ£μ ¸¤¢¨£  δ ¨ ¥£μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° dδ/dq μÉ ±¢ ¤· É  ¨³¶Ê²Ó¸ :
a) ¤²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸ ¤¢Ê³Ö ¸¢Ö§ ´´Ò³¨ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨; ¡) ¤²Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¸ μ¤´¨³ ¸¢Ö-
§ ´´Ò³ ¨ ¶μ²Ê¸¢Ö§ ´´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨

§ ¤ Î¨ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Î ¸É¨Í ¸ ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¶ ·´Ò³¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³¨
¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ˜¢¨´£¥·  [18], ´  μ¸´μ¢¥ ±μÉμ·μ£μ
· §· ¡μÉ ´Ò · §²¨Î´Ò¥ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò. �  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤, ¨´É¥£· ²Ó´ Ö
Ëμ·³Ê²¨·μ¢±  § ¤ Î¨ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¶·μÐ¥, Î¥³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê
´¥ É·¥¡Ê¥É ¤¥É ²Ó´μ£μ  ´ ²¨§   ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ¨¸±μ³μ£μ ·¥Ï¥-
´¨Ö ¶·¨ g �= 0 ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨° bij , i, j = 1, 2, ¢ (44),   ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É
²¨ÏÓ ¨§¢¥¸É´Ò¥ ·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¨ ´¥·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¨ g = 0. O¤´ ±μ É -
±¨¥ ¸Ì¥³Ò ¤²Ö ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ° § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢ ´¥ μ¡¥¸¶¥Î¨-
¢ ÕÉ Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢. �μÔÉμ³Ê
· §· ¡μÉ±  Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ-¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ ´  μ¸´μ¢¥ μ¡Ñ¥¤¨´¥-
´¨Ö ¶·μ¥±Í¨μ´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢, ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶·¨´Í¨¶μ¢ ¨ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥-
· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ±ÉÊ ²Ó´μ° ¶·μ¡²¥³μ° Î¨¸²¥´´μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö
±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³.

1.3.2. Œ´μ£μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸± Ö ´ÓÕÉμ´μ¢¸± Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  ¸ ËÊ´±-
Í¨μ´ ²μ³ ˜¢¨´£¥· . Š· ¥¢Ò¥ § ¤ Î¨ (41), (42) ¸¢μ¤ÖÉ¸Ö ± ¸¶¥±É· ²Ó´μ° § -
¤ Î¥ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ”·¥¤£μ²Ó³  [19]:

Al(ρ, ρ′)Ψl(ρ′) = λlBl(ρ, ρ′)Ψl(ρ′), (47)

Al(ρ, ρ′)Ψl(ρ′) = Ψl(ρ) −
∞∫
0

Gl(ρ, ρ′)V (ρ′)Ψl(ρ′)ρ′n−1dρ′,

Bl(ρ, ρ′)Ψl(ρ′) = yl(ρ)

∞∫
0

yl(ρ′)V (ρ′)Ψl(ρ′)ρ′n−1dρ′,

(48)

£¤¥ λl = −π ctg δl/2 Å ¨¸±μ³Ò° ¸¶¥±É· ²Ó´Ò° ¶ · ³¥É·,   § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ
´μ·³¨·μ¢μÎ´μ£μ ±μÔËË¨Í¨¥´É  C ¢  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ ´¥¨§¢¥¸É´μ° ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±-
Í¨¨ Ψl(ρ) ¨¸±²ÕÎ¥´ . ”Ê´±Í¨Ö yl(ρ) ¨ ¸¢μ¡μ¤´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  Gl(ρ, ρ′)
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μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö Î¥·¥§ ·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¨ ´¥·¥£Ê²Ö·´Ò¥ ¢ ÉμÎ±¥ ρ = 0 ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢-
´¥´¨Ö (41) ¶·¨ V (ρ) ≡ 0. ”Ê´±Í¨Ö yl(ρ) ¨³¥¥É ¢¨¤

yl(ρ) ≡ ρ−μJl+μ(qρ), μ = n/2 − 1, n > 1, (49)

£¤¥ Ji Å ËÊ´±Í¨Ö 	¥¸¸¥²Ö ¶¥·¢μ£μ ·μ¤ . „²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ (47), (48) ¨¸-
¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ É¨¶  (37):

(V (ρ)Ψl(ρ), (Al(ρ, ρ′) − λlBl(ρ, ρ′))Ψl(ρ′)) = 0, (50)

¸²¥¤¸É¢¨¥³ ±μÉμ·μ£μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² ˜¢¨´£¥· 

λl =
(V (ρ)Ψl(ρ), Al(ρ, ρ′)Ψl(ρ′))
(V (ρ)Ψl(ρ), Bl(ρ, ρ′)Ψl(ρ′))

, (51)

£¤¥ ¸±μ¡±¨ (. . . , . . .) μ¡μ§´ Î ÕÉ ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥, É. ¥. (f, g) =
∞∫
0

f∗g ρn−1dρ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¨´É¥£· ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ (47) ¸μ¶μ¸É ¢²Ö¥É¸Ö

ËÊ´±Í¨μ´ ², Ê¸Éμ°Î¨¢Ò° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢ ·¨ Í¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ Ψl, ¨
§ ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö (41), (42) Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ± ± § ¤ Î  ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥-
´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶ ·Ò ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ z = (λl, Ψl): ËÊ´±Í¨¨ Ë §μ¢μ£μ ¸¤¢¨£ 
λl ¨ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ Ψl. „¨¸±·¥É¨§ Í¨Ö § ¤ Î¨ (47), (50) ´  ¸¥É±¥ Ê§²μ¢
Ωh ∈ [ρmin, ρmax] (¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ±¢ ¤· ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê² 	μ¤¥)
¶·¨¢μ¤¨É ±  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° μ¡μ¡Ð¥´´μ° § ¤ Î¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö:

ϕ(z) =
(

(A − λB)Ψ,
(V Ψ, (A − λB)Ψ)

)
= 0. (52)

„ ²¥¥ ¸É·μ¨É¸Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´¨° λk+1, Ψk+1

¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶μ¶· ¢μ± vk, uk ¨ μk:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

vk = −Ψk,

(A − λkB)uk = BΨk,

μk =
(ΨkV, AΨk)
(ΨkV, BΨk)

− λk,

Ψk+1 = Ψk + τk(vk + ukμk),

λk+1 = λk + τkμk,

(53)

£¤¥ {λ0, Ψ0} Å ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¨§ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¨¸±μ³μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö,
  ¤²Ö ¢Ò¡μ·  ¨É¥· Í¨μ´´μ£μ Ï £  τk, k = 0, 1, 2, . . ., ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥
³¨´¨³¨§ Í¨¨ ´¥¢Ö§±¨ [12]. ‚Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö μk ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò³
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ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ˜¢¨´£¥·  (51). �¡μ¡Ð¥´¨¥ ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò (53) ¤²Ö
³´μ£μ± ´ ²Ó´μ° § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤ ´μ ¢ · ¡μÉ¥ [20].

‚ ¤¨¸¸¥·É Í¨¨ [21] ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò ¶·μ-
¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´  ¤²Ö § ¤ Î¨ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö (41)Ä(43) ¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³
Œμ·§¥ (n = 1), ‚Ê¤¸ Ä‘ ±¸μ´  ¨ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´μ° ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ°
Ö³Ò (n = 3). �¤´ ±μ ¸Ì¥³  ¨³¥¥É ¢Éμ·μ° ¶μ·Ö¤μ± ÉμÎ´μ¸É¨ ¶μ Ï £Ê h · ¢-
´μ³¥·´μ° ¸¥É±¨ Ωh, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶¥·¢ Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ¶μ  ·£Ê³¥´ÉÊ ρ ËÊ´±Í¨¨
ƒ·¨´  Gl(ρ, ρ′) ¨³¥¥É · §·Ò¢ ¶·¨ ρ = ρ′. „²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢
Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£ δ ¢ÒÎ¨¸²¥´ ¸ Ï¥¸ÉÓÕ ¢¥·´Ò³¨ §´ ± ³¨.

‚ [21] ¶μ± § ´μ É ±¦¥, ÎÉμ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ÉμÎ±¨ ρmin

 ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ Ψ(ρ) ¤²Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ·¥Ï¥´¨° ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¸Ì¥³Ò
¶μ¢ÒÏ¥´´μ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Ë §μ¢μ£μ ¸¤¢¨£  δ. �ËË¥±-
É¨¢´μ¸ÉÓ ·¥ ²¨§ Í¨¨ É ±μ° ¸Ì¥³Ò ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° Ï¥¸Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨ ¶μ
Ï £Ê h · ¢´μ³¥·´μ° ¸¥É±¨ Ωh ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´  ¶·¨ · ¸Î¥Ée Ë §μ¢μ£μ
¸¤¢¨£  δ ¸ ¤¢¥´ ¤Í ÉÓÕ ¢¥·´Ò³¨ Í¨Ë· ³¨ ¤²Ö μ¤´μ³¥·´μ° § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö
¸ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ Œμ·§¥.

‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥  ²£μ·¨É³Ò ·¥ ²¨§μ¢ ´Ò ¢ ¢¨¤¥ ±μ³¶²¥±¸μ¢ ¶·μ£· ³³ ´ 
Ö§Ò±¥ ”μ·É· ´ ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ Î¨¸¥² ¸ ¤¢μ°´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ∗.

1.4. Œ¥Éμ¤Ò ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ· ¨ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì
·¥¦¨³μ¢ ¢ ´¥²¨´¥°´ÒÌ § ¤ Î Ì. ‘μ¢·¥³¥´´Ò¥ ³μ¤¥²¨ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨-
§¨±¨ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸²μ¦´Ò³¨ ¸¨¸É¥³ ³¨ ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢ Î ¸É´ÒÌ
¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ, ¤μ¶Ê¸± ÕÐ¨³¨ ¢ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢ ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ¨²¨ ¸μ²¨Éμ´μ¶μ¤μ¡-
´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö (²μ± ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Î ¸É¨Í¥¶μ¤μ¡´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
¸ ±μ´¥Î´μ° Ô´¥·£¨¥°). Œμ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥ Ö¢²¥´¨°, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸ μ¡· §μ¢ ´¨¥³,
· ¸¶·μ¸É· ´¥´¨¥³ ¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓÕ ¸μ²¨Éμ´μ¢, ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¡Ò¸É·μ
· §¢¨¢ ÕÐÊÕ¸Ö ³¥¦¤¨¸Í¨¶²¨´ ·´ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ°
Ë¨§¨±¨. �·¨Î¨´  ¨´É¥·¥¸  ± ´¥° μÎ¥¢¨¤´  Å ¸μ²¨Éμ´Ò ¨ ¸μ²¨Éμ´μ¶μ¤μ¡´Ò¥
μ¡· §μ¢ ´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¦´Ò³¨ ¶·¨³¥· ³¨ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¢ μÎ¥´Ó
Ï¨·μ±μ³ ±² ¸¸¥ ´¥²¨´¥°´ÒÌ ´¥μ£· ´¨Î¥´´ÒÌ ¨ μ¤´μ·μ¤´ÒÌ ³μ¤¥²¥° Ë¨§¨-
Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, · ¡μÉÒ [22Ä25]).

�¤´ ±μ ·¥ ²Ó´Ò¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨¥ ¸¨¸É¥³Ò μ£· ´¨Î¥´Ò ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¨ ³μ£ÊÉ
¨³¥ÉÓ ¢´ÊÉ·¥´´¨¥ ¸É·Ê±ÉÊ·´Ò¥ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨, ¸¶μ¸μ¡¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¶μ·μ¦¤¥´¨Õ
´μ¢ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ÔËË¥±Éμ¢. �¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ÔÉ¨Ì ÔËË¥±Éμ¢ ¸¢Ö§ ´μ, ± ± ¶· -
¢¨²μ, ¸ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓÕ ²μ± ²¨§ Í¨¨ ¸μ²¨Éμ´μ¢ ´  ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÖÌ ¨ ¸ ¨Ì
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨¥³ ¸ £· ´¨Í ³¨. …¸²¨ ¢ ³μ¤¥²¨ ¸¨¸É¥³Ò μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É ¢´¥Ï´ÖÖ
¶μ¤± Î±  Ô´¥·£¨¨ ¨ ¨³¥¥É¸Ö § ÉÊÌ ´¨¥, ¸¢Ö§ ´´μ¥ ¸ ¤¨¸¸¨¶ Í¨¥° Ô´¥·£¨¨, Éμ
¶·μ¨§¢μ²Ó´μ¥ ´ Î ²Ó´μ¥ ¸μ²¨Éμ´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ´¥±μÉμ·μ¥ · ¢´μ-
¢¥¸´μ¥ (¸É É¨Î¥¸±μ¥) ·¥Ï¥´¨¥, ¨´μ£¤  ´ §Ò¢ ¥³μ¥ [25] ¸É É¨Î¥¸±¨³  ÉÉ· ±-
Éμ·μ³. �¢Éμ³μ¤¥²Ó´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ´ ¶·¨³¥· ·¥Ï¥´¨Ö

∗http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/d112; http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/scatterh6
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É¨¶  ¡¥£ÊÐ¨Ì ¢μ²´ ¢ ¶μ¤¢¨¦´μ° ¸¨¸É¥³¥ ±μμ·¤¨´ É, ¸¢Ö§ ´´μ° ¸ ¢μ²´μ°,
É ±¦¥ Ëμ·³ ²Ó´μ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ®¸É É¨Î¥¸±¨¥¯. �μ¤ · ¢´μ¢¥¸-
´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ´¨³ ÕÉ¸Ö ¸É É¨Î¥¸±¨¥ ¨²¨ ¶¥·¨μ¤¨Î¥-
¸±¨¥ ¶μ ¢·¥³¥´¨ ¨ ±¢ §¨¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö.

‡´ Î¨É¥²Ó´Ò¥ É·Ê¤´μ¸É¨ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ · ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ·¥-
Ï¥´¨° μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ ²ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ-¢·¥³¥´´ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¸¢Ö§ ´Ò
¸ ´ ²¨Î¨¥³ ¢ ³μ¤¥²ÖÌ § ¤ ´´ÒÌ ¨²¨ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¨ Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì ¶ · ³¥É·μ¢: · §³¥·μ¢ ¸¨¸É¥³Ò ¨ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¥°, ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ´¥μ¤´μ-
·μ¤´μ¸É¥°, ¶ · ³¥É·μ¢, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨Ì ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¶μ²¥° ´  £· ´¨Í Ì, ¢¨¤ ¨
¢¥²¨Î¨´Ê ´¥²¨´¥°´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Ô²¥³¥´Éμ¢ ¸¨¸É¥³Ò ¨ É. ¤.

‚μ ³´μ£¨Ì ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ ¶μ¸É¥¶¥´´μ¥ ¨§-
³¥´¥´¨¥ ´¥±μÉμ·μ£μ ±μ´±·¥É´μ£μ ¶ · ³¥É·  ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´μ³Ê ¨
´¥¶·¥·Ò¢´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ¨ ²¨´¥°´ Ö É¥μ·¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ Ìμ·μÏμ
μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò. �¤´ ±μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¡μ²ÓÏμ¥ ±μ²¨Î¥¸É¢μ § ¤ Î,
¢ ±μÉμ·ÒÌ Î¨¸²μ ¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° ·¥§±μ ¨§³¥´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ ¶ -
· ³¥É·  Î¥·¥§ ´¥±μÉμ·Ò¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ §´ Î¥´¨Ö. ’ ±¨¥ Ö¢²¥´¨Ö, ´ §Ò¢ ¥³Ò¥
μ¡ÒÎ´μ ¢¥É¢²¥´¨Ö³¨, ¨²¨ ¡¨ËÊ·± Í¨Ö³¨ [26Ä28], ³μ£ÊÉ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ± Î¥¸É¢¥´-
´Ò¥ ¨§³¥´¥´¨Ö ¢ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³¥. ‡´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ¢
³μ¤¥²¨ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ¡¨ËÊ·± Í¨Ö ·¥Ï¥´¨°, ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´Ò³¨, ¨²¨
±·¨É¨Î¥¸±¨³¨,   ¸ ³ ¶·μÍ¥¸¸ ¶¥·¥Ìμ¤  Î¥·¥§ ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥-
É·μ¢ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±·¨É¨Î¥¸±¨³, ¨²¨ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´Ò³ ·¥¦¨³μ³. ƒ¥μ³¥É·¨Î¥-
¸±μ¥ ³¥¸Éμ ÉμÎ¥± ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¶ · ³¥É·μ¢, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¡¨ËÊ·± Í¨Ö³
·¥Ï¥´¨°, μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ´¥±μÉμ·ÊÕ £¨¶¥·¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ, ´ §Ò¢ ¥-
³ÊÕ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓÕ ¡¨ËÊ·± Í¨°, ¨²¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓÕ ± É ¸É·μË [28].

‚ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ³  ¸¶¥±É¥ §´ ´¨¥ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° ¶μ§¢μ-
²Ö¥É μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Î¨¸²μ · ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¨ ¶μ´ÖÉÓ ¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ·Ê, μÍ¥´¨ÉÓ
μ¡² ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¨²¨
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¸¨¸É¥³Ò ¨, ¢μ§³μ¦´μ, μ¶¨¸ ÉÓ ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÐ¨¥ ¶·¨ ÔÉμ³ Ë¨§¨-
Î¥¸±¨¥ Ö¢²¥´¨Ö [25].

„²Ö ¶· ±É¨Î¥¸±¨Ì Í¥²¥° μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¦´  ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó-
´μ° ¶·μ¢¥·±¨ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥°, Ö¢²ÖÕÐ¥°¸Ö ¢ ¦´Ò³ ¨¸ÉμÎ´¨-
±μ³ ¨´Ëμ·³ Í¨¨ ¤²Ö ÊÉμÎ´¥´¨Ö ³μ¤¥²¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ±μ´±·¥É´μ£μ ¶·¨³¥· 
Ê± ¦¥³ ´  ³¥Éμ¤Ò ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¢¨Ì·¥¢ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¶μ¤μ¡´ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ· ³ £´¨É-
´μ£μ ¶μÉμ±  ¢ ¤²¨´´ÒÌ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì ¶¥·¥Ìμ¤ Ì („„�), μ¸´μ¢ ´´ÒÌ ´ 
¨§³¥·¥´¨¨ (¡¨ËÊ·± Í¨μ´´μ°) § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ±·¨É¨Î¥¸±μ£μ Éμ±  μÉ ³ £´¨É´μ£μ
¶μ²Ö [29,30].

Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ,  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ¡¨ËÊ·± Í¨°
Ê¤ ¥É¸Ö ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ²¨ÏÓ ¢ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¶·μ¸ÉÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ. „²Ö ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢ 
¸μ¤¥·¦ É¥²Ó´ÒÌ § ¤ Î ¸μ¢·¥³¥´´μ° É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ¨§ÊÎ¥´¨¥ ¡¨ËÊ·-
± Í¨μ´´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° ¶ · ³¥É·μ¢ ¢μ§³μ¦´μ ²¨ÏÓ Î¨¸²¥´´μ.

’· ¤¨Í¨μ´´Ò³ ¨´¸É·Ê³¥´Éμ³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¸É·Ê±ÉÊ·´ÒÌ ·¥-
Ï¥´¨° μÉ ¶ · ³¥É·  Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³¥Éμ¤Ò ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê, ±μÉμ·Ò¥
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μ¶¨· ÕÉ¸Ö ´  Î¨¸²¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤Ò ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ŠμÏ¨. �¤´ ±μ ¢ μ±·¥¸É-
´μ¸É¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ¡¨ËÊ·± Í¨¨ É ±¨¥ ³¥Éμ¤Ò ¶·¨³¥´ÖÉÓ § É·Ê¤´¨É¥²Ó´μ,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ´  ÔÉ¨Ì ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÖÌ ¶·μ¨¸Ìμ¤¨É ´ ·ÊÏ¥´¨¥ ¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸É¨ ·¥-
Ï¥´¨°. �μÔÉμ³Ê ¸μ§¤ ´¨¥ Î¨¸²¥´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨Ì ´ °É¨ ¨ ¨¸¸²¥¤μ-
¢ ÉÓ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¡¨ËÊ·± Í¨° ¨ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨
¡¨ËÊ·± Í¨° ÔÉ¨Ì ·¥Ï¥´¨°,   É ±¦¥ ¸μ§¤ ´¨¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ±μ³¶²¥±¸μ¢
±μ³¶ÓÕÉ¥·´ÒÌ ¶·μ£· ³³, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨Ì ÔÉ¨ ³¥Éμ¤Ò, ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢¥¸Ó³ 
 ±ÉÊ ²Ó´μ° § ¤ Î¥° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö.

1.4.1. ‘Ì¥³Ò ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É· ³ Î¥·¥§ ÉμÎ±Ê ¶μ¢μ·μÉ . ‚ ¤ ´-
´μ³ ¶Ê´±É¥ ¨§² £ ¥É¸Ö μ¡Ð Ö ±μ´Í¥¶Í¨Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥-
É·Ê ¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¤¢¥ ¸Ì¥³Ò, μÉ±·Ò¢ ÕÐ¨¥ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨
Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö.

ˆ§´ Î ²Ó´μ ³¥Éμ¤Ò ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê · §¢¨¢ ²¨¸Ó ± ± ¸¶μ¸μ¡
¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ´ Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨° ¸ Í¥²ÓÕ · ¸Ï¨·¨ÉÓ μ¡² ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨
¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ÒÌ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´μ° § ¤ Î¨ (2)
¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ ´ ¡μ·¥ ¶ · ³¥É·μ¢ (¸³. [31] ¨ Í¨É¨·Ê¥³ÊÕ ²¨É¥· ÉÊ·Ê).
‘μ¢·¥³¥´´Ò¥ · §· ¡μÉ±¨ ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ¢ §´ Î¨É¥²Ó´μ° ¸É¥¶¥´¨ ´ ¶· ¢²¥´Ò
´  ·¥Ï¥´¨¥ ¶·μ¡²¥³, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸  ´ ²¨§μ³ ¡¨ËÊ·± Í¨° ¨ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ·¥-
¦¨³μ¢ ¢ ´¥²¨´¥°´ÒÌ § ¤ Î Ì (c³., ´ ¶·¨³¥·, [32Ä34]).

‹Õ¡ Ö ¸Ì¥³  Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¸μ¤¥·¦¨É ¢ Éμ³ ¨²¨ ¨´μ³ ¢¨¤¥
É·¨ μ¡Ö§ É¥²Ó´Ò¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ: 1) ¢Ò¡μ· ´ Î ²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö, 2) ³¥Éμ¤
·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ¤²Ö ¤ ´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·  (´ ¨¡μ²¥¥ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´Ò³
³¥Éμ¤μ³ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨¥ ¨É¥· Í¨μ´´Ò¥ ¸Ì¥³Ò), 3)  ²£μ·¨É³ ¤¢¨¦¥´¨Ö
¶μ ¶ · ³¥É·Ê.

�É³¥É¨³ §¤¥¸Ó, ÎÉμ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ  ²£μ·¨É³Ò, μ¡Ñ¥¤¨´ÖÕÐ¨¥ ¢ ¥¤¨´μ° ¨É¥-
· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³¥ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¨§ Ê± § ´´ÒÌ ±μ³¶μ´¥´É. Š É ±¨³ ¸Ì¥³ ³
³μ¦´μ μÉ´¥¸É¨, ´ ¶·¨³¥·, ³¥Éμ¤ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¶ · ³¥É·  (¸³. [35] ¨ Í¨É¨·Ê¥³ÊÕ
²¨É¥· ÉÊ·Ê).

� Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¸É·μ¨É¸Ö μ¡ÒÎ´μ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ Î¨¸²¥´´ÒÌ
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ´  ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì Ï £ Ì. �·μ¸É¥°Ï¨³, ´ ¨¡μ²¥¥ · ¸-
¶·μ¸É· ´¥´´Ò³ ¨ ¢μ ³´μ£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¢¶μ²´¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ¢ ·¨ ´Éμ³ ¸Ì¥³Ò
¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö É ± Ö μ·£ ´¨§ Í¨Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ¶·¨ ±μÉμ·μ° ·¥Ï¥´¨¥ ¸
¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥£μ Ï £  ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ± ± ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¤²Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ
§´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É· . „²Ö Éμ£μ ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¡μ²¥¥ ¢Ò¸μ±ÊÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
¨ ¡Ò¸É·ÊÕ ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨°, ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¸É·μ-
¨É¸Ö ¶μ ·¥§Ê²ÓÉ É ³, · ¸¸Î¨É ´´Ò³ ¤²Ö 2Ä3 ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É· .
’ ±, ¤²Ö ´ Î ²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö Î ¸Éμ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¸Ì¥³  Ô°²¥·μ¢¸±μ£μ
É¨¶ :

ϕ(0)(αi+1) = ϕ(αi) + (αi+1 − αi)
ϕ(αi) − ϕ(αi−1)

αi − αi−1
. (54)

‡¤¥¸Ó αi Å Ô²¥³¥´É ¢¥±Éμ·  ¶ · ³¥É·μ¢ a ´  i-³ Ï £¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö. �·¨
¶μ¸É·μ¥´¨¨ ´ Î ²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ´  ¸É ·Éμ¢μ° ÉμÎ±¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²-
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¦¥´¨Ö (i = 0) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¨§¢¥¸É´Ò° ¤²Ö ± ±¨Ì-²¨¡μ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ §´ Î¥-
´¨° ¶ · ³¥É·μ¢  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨° ¢¨¤ ·¥Ï¥´¨Ö ²¨¡μ ± Î¥¸É¢¥´´ Ö ¨´Ëμ·³ Í¨Ö
μ ¥£μ Ëμ·³¥, ±μÉμ· Ö ¨³¥¥É¸Ö ¢ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î. ‚ · ³-
± Ì μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ��Œ� ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  ·¥Ï ¥É¸Ö ´ 
μ¸´μ¢¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ËÊ´±Í¨¨ ϕ(t, z(t)) ¢ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´μ° § ¤ Î¥ (6) ¢ ¢¨¤¥
¸Ê³³Ò (11):

ϕ(t, z(t)) = ϕ0(z(t)) + g(t)[ϕ(z(t)) − ϕ0(z(t))],

£¤¥ μ¶¥· Éμ· ϕ′
0(z) ²¥£±μ μ¡· É¨³; ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ϕ0(z) = 0 ²¥£±μ ´ °É¨

·¥Ï¥´¨¥,   ËÊ´±Í¨Ö ¢±²ÕÎ¥´¨Ö g(t) É ± Ö, ÎÉμ g(0) = 0, g(∞) = 1.
Œ¥Éμ¤Ò ¢Ò¡μ·  Ï £  ¤¢¨¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¸¶¥Í¨Ë¨±μ°

±μ´±·¥É´ÒÌ § ¤ Î ¨ Í¥²¥° ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö. �¤´¨³ ¨§ ±·¨É¥·¨¥¢ ¢Ò¡μ·  Ö¢²Ö-
¥É¸Ö Ê¸Éμ°Î¨¢ Ö ¸Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨°. …¸²¨ Ï £ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê
¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ², Éμ, ± ± ¶μ± §Ò¢ ÕÉ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ μÍ¥´±¨,
´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¡Ê¤¥É ´ Ìμ¤¨ÉÓ¸Ö ¢ μ¡² ¸É¨ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ´ÓÕÉμ´μ¢-
¸±¨Ì ¨É¥· Í¨°. ‚ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ³¥·¥ Ê¢¥²¨Î¨ÉÓ Ï £ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê
¨ É¥³ ¸ ³Ò³ Ê¸±μ·¨ÉÓ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ³μ¦´μ §  ¸Î¥É ¢Ò¡μ·  ¨É¥· -
Í¨μ´´μ£μ ¶ · ³¥É·  τk ¢ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³¥.

‚μ§³μ¦´ Ö ´¥¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° ¨ ´ ²¨Î¨¥ ¡¨ËÊ·± Í¨° É·¥¡ÊÕÉ
· §· ¡μÉ±¨ ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö.

’ ±, μ¤´μ° ¨§ ¶·μ¡²¥³ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ·¥Ï¥´¨°
´¥²¨´¥°´ÒÌ § ¤ Î, ¸¢Ö§ ´´μ° ¸ ´¥¥¤¨´¸É¢¥´´μ¸ÉÓÕ ·¥Ï¥´¨Ö, Ö¢²Ö¥É¸Ö μ·£ ´¨-
§ Í¨Ö ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¢ ÉμÎ± Ì ¶μ¢μ·μÉ , £¤¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶μ³¥´ÖÉÓ
´ ¶· ¢²¥´¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¸ ¢ÒÌμ¤μ³ ´  ´μ¢ÊÕ, ´¥¨§¢¥¸É´ÊÕ ¢¥É¢Ó
·¥Ï¥´¨° (·¨¸. 2, a).

�¨¸. 2. a) �·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê Î¥·¥§ ÉμÎ±Ê ¶μ¢μ·μÉ ; ¡) Î¨¸²¥´´μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥
´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¤¢ÊÌ ¶ · ³¥É·μ¢ (α, β)

�²£μ·¨É³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö, ±μÉμ·Ò° ¶·¥¤¸É ¢²¥´ §¤¥¸Ó, ¶μ§¢μ²Ö¥É ·¥Ï¨ÉÓ
ÔÉÊ ¶·μ¡²¥³Ê. ˆ¤¥Ö ¶·¥¤² £ ¥³μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³.
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�·¨ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¨ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê α ·¥Ï¥´¨Ö z ¸É Í¨μ´ ·´μ° £· ´¨Î´μ°
§ ¤ Î¨

ϕ(z, α) = 0 (55)

(§¤¥¸Ó ϕ Å ´¥²¨´¥°´Ò° μ¶¥· Éμ·; α Å Ô²¥³¥´É ¢¥±Éμ·  ¶ · ³¥É·μ¢ a, ¶μ
±μÉμ·μ³Ê ¢¥¤¥É¸Ö ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥; μ¸É ²Ó´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ¢¥±Éμ·  a Ë¨±¸¨·μ¢ ´Ò)
μ¡ÒÎ´μ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ´μ·³  ¨²¨ ± ± Ö-²¨¡μ ¤·Ê£ Ö ¸± ²Ö·´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨± 
·¥Ï¥´¨Ö S(z) (É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö ®¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ Ö ³¥· ¯) ¨ ¸É·μ¨É¸Ö ¥¥ § -
¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ ¶ · ³¥É·  S(α). Š ± ¶· ¢¨²μ, ¢ ± Î¥¸É¢¥ É ±μ° ¸± ²Ö·´μ°
Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ ¶·¨³¥´ÖÕÉ¸Ö ¢¥²¨Î¨´Ò, ¨³¥ÕÐ¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² ¢ · ¸-
¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ.

‚ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ° ¢ · ¡μÉ¥ [36] ¸Ì¥³¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ÉμÉ Ë ±É,
ÎÉμ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö dα/dS(z) ¢ ÉμÎ±¥ ¶μ¢μ·μÉ  · ¢´  ´Ê²Õ. —¨¸²¥´´μ  ¶¶·μ±-
¸¨³¨·ÊÖ §´ Î¥´¨¥ ÔÉμ° ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ¨ ¶·μ¢¥·ÖÖ ´  ± ¦¤μ³ Ï £¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê
¢Ò¶μ²´¥´¨¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö

|Δαi|
ΔSi

< ε, (56)

£¤¥ ε > 0 Å § · ´¥¥ § ¤ ´´μ¥ ³ ²μ¥ Î¨¸²μ; Δαi = αi − αi−1 Å Ï £ ¶μ ¶ -
· ³¥É·Ê,   ΔSi = |S(z(αi)) − S(z(αi−1))|, ³μ¦´μ ¸ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ
Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ÉμÎ±¨ ¶μ¢μ·μÉ , ¢ ±μÉμ·μ° ¤¢¨¦¥´¨¥ ¢¤μ²Ó ¡¨ËÊ·± -
Í¨μ´´μ° ±·¨¢μ° ¤μ²¦´μ ¶μ³¥´ÖÉÓ ´ ¶· ¢²¥´¨¥. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¶·¨ ¢Ò¶μ²-
´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨Ö (56) ¸²¥¤Ê¥É ¶μ³¥´ÖÉÓ §´ ± Ï £  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê.
�·¨ ÔÉμ³ ¶μ¸É·μ¥´¨¥ ´ Î ²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ (54) c ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ´¨¥³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¤²Ö ¤¢ÊÌ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É· ,
¨¸±²ÕÎ ¥É ¢μ§¢· É ´  ¢¥É±Ê ¸ Ê¦¥ ¨§¢¥¸É´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨.

˜ £ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥

Δαi+1 = Δαi
ΔSi−1

ΔSi
, (57)

±μÉμ· Ö μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¥£μ Ê³¥´ÓÏ¥´¨¥ ¢¡²¨§¨ ÉμÎ±¨ ¶μ¢μ·μÉ  (£¤¥ ·¥Ï¥´¨¥
³¥´Ö¥É¸Ö ¡Ò¸É·μ) ¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥ ´  ®¶μ²μ£μ³¯ ÊÎ ¸É±¥ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´μ° ±·¨-
¢μ°. �·¨ ÔÉμ³ ´ Î ²Ó´Ò° (i = 0) Ï £ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ
³ ²Ò³, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÉÓ Ê¸Éμ°Î¨¢ÊÕ ¨ ¡Ò¸É·ÊÕ (§  3Ä5 ¨É¥· Í¨°) ¸Ìμ-
¤¨³μ¸ÉÓ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò. �É³¥É¨³ §¤¥¸Ó, ÎÉμ ¶·¨ ¤¢¨¦¥-
´¨¨ ´  ®¶μ²μ£¨Ì¯ ÊÎ ¸É± Ì ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´μ° ±·¨¢μ° ÔËË¥±É¨¢´Ò³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
®±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥¯ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨¥ ¨É¥· Í¨¨, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ´  ÊÎ ¸É± Ì ¢¡²¨§¨
ÉμÎ¥± ¶μ¢μ·μÉ  ´¥μ¡Ìμ¤¨³ ¶¥·¥Ìμ¤ ± ¨É¥· Í¨Ö³ ´  μ¸´μ¢¥ ��Œ�, ÎÉμ μ¡¥¸-
¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¶ÊÉ¥³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ¢Ò¡μ·  ¨É¥· Í¨μ´´μ£μ ¶ · ³¥É·  τ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¢Ò-
Ìμ¤  ´  ´μ¢Ò¥ ¢¥É¢¨ ·¥Ï¥´¨° ¢ ÉμÎ± Ì ¶μ¢μ·μÉ , ¸μÌ· ´ÖÖ ¶·¨ ÔÉμ³ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê
³ É·¨ÍÒ,  ¶¶·μ±¸¨³¨·ÊÕÐ¥° μ¶¥· Éμ· ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ”·¥Ï¥, ¨ ´¥ Ê¸²μ¦´ÖÖ,
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¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¤·Ê£¨Ì ¨§¢¥¸É´ÒÌ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ ·¥Í¥¶Éμ¢ [32,33], ´ÓÕÉμ´μ¢¸±ÊÕ
¨É¥· Í¨μ´´ÊÕ ¸Ì¥³Ê.

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶·¥¤²μ¦¥´´Ò°  ²£μ·¨É³ ¢Ò¡μ·  Ï £  ¶μ ¶ · ³¥É·Ê
¶μ§¢μ²Ö¥É ·¥£Ê²¨·μ¢ ÉÓ ¥£μ ¢¥²¨Î¨´Ê, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ Ö É¥³ ¸ ³Ò³ ¡Ò¸É·ÊÕ ¸Ìμ-
¤¨³μ¸ÉÓ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨° ¨ ¢Ò¸μ±ÊÕ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê.

‚ [37] ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ¥Ð¥ μ¤´  ¸Ì¥³  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö Å ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´ Ö
¸Ì¥³  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¸ μ¤´μ¢·¥³¥´´Ò³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³ ¤·Ê£μ£μ ¶ -
· ³¥É· , ¶·¥¤´ §´ Î¥´´ Ö ¤²Ö μ·£ ´¨§ Í¨¨ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ´  ¶²μ¸-
±μ¸É¨ ¤¢ÊÌ ¶ · ³¥É·μ¢, μ¤¨´ ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ´¥¨§¢¥¸É¥´ (¸³. ·¨¸. 2, ¡). ‘Ì¥³ 
μ¡Ñ¥¤¨´Ö¥É ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ÊÕ ¢ÒÏ¥ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¸ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨³¨
¨É¥· Í¨Ö³¨ ¤²Ö ´¥²¨´¥°´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö

F (z, α, β) ≡
{

ϕ(z, α, β)
Γ(z, α, β)

}
= 0, (58)

£¤¥ β Å ´¥¨§¢¥¸É´Ò° Ô²¥³¥´É ¢¥±Éμ·  ¶ · ³¥É·μ¢ a, ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¢¥¤¥É¸Ö ¶μ
¶ · ³¥É·Ê α, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± μ¸É ²Ó´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ¢¥±Éμ·  a Ë¨±¸¨·μ¢ ´Ò. „μ-
¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ Γ Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ¸ ÊÎ¥Éμ³ μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ±μ´±·¥É´μ°
§ ¤ Î¨, ´ ¶·¨³¥·, ´  μ¸´μ¢¥ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  [15], ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³
¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° ´   ¸¨³¶ÉμÉ¨±¥ [38], ¸ ÊÎ¥Éμ³ É· ´¸-
²ÖÍ¨μ´´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° [37].

�μ¸²¥ ¶¥·¥Ìμ¤  ± Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ ¨ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥° ¤¨¸±·¥É¨-
§ Í¨¨ ¶μ ´¥¶·¥·Ò¢´μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê t ¶μ²ÊÎ ¥³ ¨É¥· Í¨μ´´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, ±μÉμ· Ö
´  ± ¦¤μ³ i-³ Ï £¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê α ¨³¥¥É ¢¨¤

zs+1 = zs + τsφs, βs+1 = βs + τsμs. (59)

‡¤¥¸Ó s Å ´μ³¥· ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨¨; τs (0 < τs � 1) Å ¨É¥· Í¨μ´´Ò°
¶ · ³¥É· ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¸Ì¥³Ò, φs μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ± ²¨´¥°´ Ö ±μ³¡¨´ Í¨Ö:

φs = φ(1)
s + μsφ

(2)
s ,

£¤¥
φ(1)

s = −[∂ϕ/∂z]−1
s ϕ(zs, αi, βs), φ(2)

s = −[∂ϕ/∂z]−1
s ∂ϕ/∂β, (60)

  ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¶μ¶· ¢±  μs ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥

μs =
−Γ(zs, αi, βs) − [∂Γ/∂z]sφ

(1)
s

[∂Γ/∂z]sφ
(2)
s + [∂Γ/∂β]s

.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´μ° ³¥·Ò ¶·¨ Î¨¸²¥´´μ³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¨ ¢Ò¸ÉÊ¶ ¥É
§´ Î¥´¨¥ ¶ · ³¥É·  β. „¢¨¦¥´¨¥ Î¥·¥§ ÉμÎ±¨ ¶μ¢μ·μÉ  μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¶μ
μ¶¨¸ ´´μ³Ê ¢ÒÏ¥  ²£μ·¨É³Ê. � Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¨ Ï £ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê
¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ Ëμ·³Ê² ³ (54) ¨ (57).
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1.4.2. Œ¥Éμ¤ ²¨´¥ ·¨§ Í¨¨ ¢ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ·¥¦¨³μ¢ ´¥²¨-
´¥°´ÒÌ ¸¨¸É¥³. ‚ [39] ¤ ´  ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨ μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ
±·¨¢ÒÌ ¤²Ö · ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° Ï¨·μ±μ£μ ±² ¸¸  ´¥²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¸ μ¶¥· Éμ·μ³, § ¢¨¸ÖÐ¨³ μÉ ´¥±μÉμ·μ£μ ³´μ¦¥¸É¢  ¶ · ³¥É·μ¢. �Ê¸ÉÓ T Å
¨´É¥·¢ ² ´  ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° ¶μ²Ê¶·Ö³μ° [0,∞). � ¸¸³μÉ·¨³ Î ¸É´Ò° ¢¨¤ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (1):

u̇ + G(u, p) = 0. (61)

�¥ ²Ó´ Ö ¨²¨ ±μ³¶²¥±¸´μ§´ Î´ Ö ¢¥±Éμ·-ËÊ´±Í¨Ö u(t) (· §³¥·´μ¸É¨ M � 1)
μ¶·¥¤¥²¥´  ´  T ¸μ §´ Î¥´¨Ö³¨ ¢ ¡ ´ Ìμ¢μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ B ¸ ´μ·³μ° ‖.‖B.
—¥·¥§ G μ¡μ§´ Î¥´ ´¥²¨´¥°´Ò° μ¶¥· Éμ·, ±μÉμ·Ò° μ¶·¥¤¥²¥´ ´  ´¥±μÉμ·μ³
³´μ¦¥¸É¢¥ D ⊂ B ¨ § ¢¨¸¨É É ±¦¥ μÉ K-¢¥±Éμ·  p ∈ P ⊂ R

K Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨.

Œ´μ£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°, Ê· ¢´¥´¨Ö ±μÉμ·ÒÌ ¸¢μ-
¤ÖÉ¸Ö ± ¢¨¤Ê (61), ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ · ¡μÉ Ì [22Ä25, 27]. ‚ ¢¨¤¥
(61) ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´Ò Ê· ¢´¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°, · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ
¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉ¥.

�·¥¤¶μ²μ¦¨³, ÎÉμ ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨ P ∈ R
K ¨§³¥´¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢

Ê· ¢´¥´¨¥ (61) ¨³¥¥É · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ us(p), É ±μ¥, ÎÉμ

G(us, p) = 0, (62)

¶·¨ ÔÉμ³ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ us(p) μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö £² ¤±μ° ËÊ´±Í¨¥°. Š
· ¢´μ¢¥¸´Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸É É¨Î¥¸±¨¥, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò¥, ´ -
¶·¨³¥·, ¤¨¸¸¨¶ Í¨¥° ¢ ³μ¤¥²¨ [25], ·¥Ï¥´¨Ö Ï¨·μ±μ£μ ±² ¸¸  § ¤ Î ¢  ¢Éμ-
³μ¤¥²Ó´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ [40, 41], ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö c μ¸Í¨²²¨·ÊÕ-
Ð¥° ¢μ ¢·¥³¥´¨ Ë §μ° ¨ ¸É É¨Î¥¸±μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° [24] ¨ ·Ö¤ ¤·Ê£¨Ì.

ˆ¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ²μ± ²Ó´μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ · ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ ³ ²ÒÌ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶·¨¢μ¤¨É ± § ¤ Î¥ ´ 
¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö:

A(p)ψ = κ ψ, (63)

¸ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¨³ Ê¸²μ¢¨¥³ ´μ·³¨·μ¢±¨

N [ψ] = 0. (64)

‡¤¥¸Ó ²¨´¥°´Ò° μ¶¥· Éμ· A ≡ G ′
u ¥¸ÉÓ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ”·¥Ï¥ ´¥²¨´¥°´μ£μ

μ¶¥· Éμ·  G(u) ¢ ÉμÎ±¥ us ∈ D,   N [ψ] Å § ¤ ´´Ò° ¤¨ËË¥·¥´Í¨·Ê¥³Ò° ¶μ
”·¥Ï¥ ËÊ´±Í¨μ´ ². 	Ê¤¥³ ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ, ÎÉμ ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨ P ¶·μ-
¸É· ´¸É¢  ¶ · ³¥É·μ¢ ¸¶¥±É· μ¶¥· Éμ·  A(p) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¨¸±·¥É´Ò³. �Ê¸ÉÓ
λ(p) = min Reκi(p). ’μ£¤  Ê¸²μ¢¨¥ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ · ¢´μ¢¥¸´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö
us(p) ¨³¥¥É ¢¨¤ λ(p) > 0. �·¨ λ(p) < 0 · ¢´μ¢¥¸´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³. “· ¢´¥´¨¥

λ(p) = 0 (65)

μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¶ · ³¥É·μ¢ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ ¡¨ËÊ·± Í¨° ·¥Ï¥´¨Ö us.
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„²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ÉμÎ¥± ¡¨ËÊ·± Í¨° ¸¨¸É¥³ , ¸μ¸ÉμÖÐ Ö ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö
· ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° (62), Ê· ¢´¥´¨Ö ²¨´¥°´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ -
Î¥´¨Ö (63) ¨ Ê¸²μ¢¨Ö ´μ·³¨·μ¢±¨ (64), · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ± ± ¥¤¨´μ¥ ´¥²¨-
´¥°´μ¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ËÊ´±Í¨° u(p), ψ(p) ¨ μ¤´μ£μ ¨§ K
¶ · ³¥É·μ¢ p, ±μÉμ·Ò° ¡Ê¤¥³ μ¡μ§´ Î ÉÓ Î¥·¥§ ξ, ¢Ò¡¨· Ö ¡¥§ μ£· ´¨Î¥´¨Ö
μ¡Ð´μ¸É¨ ξ ≡ p1. �¸É ²Ó´Ò¥ K − 1 ¶ · ³¥É·μ¢ ¶·¥¤¶μ² £ ÕÉ¸Ö ¨§¢¥¸É´Ò³¨.
‘μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ²¨´¥°´μ° § ¤ Î¨ (63) É ±¦¥ ¸Î¨É ¥É¸Ö Ë¨±¸¨·μ¢ ´-
´Ò³ (´ ¶·¨³¥·, · ¢´Ò³ ´Ê²Õ). ’¥³ ¸ ³Ò³ Ê± § ´´ Ö ¸¨¸É¥³  ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢
μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¶ · ³¥É·  ξ.

„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö
´¥¶·¥·Ò¢´Ò°  ´ ²μ£ ³¥Éμ¤  �ÓÕÉμ´ . �  ± ¦¤μ³ Ï £¥ ¨É¥· Í¨μ´´μ£μ ¶·μ-
Í¥¸¸  ·¥Ï ÕÉ¸Ö ¤¢¥ ¶ ·Ò ²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¤²Ö ¶·¨· Ð¥´¨° (U1, U2) ¨
(Ψ1, Ψ2) ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°:

A (ξ)U1 = −G(u, ξ),

A (ξ)U2 = −G ′
ξ(u, ξ);

(66)

[A(ξ) − λ I] Ψ1 = −A ′
u(ξ)ψ U1 − [A(ξ) − λ I] ψ,

[A(ξ) − λ I] Ψ2 = −A ′
u(ξ)ψ U2 − A ′

ξ(ξ).
(67)

�μ¶· ¢±  P ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¨§ Ê· ¢´¥´¨Ö

P = − (N ′[ψ] Ψ2)
−1 (N [ψ] + N ′[ψ] Ψ1) , (68)

¢ÒÉ¥± ÕÐ¥£μ ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö ´μ·³¨·μ¢±¨ (64). …¸²¨ (uk, ψk, ξk) ¥¸ÉÓ ¶·¨¡²¨¦¥´-
´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ´  k-° ¨É¥· Í¨¨ (k = 0, 1, 2, . . .), Éμ μÎ¥·¥¤´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥-
´¨¥ (uk+1, ψk+1, ξk+1) ± ÉμÎ´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ
Ëμ·³Ê² ³

uk+1 = uk + τk

(
Uk

1 + P kUk
2

)
, (69a)

ψk+1 = ψk + τk

(
Ψk

1 + P kΨk
2

)
, ξk+1 = ξk + τkP k. (69¡)

� ¡μ·  ²£μ·¨É³μ¢ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ Ï £  ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ¢ÒÏ¥
¢ 1.2.4.

‚ ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  Ê¤ ¥É¸Ö ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ (62) ¢
 ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³ ¢¨¤¥, ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ÔÉμ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ÉμÎ¥± ¡¨-
ËÊ·± Í¨° ¸¢μ¤¨É¸Ö ± μ¡· É´μ° § ¤ Î¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö Å É·¥¡Ê¥É¸Ö
´ °É¨ §´ Î¥´¨¥ ¶ · ³¥É·  ξ, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥ λ(ξ) = 0.
�¸´μ¢´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò ¤²Ö É ±¨Ì § ¤ Î
¨³¥ÕÉ ¢¨¤ (67), (68) ¨ (69¡).

‚μ ³´μ£¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ Ê· ¢´¥´¨Ö (66) ¨ (67) ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ±· ¥¢Ò¥
§ ¤ Î¨ ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± . „²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö É ±¨Ì § ¤ Î ¢ [39] · §· ¡μÉ ´  ¸¶² °´-±μ²²μ± Í¨μ´´ Ö · §´μ¸É´ Ö
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¸Ì¥³  ¶μ¢ÒÏ¥´´μ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨. ‘Ì¥³  μÉ²¨Î ¥É¸Ö ¶·μ¸ÉμÉμ° ·¥ ²¨§ -
Í¨¨ ´  · ¢´μ³¥·´ÒÌ ¨ ´¥· ¢´μ³¥·´ÒÌ ¸¥É± Ì ¨ ¤μ¶Ê¸± ¥É ¶·μ¸Éμ¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥
´  § ¤ Î¨ ¸ · §·Ò¢ ³¨ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ. �·¨¢¥¤¥´ ÔËË¥±É¨¢´Ò° Ô±μ´μ³¨Î´Ò°
³¥Éμ¤ ·¥Ï¥´¨Ö ¢μ§´¨± ÕÐ¥°  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¡²μÎ´μ-¤¨ £μ´ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³Ò
Ê· ¢´¥´¨°. ‚μ§³μ¦´μ¸É¨ ¸Ì¥³Ò ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ´  ±μ´±·¥É´ÒÌ É¥¸Éμ¢ÒÌ
¶·¨³¥· Ì.

1.5. �·μ¡²¥³´μ-μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³. ‚ É ¡². 1 ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´Ò ±μ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³, · §· ¡μÉ ´´Ò¥ ¤²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö
·Ö¤  § ¤ Î. �·μ£· ³³´Ò¥ ¶·μ¤Ê±ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ´ Ï²¨ Ï¨·μ±μ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥,
¶¥·¥¤ ´Ò ¢ ¡¨¡²¨μÉ¥±Ê JINRLIB ¤²Ö ¸¢μ¡μ¤´μ£μ ¤μ¸ÉÊ¶  Î¥·¥§ ˆ´É¥·´¥É (¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´ §¢ ´¨Ö ¢Ò¤¥²¥´Ò ¦¨·´Ò³ Ï·¨ËÉμ³).

	μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ÒÌ ¢ É ¡². 1 ¶·μ£· ³³ ¶μ¸É·μ¥´μ ´  μ¸´μ¢¥
· §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ ´Éμ¢ ³¥Éμ¤  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¢ ¸μÎ¥É ´¨¨ ¸ ¨É¥-
· Í¨Ö³¨ ´  μ¸´μ¢¥ ��Œ� ¨ ¥£μ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö.

1.5.1. Šμ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö
´  μ¸´μ¢¥ ��Œ�.

1. SLIP1 [42] Å ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö 2-£μ ¶μ·Ö¤±  ¸ £· -
´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨, ´¥²¨´¥°´μ § ¢¨¸ÖÐ¨³¨ μÉ ¸¶¥±É· ²Ó´μ£μ ¶ · ³¥É· , ¸
±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¥° O(h2)
(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/slip/#slip1).

2. SLIPH4 [43] Å · §¢¨É¨¥ ¶ ±¥É  SLIP1 ¸ É·¥ÌÉμÎ¥Î´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¥°
§ ¤ Î¨ O(h4) (http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/slip/#sliph4). �·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨
´ Î ²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨° ± ·¥Ï¥´¨Õ ¢ [43] · §· ¡μÉ ´  ²£μ·¨É³, μ¸´μ¢ ´´Ò°
´  ³¥Éμ¤¥ �ÓÕÉμ´  ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ±μ·´¥° ¶μ²¨´μ³  ¸ ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ Ê¦¥
´ °¤¥´´ÒÌ ±μ·´¥° ¨  ²£μ·¨É³¥ ¢¸É·¥Î´μ° ¶·μ£μ´±¨ ¤²Ö ¶μ¢ÒÏ¥´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸É¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°.

3. SLIPS2 [44] Å ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¤¢ÊÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° 2-£μ ¶μ·Ö¤± 
(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/slip/#slips2).

4. SNIDE [45] Å ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö
(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/snide).

5. SYSINT (SYSINTM) [46] Å ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨
´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/sysint). ‚ ¶·μ£· ³³¥ SYSINTM ·¥ ²¨§μ¢ ´
¨É¥· Í¨μ´´Ò° ¶·μÍ¥¸¸, ¢ ±μÉμ·μ³ μ¡· Ð¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·  ¶·μ¨§¢μ¤´μ° ´¥²¨-
´¥°´μ° ËÊ´±Í¨¨ § ³¥´Ö¥É¸Ö ´  ± ¦¤μ° ¨É¥· Í¨¨ ´  ¤¢  Ê³´μ¦¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ
μ¶¥· Éμ·μ¢. Œμ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò°  ²£μ·¨É³ ¡μ²¥¥ ÔËË¥±É¨¢¥´ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ-
¢ ´¨¨ ¢¥±Éμ·´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ·μ¢.

6. CANM [47] Å ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³ ´¥²¨´¥°´ÒÌ
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ��Œ�.
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’ ¡²¨Í  1. Šμ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³ ¤²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ ³μ¤¥²¥°
³¨±·μ¶·μÍ¥¸¸μ¢, μ¶¨¸Ò¢ ¥³ÒÌ ¢μ²´μ¢Ò³¨ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨

Šμ³¶²¥±¸ (¶·μ£· ³³ ) ‡ ¤ Î  (³μ¤¥²Ó) �·£ ´¨§ Í¨Ö

TERM
MATR
TERM, MATR
SLIP1, SLIPH4
SLIPS2, SYSTEM
ITER, BAAP
BSMADM
SYSTEMQ

�¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢
±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨, · ¸Î¥É
Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ¨ ¢μ²-
´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ³¥§μ³μ²¥±Ê²,
³¥§μ³μ²¥±Ê²Ö·´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸μ¢,
±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°,
· ¸¸¥Ö´¨Ö ´  ³¥§μ Éμ³ Ì

ƒ�–Šˆ, Œμ¸±¢ 
�ˆˆ”, ‘�¡ƒ“
ˆ”‚�, �·μÉ¢¨´μ
�ˆŸˆ, „Ê¡´ 

SLIPH4 P ¸Î¥É Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨  ´É¨-
¶·μÉμ´´μ° ³μ²¥±Ê²Ò p̄He+

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 

CONTINÄNLIN
CONTINÄNLINÄMOD
PROGS2H4

H¥²¨´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
˜·¥¤¨´£¥· 

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
“´-É Š¥°¶É Ê´ , 
��

GAPÄEV
‘Œ�’PROG

“¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ Ð¥²¥¢ÒÌ
¸μ²¨Éμ´μ¢

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
“´-É Š¥°¶É Ê´ , 
��

OSCILLON
PROGON4

O¸Í¨²²μ´Ò ¢ ³μ¤¥²¨ ´¥²¨´¥°-
´μ£μ Ë · ¤¥¥¢¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸ 

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
“´-É Š¥°¶É Ê´ , 
��

POLARON
SLIPS2
SNIDE, SLIPH4

� ¸Î¥É Ì · ±É¥·¨¸É¨± μ¶É¨Î¥-
¸±μ° ³μ¤¥²¨ ¶μ²Ö·μ´  [4]

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
ˆŒ�	 ���, �ÊÐ¨´μ

DEUTERON
MATPROG, SLIP1

K¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢ Ö ³μ¤¥²Ó
¡¨´Ê±²μ´ 

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
ˆŒ�	 ���, �ÊÐ¨´μ

QUARKONIUM
SYSINT,
SLIPS2

Mμ¤¥²Ó ±¢ ·±μ´¨Ö ´  μ¸´μ¢¥
Ê· ¢´¥´¨° ˜¢¨´£¥· Ä„ °¸μ´ 
¨ 	¥É¥Ä‘μ²¶¨É¥·  [4]

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 

RELÄSCHR
SLIPH4, SYSINT

�¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸± Ö ³μ¤¥²Ó
±¢ ·±μ´¨Ö

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 

HEAÄCRS
HEAÄTOTAL

� ¸Î¥É Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ö¤¥·´ÒÌ
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨° ¢ · ³± Ì ‚��

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
ˆ��, ‘¢¥·±, �μ²ÓÏ 
�–ˆ��, Š ¨·, …£¨¶¥É

DIRAC � ¸Î¥É Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ô²¥±-
É·μ´´μ£μ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö

�ˆŸˆ, „Ê¡´ 
ˆŸˆ��, ‘μË¨Ö, 	μ²£ ·¨Ö
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„²Ö ± ¦¤μ£μ ¶ ±¥É  ¤ ¥É¸Ö μ¶¨¸ ´¨¥ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³,
¶ · ³¥É·μ¢ ¶μ¤¶·μ£· ³³, μ¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ ¶·μ£· ³³´μ° ·¥ ²¨§ Í¨¨
¨ ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö ¶·¨³¥·Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ¶ ±¥Éμ¢ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì § ¤ Î.

1.5.2. Šμ³¶²¥±¸Ò ¶·μ£· ³³ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ´¥²¨´¥°´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ³¨±·μ-
¶·μÍ¥¸¸μ¢. ‚ ¸μ¸É ¢ ±μ³¶²¥±¸μ¢ POLARON, DEUTERON, QUARKONIUM,
RELÄSCHR ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¢Ìμ¤ÖÉ Ê¦¥ Ê¶μ-
³Ö´ÊÉÒ¥ ¶·μ£· ³³Ò SLIP1, SLIPH4 ¨ SYSINT, ·¥ ²¨§ÊÕÐ¨¥ ��Œ� ¤²Ö
· §²¨Î´ÒÌ § ¤ Î ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö. ‚ ±μ³¶²¥±¸ Ì CONTINÄNLIN
(http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/contin-nlin) ¨ OSCILLON ·¥ ²¨§μ¢ ´  ¶·μ-
Í¥¤Ê·  ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê Î¥·¥§ ÉμÎ±¨ ¶μ¢μ·μÉ . Šμ³¶²¥±¸ CONTINÄ
NLINÄMOD ¸μ¸É ¢²¥´ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ° ¸Ì¥³Ò ¶·μ¤μ²-
¦¥´¨Ö ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¤¢ÊÌ ¶ · ³¥É·μ¢.

Šμ³¶²¥±¸ GAPÄEV ¶·¥¤´ §´ Î¥´ ¤²Ö ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¸μ¡-
¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤± 
¢ ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ.

�·μ£· ³³Ò PROGS2H4 (http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/progs2h4),
PROGON4 (http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/progon4) ¨ MATPROG
(CMATPROG) (http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/matprog) · §· ¡μÉ ´Ò ¤²Ö
Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ § ¤ Î ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· -
Í¨μ´´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ±. �μ¤μ¡´Ò¥ § ¤ Î¨ ¸ ³¨ ³μ£ÊÉ ¢Ò¸ÉÊ¶ ÉÓ μ¡Ñ¥±Éμ³ ¨¸¸²¥-
¤μ¢ ´¨Ö ¢ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ. Š·μ³¥ Éμ£μ, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ¨Ì ·¥Ï¥´¨Ö ¢μ§-
´¨± ¥É, ´ ¶·¨³¥·, ¢ · ³± Ì ´¥Ö¢´ÒÌ ¸Ì¥³ ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê· ¢´¥´¨° ¢ Î ¸É´ÒÌ
¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ. �·μ£· ³³Ò PROGON4 ¨ PROGS2H4 [48] ¶·¥¤´ §´ Î¥´Ò ¤²Ö
·¥Ï¥´¨Ö, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, μ¤´μ£μ ¨ ¤¢ÊÌ μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
Ê· ¢´¥´¨° ¸ ±· ¥¢Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ É·¥ÉÓ¥£μ ·μ¤ . ‚ μ¡¥¨Ì ¶·μ£· ³³ Ì ¨¸¶μ²Ó-
§Ê¥É¸Ö ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´ Ö ´Ê³¥·μ¢¸± Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± .
�·μ£· ³³Ò MATPROG ¨ CMATPROG ·¥ ²¨§ÊÕÉ ³¥Éμ¤ ³ É·¨Î´μ° ¶·μ£μ´±¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ ¤²Ö ¸²ÊÎ ¥¢ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ ¨ ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ.

Šμ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ HEA (http://www.jinr.ru/programs/jinrlib/hea), ¢±²ÕÎ -
ÕÐ¨° ¶·μ£· ³³Ò HEAÄCRS ¨ HEAÄTOTAL, ¶·¥¤´ §´ Î¥´ ¤²Ö · ¸Î¥É  Ì -
· ±É¥·¨¸É¨± Ö¤·μ-Ö¤¥·´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ · ³± Ì ¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ
¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö.

Šμ³¶²¥±¸ DIRAC · §· ¡μÉ ´ ¤²Ö · ¸Î¥É  ¸¥Î¥´¨° Ê¶·Ê£μ£μ Ô²¥±É·μ´-
Ö¤¥·´μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ´  μ¸´μ¢¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° „¨· ±  ¸
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ É¥Ì´μ²μ£¨¨ Message Passing Interface (MPI) ¤²Ö μ·£ ´¨§ Í¨¨
· ¸Î¥Éμ¢ ¢ ¶ · ²²¥²Ó´μ³ ·¥¦¨³¥.

2. —ˆ‘‹…���… ˆ‘‘‹…„�‚��ˆ… Œ�’…Œ�’ˆ—…‘Šˆ• Œ�„…‹…‰

2.1. “·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ ³¥§μ³μ²¥±Ê² ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ § -
¤ Î¨ É·¥Ì Î ¸É¨Í. ‡ ¤ Î  É·¥Ì ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î ¸É¨Í ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ±² ¸¸¨-
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Î¥¸±ÊÕ ¶·μ¡²¥³Ê ¨ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³μ¤¥²¨ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢ · §²¨Î´ÒÌ μ¡² ¸ÉÖÌ: ³¥§μ± É ²¨§, § Ì¢ É  ´É¨¶·μÉμ´μ¢ ¢ ¸³¥¸¨
 Éμ³μ¢ £¥²¨Ö ¨ ³μ²¥±Ê² ¢μ¤μ·μ¤ , ¨μ´¨§ Í¨Ö  Éμ³μ¢ £¥²¨Ö ¡Ò¸É·Ò³¨ Ô²¥±-
É·μ´ ³¨ ¨ ¶·μÉμ´ ³¨, Ë· £³¥´É Í¨Ö Ö¤¥· ¨ É. ¤. ’¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò ¤²Ö
¨§ÊÎ¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢ É¥¸´μ ¸¢Ö§ ´Ò ¸ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´Ò³ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥³.
‚ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸ § ¤ ´´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨° ¨ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨°  Éμ³  £¥²¨Ö
¨ £¥²¨¥¶μ¤μ¡´ÒÌ  Éμ³μ¢, ¸¥Î¥´¨° ·¥ ±Í¨° ¨μ´¨§ Í¨¨ (e, 2e) ¨ (e, 3e)  Éμ³ 
£¥²¨Ö ¡Ò¸É·Ò³¨ Ô²¥±É·μ´ ³¨,   É ±¦¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ·¥ ±Í¨° ¶·μ¸Éμ£μ § -
Ì¢ É  ¶·μÉμ´  p+He → H+He+ ¨ § Ì¢ É  ¶·μÉμ´  ¸ ¨μ´¨§ Í¨¥°  Éμ³  £¥²¨Ö
p + He → H + He++ + e Ö¢²ÖÕÉ¸Ö  ±ÉÊ ²Ó´Ò³¨ § ¤ Î ³¨ ¤²Ö ¨´É¥·¶·¥É Í¨¨
´μ¢ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¢ μ¡² ¸É¨ ² §¥·´μ° ¨ Ô²¥±É·μ´´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° ¸¶¥±-
É·μ¸±μ¶¨¨ (�ˆ‘) ¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ°  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¥. � §· ¡μÉ±  Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¨
ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  § ¤ Î¨ É·¥Ì ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î ¸É¨Í Å
μ¤´  ¨§ ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ÒÌ ¶·μ¡²¥³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö Ï¨·μ-
±μ£μ ±² ¸¸  Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢.

„ ´´Ò° · §¤¥² ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¨§²μ¦¥´¨Õ  ²£μ·¨É³μ¢, · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ´  μ¸´μ-
¢¥ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ  ´ ²μ£  ³¥Éμ¤  �ÓÕÉμ´  ¨ ¥£μ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ ³μ-
¤¥²¥° ³¥§μ± É ²¨§ ,   É ±¦¥ £² ¢´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ É ³, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³ ¸ ¨Ì ¶μ³μÐÓÕ.

�¸´μ¢´Ò¥ ¨¤¥¨ ³¥§μ± É ²¨§  ¨§²μ¦¥´Ò ¢ μ¡§μ· Ì [49, 50]. ‚ ± Î¥¸É¢¥
μ¸´μ¢´μ° ³μ¤¥²¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ±¢ ´Éμ¢μ-³¥Ì ´¨Î¥¸± Ö ¶·μ¡²¥³  É·¥Ì É¥²,
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶μ § ±μ´Ê ŠÊ²μ´ . ‘ ¶μ³μÐÓÕ · ¸Î¥É  Ì · ±É¥·¨¸É¨±
ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¶ · ³¥É·Ò ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ³¥§μ± É ²¨§ , É ±¨e ± ± ¶ -
· ³¥É·Ò ¶¥·¥§ ·Ö¤±¨ ³¥§μ Éμ³μ¢, ¸±μ·μ¸É¨ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ³¥§μ³μ²¥±Ê² ¨ ¢¥-
·μÖÉ´μ¸ÉÓ ¶·¨²¨¶ ´¨Ö ³¥§μ´μ¢ ± £¥²¨Õ. �É³¥Î¥´μ, ÎÉμ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ Ö
³μ¤¥²Ó ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¸¥¡Ö ¢¸¥ μ¸´μ¢´Ò¥ § ¤ Î¨ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨: § ¤ ÎÊ
´  ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, § ¤ ÎÊ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨ μ¡· É´ÊÕ § ¤ ÎÊ ¢μ¸¸É ´μ¢²¥´¨Ö
¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ Ö¤¥·´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ
¤ ´´ÒÌ.

�¥·¢Ò³ ¶μ¤Ìμ¤μ³ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ ÔÉ¨Ì § ¤ Î ¡Ò²μ  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ [51], ¢ μ¸´μ¢¥ ±μÉμ·μ£μ ²¥¦¨É · §²μ¦¥´¨¥ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨
Ψ(r,R) ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò É·¥Ì É¥²:

(H − ε)Ψ(r,R) = 0,

¢ Ï¥¸É¨³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ (r,R) ¶μ ¶μ²´μ³Ê ´ ¡μ·Ê ·¥Ï¥´¨° § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ
Í¥´É·μ¢:

Ψ(r,R) =
∑

j

ΦJ
j (r;R)R−1χJ

j (R) +
∑

s

∫
ΦJ

s (r,R; k)R−1χJ
s (R, k)dk.

‡¤¥¸Ó R Å ¢¥±Éμ·, ¸μ¥¤¨´ÖÕÐ¨° Ö¤·  a ¨ b ³¥§μ³μ²¥±Ê²Ò (¨Ì ³ ¸¸Ò Ma ¨
Mb, Ma � Mb); r Å ¢¥±Éμ·, ¸μ¥¤¨´ÖÕÐ¨° ¸¥·¥¤¨´Ê μÉ·¥§±  R ¨ μ-³¥§μ´
(¸ ³ ¸¸μ° mμ).
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‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ³¥Éμ¤  Š ´Éμ·μ¢¨Î  ¤²Ö ·¥¤Ê±Í¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢
Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¶μ²ÊÎ¥´  ¡¥¸±μ´¥Î´ Ö ¸¨¸É¥³  μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¨´É¥£·μ-
¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° É¨¶  (1) ¶·¨ Γ = 0:(

d2

dR2
+ 2MεJv − UJ

ii(R)
)

χJ
i (R) =

=
∑
j �=i

UJ
ij(R)χJ

j (R) +
∑

s

∫
UJ

is(R, k)χJ
s (R, k)dk, (70)

£¤¥ M Å ¶·¨¢¥¤¥´´ Ö ³ ¸¸  ¸¨¸É¥³Ò ¢ ³¥§μ Éμ³´ÒÌ ¥¤¨´¨Í Ì; εJv Å Ô´¥·-
£¨Ö ¸¢Ö§¨ ¢¨¡· Í¨μ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö v ¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶μ²´Ò³ μ·¡¨É ²Ó´Ò³ ³μ³¥´-
Éμ³ J .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ¤ ´´μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ·¥ ²¨§μ¢ ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó-
´ÊÕ ¸Ì¥³Ê, ±μÉμ· Ö μ¤´μ¢·¥³¥´´μ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ²  ¡Ò ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ´¥-
μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Î¨¸²  Î²¥´μ¢ · §²μ¦¥´¨Ö, É. ¥.
Î¨¸²  Ê· ¢´¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (70), ¨ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ Î¨¸²¥´´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨.

‚ [52] ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ´ÓÕÉμ´μ¢¸± Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  ¢ ¸μÎ¥É ´¨¨ ¸
³¥Éμ¤μ³ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ Ê± § ´´Ò³ ¶ · ³¥É· ³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¶¥·¸¶¥±-
É¨¢´Ò° ¨ ´ ¨¡μ²¥¥ μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ± ·¥Ï¥´¨Õ ÔÉμ° ¶·μ¡²¥³Ò.

�¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¸¥¡Ö · §²μ¦¥´¨¥ ¢μ²´μ¢μ°
ËÊ´±Í¨¨ Ψ ¶μ ´ ¡μ·Ê ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢ ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¨ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É·μ¢. �ÉμÉ ´ ¡μ· ¨ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò UJ

ij(R)
´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö Î¨¸²¥´´μ. Šμ´É·μ²Ó §  ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ°
´  ± ¦¤μ³ ÔÉ ¶¥ ·¥ ²¨§ Í¨¨ ¨ ¢ ±μ³¶²¥±¸¥ ¸²μ¦´ÊÕ ¶·μ¡²¥³Ê.

„²Ö ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¶·μ¡²¥³  Î¨¸²¥´´μ£μ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö
¡ §¨¸   ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö § ¤ Î¨ É·¥Ì É¥². �μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨
¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢,  ²£μ·¨É³Ò ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¨ ´¥-
¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·μ¢ ¨ ³ É·¨Î´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ¶μ ´¨³ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ · ¡μÉ Ì
[53Ä56]. ‚ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ¸Ì¥³ Ì ·¥ ²¨§μ¢ ´  ±μ´Í¥¶Í¨Ö ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ
¶ · ³¥É· ³, ±μÉμ·Ò³¨ ¢ ¤ ´´μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ´¸É ´ÉÒ ¸¢Ö§¨ ¨ Î¨¸²μ
Î²¥´μ¢ ¢ · §²μ¦¥´¨ÖÌ ¤¢ÊÌÍ¥´É·μ¢ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶μ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ ¡ -
§¨¸ ³. ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¨ Ô´¥·-
£¨° (É¥·³μ¢) ¸¨¸É¥³Ò ¶·¨ R → 0 ¨ R → ∞ (R Å Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ¥ · ¸¸ÉμÖ´¨¥
³¥¦¤Ê ¤¢Ê³Ö Í¥´É· ³¨).

‘ ÊÎ¥Éμ³  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¨¸±μ³ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¸¨¸É¥³Ò (70) ¸Ëμ·³Ê-
²¨·μ¢ ´Ò £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¤¨¸±·¥É´μ£μ, ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¨ ¤¨¸±·¥É´μ-´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ (¢ § ¤ Î¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¸ § ±·ÒÉÒ³¨ ± ´ ² ³¨)
¸¶¥±É·μ¢, ´¥²¨´¥°´μ § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ Ô´¥·£¨¨.

—¨¸²¥´´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö § ¤ Î¨ ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò · ¤¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (70)
¢±²ÕÎ ¥É · §´μ¸É´ÊÕ  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Õ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ μ¶¥· Éμ·  ¢ ÔÉμ³
Ê· ¢´¥´¨¨ ¨ ¶·¨³¥´¥´¨¥ ±¢ ¤· ÉÊ·´ÒÌ Ëμ·³Ê² Éμ£μ ¦¥ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨ ¤²Ö
¨´É¥£· ²Ó´μ£μ μ¶¥· Éμ· .
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‚ ¸¥³¨¤¥¸ÖÉÒ¥ £μ¤Ò ¢¶¥·¢Òe [54] ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ ¤¢ÊÌ-
Ê·μ¢´¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. �´¨ ´ Ï²¨ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨¥ ¢ ³μ¤¥²¨ ‚¥¸³ ´  ·¥-
§μ´ ´¸´μ£μ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ³¥§μ³μ²¥±Ê²Ò ddμ [49, 50] ¨ ¨´¨Í¨¨·μ¢ ²¨ ¡μ²¥¥
¶¥·¸¶¥±É¨¢´Ò¥ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¶·μ¡²¥³Ò ³¥§μ± É ²¨§  ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ³¥§μ³μ²¥-
±Ê²Ò dtμ.

�¥Ï¥´¨¥ ¡μ²ÓÏ¨Ì ¸¨¸É¥³ ¨ Ô±¸É· ¶μ²ÖÍ¨Ö ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¶μ ¶ · ³¥É· ³
 ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ ¡Ò²μ ·¥ ²¨§μ¢ ´μ ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ��Œ� ¨ ³¥Éμ¤  ¶·μ-
¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É· ³.

‚ Ë¨´ ²Ó´μ³  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ · ¸Î¥É¥ [57] c ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ 844 Ê· ¢´¥-
´¨° ¸¨¸É¥³Ò (70) ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±¨¥ §´ Î¥´¨Ö Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨
¸² ¡μ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¢· Ð É¥²Ó´μ-±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° J = v = 1 ³¥§μ³μ²¥-
±Ê² ddμ ¨ dtμ: ε11(ddμ) = −1,956 Ô‚ ¨ ε11(dtμ) = −0,656 Ô‚.

2.2. �μ¢Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¨
·¥Ï¥´¨¥ § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢ ¸¨¸É¥³¥ É·¥Ì Î ¸É¨Í. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ, ¶μ²ÊÎ¥´-
´Òe ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨, ¸É¨³Ê²¨·μ¢ ²¨ ¶·Ö³Ò¥ ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò¥
¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö [58], ¶μ¸±μ²Ó±Ê · §¢¨É¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ³μÐ´μ¸É¥° ¶μ§¢μ²¨²μ
¢Ò¶μ²´¨ÉÓ É ±¨¥ É·Ê¤μ¥³±¨¥ · ¸Î¥ÉÒ ¸ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ § ¶μ²´¥´´Ò³¨ ³ É·¨Í ³¨.
�μ§¤´¥¥ ¢ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨ÖÌ [59] ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ÊÉμÎ´¥´´Ò¥ §´ Î¥-
´¨Ö −ε11(ddμ) = 1,97475 Ô‚ ¨ −ε11(dtμ) = 0,6600 Ô‚. ‚ ÔÉ¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨ÖÌ
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²μ¸Ó μ±μ²μ 2660 ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É· , ¢¨¤
±μÉμ·ÒÌ ¡Ò² ¢Ò¡· ´ ¸ ÊÎ¥Éμ³ μ¸μ¡¥´´μ¸É¥°  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö ¢
¸Ë¥·μ¨¤ ²Ó´μ° ¸¨¸É¥³¥ ±μμ·¤¨´ É. �μ¸±μ²Ó±Ê ¶¥·¢Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö Ô´¥·-
£¨¨ ¸² ¡μ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³¥§μ³μ²¥±Ê² ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨, ¡Ò²μ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¡ÑÖ¸´¨ÉÓ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ · ¸Ìμ¦¤¥´¨Ö.
�Éμ ¶μ²¥§´μ ¨ ¤²Ö Ô±μ´μ³¨Î´μ£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨¡²¨¦¥´¨°
(AD) ¢ ³Õμ´´μ° É·¥ÌÉ¥²Ó´μ° § ¤ Î¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤·Ê-
£¨³¨  ¢Éμ· ³¨ É ±¦¥ ¡Ò²μ ·¥ ²¨§μ¢ ´μ ¶μ · ¸Ï¨·ÖÕÐ¥°¸Ö ³´μ£μ± ´ ²Ó´μ°
¸Ì¥³¥ [60] ¡¥§ ÊÎ¥É  ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¤²Ö ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°. �·μ-
¸É Ö ¨¤¥Ö Å ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¤¢ÊÌ± ´ ²Ó´μ£μ ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨Ö, ¨³¥ÕÐ¨¥ ¶· ¢¨²Ó´ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê ¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¨¥ ¶·¨´ÖÉÒ¥ § 
ÔÉ ²μ´ ´  ¸¥£μ¤´ÖÏ´¨° ¤¥´Ó Ê·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É· , ¤ ¥É Ô±μ´μ-
³¨Î´ÊÕ ¸Ì¥³Ê · ¸Î¥É  § ¤ Î¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨
¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É·  ¸ ¶· ¢¨²Ó´μ°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° [61].

�¥·¢Ò¥  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¡Ò²¨ ¢Ò¶μ²´¥´Ò ¢ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ³
¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. ‚ 1975 £. ¢¶¥·¢Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´μ ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥
dtμ-³μ²¥±Ê²Ò ¸ ¶μ²´Ò³ μ·¡¨É ²Ó´Ò³ ³μ³¥´Éμ³ J = 1 ¨ M = 10,894 (¢
ÔÉ¨Ì ¥¤¨´¨Í Ì ¶·¨¢¥¤¥´´ Ö ³ ¸¸  m∗ = 202,024me). „²Ö ÔÉμ° ³ ¸¸Ò ¡Ò²¨
¢ÒÎ¨¸²¥´Ò Ô´¥·£¨Ö −ε = E = 0,68 Ô‚ (E ≡ Ẽ −E1(∞)) ¨ Ï¨·¨´  ÔÉμ£μ ¸μ-

¸ÉμÖ´¨Ö Γ = 10,87 Ô‚. � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ χ
(1)
1 (R) ¤²Ö μÉ±·ÒÉμ£μ

± ´ ²  ¨ χ
(1)
2 (R) ¤²Ö § ±·ÒÉμ£μ ± ´ ²  ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö

(tμ)1s + d → (tμ)1s + d (71)
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¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 3,  . �¤´ ±μ ÔÉ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´¥ ¡Ò²¨ μ¶Ê¡²¨±μ¢ ´Ò ¢
· ¡μÉ Ì [62]. ‚ · ¡μÉ¥ [63] ¡Ò² ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¤¥´ ¶¥·¥Ìμ¤ ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö dtμ ¢ ¸² ¡μ¸¢Ö§ ´´μ¥, ±μ£¤  ÔËË¥±É¨¢´ Ö ³ ¸¸  M Ê¢¥²¨Î¨¢ ¥É¸Ö
± ± ¶ · ³¥É·.

�¨¸. 3.  ) � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨: 1 Å χ
(1)
1 (R) ¤²Ö μÉ±·ÒÉμ£μ ¨ 2 Å χ

(1)
2 (R)

¤²Ö § ±·ÒÉμ£μ ± ´ ²μ¢ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö (tμ)1s + d → (tμ)1s + d ¸ μ·¡¨-
É ²Ó´Ò³ ³μ³¥´Éμ³ J = 1. ¡) ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ E ¨ Ï¨·¨´Ò Γ μÉ ÔËË¥±É¨¢´μ°
³ ¸¸Ò M ¤²Ö dtμ-³¥§μ³μ²¥±Ê²Ò

�  ·¨¸. 3, ¡ ¶·¨¢¥¤¥´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Ô´¥·£¨¨ E ¨ Ï¨·¨´Ò Γ μÉ ÔÉμ° ³ ¸¸Ò.
„²Ö ³ ¸¸Ò ¸μ §´ Î¥´¨¥³ M ∼ 11,01 ³Ò ¨³¥¥³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¸ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¥°
¨ ´Ê²¥¢μ° Ï¨·¨´μ°, É ± ´ §Ò¢ ¥³μ¥ ¶μ²Ê¸¢Ö§ ´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥. � ¤¨ ²Ó´Ò¥
ËÊ´±Í¨¨ ¤²Ö É ±μ£μ ¸²ÊÎ Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 4,  . ”Ê´±Í¨Ö 1 μÉ±·ÒÉμ£μ
± ´ ²  Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö ³¥¤²¥´´μ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ËÊ´±Í¨¥° 2 § ±·ÒÉμ£μ ± ´ ² .
Šμ£¤  ³ ¸¸  M Ê¢¥²¨Î¨¢ ¥É¸Ö, ¸¨¸É¥³  dtμ ¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ¸¢Ö§ ´´μ¥ ¸μ¸Éμ-
Ö´¨¥. „²Ö §´ Î¥´¨Ö ³ ¸¸Ò M ∼ 11,12 ¶μ²ÊÎ¥´μ ®¸¨³³¥É·¨Î´μ¥¯ §´ Î¥´¨¥
Ô´¥·£¨¨ E = −0,68. �μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ μ¦¨¤ ÉÓ, ÎÉμ ¸² ¡μ¸¢Ö§ ´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨¥ (J = 1, v = 1) ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É ¨ §´ Î¥´¨¥ Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ¡²¨§±μ ± É ±μ³Ê
§´ Î¥´¨Õ, ¥¸²¨ ³Ò ÊÎÉ¥³ ¢¸¥ ´¥ ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¶· ¢±¨ ± Ê·μ¢´Õ Ô´¥·£¨¨.
„¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ´ Ï¨ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò¥  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¨ ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò¥ ·¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ ¡²¨§±¨ ± ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´¥. ˆ³¥Ö ËÊ´±Í¨Õ E = E(M), ³μ¦´μ ´ °É¨
¤²Ö ®ÉμÎ´μ£μ¯ §´ Î¥´¨Ö E = −0,66 Ô‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ §´ Î¥´¨¥ ÔËË¥±É¨¢-
´μ° ³ ¸¸Ò M ∼ 11,11. � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¤²Ö ÔÉμ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢-
²¥´Ò ´  ·¨¸. 4, ¡. �É¨ ËÊ´±Í¨¨, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ [64, 65], ¨³¥ÕÉ
¶· ¢¨²Ó´ÊÕ  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê ¶·¨ R → ∞. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ¤¡μ·μ³ ÔËË¥±-
É¨¢´μ° ³ ¸¸Ò M = M(E) ¢ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö
§´ Î¥´¨¥ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ Ê·μ¢´Ö Ô´¥·£¨¨.
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�¨¸. 4.  ) � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨: 1 Å χ
(1)
1 ¤²Ö μÉ±·ÒÉμ£μ ¨ 2 Å χ

(1)
2 ¤²Ö § -

±·ÒÉμ£μ ± ´ ²μ¢ ¶·¨ J = 1, ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö§¨ ε = 0, (tμ)n=1 + d → (tμ)n=1 + d.

¡) � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨: 1 Å χ
(1)
1 ¨ 2 Å χ

(1)
2 μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö

(J = 1, v = 1) dtμ-³¥§μ³μ²¥±Ê²Ò

�μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¶μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Õ ¶¥·¥Ìμ¤  ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ¸¢Ö§ ´´μ¥ ¶·¨¢¥²¨ ± ¥¸É¥¸É¢¥´´μ³Ê μ¡μ¡Ð¥´¨Õ ÔËË¥±É¨¢´μ°
³ ¸¸Ò M ± ± ¶¥·¥³¥´´μ£μ μ¶¥· Éμ·  Θ (¸³. (1), Γ = 0, Π = 0) ¢ ´μ¢μ³
ÔËË¥±É¨¢´μ³ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ [63]:[

δMμ−1(R)
d2

dR2
− δM(2Q̃(R, M))

d

dR
+ Ṽ J(R, M) + p̃2

]
χ̃(R, p̃) = 0.

‡¤¥¸Ó p̃ = 2Mε Å ³ É·¨Í  ¨³¶Ê²Ó¸μ¢; δM = M/M Å ³ É·¨Í  ¶μ¶· ¢μ±
³¥¦¤Ê Ö±μ¡¨¥¢¸±μ° M ¨  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ° M ³ ¸¸ ³¨; Q̃(R, M) = Q(R) +
(2M)−1ΔQ(R), Ṽ J (R, M) = V J (R) + (2M)−1ΔV J (R) Å ³ É·¨ÍÒ ´μ¢ÒÌ
ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨ μ−1(R) = 1+(2M)−1Δμ−1(R) Å μ¡· É´ Ö ³ É-
·¨Í  ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ³ ¸¸ μ(R), § ¢¨¸ÖÐ Ö μÉ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ¨ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ Ö
¶·¨ R → ∞  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³ Ê¸²μ¢¨Ö³ δMμ−1(R) → 1. �·¨ ÔÉμ³ ¶μ-
¶· ¢±¨ ΔQ(R), ΔV J (R) ¨ Δμ−1(R) μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ³ É·¨Î´Ò³¨ Ô²¥³¥´É ³¨
Qij(R) ¨ V J

ij (R) ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ Ej(R) ±Ê²μ´μ¢¸±μ° § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ
Í¥´É·μ¢, ¢Ìμ¤ÖÐ¨³¨ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸¨¸É¥³Ò (70).
� ¶·¨³¥·, ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨ Δμ−1

ii (R) μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ¸Ê³³Ò:

−Δμ−1
ii (R) = 4

∞∑
j �=i

Qij(R)Qji(R)
(Ei(R) − Ej(R))

+
∞∑

s=0

∫
dk

Qis(kR)Qsi(kR)
(Ei(R) − k2/2)

. (72)

…¸²¨ ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¥ ¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨¥ ¢ (72) ¢Ò¶μ²´ÖÕÉ¸Ö ¶μ ¶μ²´μ³Ê ´ -
¡μ·Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É·μ¢ ±Ê²μ´μ¢¸±μ° § ¤ Î¨



176 �“‡›�ˆ� ˆ.‚. ˆ „�.

�¨¸. 5.  ) � ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨: 1 Å χ
(1)
1 ¨ 2 Å χ

(1)
2 ¤²Ö J = 0, ¸μμÉ¢¥É-

¸É¢ÊÕÐ¨¥ · ¸¸¥Ö´¨Õ (tμ) + d ¸ ¤¢Ê³Ö μÉ±·ÒÉÒ³¨ ± ´ ² ³¨ ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ E = 0,3 Ô‚;

¡) · ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨: 1 Å χ
(2)
1 ¨ 2 Å χ

(2)
2 ¤²Ö J = 0, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥

· ¸¸¥Ö´¨Õ (dμ) + t ¸ ¤¢Ê³Ö μÉ±·ÒÉÒ³¨ ± ´ ² ³¨ ¶·¨ Éμ° ¦¥ Ô´¥·£¨¨ E = 0,3 Ô‚

�¨¸. 6. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¶ ·Í¨ ²Ó´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° σJ
11(E), J = 0, 1, 2, 3, ( ) ¨ ¶μ²´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö

σ11(E) (¡) μÉ Ô´¥·£¨¨ E ¤²Ö ¶·μÍ¥¸¸  · ¸¸¥Ö´¨Ö tμ- Éμ³μ¢ ´  Ö¤·¥ ¤¥°É¥·¨Ö

¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢, Éμ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¢ ¸¨²Ê ¶· -
¢¨²  ¸Ê³³ ’μ³ ¸ Ä�¥°Ì¥ÄŠÊ´ . �μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¨ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö
Éμ²Ó±μ ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ Î²¥´μ¢, Éμ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ÉμÎ´μ ´¥
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¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥:
μ−1(∞) = 1 − (2M)−10,5 ≈ 0,973, ¶·¨ (2M)−1 ≈ 0,05339 (ÉμÎ´μ¥ ¤²Ö ddμ).
…¸²¨ ¢ (72) ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Éμ²Ó±μ ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ
¸¶¥±É· , ¨³¥¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ §´ Î¥´¨¥: μ̃−1(∞) ≈ 1 − (2M)−10,28 ≈ 0,985.
�ÉμÉ Ë ±É μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö ¸¶¥Í¨Ë¨±μ° ¶μ¢¥¤¥´¨Ö ³ É·¨Î´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢, ¸¢Ö§Ò-
¢ ÕÐ¨Ì ¤¨¸±·¥É´Ò° ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ¸¶¥±É·Ò § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢ [55]. ‚
¸ ³μ³ ¤¥²¥, ²μ± ²¨§ Í¨Ö ³ É·¨Î´ÒÌ Ô²¥³¥´Éμ¢ ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ´μ³¥·  l Å
μ·¡¨É ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É  ³Õμ´  ¸³¥Ð ¥É¸Ö ¢ ¸Éμ·μ´Ê ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨° R
[66]. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ¥¸²¨ ¶·¨ ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¨ ¶μ l ¢ Ëμ·³Ê²¥ (72) μ£· -
´¨Î¨ÉÓ¸Ö ±μ´¥Î´Ò³ Î¨¸²μ³ Î²¥´μ¢ lmax, Éμ ¢±² ¤ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É· 
≈ 44 % ¶·¨ l > lmax ¡Ê¤¥É ¶μÉ¥·Ö´ ¶·¨ R → ∞. B ·¥§Ê²ÓÉ Ée ¨³¥¥³
|(μ−1(∞) − μ̃−1(∞))/μ−1(∞)| ≈ 1 %. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¶μ¤¸É ´μ¢±  ¶·¨¡²¨-
¦¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ³ ¸¸ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ Î¨¸²¥ ¡ §¨¸´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° lmax ¢ ÉμÎ±¥ R0 < Rm (´  £· ´¨Í¥ μ¡² ¸É¨ ¤¥°¸É¢¨Ö ÔËË¥±É¨¢-
´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ² ) ¸ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓÕ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ¤²Ö · ¸Î¥Éμ¢ § ¤ Î¨ · ¸-
¸¥Ö´¨Ö ¸ § ±·ÒÉÒ³¨ ± ´ ² ³¨ ¢ · ¡μÉ¥ [67]. Š ± ¶μ± § ´μ ¢ · ¡μÉ¥ [63],
ÊÎ¥É ÔÉμ£μ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó¸É¢  ¶·¨ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¥ ±· ¥¢μ° § ¤ Î¨ ´  ±μ´¥Î´μ³
¨´É¥·¢ ²¥ R ∈ [0, Rmax] ¤²Ö ¸² ¡μ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ddμ ¨ dtμ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´ÊÕ · §´μ¸ÉÓ, ¶μ·Ö¤±  1 %, ³¥¦¤Ê ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢ -
·¨ Í¨μ´´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ¨ ¢  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶·¨
¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥³ ¢Ò¡μ·¥ §´ Î¥´¨Ö ÔËË¥±É¨¢´μ° ³ ¸¸Ò M = M(E) ³μ¦´μ μ£· -
´¨Î¨ÉÓ¸Ö ±μ´¥Î´Ò³ Î¨¸²μ³ Î²¥´μ¢ ¶·¨ ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¨ ¢ (72).

„²Ö ¶·μ¢¥·±¨ ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¡Ò²¨ ¢Ò¶μ²´¥´Ò ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö [68] ¸¥Î¥´¨Ö
·¥ ±Í¨¨ (71), ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥¥ §´ Î¥´¨¥ ³ ¸¸Ò M . � ¤¨ ²Ó-

´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ χ
(1)
1 , χ

(1)
2 ¨ χ

(2)
1 , χ

(2)
2 , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ·¥ ±Í¨Ö³

(tμ)1s + d → (tμ)1s + d ¨ (dμ)1s + t → d+(tμ)1s, ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 5. �¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Î ¸É¨Î´ÒÌ ¶ ·Í¨ ²Ó´ÒÌ (σJ

11) ¨ ¶μ²´ÒÌ (σ11) ¸¥Î¥´¨°
Ê¶·Ê£μ° ·¥ ±Í¨¨ tμ- Éμ³  ´  Ö¤·¥ ¤¥°É¥·¨Ö d (¸³. ·¨¸. 6) ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¢ ¸μ£² ¸¨¨
¸ ¤·Ê£¨³¨ ³´μ£μ± ´ ²Ó´Ò³¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö³¨ [69] ¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ ¨§¢¥¸É´ÊÕ
Ëμ·³Ê ·¥§μ´ ´¸  ¤²Ö J = 3 ¨ E ∼ 21 Ô‚.

2.3. ‘É·Ê±ÉÊ·  ®Ô±§μÉ¨Î¥¸±μ°¯ ¸¨¸É¥³Ò p̄ He+. ‚ ÔÉμ³ ¶Ê´±É¥ μ¶¨¸ ´Ò
· ¸Î¥ÉÒ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ ®Ô±§μÉ¨Î¥¸±μ°¯ ¸¨¸É¥³Ò p̄He+ [70Ä73].
‘Ì¥³Ò Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 7. �·¨ · ¸Î¥É¥ ´ Î ²Ó´ÒÌ μÍ¥-
´μ± Ô´¥·£¨¨ ÔÉμ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î¨¸¥² ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ² ¸Ó · §¢¨É Ö ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³ ¶Ê´±É¥ ¨¤¥Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ´μ¢ÒÌ ÔËË¥±É¨¢-
´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¤¢ÊÌÊ·μ¢´¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö, ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¨Ì ¨§¢¥¸É´Ò¥
¸ ¡μ²ÓÏμ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¸¶¥±É·μ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ [74] § 
¸Î¥É ¢Ò¡μ·  ¶μ¤£μ´μÎ´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ [72]. �Éμ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶μ§¢μ²¨²μ ´¥
Éμ²Ó±μ Ô±μ´μ³¨Î´μ ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ · ¸Î¥ÉÒ, ´μ ¨ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¶¥·¢Ò¥
μÍ¥´±¨ Éμ´±μ° ¨ ¸¢¥·ÌÉμ´±μ° ¸É·Ê±ÉÊ· ¨ ¸¶¨´μ¢ÒÌ ÔËË¥±Éμ¢ ¢ ¸¶¥±É·μ¸±μ-
¶¨¨ ¸¨¸É¥³Ò [71,73].
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�¨¸. 7.  ) “·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ EJ
v (J = 30−50, v = 0−9) ³μ²¥±Ê²Ò p̄3He+. ¡) “·μ¢´¨

Ô´¥·£¨¨ EJ
v (J = 30−50, v = 0−9) ³μ²¥±Ê²Ò p̄4He+

�±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ [74], ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÐ¨¥ ÔËË¥±É ¨´¤ÊÍ¨·μ¢ ´´μ£μ ² §¥·´μ£μ
´ ¸ÒÐ¥´¨Ö, ¶μ± § ²¨, ÎÉμ ³¥É ¸É ¡¨²Ó´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö p̄He+-¸¨¸É¥³Ò ¨³¥ÕÉ
±¢ ´Éμ¢Ò¥ Î¨¸²  nmax ∼ 40, lmax ∼ nmax − 1, ±μÉμ·Ò¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ μ·¡¨-
É ³, ¡²¨§±¨³ ± ±·Ê£μ¢Ò³, ¨ £² ¢´ÊÕ ¶¥·¢¨Î´ÊÕ § ¸¥²¥´´μ¸ÉÓ, ¶μÖ¢²ÖÕÐÊÕ¸Ö
¶·¨ n ∼ 38. �¤´ ±μ ¨§μ²¨·μ¢ ´´ Ö ¸¨¸É¥³  ¨³¥¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ ± ÔÉ¨³
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³ Í¥²Ò° ·Ö¤ ¤·Ê£¨Ì § ¸¥²¥´´ÒÌ ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°.

„²Ö μ¡ÑÖ¸´¥´¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¡Ò²μ ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ
´ Î ²Ó´Ò¥ § ¸¥²¥´´μ¸É¨ ¨ ¢· Ð É¥²Ó´μ-±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò.
• · ±É¥·¨¸É¨±¨ ÔÉ¨Ì ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ, §´ Ö ¸Ì¥³Ê Ô´¥·£¥É¨Î¥-
¸±¨Ì Ê·μ¢´¥° ¸¨¸É¥³Ò.

‡¤¥¸Ó ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò · ¸Î¥ÉÒ Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨ p̄He+-¸¨¸É¥³Ò ¸ ¶μ³μ-
ÐÓÕ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¸ ÊÎ¥Éμ³ ´¥ ¤¨ ¡ É¨Î¥-
¸±μ° ¸¢Ö§¨ [68, 70]. „²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö μ¸μ¡¥´´μ¸É¥° ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°
p̄He+ ¡Ò²¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´Ò · §²¨Î´Ò¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¶·¨ Ëμ·³¨·μ¢ ´¨¨ ÔË-
Ë¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¢ ¸¨¸É¥³¥ (70). ‡¤¥¸Ó ³Ò ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³ ¸É ´¤ ·É´Ò¥
μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö, ¢§ÖÉÒ¥ ¨§ [75], ¨ ¶·μ£· ³³Ê [76] ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ´¨°
¤¨¸±·¥É´μ£μ (D) ¸¶¥±É·  ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¤¢ÊÌ É¨¶μ¢ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸μ-
¸ÉμÖ´¨° ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ (C) ¸¶¥±É·  Ô²¥±É·μ´  § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ ±Ê²μ´μ¢¸±¨Ì Í¥´-
É·μ¢. �¥·¢μ¥ Å ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ μ¡Ñ¥¤¨´e´´μ£μ  Éμ³  (UA) ´  ¢¸¥° ¶μ²Êμ¸¨
R,   ¢Éμ·μ¥ Å ±μ³¡¨´ Í¨Ö ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö μ¡Ñ¥¤¨´e´´μ£μ  Éμ³  ¶·¨ ³ ²ÒÌ
R ¨ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö · §¤¥²¥´´μ£μ  Éμ³  ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì R. �¥ ²¨§μ¢ ´  ¢Éμ-
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�¨¸. 8.  ) „¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò UJ
ii(R) ¶·¨ J = 34. ¡) ‘±μ·μ¸É¨

Av′J′vJ ´¥±μÉμ·ÒÌ · ¤¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ³¥¦¤Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³¨ J ′v′ → Jv ¨μ´ 
p̄He+(Δv = v′ − v ¨ ΔJ = J ′ − J)

· Ö ¸Ì¥³  ¸ · §Ñ¥¤¨´¥´´Ò³  Éμ³μ³ (SA) ¸μ£² ¸´μ [75]. Š ± ¡Ê¤¥É ¶μ± § ´μ
´¨¦¥, ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨° (SA ¨ UA) ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö ¶μ-
²ÊÎ¥´¨Ö ´¨¦´¨Ì ¨ ¢¥·Ì´¨Ì μÍ¥´μ± É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ° Ô´¥·£¨¨ EJ

v . �μ²´μÉ 
¢Ò¡· ´´μ£μ ´ ¡μ·  ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢±² ¤Ê ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ’‚ ¢
ΔEJ

v = EJ
v − EJBO

v , ÎÉμ ±μ´É·μ²¨·μ¢ ²μ¸Ó μÍ¥´±μ° ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶· -
¢¨² ¸Ê³³ ’μ³ ¸ Ä�¥°Ì¥ÄŠÊ´  ¤²Ö ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ
10−5. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ 21 ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¨ 42 ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¸¶¥±É·μ¢ § ¤ ÕÉ É·¥¡Ê¥³Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò · -
¤¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (70). „²Ö ¤¨¸±·¥É´μ° Î ¸É¨ ¸¶¥±É·  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥
Ô²¥³¥´ÉÒ ¡ §¨¸  {i = 1, . . . , 21} ¸¢Ö§ ´Ò ¸ ´ ¡μ·μ³ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨Ì ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
Î¨¸¥² (Nlm) μ¡Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ  Éμ³ : {(m = 0, l = 0, N = 1), (m = 1, l =
1, N = 2), . . . , (m = 1, l = 1, N = 11), (m = 0, l = 0, N = 11)}. „²Ö
´¥¶·¥·Ò¢´μ° Î ¸É¨ ¸¶¥±É·  ÔÉ  ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ¤μ¶μ²´¥´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥°
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¶μ¤¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓÕ {i = 22, . . . , 63}: {(m = 1, l = 1, ε1), (m = 0, l =
0, ε1), . . . , (m = 1, l = 1, ε21), (m = 0, l = 0, ε21), ¸ É¥³¨ ¦¥ §´ Î¥´¨Ö³¨ m, l
¨ Ô´¥·£¨¥° Ô²¥±É·μ´  εk = 0,5 tg xk, k = 1, . . . , 21}, ¢§ÖÉμ° ´  · ¢´μ³¥·´μ°
¸¥É±¥ ωh(x): (x1 = 10−8, xk+1 = hk, k = 1, . . . , 20, h = 0,075, x21 = 1,5).
�  ·¨¸. 8, a ¶μ± § ´  ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸ÉÓ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ UJ

ii ¤²Ö
J = 34. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò ¸ ´μ³¥· ³¨ 22
¨ 23, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³ ¸ ´Ê²¥¢μ° Ô´¥·£¨¥° (m = 1, l = 1, ε1) ¨
(m = 0, l = 0, ε1), · §¤¥²ÖÕÉ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ¨ ¤¨¸±·¥É´Ò° ¸¶¥±É·Ò Ô²¥±É·μ´ 
§ ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢.

‡ ¤ Î  ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¨§ 63 ¸¢Ö§ ´´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨° (21 ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¤¨¸±·¥É´μ£μ ¸¶¥±É·  ¨ 42 Å ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É· ) ·¥-
Ï ² ¸Ó ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±μ° ¨É¥· Í¨μ´´μ° ¸Ì¥³Ò [58]. �·¨³¥´Ö² ¸Ó
±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´ Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ±· ¥¢ÒÌ § ¤ Î Ï¥¸Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ÉμÎ´μ¸É¨
¶μ Ï £Ê h = hR · ¢´μ³¥·´μ° ¸¥É±¨ ωh(R), ¶·μÉ¥¸É¨·μ¢ ´´μ° ´  ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥°
ÉμÎ´μ·¥Ï ¥³μ° ±Ê²μ´μ¢¸±μ° ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´μ° § ¤ Î¥ (α-Î ¸É¨Í  ¨  ´É¨¶·μÉμ´)
¶·¨ J ∼ 30 ¢ · ¡μÉ¥ [77], É. ¥. ¤²Ö  ´É¨¶·μÉμ´´μ£μ  Éμ³  £¥²¨Ö ¢ ±μ´¥Î-
´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¶μ¸²¥ ¨´¦¥±Í¨¨ μ¦¥-Ô²¥±É·μ´ . ‚ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶·μ¢μ¤¨²¨¸Ó ¤²Ö
28 < J < 42 ´  · ¢´μ³¥·´μ° ¸¥É±¥ ωh(R) = {R0 = 0,1; Ri = Ri−1 + h, Rn =
1,5; i = 1, n} ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ O(h6) ¶·¨ Ï £¥ h = 0,00625.

�  ·¨¸. 9 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò · §´μ¸É¨ ΔEJ
v = EJ

v − EJBO
v , ¸μ¸É ¢²¥´´Ò¥

¨§ §´ Î¥´¨° EJ
v Ô´¥·£¨¨ AD-, DSA-, SA-, UA-¶·¨¡²¨¦¥´¨° (70) ¨ VK-

¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ · ¸Î¥É  [78] μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ B�-¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö (B� Å ¶·¨¡²¨-
¦¥´¨e 	μ·´ Ä�¶¶¥´£¥°³¥· ) EJBO

v (¢Ò¡· ´´μ£μ §¤¥¸Ó ± ± ´ Î ²μ μÉ¸Î¥É ), ¢
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ μ·¡¨É ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É  J ¨ ¢¨¡· Í¨o´´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ Î¨¸² 
v = 0, 1, 2, 3.

�´ ²¨§¨·ÊÖ DSA-±·¨¢Ò¥ (DSA Å ¤¨¸±·¥É´Ò° ¸¶¥±É· · §Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ
 Éμ³ ), ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö³ ¸ ÊÎ¥Éμ³ Éμ²Ó±μ ¤¨¸±·¥É´μ£μ D Ô²¥±-
É·μ´´μ£μ ¸¶¥±É· , ¢¨¤¨³, ÎÉμ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¢±² ¤  ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¸¶¥±É·  C ¢ SA-¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ É ±¦¥ ¶· ¢¨²Ó´μ¥ ¨ ¤ ¥É ¢¥·Ì´ÕÕ μÍ¥´±Ê
¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± ¡μ²¥¥ ÉμÎ´μ° ±·¨¢μ° VK, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¥° ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¢ -
·¨ Í¨μ´´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢ [78]. Š ± ¢¨¤´μ, BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´μ
¢ÒÏ¥ JB = 37 ¨ ´¥Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´μ ´¨¦¥ ÔÉμ£μ §´ Î¥´¨Ö. �Éμ μÎ¥¢¨¤´μ,
¶μ¸±μ²Ó±Ê ¶·¨ J < JB ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò¥ ÔËË¥±É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²Ò UJ

22,22 ¨
UJ

23,23, · §¤¥²ÖÕÐ¨¥ ¤¨¸±·¥É´Ò° ¨ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò° ¸¶¥±É·Ò Ô²¥±É·μ´  § ¤ Î¨
¤¢ÊÌ Í¥´É·μ¢, ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ´¨¦¥ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·μ£  SA · §Ñ¥¤¨´¥´´μ£μ  Éμ³  He+.

„·Ê£ Ö ¨´É¥·¥¸´ Ö ÉμÎ±  JA = 32, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ´¨¦´¥³Ê ³¥É ¸É -
¡¨²Ó´μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Õ, · §¤¥²Ö¥É μ¡² ¸É¨ J < JA, £¤¥ ¶·¥μ¡² ¤ ÕÉ μ¦¥-¶·μ-
Í¥¸¸Ò. Š ± ¢¨¤´μ, ´¨¦¥ ÔÉμ° ÉμÎ±¨ · §´μ¸ÉÓ ΔEJ

v ³¥¦¤Ê §´ Î¥´¨Ö³¨ Ô´¥·£¨¨
¢ DSA- ¨ BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ μÉ·¨Í É¥²Ó´ , ÔÉμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨¥
´¥ ¤ eÉ ´¨¦´ÕÕ £· ´¨ÍÊ, ¥¸²¨ ´¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¢±² ¤ ´¥¶·¥·Ò¢´μ° Î ¸É¨ ¸¶¥±-
É· , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° μ¦¥-¶·μÍ¥¸¸ ³. �Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ´¨¦¥ JA ·μ²Ó ¶·μ-
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�¨¸. 9. � §´μ¸É¨ §´ Î¥´¨° Ô´¥·£¨¨ ΔEJ
v = EJ

v − EJBO
v , ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¢ AD-, DSA-,

SA-, UA-¶·¨¡²¨¦¥´¨ÖÌ, ¨ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ · ¸Î¥É  VK [78] μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´ Î ²  μÉ-
¸Î¥É  ¢ BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ μ·¡¨É ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É  J ¨ ¢¨¡· Í¨μ´´μ£μ
±¢ ´Éμ¢μ£μ Î¨¸²  v = 0, 1, 2, 3

Í¥¸¸μ¢ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨Ö É ±¦¥ ¢μ§· ¸É ¥É, É. ¥. JA Å ´¨¦´ÖÖ £· ´¨Í  μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶·¥¤¥²¥´  μ¡² ¸ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨° JA < J < JB , ¢´ÊÉ·¨ ±μÉμ·μ° BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ´¥ ¢¥·´μ ¨ ´¥ ¤¨ -
¡ É¨Î¥¸±ÊÕ ¸¢Ö§Ó ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö  ¤¥±¢ É´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò
Ê·μ¢´¥° ¨ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ³¥¦¤Ê ´¨³¨. Œμ¦´μ § ±²ÕÎ¨ÉÓ, ÎÉμ · ¸¸³μÉ·¥´¨¥ ´¥ ¤¨-
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 ¡ É¨Î¥¸±μ° ¸¢Ö§¨ ¢ Ê· ¢´¥´¨ÖÌ (70) ¤ eÉ ¢¥·Ì´ÕÕ ¨ ´¨¦´ÕÕ £· ´¨ÍÒ ¸¤¢¨£ 
ΔEJ

v μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ BO-Ô´¥·£¨¨. �Éμ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´μ ¤²Ö Ë¨É¨·μ¢ -
´¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ¶·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥£μ ÔËË¥±É¨¢´μ£μ
¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¤²Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° [79]. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·  ¸· ¢´¨³ É¥-
μ·¥É¨Î¥¸±¨¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²¨´ ¢μ²´, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì UA-¶·¨¡²¨¦¥´¨Õ (¡¥§
Ë¨É¨·μ¢ ´¨Ö), ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ³ [74]:

(3, 35) → (3, 34) : δE = 0,076288, λ = 597,255, exp 597,259(2) ´³;

(2, 35) → (2, 34) : δE = 0,086033, λ = 529,603, exp 529,621(3) ´³;

(2, 34) → (2, 33) : δE = 0,096794, λ = 470,724, exp 470,724(2) ´³.

�  ·¨¸. 8, ¡ ¶μ± § ´Ò μÍ¥´±¨ Av′J′vJ -¸±μ·μ¸É¥° · ¤¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶¥·¥Ìμ-
¤μ¢, ¶μ¤μ¡´Ò¥ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³ · ´¥¥ ¢ BO-¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ [80]. �Í¥´±¨ Ê·μ¢´¥°
Ô´¥·£¨¨ ¨ ¶¥·¥Ìμ¤´μ£μ ¤¨¶μ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É , ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò³
§¤¥¸Ó ³¥Éμ¤μ³, ¶·¨³¥´Ö²¨¸Ó ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¨§³¥·¥-
´¨Ö ¨ ±μ´É·μ²Ö ¤¨´ ³¨±¨ ´ ¸¥²¥´´μ¸É¥° ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ² §¥·-
´Ò³¨ ¨³¶Ê²Ó¸ ³¨ [81]. �É³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ Ö ¸Ì¥³  · ¸Î¥Éμ¢, ÊÎ¨ÉÒ-
¢ ÕÐ Ö ´¥a¤¨ ¡ É¨Î¥¸±ÊÕ ·μÉ Í¨μ´´μ-¢¨¡· Í¨μ´´ÊÕ ¸¢Ö§Ó ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¸ ¶μ¤-
Ìμ¤ÖÐ¨³ ´ ¡μ·μ³ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î¨¸¥² Ô²¥±É·μ´  (lm), É ±¦¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¨³¥ÉÓ
É·¥¡Ê¥³Ò¥ μÍ¥´±¨ ¸±μ·μ¸É¥° · ¤¨ Í¨μ´´ÒÌ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ Av′J′vJ , Ê·μ¢´¥° Ô´¥·-
£¨¨ EJ

v ¨ Ï¨·¨´ ΓJ
v ¤²Ö ³¥É ¸É ¡¨²Ó´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨μ´  p̄He+ ¸ Ô²¥±É·μ´μ³

´¥ Éμ²Ó±μ ¢ μ¸´μ¢´μ³, ´μ ¨ ¢ ¢μ§¡Ê¦¤¥´´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ [82, 83]. ‚ ± Î¥¸É¢¥
¶·¨³¥·  Ê± ¦¥³ ·¨¤¡¥·£μ¢¸±¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  ´É¨¶·μÉμ´´μ£μ  Éμ³  £¥²¨Ö ¢ É ±
´ §Ò¢ ¥³μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ 	μ·´ Ä�¶¶¥´£¥°³¥·  ¤²Ö É¥·³μ¢ WNlm(R), ¸μμÉ-

�¨¸. 10. a) “·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ E ¢μ ¢´¥Ï´¥° μ¸Í¨²²ÖÉμ·´μ° Ö³¥ WNlm(R) ¶·¨ N = 6,
l = 5, m = 0; ¡) ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¤²Ö ´¨§Ï¥£μ ¨ ¢Ò¸Ï¥£μ Ê·μ¢´¥° Ô´¥·£¨¨
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¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨e ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò³ ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ² ³ UJ
ii(R) ¶·¨ J = 0 ¡¥§

¤¨ £μ´ ²Ó´μ° ´¥ ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ° ¶μ¶· ¢±¨. �·¨ N = 6, l = 5, m = 0 É ±μ°
¶μÉ¥´Í¨ ², ¶·¥¤¸É ¢²¥´´Ò° ´  ·¨¸. 10,  , ¶μ¤¤¥·¦¨¢ ¥É 14 ¶μÎÉ¨ Ô±¢¨¤¨¸É ´É-
´ÒÌ ±¢ §¨¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, Ê·μ¢´¨ Ô´¥·£¨¨ ±μÉμ·ÒÌ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö
¶·¨¡²¨¦¥´´μ° Ëμ·³Ê²μ° Eapprox = Wmin + Cv(Wmax − Wmin), Cv = 0,04 +
0,07v, v = 0, 1, . . . , 13, £¤¥ Wmin = −0,0635974 ¨ Wmax = −0,0629946 Å ²μ-
± ²Ó´Ò¥ ³¨´¨³Ê³ ¨ ³ ±¸¨³Ê³ ¶μÉ¥´Í¨ ² . �μ²μ¦¥´¨¥ ²μ± ²Ó´ÒÌ ³¨´¨³Ê³ 
¨ ³ ±¸¨³Ê³  Rmin = 67,6 ¨ Rmax = 47,6 μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¨§  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ£μ
· §²μ¦¥´¨Ö ·¨¤¡¥·£μ¢¸±μ£μ É¥·³  WNlm(R) ¶μ μ¡· É´Ò³ ¸É¥¶¥´Ö³ R. � ¤¨-
 ²Ó´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¢μ ¢´¥Ï´¥° Ö³¥, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³¨´¨³ ²Ó´μ³Ê
Ns = v + 1 = 1 ¨ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ³Ê Ns = 14 Ê·μ¢´Ö³ Ô´¥·£¨¨, ¶μ± § ´Ò ´ 
·¨¸. 10, ¡.

2.4. ‡ ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö É·¥Ì ¡μ§μ´μ¢ ´  ¶·Ö³μ°. ‚ Ö¤¥·´μ° Ë¨§¨±¥ ¤²Ö
±μ··¥±É´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Î ¸É¨Í ¸ ±μ·μÉ±μ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¶ ·-
´Ò³¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³¨ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ³¥Éμ¤Ò ¡¨¶μ²Ö·´ÒÌ ¨ £¨¶¥·-
¸Ë¥·¨Î¥¸±¨Ì £ ·³μ´¨± ¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´ÒÌ μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨°. ‚
ÔÉ¨Ì ¶μ¤Ìμ¤ Ì ¨¸Ìμ¤´ Ö § ¤ Î  ·¥¤ÊÍ¨·Ê¥É¸Ö ³¥Éμ¤μ³ ƒ ²¥·±¨´  ¨²¨ Š ´Éμ-
·μ¢¨Î  ± ¸¶¥±É· ²Ó´Ò³ § ¤ Î ³ ¤²Ö ¸¨¸É¥³ ¨´É¥£·μ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¨²¨
μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ £¨¶¥·· ¤¨Ê¸μ³ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´¥-
§ ¢¨¸¨³μ° ¶¥·¥³¥´´μ°. �¸μ¡Ò° ¨´É¥·¥¸ ¢Ò§Ò¢ ÕÉ § ¤ Î¨ ¸ ¸¨´£Ê²Ö·´Ò³¨
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³¨, ´ ¶·¨³¥·, Í¥´É·μ¡¥¦´Ò³¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³¨, ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨Ö³¨ ´Ê²¥¢μ£μ · ¤¨Ê¸  ¢ ¢¨¤¥ δ-ËÊ´±Í¨°, ¨ § ¤ Î¨ ¸ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ-
¢¨Ö³¨ É·¥ÉÓ¥£μ ·μ¤ . „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ Ö ¶μ¸É ´μ¢±  É ±¨Ì
§ ¤ Î ¢Ò§Ò¢ ¥É É·Ê¤´μ¸É¨. —Éμ¡Ò ¨Ì ¨§¡¥¦ ÉÓ, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ëμ·³Ê²¨·μ¢± 
§ ¤ Î¨ ¢ ¢¨¤¥ ¸¨¸É¥³Ò ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ¢ ±μÉμ·μ° ¢¸¥ É·Ê¤´μ¸É¨
¶·¥μ¤μ²¥¢ ÕÉ¸Ö ¶ÊÉ¥³ ¢Ò¡μ·  ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥£μ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ¡ §¨¸  ¨  ¶-
¶·μ±¸¨³ Í¨¨  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° § ¤ Î¨ ¸ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ § ¶μ²´¥´´Ò³¨ ³ É·¨Í ³¨.
�μÔÉμ³Ê  ±ÉÊ ²Ó´μ° § ¤ Î¥° Ö¢²Ö¥É¸Ö · §· ¡μÉ±  Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ
¸Ì¥³ ¨  ²£μ·¨É³μ¢ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ÒÌ § ¤ Î ¤²Ö ¸¨¸É¥³ Ë·¥¤£μ²Ó³μ¢¸±¨Ì
¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°.

‚ · ¡μÉ¥ [84] ¢Ò¶μ²´¥´  ´ ²¨§ · §· ¡μÉ ´´ÒÌ  ²£μ·¨É³μ¢, ¨Ì  ¶·μ¡ -
Í¨Ö ¶·μ¢¥¤¥´  ´  ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ É·¥Ì ¡μ§μ´μ¢ ´  ¶·Ö³μ° ¸ ¶ ·´Ò³¨
¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³¨ ´Ê²¥¢μ£μ · ¤¨Ê¸ , ¶μ¸±μ²Ó±Ê §¤¥¸Ó ¨§¢¥¸É´Ò ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥
§´ Î¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ E ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¨ ¶μ²Ê¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨ S-³ É·¨Í  ¶·μ-
Í¥¸¸μ¢ Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö [86]. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ ±¢ ¤· É  ¨³¶Ê²Ó¸  Ë §μ¢μ£μ
¸¤¢¨£  ¨ ¥£μ ¶·μ¨§¢μ¤´μ° μÉ ¨³¶Ê²Ó¸  ¤²Ö ¶·μÍ¥¸¸  Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ´¨¦¥
É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¶μ·μ£  E � 0 ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ´  ·¨¸. 1, ¡. „²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ°
³μ¤¥²¨ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ¢ ¶μ²Ö·´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É Ì ρ ¨ θ ¤²Ö ¶ ·Í¨ ²Ó-
´μ° ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ Ψi(ρ, θ) ¨³¥¥É ¢¨¤ [86]:

[
1
ρ

∂

∂ρ
ρ

∂

∂ρ
− hρ + 2E

]
Ψi(ρ, θ) = 0, ρ ∈ R1

+, θ ∈ Ω. (73)
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‡¤¥¸Ó Ψi Å ¨¸±μ³ Ö ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö; E Å Ô´¥·£¨Ö ¢ ¸¨¸É¥³¥ Í¥´É·  ³ ¸¸
(¢ ¥¤¨´¨Í Ì � = m = 1, £¤¥ m Å ³ ¸¸  ¡μ§μ´ ); hρ Å ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨°
£ ³¨²ÓÉμ´¨ ´ ¶·¨ ± ¦¤μ³ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ §´ Î¥´¨¨ ρ:

hρ = − 1
ρ2

∂2

∂θ2
+

2g

ρ

5∑
n=0

δ(θ − θn), θn =
nπ

3
+

π

6
, (74)

£¤¥ g = 2cκ̄ Å ±μ´¸É ´É  ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, κ̄ = π/6, c = −1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
¶·¨ÉÖ¦¥´¨Õ ¤¢ÊÌ Î ¸É¨Í,   c = 1 Å μÉÉ ²±¨¢ ´¨Õ. �μ²´ Ö ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö
Ψ̂ ¨Ð¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ · §²μ¦¥´¨Ö Š ´Éμ·μ¢¨Î  ¶μ μ·Éμ£μ´ ²Ó´μ³Ê ´ ¡μ·Ê ¶μ¢¥·Ì-
´μ¸É´ÒÌ μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨° Bj(ρ, θ) ¨ Bas

j (θ) = Bj(ρ → ∞, θ) ¸
´¥¨§¢¥¸É´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ χji(ρ):

Ψ̂=
N−1∑
i=0

|Ψi〉〈Bas
i |, |Ψi〉 =

N−1∑
j=0

|Bj〉〈Bj |Ψi〉 =
N−1∑
j=0

Bj(ρ, θ)χji(ρ). (75)

‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Bj(ρ, θ) ∈ W1
2 (Ω) ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö εj(ρ) £ -

³¨²ÓÉμ´¨ ´  (74) ´ Ìμ¤ÖÉ¸Ö ¶·¨ ± ¦¤μ³ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ §´ Î¥´¨¨ ρ ∈ R1
+ ¨§

±· ¥¢μ° § ¤ Î¨⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

− 1
ρ2

∂2

∂θ2
Bj(ρ, θ) = εj(ρ)Bj(ρ, θ),

1
ρ

∂

∂θ
Bj(ρ, θ)

∣∣∣∣∣
θ=θ±

n

= ∓cκ̄Bj(ρ, θ±n ), θ±n = ±π

6
+

πn

3
.

(76)

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (73) ¶μ ¡ §¨¸Ê Bj(ρ, θ) ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¸¨-
¸É¥³  ¨§ N μ¡Ò±´μ¢¥´´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ´  ¶μ²Êμ¸¨ ρ ∈ R1

+

É¨¶  (41) ¶·¨ n = 2. �¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¶μ · ¤¨ ²Ó´μ°
¶¥·¥³¥´´μ° § ¢¨¸ÖÉ μÉ É¨¶  Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢. � ¶·¨³¥·,  ¸¨³¶ÉμÉ¨± 
· ¤¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨° χji(ρ) ¶·¨ ρ → ∞ ¢ÒÏ¥ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¶μ·μ£  (E > 0)
¨³¥¥É ¢¨¤{

χas
0i(ρ) → (−Y1/2(qρ)δ0i + J1/2(qρ)W0i),

χas
ji(ρ) → (J6j−3(kρ)δji + Y6j−3(kρ)Wji),

¶·¨ c = −1,

χas
ji(ρ) → (J6j+3(kρ)δji + Y6j+3(kρ)Wji) ¶·¨ c = 1,

(77)

£¤¥ q =
√

π2/36 + k2, 2E = k2,   Ji ¨ Yi Å ËÊ´±Í¨¨ 	¥¸¸¥²Ö ¨ �¥°-
³ ´  ¶¥·¢μ£μ ·μ¤ ; Wji = K−1

ji Å Ô²¥³¥´ÉÒ μ¡· É´μ° ³ É·¨ÍÒ ·¥ ±Í¨¨.
‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¤¢Ê³¥·´ Ö § ¤ Î  · ¸¸¥Ö´¨Ö ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (73) ¢ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É´ÒÌ μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ËÊ´±Í¨° (75) Ëμ·³Ê²¨-
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·Ê¥É¸Ö ± ± ³´μ£μ± ´ ²Ó´ Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö § ¤ Î  (2) μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶ ·Ò ´¥¨§-
¢¥¸É´ÒÌ z = (K, Ψ) ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò μ¤´μ³¥·´ÒÌ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (47)
c ³ É·¨Î´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨ (48) ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ ËÊ´±Í¨-
μ´ ²  ˜¢¨´£¥·  (50). ‘Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ · §²μ¦¥´¨Ö (75) ¢ ³¥Éμ¤¥ Š ´Éμ·μ¢¨Î 
¨ ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ ¶·¥¤²μ¦¥´´ÒÌ ¨É¥· Í¨μ´´ÒÌ ¸Ì¥³ (53) ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ-
¢ ´  ¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³μ° ³μ¤¥²¨ ´¨¦¥ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¶μ·μ£  (E < 0) ¨ ¢
μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¢ÒÏ¥ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¶μ·μ£  (E > 0). Š ± ¢¨¤´μ ¨§ ·¨¸. 11 ¨
12, ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¨³¥ÕÉ ³ ±¸¨³Ê³Ò ¤²Ö ¶·¨ÉÖ¦¥´¨Ö (c = −1) ¨ ³¨-
´¨³Ê³Ò ¤²Ö μÉÉ ²±¨¢ ´¨Ö (c = 1) ´  £· ´¨Í Ì Ï¥¸É¨ ¸¥±Éμ·μ¢ ±·Ê£  Ω, £¤¥
¶¥·¢Ò¥ ¨ ¢Éμ·Ò¥ ¶·μ¨§¢μ¤´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ ¸± Îμ±. ‚ÒÎ¨¸²¥´Ò Ô²¥³¥´ÉÒ
K ³ É·¨ÍÒ ´¨¦¥ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¶μ·μ£  ¨ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¢ÒÏ¥ É·¥ÌÎ ¸É¨Î-
´μ£μ ¶μ·μ£  ¸ Î¥ÉÒ·Ó³Ö ¨ É·¥³Ö ¢¥·´Ò³¨ Í¨Ë· ³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¢ ¸²ÊÎ ¥
N = 6. �·μ¢¥¤¥´μ ¸· ¢´¥´¨¥ ¸  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ [87].

�¨¸. 11. ‚μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ψb (a) ¨ ¶μ²Ê¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö
Ψhb (¡) ¶·¨ 2Eb ≈ 2Eexact = −π2/9 ¨ 2Ehb ≈ 2Ehb,exact = −(π/6)2 (q = 0)

�¨¸. 12. ‚μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö Ψs
0 ¶·¨ q = π/6 (¶·¨ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ° ¶μ·μ£μ¢μ°

Ô´¥·£¨¨ 2E = −k2 = 0) ¤²Ö ¶·¨ÉÖ£¨¢ ÕÐ¨Ì ¶ ·´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ (c = −1) (a) ¨ ¶·¨
k = 0,6 ¤²Ö μÉÉ ²±¨¢ ÕÐ¨Ì ¶ ·´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ (c = 1) (¡)
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’ ¡²¨Í  2. ‘· ¢´¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ · §²μ¦¥´¨° Š ´Éμ·μ¢¨Î  (Š) (75) ¨
ƒ ²¥·±¨´  (ƒ) (78) ´  ¶·¨³¥·¥ · ¸Î¥É  Ô´¥·£¨¨ E(N) ¸¢Ö§ ´´μ£μ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ
¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ‚ ¶¥·¢μ° ¸É·μ±¥ ¶μ± § ´μ Î¨¸²μ Ê· ¢´¥´¨° N , ¢μ ¢Éμ·μ° ¨ É·¥ÉÓ¥° ¸É·μ-
± Ì Å · §´μ¸É¨ ΔE(N) = E(N)−Eexact ¢ÒÎ¨¸²¥´´μ£μ E(N) ¨ ÉμÎ´μ£μ §´ Î¥´¨Ö
Ô´¥·£¨¨ Eexact

� §´μ¸ÉÓ N

ΔE(N) 1 2 3 4 5 6

ΔEK 1,801(Ä4) 2,762(Ä6) 2,697(Ä7) 5,413(Ä8) 1,594(Ä8) 5,949(Ä9)
ΔEΓ 9,662(Ä2) 4,116(Ä2) 2,573(Ä2) 1,866(Ä2) 1,462(Ä2) 1,201(Ä2)

�  ¶·¨³¥·¥ · ¸Î¥É  Ô´¥·£¨¨ E(N) ¸¢Ö§ ´´μ£μ É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨Ö ¤²Ö ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ (c = −1) ¢ É ¡². 2 ¶·¥¤¸É ¢²¥´μ ¸· ¢´¥´¨¥ ¸±μ·μ¸É¨
¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ · §²μ¦¥´¨° Š ´Éμ·μ¢¨Î  (75) ¨ ƒ ²¥·±¨´ :

Ψi(ρ, θ) = (2π)−1/2χ̄0(ρ) + (π)−1/2
N−1∑
j=1

χ̄j(ρ) cos (6jθ). (78)

Œ¥¤²¥´´ Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ §´ Î¥´¨° Ô´¥·£¨¨ ΔEΓ(N) ¶·¨ Ê¢¥²¨Î¥´¨¨
Î¨¸²  N ¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° (78) μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö É¥³, ÎÉμ μ¸² ¡¨ÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´Ò¥
Ê¸²μ¢¨Ö ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ³¥Éμ¤  ƒ ²¥·±¨´  §¤¥¸Ó ´¥²Ó§Ö. 	μ²¥¥
Éμ£μ, ·¥¤ÊÍ¨·μ¢ ´´ Ö É ±¨³ μ¡· §μ³ § ¤ Î  ¶·¨ ²Õ¡μ³ ±μ´¥Î´μ³ N ´  ¶μ²Ê-
μ¸¨ ¨³¥¥É ²μ¦´Ò° ±Ê²μ´μ¢¸±¨° ¸¶¥±É· ¸ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¤¥Ë¥±Éμ³ ¨ ± Î¥¸É¢¥´´μ
μÉ²¨Î´μ¥ ¶μ·μ£μ¢μ¥ ¶μ¢¥¤¥´¨¥ ¤²Ö Ë §μ¢μ£μ ¸¤¢¨£  [85]. �Éμ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó-
¸É¢μ ¸²¥¤Ê¥É ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ¶·¨ ·¥¤Ê±Í¨¨ ³¥Éμ¤μ³ ƒ ²¥·±¨´  ±· ¥¢μ° § ¤ Î¨ ¤²Ö
¸¨¸É¥³Ò É·¥Ì Î ¸É¨Í ¸ ¶ ·´Ò³¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö³¨, ¶μ¤¤¥·¦¨¢ ÕÐ¨³¨ ¸¢Ö-
§ ´´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö.

2.5. Šμ··¥²ÖÍ¨Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢ ¶·μÍ¥¸¸ Ì ¨μ´¨§ Í¨¨  Éμ³  £¥²¨Ö. �·μ-
£·¥¸¸, ¤μ¸É¨£´ÊÉÒ° ¢ ¶μ¸²¥¤´¨¥ £μ¤Ò ¢ · §¢¨É¨¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ³¥Éμ-
¤μ¢ Ô²¥±É·μ´´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° ¸¶¥±É·μ¸±μ¶¨¨ (�ˆ‘) (±μ£¤  ¢ ±μ´Í¥ ·¥ ±Í¨¨
¶μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö, ± ± ³¨´¨³Ê³, ¤¢  ¡Ò¸É·ÒÌ Ô²¥±É·μ´ , ¨§³¥·Ö¥³ÒÌ ´  ¸μ¢¶ ¤¥-
´¨¥) [88], ¢ Î ¸É´μ¸É¨, · §¢¨É¨¥ ¸¶¥±É·μ¸±μ¶¨¨ ¶μ ¨³¶Ê²Ó¸Ê ¨μ´  μÉ¤ Î¨ ¢ Ìμ-
²μ¤´μ° ³¨Ï¥´¨ (cold-target recoil-ion momentum spectroscopy (COLTRIMS)),
¶μ§¢μ²Ö¥É ¢Ò¶μ²´¨ÉÓ ÉμÎ´Ò¥, ±¨´¥³ É¨Î¥¸±¨ ¶μ²´Ò¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¸²μ¦´ÒÌ
 Éμ³´ÒÌ ¸μÊ¤ ·¥´¨° [89].

“´¨± ²Ó´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ ¶μ μ¤´μ±· É´μ° ¨ ¤¢Ê±· É´μ° ¨μ´¨§ Í¨¨  Éμ-
³μ¢ ¨ ³μ²¥±Ê² ¡Ò¸É·Ò³¨ Ô²¥±É·μ´ ³¨, ¶·μ¢μ¤¨³Ò¥ Ö¶μ´¸±¨³¨ ÊÎ¥´Ò³¨ ¢ £¥μ-
³¥É·¨¨ ³¥Éμ¤  (�ˆ‘), ¶μ± § ²¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ ± ± ·¥¢¨§¨¨ É¥μ·¨¨ ¤¨´ ³¨-
Î¥¸±¨Ì ³¥Ì ´¨§³μ¢ ÔÉ¨Ì ¶·μÍ¥¸¸μ¢, É ± ¨ ¸μ§¤ ´¨Ö ´μ¢μ£μ ¸¥³¥°¸É¢  ¢ ·¨ Í¨-
μ´´ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ³ ±¸¨³ ²Ó´μ ¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ± ÉμÎ´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ
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³´μ£μÎ ¸É¨Î´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¤²Ö  Éμ³  ¨²¨ ³μ²¥±Ê²Ò [90]. ‚ ÔÉ¨Ì
Í¥²ÖÌ ¢³¥¸Éμ ¨´É¥£· ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ‹¨¶¶³ ´ Ä˜¢¨´£¥·  ¸ ´¥±μ³¶ ±É´Ò³
¸¨´£Ê²Ö·´Ò³ Ö¤·μ³ Ëμ·³Ê²¨·ÊÕÉ¸Ö ¨ ¨¸¸²¥¤ÊÕÉ¸Ö ¨´É¥£· ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö
·¥§μ²Ó¢¥´É´μ£μ É¨¶  ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Î ¸É¨Í ¸ ±Ê²μ´μ¢¸±¨³ ¢§ ¨-
³μ¤¥°¸É¢¨¥³, ±μÉμ·Ò¥ ¨³¥ÕÉ ¸¢Ö§´μ¥ Ö¤·μ ¨ ¢ ±μÉμ·ÒÌ Ö¢´μ ¢Ò¤¥²¥´Ò ¢¸¥
´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨: ¤¢ÊÌÎ ¸É¨Î´Ò¥ (±² ¸É¥·´Ò¥) ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¨ ¨
É·¥ÌÎ ¸É¨Î´Ò¥ ±Ê²μ´μ¢¸±¨¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨. �  μ¸´μ¢¥ É ±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸É·μÖÉ¸Ö
·Ö¤Ò É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¢Ò¸Ï¨¥ ¡μ·´μ¢¸±¨¥ Î²¥´Ò, μ¶¨¸Ò¢ -
ÕÐ¨¥ ³¥Ì ´¨§³Ò ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö, ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö ¸Ìμ¤ÖÐ¨³¨¸Ö ¨´É¥£· ² ³¨ ¨
¶μ¤¤ ÕÉ¸Ö Î¨¸²¥´´μ³Ê · ¸Î¥ÉÊ. � §· ¡ ÉÒ¢ ¥É¸Ö ´μ¢ Ö ³¥Éμ¤¨±  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö
¶·μ¡´ÒÌ μ¤´μÍ¥´É·μ¢ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨°  Éμ³  ¸ ±μ··¥²ÖÉμ· ³¨, Ö¢´μ § -
¢¨¸ÖÐ¨³¨ μÉ ¢§ ¨³´μ£μ · ¸¸ÉμÖ´¨Ö ³¥¦¤Ê Ô²¥±É·μ´ ³¨, ±μÉμ·Ò¥ ´¥ Éμ²Ó±μ ¸
¢Ò¸μ±μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ Ô´¥·£¨Õ ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ´μ ¨ Ê¤μ-
¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³ É¨¶  Ê¸²μ¢¨° Š Éμ [91,92]. �É  ³¥Éμ-
¤¨±  · ¸¶·μ¸É· ´Ö¥É¸Ö ¨ ´  ³μ²¥±Ê²Ò ¢ · ³± Ì ³¥Éμ¤  ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ Í¨¨
 Éμ³´ÒÌ μ·¡¨É ²¥°. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¢ · ¸Î¥É Ì ¸ ¨μ´μ³ ³μ²¥±Ê²Ò ¢μ¤μ·μ¤  ¨¸-
¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¨§¢¥¸É´Ò¥ ¤¢ÊÌÍ¥´É·μ¢Ò¥ ±Ê²μ´μ¢¸±¨¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ [93].
‘¨³³¥É·¨Ö Ô²¥±É·μ´´ÒÌ ±μ··¥²ÖÍ¨° ³μ²¥±Ê²Ö·´μ£μ ¨μ´  ¢μ¤μ·μ¤  ¨ ¤¢ÊÌ-
 Éμ³´ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¨³¥ÕÐ¨Ì ¤¢   ±É¨¢´ÒÌ Ô²¥±É·μ´ , ¢ ¶·μÍ¥¸¸ Ì ¨μ´¨§ Í¨¨
¸ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨¥³ ¡Ò¸É·Ò³ Ô²¥±É·μ´´Ò³ Ê¤ ·μ³ ¨§ÊÎ ² ¸Ó ¢ ¡μ·´μ¢¸±μ³ ¶·¨-
¡²¨¦¥´¨¨ c ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ±¢ §¨ÉμÎ´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ ¡ §¨¸¥ ¤¢ÊÌÍ¥´É·μ¢ÒÌ
±Ê²μ´μ¢¸±¨Ì ËÊ´±Í¨° [94Ä96], ÎÉμ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤²Ö  ¤¥±¢ É´μ£μ μ¶¨¸ ´¨Ö ÔË-
Ë¥±Éμ¢ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ [89]. ‚ÒÏ¥μ¡μ§´ Î¥´´Ò¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò
¨ ³¥Éμ¤¨±¨ ¶² ´¨·Ê¥É¸Ö μÉ· ¡μÉ ÉÓ ´   Éμ³¥ £¥²¨Ö ¨ ³μ²¥±Ê²¥ ¢μ¤μ·μ¤  ¨
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤ ²¥¥ ¤²Ö ³μ²¥±Ê² ¢μ¤Ò ¨ μ±¨¸¨ Ê£²¥·μ¤ , ±μÉμ·Ò¥ ¡Ê¤ÊÉ ¨¸¸²¥-
¤μ¢ ÉÓ¸Ö Ö¶μ´¸±¨³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Éμ· ³¨.

„²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ±μ··¥²ÖÍ¨¨ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢ · ¡μÉ¥ [97] ¶μ¸É·μ¥´ ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´
´μ¢Ò° μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨° ¡ §¨¸ Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´ÒÌ ±μ··¥²¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢ ·¨-
 Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¤²Ö · ¸Î¥Éμ¢ ¸ § ¤ ´´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ Ô´¥·£¨¨
¨ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° £¥²¨¥¶μ¤μ¡´ÒÌ  Éμ³μ¢. �É  § ¤ Î ,
¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ±Ê²μ´μ¢¸±μ° § ¤ Î¨ ¤¢ÊÌ É¥², ´¥ ¨³¥¥É ÉμÎ´μ£μ  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ
·¥Ï¥´¨Ö, ´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¡ §μ¢μ° É·¥ÌÎ ¸É¨Î´μ° ¸¨¸É¥³μ° ¤²Ö ¶·¥Í¨§¨μ´´ÒÌ
· ¸Î¥Éμ¢ ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¢  Éμ³´μ° Ë¨§¨±¥. „²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ ¸¢Ö-
§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò° ¶·¨´Í¨¶ �Ô²¥ÖÄ�¨ÉÍ  ¨ ¶μ¤-
Ìμ¤ÖÐ¨° ´ ¡μ· ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¶·μ¡´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ ±μμ·¤¨´ É´μ³ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨¨. ‚¥·Ì´ÖÖ μÍ¥´±  Ô´¥·£¨¨  Éμ³  £¥²¨Ö ¢ μ¸´μ¢´μ³ ¸μ¸ÉμÖ´¨¨ E =
−2,903 724 377 032 a. e. ¢ ´¥·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¤²Ö ¡¥¸±μ´¥Î´μ°
³ ¸¸Ò Ö¤·  ¡Ò²  ¶μ²ÊÎ¥´  ¥Ð¥ ¢ 1966 £. [98]. �¥¤ ¢´μ ¤²Ö Ô´¥·£¨¨ ÔÉμ£μ ¸μ-
¸ÉμÖ´¨Ö ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ²ÊÎÏ¨¥ μÍ¥´±¨: E = −2,903 724 377 034 119 593 a. e.
[99] ¨ E = −2,903 724 377 034 119 597 a. e. [100].

„²Ö Ö¢´μ£μ ÊÎ¥É  ±μ··¥²ÖÍ¨¨ ¤¢ÊÌ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢  Éμ³¥, ´ Ìμ¤ÖÐ¨Ì¸Ö ´ 
· ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ r12 ³¥¦¤Ê ¸μ¡μ° ¨ ´  · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ r1 ¨ r2 μÉ Ö¤·   Éμ³ , ¢ ¢ ·¨-
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 Í¨μ´´ÒÌ · ¸Î¥É Ì ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ ¶¥·¨³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ±μμ·¤¨´ ÉÒ r1, r2, r12 [98].
‚ ÔÉ¨Ì ±μμ·¤¨´ É Ì · ¤¨ ²Ó´ Ö Î ¸ÉÓ Ô²¥³¥´É  μ¡Ñ¥³  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ´¥
¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¶·μ¸Éμ³Ê ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Õ μ¤´μ³¥·´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢, ¶μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¶¥-
·¥Ìμ¤  ± Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´μ³Ê ±μ··¥²¨·μ¢ ´´μ³Ê ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Õ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ¶·μ¥±É¨¢´Ò¥ ±μμ·¤¨´ ÉÒ.

‚ · ¡μÉ¥ [97] ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´  ²ÓÉ¥·´ É¨¢´Ò° ¢ ·¨ ´É μ¶É¨³¨§ Í¨¨ ¢ ·¨-
 Í¨μ´´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ±μÉμ·Ò° μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ²ÊÎÏÊÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ¨ ¡μ²¥¥
¢Ò¸μ±ÊÕ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö §´ Î¥´¨° Ô´¥·£¨¨. ‚ ¶·μ¥±É¨¢´ÒÌ ±μμ·¤¨´ É Ì

s = r1 + r2, v = r12/(r1 + r2), w = (r1 − r2)/r12 (79)

É·¥Ì³¥·´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò, ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¤²Ö ·¥¤Ê±Í¨¨ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ° § ¤ Î¨ ±
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ°, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö μ¤´μ³¥·´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢:

I =

∞∫
0

s5ds

1∫
0

v2dv

1∫
0

F (s, v, w) (1 − v2w2)dw. (80)

�¸´μ¢´μ¥ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢μ É ±μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨ § ¤ Î¨ ¤μ¸É¨£ ¥É¸Ö ¡² £μ¤ ·Ö ¢Ò-
¡μ·Ê Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´μ£μ ¶μ ¢¸¥³ É·¥³  ·£Ê³¥´É ³ (79) ±μ··¥²¨·μ¢ ´´μ£μ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨Ö ¤²Ö ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°

Ψ =
N∑

n=0

Cnψn, ψn ≡ ψij,2k = Ui(s)Vj(v)W2k(w), (81)

£¤¥ W2k(w) Å Î¥É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶μ w ´  ¨´É¥·¢ ²¥ [Ä1,1] ¤²Ö μ¸´μ¢´μ£μ
S-¸μ¸ÉμÖ´¨Ö £¥²¨¥¶μ¤μ¡´ÒÌ  Éμ³μ¢, ¢ ±μÉμ·μ³ ¢¸¥ ³ É·¨Î´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ £ -
³¨²ÓÉμ´¨ ´  ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ ¸ Ô²¥³¥´Éμ³ μ¡Ñ¥³  (80) ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö  ´ ²¨-
É¨Î¥¸±¨. �É  § ¤ Î  ¶μ¸²¥ ¢ ·¨ Í¨¨ ËÊ´±Í¨μ´ ²  �Ô²¥ÖÄ�¨ÉÍ  ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ±
μ¡μ¡Ð¥´´μ° § ¤ Î¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö.

„²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ´ÓÕÉμ´μ¢¸± Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö
¸Ì¥³ , ¶μ¸É·μ¥´´ Ö ´  μ¸´μ¢¥ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ²  �Ô²¥ÖÄ�¨ÉÍ  ¸
ËÊ´±Í¨Ö³¨ (81) ¢ ¢¨¤¥

Ui(s) = Ni e−αisL5
i (2αis), Vj(v) = N jP

(0,2)
j (2v − 1),

W2k(w) = N̂2kP
(1,1)
2k (w),

(82)

£¤¥ Ni, N j ¨ N̂2k Å ±μ´¸É ´ÉÒ ´μ·³¨·μ¢±¨; L5
i Å μ¡μ¡Ð¥´´Ò¥ ¶μ²¨´μ³Ò ‹ -

£¥·· ; P
(q,t)
j Å ¶μ²¨´μ³Ò Ÿ±μ¡¨ ¨ αi Å ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò¥ ¶ · ³¥É·Ò. ‚ · ¸Î¥-

É Ì ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¸Ö μ·Éμ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò° ¡ §¨¸ Ui ¸ ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³
α ≡ αi, §´ Î¥´¨Ö ±μÉμ·μ£μ μ¶·¥¤¥²Ö²¨¸Ó ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö ∂E(α)/∂α = 0. ‚ ÔÉμ³
¶μ¤Ìμ¤¥ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´μ¢Ò¥ ¢¥·Ì´¨¥ μÍ¥´±¨ μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  Éμ³  £¥²¨Ö ¸
ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤o ¤¢ ¤Í É¨ ¤¢ÊÌ §´ ±μ¢: E = −2,903 724 377 034 119 598 297 a. e.,
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  É ±¦¥ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´μ¢Ò¥ μÍ¥´±¨ Ô´¥·£¨¨ ¤²Ö ¨§μÉμ¶μ¢ £¥²¨¥¢μ£μ  Éμ³ :

E(4He) = −2,903 304 557 733 234 397 556 a. e.,
E(3He) = −2,903 167 210 703 584 120 495 a. e.,

¨ ¨§μÔ²¥±É·μ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¶·¨ Z = 3, . . . , 10. ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ · ¸Î¥ÉÒ
¸ ³´μ£μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ ±μ··¥²¨·μ¢ ´´Ò³¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ ¢ ·¨ Í¨-
μ´´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ VK [101] ¤²Ö μ¸´μ¢´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  Éμ³  £¥²¨Ö E =
−2,903 724 377 034 119 598 311 159 a. e. ¶μ¤É¢¥·¤¨²¨ ´ Ï¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ.

‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¶·μ£· ³³  ´ ¶¨¸ ´  ´  Ö§Ò±¥ ”μ·É· ´ ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥-
´¨¨ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ Î¨¸¥² ¸ ¤¢μ°´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ (¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ¤μ É·¨´ ¤Í É¨
¢¥·´ÒÌ §´ ±μ¢ ¢ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨) ¨ ¸ Î¥É¢¥·´μ° ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ (¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö
¤μ ¤¢ ¤Í É¨ ¤¢ÊÌ ¢¥·´ÒÌ §´ ±μ¢ ¢ §´ Î¥´¨¨ Ô´¥·£¨¨).

�·¥¤¸É ¢²¥´Ò ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  ¸±μ·μ¸É¨ ¸Ìμ¤¨³μ¸É¨ ¶μ
´μ³¥·Ê N ¢ · §²μ¦¥´¨¨ ·¥Ï¥´¨Ö (81) ¶μ μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ³Ê ¡ §¨¸Ê ¶·μ¡-
´ÒÌ ËÊ´±Í¨° (82). ‚Ò¶μ²´¥´ ´¥§ ¢¨¸¨³Ò° Î¨¸²¥´´Ò° · ¸Î¥É ¨ ¤ ´μ ¸· ¢´¥-
´¨¥ ¸ ´¥¶μ²´μ¸ÉÓÕ Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´Ò³ ¡ §¨¸μ³ ¢ ¶·μ¥±É¨¢´ÒÌ ±μμ·¤¨-
´ É Ì [99]

ū = r>, v̄ = r</r>, w̄ = (r12 − r>)/r<,
r> = max (r1, r2), r< = min (r1, r2),

(83)

¤²Ö ±μÉμ·μ£μ Ê¸²μ¢¨Ö Š Éμ ¢ ¢¨¤¥ £· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨° ¢ ÉμÎ±¥ ¶ ·´μ£μ ¸μÊ¤ ·¥-
´¨Ö Ô²¥±É·μ´μ¢ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³ ¢ ¢¨¤¥ δ-ËÊ´±Í¨¨,
¢Ìμ¤ÖÐ¨³ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ £ ³¨²ÓÉμ´¨ ´  § ¤ Î¨. ‚ ÔÉ¨Ì ±μ-
μ·¤¨´ É Ì · ¤¨ ²Ó´ Ö ¡ §¨¸´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  ± ±
¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¤¢ÊÌ · ¤¨ ²Ó´ÒÌ ¢μ¤μ·μ¤μ¶μ¤μ¡´ÒÌ ËÊ´±Í¨°:

exp (αs) ≡ exp (α(r1 + r2)) = exp (α(r> + r<)) = exp (αū(1 + v̄)), (84)

É. ¥. ´¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·¨¢¥¤¥´  ÉμÎ´μ ± Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´μ³Ê ¢¨¤Ê f(ū)g(v̄).
‚ · ¡μÉ Ì [90,102,103] ¨¸¸²¥¤μ¢ ´Ò ³μ¤¥²¨ ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨μ´¨§ Í¨¨ μ¸´μ¢-

´μ£μ S-¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  Éμ³  £¥²¨Ö ¡Ò¸É·Ò³¨ Ô²¥±É·μ´ ³¨ ¨ ¶·μÉμ´ ³¨ ¢ ¨³¶Ê²Ó¸-
´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨. ˆ§ÊÎ¥´Ò · ¤¨ ²Ó´Ò¥ ¨ Ê£²μ¢Ò¥ ±μ··¥²ÖÍ¨¨ Ô²¥±É·μ´μ¢
¸ ¶μ³μÐÓÕ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°, ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ · ¡μÉ¥ [90]:
μ¤´μ±μ³¶μ´¥´É´μ° ËÊ´±Í¨¨ •¨²²¥·  ¸  (Hy), ¤¢¥´ ¤Í É¨¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ°
ËÊ´±Í¨¨ 	μ´ ³  ¨ Šμ²Ö (BK), •¨²²¥·  ¸ Ä�±± ·É Ä— ´¤· ¸¥± ·  (HEC),
• ·É·¨Ä”μ±  (HF), ±μ´Ë¨£Ê· Í¨μ´´μ£μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö (CI) ¨ ¤¢¥´ ¤Í É¨-
±μ³¶μ´¥´É´μ° (N = 12) μ¤´μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ CPV (81), ¶μ¸É·μ¥´-
´μ° ¢ [102]. ”Ê´±Í¨Ö CPV  ¤¥±¢ É´μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É ±μ··¥²ÖÍ¨Õ Ô²¥±É·μ´μ¢ ¢
 Éμ³¥ ¨ ¸μ£² ¸μ¢ ´  ¸ ²¨¤¨·ÊÕÐ¨³ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Î²¥´μ³ (84) ¢  ¸¨³¶-
ÉμÉ¨Î¥¸±μ³ · §²μ¦¥´¨¨ Ëμ·³ ²Ó´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ®ÉμÎ´μ°¯ ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨
³¨Ï¥´¨ [104] (¸³. ·¨¸. 13).

�¥¤ ¢´μ ¶·μÍ¥¸¸Ò ¤¢μ°´μ° ¨μ´¨§ Í¨¨  Éμ³  £¥²¨Ö Ô²¥±É·μ´´Ò³ Ê¤ ·μ³,
μ¤´μ±· É´μ° ¨μ´¨§ Í¨¨ ¸ μ¤´μ¢·¥³¥´´Ò³ ¢μ§¡Ê¦¤¥´¨¥³ ¨ ¤¢Ê±· É´μ° ¨μ´¨-
§ Í¨¨ ¨§ÊÎ ²¨¸Ó ¶·¨ ¡μ²ÓÏμ³ §´ Î¥´¨¨ ¶¥·¥¤ ´´μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ -
´¨¥³ Ô´¥·£μ- ¨ ¨³¶Ê²Ó¸´μ-¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ£μ ¡¨´ ·´μ£μ (e, 2e)-¸¶¥±É·μ-
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�¨¸. 13. � ·Í¨ ²Ó´Ò¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ Φl Ë ±Éμ·¨§μ¢ ´´μ° ¤¢¥´ ¤Í É¨±μ³¶μ´¥´É´μ° ±μ·-
·¥²¨·μ¢ ´´μ° ¢ ·¨ Í¨μ´´μ° ËÊ´±Í¨¨ CPV (81) ¶·¨ §´ Î¥´¨ÖÌ μ·¡¨É ²Ó´μ£μ ³μ³¥´É 
Ô²¥±É·μ´  l = 0, 1, 2

³¥É·  [90]. �±¸¶¥·¨³¥´É ¢Ò¶μ²´Ö²¸Ö ¶·¨ Ô´¥·£¨¨ ¸Éμ²±´μ¢¥´¨Ö 2080 Ô‚
¢ ¸¨³³¥É·¨Î´μ° ´¥±μ³¶² ´ ·´μ° £¥μ³¥É·¨¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¡Ò²  ¤μ¸É¨£-
´ÊÉ  ¡μ²ÓÏ Ö ¶¥·¥¤ Î  ¨³¶Ê²Ó¸ : 9 a. ¥., É. ¥. §´ Î¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥ ´¨±μ£¤  ¥Ðe
´¥ ¡Ò²μ ·¥ ²¨§μ¢ ´μ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¤¢Ê±· É´μ° ¨μ´¨§ Í¨¨  Éμ³  £¥²¨Ö. ˆ§-
³¥·¥´´Ò¥ ¸¥Î¥´¨Ö (e, 2e) ¨ (e, 3 − 1e) ¤²Ö ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ¢ ¢μ§¡Ê¦¤¥´´μ¥ (n = 2)
¸μ¸ÉμÖ´¨¥ He+ ¨ ¢ ¤¢ ¦¤Ò ¨μ´¨§¨·μ¢ ´´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ He2+ ¡Ò²¨ ¶·¥¤¸É -
¢²¥´Ò ± ± ´μ·³ ²¨§μ¢ ´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸¥Î¥´¨° ¤²Ö ¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ¢
μ¸´μ¢´μ¥ (n = 1) ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ He+. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ
¤²Ö ´μ·³¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° ¡Ò²¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ ¶²μ¸±μ¢μ²´μ¢μ³ ¨³¶Ê²Ó¸´μ³
¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ (plane-wave impulse approximation (PWIA)) ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¨
¡μ·´μ¢¸±μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¢ ³¥Éμ¤¥ ¨¸± ¦¥´´ÒÌ ¢μ²´ (distorted-wave Born ap-
proximation (DWBA)) c ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ · §²¨Î´ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° μ¸´μ¢-
´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö  Éμ³  £¥²¨Ö He (¸ Í¥²ÓÕ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ³μ¤¥²¥° ¤¨´ ³¨±¨
¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¨ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò ±¢ ´Éμ¢μ° ±μ··¥²ÖÍ¨¨ ¤¢ÊÌÔ²¥±É·μ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°).

�  ·¨¸. 14, a, ¡ ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö · ¸Î¥ÉÒ (e, 2e)- ¨ (e, 3 − 1e)-¸¥Î¥´¨° ·¥-
 ±Í¨°, ¢Ò¶μ²´¥´´ÒÌ ¸ ¢ ·¨ Í¨μ´´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ Hy, HF, HEC, CPV, CI,
BK,   ´  ·¨¸. 14, ¢ Å ¸ ±μ··¥²¨·μ¢ ´´Ò³¨ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò³¨ ¢ ·¨ Í¨μ´-
´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ VK [101] ¸ ÊÎ¥Éμ³ Ê¸²μ¢¨° Š Éμ ± ± ¢ ¸² ¡μ°, É ± ¨ ¢
¸¨²Ó´μ° Ëμ·³¥ [105],   É ±¦¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥. ‚¨¤´μ, ÎÉμ Ëμ·³ 
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° (e, 2e) ¨ (e, 3 − 1e) μÉ ¶¥·¥¤ ´´μ£μ
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�¨¸. 14. ‘· ¢´¥´¨¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó-
´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ (ÉμÎ±¨) ¤²Ö É·¥Ì±· É-
´μ£μ ¨ Î¥ÉÒ·¥Ì±· É´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° ¶·μÍ¥¸¸μ¢ (e, 2e)
¨ (e, 3 − 1e) ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ
¶¥·¥¤ ´´μ£μ ¨³¶Ê²Ó¸  ¸ É¥μ·¥É¨Î¥-
¸±¨³¨ · ¸Î¥É ³¨ ¢ PWIA- ¨ DWBA-
¶·¨¡²¨¦¥´¨Öx, ¢Ò¶μ²´¥´´Ò³¨ ¸ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ · §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ Í¨-
μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°: 1 Å PWIA/Hy;
2 Å PWIA/HF; 3 Å PWIA/HEC;
4 Å PWIA/CPV; 5 Å PWIA/CI;
6 Å PWIA/BK; 7 Å DWBA/CI ¨
PWIA/VK, c Ê¸²μ¢¨¥³ Š Éμ: 1 Å ¢
¸¨²Ó´μ° ¨ 2 Å ¢ ¸² ¡μ° Ëμ·³¥. �μ-
¤·μ¡´μ¥ μ¡ÑÖ¸´¥´¨¥ ¸³. ¢ É¥±¸É¥

¨³¶Ê²Ó¸  Ìμ·μÏμ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö PWIA-¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö³¨ Éμ²Ó±μ Éμ£¤ , ±μ£¤ 
¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¸¨²Ó´μ ±μ··¥²¨·μ¢ ´´Ò¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Ô²¥±É·μ´μ¢  Éμ³ 
£¥²¨Ö [90].
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‚ · ¡μÉ¥ [103] ¡Ò²¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´Ò · §²¨Î´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ·¥ ±Í¨¨ § Ì¢ É  ¸
¨μ´¨§ Í¨¥° p+He → H+He+++e ¶·¨ μÎ¥´Ó ³ ²ÒÌ Ê£² Ì · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢μ¤μ·μ¤ 
θp = 0,1−0,5 ³· ¤ ¨ Ô´¥·£¨¨ ¶·μÉμ´  Ep = 0,15−1,4 ŒÔ‚, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¥¤-
² £ ²¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö ´μ¢μ° ¨´Ëμ·³ Í¨¨ μ ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ¢μ²´μ¢μ°
ËÊ´±Í¨¨ ³¨Ï¥´¨ ¢ ¨³¶Ê²Ó¸´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨  ¢Éμ·Ò ´¥¤ ¢´¨Ì Ô±¸¶¥·¨³¥´-
Éμ¢ [106]. ˆ³¨ ¡Ò²μ ¢Ò¸± § ´μ ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨¥ [107], ÎÉμ ¶·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨
É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ ³μ¦´μ μ¶Ê¸É¨ÉÓ É·¥¡μ¢ ´¨¥ ·¥§μ´ ´¸´μ£μ § Ì¢ É  ¨
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ ¶μ²Õ¸´Ò° ³¥Ì ´¨§³. �¤´ ±μ, ± ± ¶μ± § ²¨ · ¸Î¥ÉÒ ¸
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ · §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ Í¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨°,   É ±¦¥ · ¸Î¥ÉÒ ¸ ÉμÎ-
´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ ¤²Ö ·¥ ±Í¨¨ ¶¥·¥§ ·Ö¤±¨  Éμ³  ¢μ¤μ·μ¤  ¡Ò¸É·Ò³¨ ¶·μÉμ-
´ ³¨, ¤²Ö ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ£μ ¸μ£² ¸μ¢ ´¨Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¨ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì
¤ ´´ÒÌ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ÊÎ¨ÉÒ¢ ÉÓ ÔËË¥±ÉÒ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  [108].

2.6. ‘μ²¨Éμ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´¥²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥·  ¸ ¤¨¸-
¸¨¶ Í¨¥° ¨ ´ ± Î±μ°. �¥²¨´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  (�“˜) μ¶¨¸Ò¢ ¥É
 ³¶²¨ÉÊ¤Ê ±¢ §¨³μ´μÌ·μ³ É¨Î¥¸±μ° ¢μ²´Ò, · ¸¶·μ¸É· ´ÖÕÐ¥°¸Ö ¢ ´¥²¨´¥°-
´μ° ¤¨¸¶¥·¸¨μ´´μ° ¸·¥¤¥, ¨ ¢ ÔÉμ³ ± Î¥¸É¢¥ (¢ · §²¨Î´ÒÌ ¢ ·¨ ´É Ì ³aÉ¥-
³ É¨Î¥¸±μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨) ¨³¥¥É ³´μ¦¥¸É¢μ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶·¨²μ¦¥´¨° ¢ ¸ ³ÒÌ
· §´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ É¥μ·¨¨ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¨ ´¥²¨´¥°´μ° μ¶É¨±¨
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [22] ¨ Í¨É¨·Ê¥³ÊÕ ²¨É¥· ÉÊ·Ê).

‚ · ³± Ì ÔÉ¨Ì ³μ¤¥²¥°  ±ÉÊ ²Ó´μ° ¶·μ¡²¥³μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨¥ ´μ-
¢μ° ¨´Ëμ·³ Í¨¨ μ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¨ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ Î ¸É¨Í¥¶μ¤μ¡´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°
(¸μ²¨Éμ´μ¢) ¢ ¨§ÊÎ ¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³ Ì, μ¡ Ê¸²μ¢¨ÖÌ ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ¡¨ËÊ·± Í¨°,
±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ·¥¦¨³μ¢, μ ³¥Ì ´¨§³ Ì ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨. ‚ ´¥²¨-
´¥°´μ° μ¶É¨±¥, ´ ¶·¨³¥·, ¢μ§´¨±´μ¢¥´¨¥ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°
¸μ²¨Éμ´μ¢ ¨´É¥·¶·¥É¨·Ê¥É¸Ö ± ± Ê¸Éμ°Î¨¢μ¥ ¨¸± ¦¥´¨¥ ¸¨£´ ² , ÎÉμ ¢¥¤¥É ±
¶μÉ¥·¥ ¨´Ëμ·³ Í¨¨ ¢ ²¨´¨ÖÌ ¶¥·¥¤ Î¨ ¨ Ô²¥³¥´É Ì μ¶É¨Î¥¸±μ° ¶ ³ÖÉ¨.

�μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É · §²¨Î´Ò¥ ¢ ·¨ ´ÉÒ ±μ³¶²¥±¸´μ§´ Î-
´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¸ ±Ê¡¨Î¥¸±μ° ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓÕ ¨ ¸
Î²¥´ ³¨, ³μ¤¥²¨·ÊÕÐ¨³¨ ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´Ò¥ ¶μÉ¥·¨ Ô´¥·£¨¨ ¨ ´ ± Î±Ê Ô´¥·£¨¨
¢ ¸¨¸É¥³Ê ¨§¢´¥.

� ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö.
�¥²¨´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ¸ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° ´ ± Î±μ° ¨ ¤¨¸-

¸¨¶ Í¨¥°:

iΨt + Ψxx + 2|Ψ|2Ψ − Ψ = hΨ − iγΨ, Ψ(x = ±∞) = 0. (85)

‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ Ψ Å  ³¶²¨ÉÊ¤  ±¢ §¨£ ·³μ´¨Î¥¸±μ° ¸É Í¨μ´ ·´μ° ¢μ²´Ò; h Å
 ³¶²¨ÉÊ¤  ´ ± Î±¨; γ Å ±μÔËË¨Í¨¥´É ¤¨¸¸¨¶aÍ¨¨, Î¥·É  ´ ¤ Ψ μ§´ Î ¥É ±μ³-
¶²¥±¸´μ¥ ¸μ¶·Ö¦¥´¨¥. �Éμ Ê· ¢´¥´¨¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¶·¨ μ¶¨¸ ´¨¨ ³ £´¥É¨±μ¢
¢μ ¢· Ð ÕÐ¥³¸Ö ³ £´¨É´μ³ ¶μ²¥, ¢ É¥μ·¨¨ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì ±μ´É ±Éμ¢, ¢
³μ¤¥²ÖÌ £¨¤·μ¤¨´ ³¨±¨,   É ±¦¥ ¶·¨  ´ ²¨§¥ · ¸¶·μ¸É· ´¥´¨Ö ‘‚—-¢μ²´Ò ¢
¶² §³¥.
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‚ ¸²ÊÎ ¥ ¶·Ö³μ° (¢´¥Ï´¥°) ´ ± Î±¨ Ê· ¢´¥´¨¥ ˜·¥¤¨´£¥·  ¨³¥¥É ¢¨¤

iΨt + Ψxx + 2|Ψ|2Ψ − Ψ = −h − iγΨ, Ψx(x = ±∞) = 0. (86)

„ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ÔËË¥±É Ë §μ¢μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö ¢ μ¶É¨Î¥¸±¨Ì ¢μ-
²μ±´ Ì, ±μ´¢¥±Í¨Õ ¢ ¡¨´ ·´ÒÌ ¸³¥¸ÖÌ ¨ ¦¨¤±¨Ì ±·¨¸É ²² Ì, ¢μ²´Ò ´ -
³ £´¨Î¨¢ ´¨Ö ¢ Ë¥··μ³ £´¥É¨± Ì ¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ ±μ³¡¨´ Í¨¨ ¸É É¨Î¥¸±μ£μ ¨
‘‚—-¶μ²¥° ¨ ¨³¥¥É ·Ö¤ ¤·Ê£¨Ì ¶·¨²μ¦¥´¨°.

� ±μ´¥Í, ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ´¥²¨´¥°´μ¸É¨ ¤¥Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ¥£μ É¨¶  · ¸¸³ É·¨¢ -
¥É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

iΨt +
1
2
Ψxx − |Ψ|2Ψ + Ψ = hΨ − iγΨ, Ψx(x = ±∞) = 0, (87)

±μÉμ·μ¥, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ³μ¤¥²¨·Ê¥É ¢μ²´Ò ´ ³ £´¨Î¨¢ ´¨Ö ¢ ²¥£±μμ¸´ÒÌ Ë¥·-
·μ³ £´¥É¨± Ì ¸ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ¸² ¡μ°  ´¨§μÉ·μ¶¨¥°. ‚ £ §μ¢μ° ¤¨´ ³¨±¥
μ´μ ¨§¢¥¸É´μ ± ± Ê· ¢´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ±μ²¥¡ ´¨° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¦¨¤±μ¸É¨ ¢
¢¥·É¨± ²Ó´μ ¢¨¡·¨·ÊÕÐ¥³ ± ´ ²¥ ¸ ¡μ²ÓÏμ° Ï¨·¨´μ° ¨ ³ ²μ° £²Ê¡¨´μ°. ‚
´¥²¨´¥°´μ° μ¶É¨±¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (87) ¶μ²ÊÎ¥´μ ¢ ³μ¤¥²¨ μ¶É¨Î¥¸±μ£μ ¶ · ³¥-
É·¨Î¥¸±μ£μ μ¸Í¨²²ÖÉμ·  ¢ ±¢ ¤· É¨Î´μ° ¸·¥¤¥ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¡μ²ÓÏμ° μÉ¸É·μ°±¨
¢Éμ·μ° £ ·³μ´¨±¨.

—¨¸²¥´´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ± ¦¤μ£μ ¨§ ÔÉ¨Ì É·¥Ì Ê· ¢´¥´¨° ¢±²ÕÎ ²μ ¢
¸¥¡Ö: 1) ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°; 2) Î¨¸²¥´´μ¥
·¥Ï¥´¨¥ ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö
¸¢μ°¸É¢ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° (¤²Ö · ¸¸³ É·¨¢ ¥³ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨° ÔÉ  § ¤ Î  ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¸¨¸É¥³Ê ¤¢ÊÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨° ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ ±μ³¶²¥±¸´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ) ¨, ´ ±μ´¥Í, 3) Î¨¸²¥´´μ¥
·¥Ï¥´¨¥ ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨°
¶ · ³¥É·μ¢.

—¨¸²¥´´μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¶·μ¢μ-
¤¨²μ¸Ó ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μ£· ³³Ò CONTINÄNLIN. ‚ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ ¸²ÊÎ ¥¢ Î¨-
¸²¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´ÉÒ ¶·μ¢μ¤¨²¨¸Ó ´  ¨´É¥·¢ ²¥ x = [−100, 100] c Ï -
£μ³ ±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ 0,005. „²Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´-
´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ² ¸Ó ¸É ´¤ ·É´ Ö ¶·μ£· ³³ 
¨§ ¡¨¡²¨μÉ¥±¨ EISPACK (http://www.netlib.org/eispack). �·¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸É¨
¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ÊÉμÎ´Ö²¨¸Ó ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨°. —¨-
¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¨¸Ìμ¤´μ° § ¤ Î¨ ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö²μ¸Ó ´ 
μ¸´μ¢¥ ¤¢ÊÌÏ £μ¢μ£μ Ê¸²μ¢´μ Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ  ²£μ·¨É³  ¸ ËÊ·Ó¥- ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¥°
¶μ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° [109,110], ¨§¢¥¸É´μ£μ ± ± ¶¸¥¢¤μ¸¶¥±É· ²Ó-
´Ò° ³¥Éμ¤.

–¥²Ó ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¸μ¸ÉμÖ²  ¢ ¶μ¨¸±¥ ´μ¢ÒÌ ±² ¸¸μ¢ ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ·¥-
Ï¥´¨° ¢ ¢¨¤¥ ³´μ£μ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸μ¢ ¨ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö ¸μ²¨Éμ´μ¢, ¨§ÊÎ¥-
´¨¨ £· ´¨Í μ¡² ¸É¨ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°, ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨
ÉμÎ¥± ¡¨ËÊ·± Í¨¨, Î¨¸²¥´´μ³  ´ ²¨§¥ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°.
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„²Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° (85) ¨ (86) ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ ¨§¢¥¸É´Ò ¶μ ¤¢  μ¤-
´μ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨Ö: ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (85) μ´¨ ¨§¢¥¸É´Ò ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥,   ¤²Ö
Ê· ¢´¥´¨Ö (86) Å ´ °¤¥´Ò Î¨¸²¥´´μ [111].

—Éμ ¦¥ ± ¸ ¥É¸Ö ³´μ£μ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨Ö (85), ÌμÉÖ ¸¢Ö§ ´-
´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸μ²¨Éμ´μ¢ ´ ¡²Õ¤ ²¨¸Ó ¢ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì ¶μ Ë · ¤¥¥¢¸±μ³Ê
·¥§μ´ ´¸Ê ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¦¨¤±μ¸É¨ [112], É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨°  ´ ²¨§ [113, 114]
´¥ ¢ÒÖ¢¨² ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¤ ¦¥ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸¨²Ó´μ£μ ¶¥·¥-
±·ÒÉ¨Ö ¸μ²¨Éμ´μ¢.

‚¶¥·¢Ò¥ ³´μ£μ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (85) ¡Ò²¨ Î¨¸²¥´´μ ´ °-
¤¥´Ò ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [115]. ‚ ÔÉμ° ¦¥ · ¡μÉ¥ ¶μ¸É·μ¥´   ´ ²¨-
É¨Î¥¸± Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ¤¢ÊÌ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ´  μ¸´μ¢¥ ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ
¶μ¤Ìμ¤ .

„¢ÊÌ- ¨ É·¥Ì¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸Ò Ê· ¢´¥´¨Ö (86) ¢¶¥·¢Ò¥ ¡Ò²¨ μ¡-
´ ·Ê¦¥´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [116]. ‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ Ê· ¢´¥´¨Ö (85) ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (86)
¸μ²¨Éμ´Ò ³μ£ÊÉ ¸¢Ö§Ò¢ ÉÓ¸Ö ´  · §´ÒÌ · ¸¸ÉμÖ´¨ÖÌ (®±¢ ´Éμ¢ÒÌ μ·¡¨É Ì¯),
ÎÉμ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É¸Ö ¨Ì μ¸Í¨²²¨·ÊÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±μ° [117].

—¨¸²¥´´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ³´μ£μ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ±μ³¶²¥±¸μ¢ Ê· ¢´¥´¨Ö (86) ¢
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ¶·μ¢¥¤¥´μ ¢ [36], ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ É ³ ¢¶¥·¢Ò¥ ´ °-
¤¥´Ò Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ¤¢ÊÌ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö. �¡² ¸ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ¸μ²¨Éμ-
´μ¢ Ê· ¢´¥´¨Ö (86) ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  ¢ [118].

�¨¸. 15. “¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ¤¢ÊÌ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸Ò Ê· ¢´¥´¨Ö (85) (a) ¨ Ê· ¢´¥-
´¨Ö (86) (¡). ‘¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨ Å ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö Î ¸ÉÓ; ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ Å ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ

�  ·¨¸. 15 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ¤¢ÊÌ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸Ò, ¢¶¥·-
¢Ò¥ ´ °¤¥´´Ò¥ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨° (85) ¨ (86).

‚ · ¡μÉ¥ [119] ¨¸¸²¥¤μ¢ ´Ò ¤¢¨¦ÊÐ¨¥¸Ö ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¸±μ·μ¸ÉÓÕ V ¸μ-
²¨Éμ´Ò Ê· ¢´¥´¨Ö (85), £¤¥ ψ(ξ) → 0 ¶·¨ |ξ| → ∞. ’ ±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê¤μ¢²¥-
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É¢μ·ÖÕÉ μ¡Ò±´μ¢¥´´μ³Ê ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ:

−iV ψξ + ψξξ + 2|ψ|2ψ − ψ = hψ − iγψ, (88)

¢ ±μÉμ·μ³ ¸±μ·μ¸ÉÓ V ¨£· ¥É ·μ²Ó ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ¶ · ³¥É· .
�´ ²¨§ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö ¸μ²¨Éμ´μ¢ ± ³ ²Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³  ³-

¶²¨ÉÊ¤Ò
δψ(ξ, t) = eλt [δu(ξ) + iδv(ξ)] (89)

¶·μ¢μ¤¨É¸Ö ¶ÊÉ¥³ Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´-
´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö, ±μÉμ· Ö ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

H0 y = (λ + γ)J y, J =
(

0 −1
1 0

)
, y(ξ) = (δu, δv)T , (90)

H0 =
(

−∂2
ξ + 1 + h − 6u2 − 2v2 −V ∂ξ − 4uv

V ∂ξ − 4uv −∂2
ξ + 1 − h − 6v2 − 2u2

)
. (91)

Š·¨É¥·¨¥³ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° λ ¸ ¶μ-
²μ¦¨É¥²Ó´μ° ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° Î ¸ÉÓÕ.

‚ ¸²ÊÎ ¥ ´Ê²¥¢μ° ¤¨¸¸¨¶ Í¨¨ Î¨¸²¥´´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö ¸μ²¨-
Éμ´μ¢ μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö¥É¸Ö ¶μ Éμ° ¦¥ ¸Ì¥³¥, ±μÉμ· Ö ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö ´¥¶μ¤¢¨¦-
´ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢, ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μ³¶²¥±¸  CONTINÄNLIN.

‘²ÊÎ ° ´¥´Ê²¥¢μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¨ ´¥´Ê²¥¢μ° ¤¨¸¸¨¶ Í¨¨ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò°. „²Ö
´¥£μ ¢ · ¡μÉ¥ [120] cËμ·³Ê²¨·o¢ ´Ò ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´ 
ÉμÎ±¨ ¡¨ËÊ·± Í¨¨, £¤¥ ¡¥·ÊÉ ´ Î ²μ ¢¥É¢¨ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´ÒÌ ¸μ²¨-
Éμ´μ¢. �·μ¢¥·±  ÔÉ¨Ì Ê¸²μ¢¨° μ¸ÊÐ¥¸É¢²Ö² ¸Ó Î¨¸²¥´´μ. ˆ§ ´ °¤¥´´ÒÌ ÉμÎ¥±
¡¨ËÊ·± Í¨¨ ¢Ò¶μ²´Ö²μ¸Ó Î¨¸²¥´´μ¥ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ´ 
¶²μ¸±μ¸É¨ ¶ · ³¥É·μ¢ (γ, V ) ¨ (h, V ), ±μÉμ·μ¥ ¶·μ¢μ¤¨²μ¸Ó ¸ ¶μ³μÐÓÕ ±μ³-
¶²¥±¸  ¶·μ£· ³³ CONTINÄNLINÄMOD. �μ± § ´μ, ÎÉμ ¢ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢¨¨ ¶ · -
³¥É·¨Î¥¸±μ° ´ ± Î±¨ ¤¢  ¨ ¡μ²¥¥ ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´ÒÌ ¸μ²¨Éμ´  ³μ£ÊÉ μ¡· §μ¢ ÉÓ
±μ³¶²¥±¸, ¤¢¨¦ÊÐ¨°¸Ö ¸ ´Ê²¥¢Ò³ ¨³¶Ê²Ó¸μ³, ´μ ¸ ´¥´Ê²¥¢μ° ¸±μ·μ¸ÉÓÕ. �¥-
±μÉμ·Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 16.

‹μ± ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (87) ´μ¸ÖÉ ´ §¢ ´¨¥ ®É¥³´ÒÌ ¸μ²¨-
Éμ´μ¢¯ ¢ ³μ¤¥²ÖÌ ´¥²¨´¥°´μ° μ¶É¨±¨ ¨ ®¤μ³¥´´ÒÌ ¸É¥´μ±¯ ¢ ³μ¤¥²ÖÌ É¥μ·¨¨
Ë¥··μ³ £´¥É¨§³ . Š ± ¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ, ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ Ê¦¥ ¨§¢¥¸É´Ò ¢
Ö¢´μ³ ¢¨¤¥ ²μ± ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ¨³¥ÕÐ¨¥ ±¨´±μμ¡· §-
´ÊÕ Ëμ·³Ê: ®¸É¥´±  �¥¥²Ö¯ ¨ ®¸É¥´±  	²μÌ ¯.

…Ð¥ μ¤¨´ ¨§¢¥¸É´Ò° ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥ É¨¶ ²μ± ²¨§μ¢ ´´Òx ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥-
´¨Ö ¸ ¤¥Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ¥° ´¥²¨´¥°´μ¸ÉÓÕ Å ®¶Ê§Ò·¨¯ (¢ § ¶ ¤´μ° ²¨É¥· ÉÊ·¥
®bubble¯).

‚ [121] ¨¸¸²¥¤μ¢ ´  μ¡· É´ Ö ¸¶¥±É· ²Ó´ Ö § ¤ Î , ¶μ·μ¦¤¥´´ Ö ¸¥³¥°-
¸É¢μ³  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ®¶Ê§Ò·Ó±μ¢ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢¯ ´¥²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥-
¤¨´£¥· . Šμ´±·¥É´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¨§ ÔÉμ£μ ¸¥³¥°¸É¢  μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¤¢Ê³Ö ¶ · -
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�¨¸. 16. �¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´ÒÌ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö ¸μ²¨Éμ´μ¢
Ê· ¢´¥´¨Ö (88) ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¶ · ³¥É·μ¢ (V, γ). ‚¸É ¢±¨ ¨²²Õ¸É·¨·ÊÕÉ ·¥Ï¥´¨¥ ´ 
μ¤´μ° ¨§ ¢´ÊÉ·¥´´¨Ì ÉμÎ¥± ±·¨¢μ°. ‘¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö Å ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö Î ¸ÉÓ; ÏÉ·¨Ìμ-
¢ Ö ²¨´¨Ö Å ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ. ‘É·¥²±¨ Ê± §Ò¢ ÕÉ ´ ¶· ¢²¥´¨¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö

³¥É· ³¨ A ¨ V , ¶¥·¢Ò° ¨§ ±μÉμ·ÒÌ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É ¸·¥¤Ê, ¢ ±μÉμ·μ° ¤¢¨-
¦¥É¸Ö ¸μ²¨Éμ´,   ¢Éμ·μ° ¥¸ÉÓ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸μ²¨Éμ´ . ‘μ²¨Éμ´ Ê¸Éμ°Î¨¢, ¥¸²¨
¥£μ ¸±μ·μ¸ÉÓ ¡μ²ÓÏ¥ ´¥±μÉμ·μ° ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¸±μ·μ¸É¨, § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¶ · -
³¥É·  ¸·¥¤Ò. Œ É¥³ É¨Î¥¸± Ö Ëμ·³Ê²¨·μ¢±  § ¤ Î¨ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ
§´ Î¥´¨Ö ¸±μ·μ¸É¨ ¸μ²¨Éμ´ , ¶·¨ ±μÉμ·μ° ¸μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê-
ÕÐ¥° ²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´μ° § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó.
—¨¸²¥´´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ¶·μ¢μ¤¨²μ¸Ó ´  μ¸´μ¢¥ ¶μ¤Ìμ¤ , μ¶¨¸ ´´μ£μ ¢ 1.4.2.
�μ± § ´μ, ÎÉμ ±·¨É¨Î¥¸± Ö ¸±μ·μ¸ÉÓ ¸μ²¨Éμ´  ³μ´μÉμ´´μ ¢μ§· ¸É ¥É ¸ ·μ¸Éμ³
¶ · ³¥É·  ¸·¥¤Ò.

‚ · ¡μÉ Ì [122,123] ¶μ²ÊÎ¥´Ò ´μ¢Ò¥ Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´Ò¥ ³´μ£μ¸μ-
²¨Éμ´´Ò¥ ±μ³¶²¥±¸Ò Ê· ¢´¥´¨Ö (87),   É ±¦¥ ¢¥É¢¨ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¤¢¨¦ÊÐ¨Ì¸Ö
É¥³´ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢ ¤²Ö ¸²ÊÎ Ö ´Ê²¥¢μ° ¤¨¸¸¨¶ Í¨¨. �¡´ ·Ê¦¥´ ÔËË¥±É ®³Ê²Ó-
É¨¸É ¡¨²Ó´μ¸É¨¯, É. ¥. ¸μ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨¥ · §²¨Î´ÒÌ É¨¶μ¢ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ-
´¨° ¤²Ö μ¤´¨Ì ¨ É¥Ì ¦¥ ´ ¡μ·μ¢ ¶ · ³¥É·μ¢. �·¨³¥· Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ±μ³¶²¥±¸ 
¤¢ÊÌ É¥³´ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ´  ·¨¸. 17, a. �¨¸. 17, ¡ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É
μ¡² ¸ÉÓ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ É ±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¶ · -
³¥É·μ¢ (h, γ).

‚ · ¡μÉ Ì [124, 125] · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ·¥Ï¥ÉμÎ´ Ö ³μ¤¥²Ó ´¥²¨´¥°´μ£μ
Ë · ¤¥¥¢¸±μ£μ ·¥§μ´ ´¸ . ‚ · ³± Ì ÔÉμ° ³μ¤¥²¨ Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ´¥²¨´¥°´μ¥
Ê· ¢´¥´¨¥ ¸ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ° ´ ± Î±μ° ¨ ¤¨¸¸¨¶ Í¨¥° ¤²Ö  ³¶²¨ÉÊ¤Ò μ¸-
Í¨²²¨·ÊÕÐ¨Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢ (μ¸Í¨²²μ´μ¢), Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ´ ¡²Õ¤ ÕÐ¨Ì¸Ö ´ 
¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¦¨¤±¨Ì ¨ £· ´Ê²¨·μ¢ ´´ÒÌ ³ É¥·¨ ²μ¢. “· ¢´¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤

iψt + ∇2ψ + 2|ψ|2ψ − ψ = hψ − iγψ. (92)
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�¨¸. 17. a) �·¨³¥· Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¤¢ÊÌ É¥³´ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢ Ê· ¢-
´¥´¨Ö (87) ¶·¨ γ = 0,35, h = 0,617. ‘¶²μÏ´ Ö ²¨´¨Ö Å ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö Î ¸ÉÓ;
ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö Å ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ. ¡) „¨ £· ³³  μ¡² ¸É¨ ¸ÊÐ¥¸É¢μ¢ ´¨Ö ¤¨¸¸¨¶ É¨¢´ÒÌ
¤¢ÊÌ¸μ²¨Éμ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° (μ¸´μ¢´μ° ·¨¸Ê´μ±). ‡ ÏÉ·¨Ìμ¢ ´´ Ö Î ¸ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³ ·¥Ï¥´¨Ö³. �  ¢¸É ¢±¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´  Ô´¥·£¨Ö E ± ± ËÊ´±Í¨Ö h ¤²Ö Ë¨±-
¸¨·μ¢ ´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö γ. ‘¶²μÏ´ Ö ¨ ÏÉ·¨Ìμ¢ Ö ²¨´¨¨ ´  ¢¸É ¢±¥ ¶μ± §Ò¢ ÕÉ Ê¸Éμ°-
Î¨¢ÊÕ ¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÊÕ ¢¥É±¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ

‡¤¥¸Ó γ ¨ h Å ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ±μÔËË¨Í¨¥´É ¤¨¸¸¨¶ Í¨¨ ¨  ³¶²¨ÉÊ¤  ´ -
± Î±¨. (‚ μ¤´μ³¥·´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²ÊÎ ¥³ (85).) � ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö · ¤¨ ²Ó´μ-
¸¨³³¥É·¨Î´Ò¥ ²μ± ²¨§μ¢ ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢ ¤¢Ê³¥·´μ³ ¨ É·¥Ì-
³¥·´μ³ ¸²ÊÎ ÖÌ. „²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ μ¸Í¨²²μ´μ¢
± · ¤¨ ²Ó´Ò³ ¨  §¨³ÊÉ ²Ó´Ò³ ¢μ§³ÊÐ¥´¨Ö³  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò ¤¢¥
²¨´¥ ·¨§μ¢ ´´Ò¥ § ¤ Î¨ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö. —¨¸²¥´´μ¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥
¶·μ¢μ¤¨²μ¸Ó ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ±μ³¶²¥±¸  ¶·μ£· ³³ OSCILLON. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  ¢ [124] ´ °¤¥´  μ¡² ¸ÉÓ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢, £¤¥ ¤¢Ê-
³¥·´Ò¥ μ¸Í¨²²μ´Ò Ê¸Éμ°Î¨¢Ò, ¨ ¶μ¸É·μ¥´  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¤¨ £· ³³ . �¥-
§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨³¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö³¨
¢ · ³± Ì ¢ ·¨ Í¨μ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¨ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ ¶·Ö³μ£μ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ£μ
³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (92) ¢ Î ¸É´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ [125].

2.7. Œμ¤¥²Ó μ¶É¨Î¥¸±μ£μ ¢μ²μ±´  ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö ¶μ± § -
É¥²¥³ ¶·¥²μ³²¥´¨Ö. � ¸¶·μ¸É· ´¥´¨¥ ¡¥£ÊÐ¥° ¢μ²´Ò ¢ μ¶É¨Î¥¸±¨Ì ¢μ²μ±´ Ì
¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨ ³¥´ÖÕÐ¨³¸Ö ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ³ ¶·¥²μ³²¥´¨Ö μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸¨-
¸É¥³μ°  ³¶²¨ÉÊ¤´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°

i (ut + ux) + v +
(
|v|2 + ρ|u|2

)
u = 0,

i (vt − vx) + u +
(
|u|2 + ρ|v|2

)
v = 0.

(93)
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‡¤¥¸Ó x Å ±μμ·¤¨´ É  ¢¤μ²Ó ·¥Ï¥É±¨; t Å ¢·¥³Ö ¨ ρ Å ¶ · ³¥É·, ±μÉμ·Ò° ¢
· ³± Ì · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ³μ¦¥É ¶·¨´¨³ ÉÓ §´ Î¥´¨Ö μÉ 0 ¤μ ∞. (�É³¥É¨³,
ÎÉμ ¸¨¸É¥³  (93) ¨³¥¥É ³´μ¦¥¸É¢μ ¤·Ê£¨Ì ¶·¨²μ¦¥´¨° ¢ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ
Ë¨§¨±¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨ ±μ´¤¥´¸¨·μ¢ ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°.)

� ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¸É Í¨μ´ ·´Ò¥ ¸μ²¨Éμ´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò (Ð¥-
²¥¢Ò¥ ¸μ²¨Éμ´Ò) c £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ u(x = ±∞) = v(x = ±∞) = 0,
¨³¥ÕÐ¨¥ Ö¢´Ò° ¢¨¤ ¨ § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ¶ · ³¥É·  ¸±μ·μ¸É¨ V ¨ Ê£²  θ (0 <
θ < π), ±μÉμ·Ò° ¶ · ³¥É·¨§Ê¥É Î ¸ÉμÉÊ ¸μ²¨Éμ´  ¢ ¶·μ³¥¦ÊÉ±¥ ¸¶¥±É· :
Ω = cos θ.

�·μ¡²¥³  Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ²μ± ²¨§μ¢ ´´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸¨¸É¥³Ò (93) ¤μ²£μ¥
¢·¥³Ö μ¸É ¢ ² ¸Ó μÉ±·ÒÉμ°, ÌμÉÖ ÔÉμ³Ê ¢μ¶·μ¸Ê ¶μ¸¢ÖÐ¥´μ §´ Î¨É¥²Ó´μ¥ Î¨-
¸²μ ¶Ê¡²¨± Í¨°, ´ Î¨´ Ö ¸ ±μ´Í  ¸¥³¨¤¥¸ÖÉÒÌ £μ¤μ¢. C ¸¥·¥¤¨´Ò ¤¥¢Ö´μ¸ÉÒÌ
£μ¤μ¢ ¨´É¥·¥¸ ± ÔÉμ³Ê ¢μ¶·μ¸Ê ¢μ§·μ¸ ¢ ¸¢Ö§¨ ¸ · §¢¨É¨¥³ ´μ¢ÒÌ É¥Ì´μ-
²μ£¨° ¶¥·¥¤ Î¨ ¨´Ëμ·³ Í¨¨ ¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¥³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ´¥²¨´¥°´μ-
μ¶É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° [126,127]. �É¢¥É ´  ´¥£μ ¶μ²ÊÎ¥´ ¢ · ¡μÉ Ì [128,129].

„²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ Ð¥²¥¢ÒÌ ¸μ²¨Éμ´μ¢ ¶ÊÉ¥³ ²¨´¥ ·¨§ Í¨¨
¨¸Ìμ¤´μ° ¸¨¸É¥³Ò (93) Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö § ¤ Î  ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¤²Ö
¸¨¸É¥³Ò Î¥ÉÒ·¥Ì ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ ±μ³¶²¥±¸-
´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ:

Ĥz = λJz, J =
(

σ0 0
0 −σ0

)
, z = (z1, z2, z3, z4)T , (94)

Ĥ = i

(
σ3 0
0 −σ3

)
d

dX
+
(

σ0 0
0 σ0

)(
|W |2 + cos θ

)
+
(

σ1 0
0 σ1

)
+

+ α2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρ e2y|W |2 −W 2 ρ e2yW 2 −|W |2

−W ∗2 ρ e−2y|W |2 −|W |2 ρ e−2yW ∗2

ρ e2yW ∗2 −|W |2 ρ e2y|W |2 −W ∗2

−|W |2 ρ e−2yW 2 −W 2 ρ e−2y|W |2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (95)

‡¤¥¸Ó σ0, σ1 ¨ σ3 Å ³ É·¨ÍÒ � Ê²¨. �·¨§´ ±μ³ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ-
¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° ³´¨³μ° Î ¸ÉÓÕ.

„²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ³¥Éμ¤Ò.
1. � §²μ¦¥´¨¥ ·¥Ï¥´¨° ¶μ ¡ §¨¸Ê ”Ê·Ó¥ ¨ ·¥Ï¥´¨¥ ¶μ²ÊÎ¥´´μ° § ¤ Î¨

´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸É ´¤ ·É´ÒÌ ¶·μ£· ³³ ¨§ ¡¨¡²¨μÉ¥±¨
EISPACK.

2. “ÉμÎ´¥´¨¥ ¨ ¶·μ¤μ²¦¥´¨¥ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ´ ¨¡μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸ ÉμÎ±¨
§·¥´¨Ö ¸¢μ°¸É¢ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨°. „²Ö ÔÉμ° Í¥²¨ · §· -
¡μÉ ´ ±μ³¶²¥±¸ ¶·μ£· ³³ GAPÄEV, ¢ ±μÉμ·μ³ ·¥ ²¨§μ¢ ´ , ¢ · ³± Ì ¶·μ-
¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É·Ê, ´ÓÕÉμ´μ¢¸± Ö ¨É¥· Í¨μ´´ Ö ¸Ì¥³  ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³
±μ´¥Î´μ-· §´μ¸É´μ° ´Ê³¥·μ¢¸±μ°  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨¨ Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤± .
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3. —¨¸²¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´ÓÕÉμ´μ¢¸±¨Ì ¨É¥· Í¨° ´¥²¨´¥°´μ°
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´μ° ¢ · ³± Ì É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°
¤²Ö  ´ ²¨§  ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´´μ° μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¶ -
· ³¥É·μ¢.

�¨¸. 18. —¨¸²¥´´μ ´ °¤¥´´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö: a) ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö Î ¸ÉÓ; ¡) ³´¨-
³ Ö. ˜É·¨Ìμ¢Ò¥ ²¨´¨¨ Ê± §Ò¢ ÕÉ £· ´¨ÍÒ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¸¶¥±É· , λ1,2(0) = 1∓cos θ.
‚¥Ð¥¸É¢¥´´μ¥ ¸μ¡¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ (1) μÉÐ¥¶²Ö¥É¸Ö μÉ λ1 ¶·¨ θ = 0; ¤·Ê£μ¥ ¢¥-
Ð¥¸É¢¥´´μ¥ §´ Î¥´¨¥ (2) μÉÐ¥¶²Ö¥É¸Ö μÉ λ2 ¶·¨ θ = θcr > π/2 (´¥ ¢¨¤´μ ´  ·¨-
¸Ê´±¥). �·¨ θ = θosc ¤¢  ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö ¸²¨¢ ÕÉ¸Ö ¨ μ¡· §ÊÕÉ ±μ³¶²¥±¸´μ-
¸μ¶·Ö¦¥´´ÊÕ ¶ ·Ê, É ± ÎÉμ ¢μ§´¨± ¥É ±μ²¥¡ É¥²Ó´ Ö ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ. ‘²¥¤ÊÕÐ Ö
±μ³¶²¥±¸´ Ö ¶ ·  μÉÐ¥¶²Ö¥É¸Ö μÉ λ1 ¶·¨ θ = θ2. � ±μ´¥Í, ¥Ð¥ μ¤´μ ¸μ¡¸É¢¥´´μ¥
§´ Î¥´¨¥ (3) μÉÐ¥¶²Ö¥É¸Ö μÉ λ2 ¨ ¶¥·¥Ìμ¤¨É ´  ³´¨³ÊÕ μ¸Ó ¶·¨ θtr

�¨¸. 19. „¨ £· ³³  Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¤²Ö ρ = 1/2 (a) ¨ ρ → ∞ (¡) ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¶ · -
³¥É·μ¢ (V, Ω = cos θ). Š·¨¢Ò¥ 1Ä3 ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¶μÖ¢²¥´¨Õ ¢ ¤¨¸±·¥É´μ³ ¸¶¥±É·¥
®´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ¯ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¸ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° ³´¨³μ° Î ¸ÉÓÕ. ˜É·¨Ìμ¢ Ö
²¨´¨Ö Å  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸± Ö  ¶¶·μ±¸¨³ Í¨Ö ¤²Ö ¶¥·¢¨Î´μ° ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ° ´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸É¨
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�¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° § ¤ Î¨ (94)
¶μ ¶ · ³¥É·Ê θ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ρ ¨ V ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 18.

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¶μ¸É·μ¥´  ¤¨ £· ³³  μ¡² ¸É¥° ´¥-
Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ¢ ¶μ²´μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨ (·¨¸. 19). �μ-
²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ [128, 129] ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö ¸ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨³  ´ ²¨§μ³ ¨
·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ ±μ³¶ÓÕÉ¥·´μ£μ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö, ¸¤¥² ´´μ£μ ¤²Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ §´ -
Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢ ¢ · ¡μÉ Ì [130,131]. ‚ ¤ ²Ó´¥°Ï¥³ ÔÉ¨ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ´ Ï²¨
¶μ¤É¢¥·¦¤¥´¨¥ ¢ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ¨ Î¨¸²¥´´ÒÌ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨ÖÌ ¤·Ê£¨Ì  ¢Éμ·μ¢
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [132]).

2.8. Ÿ¤¥·´Ò¥ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨.
„¢¨¦¥´¨¥ ´ ²¥É ÕÐ¥£μ Ö¤·  ¸ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ° Ô´¥·£¨¥° E ¢ ¶μ²¥ ±μ³¶²¥±¸´μ£μ
Ö¤·μ-Ö¤¥·´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  U μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢μ²´μ¢Ò³ Ê· ¢´¥´¨¥³ ˜·¥¤¨´£¥· :

�
2

2m
ΔΨ(r) + (E − U)Ψ(r) = 0. (96)

‡¤¥¸Ó m Å ¶·¨¢¥¤¥´´ Ö ³ ¸¸ ; Ψ(r) Å ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ£μ
¤¢¨¦¥´¨Ö Ö¤¥·; � Å ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö �² ´± . ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² U § ¢¨¸¨É
μÉ Ψ, ¨ § ¤ Î  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ´¥²¨´¥°´μ°.

�¤´μ° ¨§ ¢ ¦´ÒÌ ¶·μ¡²¥³ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (96) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ-
¡²¥³  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨ ²  U . ‡´ ´¨¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ± ± £² ¢´μ° Ì · ±-
É¥·¨¸É¨±¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö Ö¤¥· ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤²Ö · ¸Î¥É  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ
¸¥Î¥´¨° ± ± Ê¶·Ê£μ£μ, É ± ¨ ´¥Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö,   É ±¦¥ ¤²Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö
·¥ ±Í¨° ¶¥·¥¤ Î¨ ´Ê±²μ´μ¢. �¸μ¡μ¥ §´ Î¥´¨¥ ¶·¨μ¡·¥É ¥É ³¥Éμ¤¨±  ¶μ¸É·μ¥-
´¨Ö ³´¨³μ° Î ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ² , ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¤μ ¸¨Ì ¶μ· μ¸´μ¢´Ò¥ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨¥
· §· ¡μÉ±¨ ± ¸ ²¨¸Ó Éμ²Ó±μ ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨Ì · ¸Î¥Éμ¢ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° Î ¸É¨
¶μÉ¥´Í¨ ² , ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¥£μ ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ É· ¤¨Í¨μ´´μ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö
¶ÊÉ¥³ ¶μ¤£μ´±¨ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢.

„²Ö μ¡¥¸¶¥Î¥´¨Ö ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¶·¥¤¸± § É¥²Ó´ÒÌ · ¸Î¥Éμ¢ ´  μ¸´μ¢¥ Î¨-
¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§  ¨³¥ÕÐ¨Ì¸Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ ¸É·μÖÉ¸Ö μ¡μ¡Ð¥´-
´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶ · ³¥É·μ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ μÉ Ô´¥·£¨¨ ¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥-
É·μ¢, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨Ì ¸É·Ê±ÉÊ·Ê ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö Ö¤¥·. ’ ±¨¥ · ¸Î¥ÉÒ ¶·μ¢μ-
¤¨²¨¸Ó, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [133].

„·Ê£μ° ¨§¢¥¸É´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ μ¸´μ¢ ´ ´  ¶μ¸É·μ¥´¨¨ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ Ö¤·μ-Ö¤¥·-
´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  μÉ ËÊ´±Í¨¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ Ö¤¥·´μ° ³ É¥·¨¨ ¢
Ö¤· Ì, ¨´Ëμ·³ Í¨Õ μ ±μÉμ·μ° ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¨§ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ Ô±¸¶¥·¨-
³¥´Éμ¢. „²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° Î ¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ´ ¨¡μ²¥¥ Î ¸Éμ
¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó ¤¢μ°´μ£μ Ëμ²¤¨´£  („”) (¸³. μ¡§μ· [134] ¨
Í¨É¨·Ê¥³ÊÕ ²¨É¥· ÉÊ·Ê). ‚ · ³± Ì ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¶μÉ¥´Í¨-
 ²  Ëμ·³Ê²¨·Ê¥É¸Ö ´¥²¨´¥°´ Ö § ¤ Î  ¤²Ö ¨´É¥£· ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö, ±μÉμ· Ö
·¥Ï ¥É¸Ö ¨É¥· Í¨μ´´Ò³¨ ³¥Éμ¤ ³¨. —Éμ ¦¥ ± ¸ ¥É¸Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ³´¨³μ° Î -
¸É¨ ¶μÉ¥´Í¨ ²  Å μ¤¨´ ¨§ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ¶μ¤Ìμ¤μ¢ μ¸´μ¢ ´ ´  ¶·¨³¥´¥´¨¨
¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö [135Ä137].



� Œ…’�„�• ‚›—ˆ‘‹ˆ’…‹œ��‰ ”ˆ‡ˆŠˆ „‹Ÿ ˆ‘‘‹…„�‚��ˆŸ Œ�„…‹…‰ 201

‚ · ³± Ì ¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö (‚��), ±μ£¤  E � |U |
¨ ¤¢¨¦¥´¨¥ ´ ²¥É ÕÐ¥£μ Ö¤·  ¡²¨§±μ ± ¸¢μ¡μ¤´μ³Ê, ·¥Ï¥´¨¥ Ψ  ¶¶·μ±¸¨-
³¨·Ê¥É¸Ö ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ËÊ´±Í¨° ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ£μ ¢¨¤ , ´ §Ò¢ ¥³ÒÌ Ô°±μ-
´ ²Ó´Ò³¨. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¤¨ËË¥-
·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö Ê¶·Ê£μ£μ Ö¤·μ-Ö¤¥·´μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¨ ¶μ²´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö
·¥ ±Í¨¨ [138,139]:

dσ

dΩ
= |f(q)|2, σr = 2π

∞∫
0

db b
[
1 − e−2Im Φ(b)

]
, (97)

£¤¥  ³¶²¨ÉÊ¤  Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö f(q) ¨ Ë §  Φ(b) ¨³¥ÕÉ ¢¨¤

f(q) = ik

∞∫
0

db bJ0(qb)
[
1 − eiΦ(b)

]
, Φ(b) = − 1

�v

∞∫
−∞

dz U(
√

b2 + z2). (98)

‡¤¥¸Ó q = 2k sin (θ/2) Å ¶¥·¥¤ ´´Ò° ¨³¶Ê²Ó¸; θ Å Ê£μ² · ¸¸¥Ö´¨Ö; k Å
¨³¶Ê²Ó¸; v Å ¸±μ·μ¸ÉÓ ¶ ¤ ÕÐ¥£μ Ö¤· ; J0 Å Í¨²¨´¤·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö 	¥¸-
¸¥²Ö; U(r) = Uc(r) + UN(r) Å ¶μÉ¥´Í¨ ², ¢±²ÕÎ ÕÐ¨° ±Ê²μ´μ¢¸±ÊÕ Uc(r)
¨ Ö¤¥·´ÊÕ UN (r) = V (r) + iW (r) ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨¥. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, · ¸Î¥É
μ¸´μ¢´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ì · ±É¥·¨¸É¨± ¸¢μ¤¨É¸Ö ²¨¡μ ± Î¨¸²¥´´μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ
Ê· ¢´¥´¨Ö (96), ²¨¡μ ± Î¨¸²¥´´μ³Ê ¨²¨  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ³Ê ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Õ ¢Ò-
· ¦¥´¨° (98), ±μ´±·¥É´ Ö Ëμ·³  ±μÉμ·ÒÌ § ¢¨¸¨É μÉ ¸¶μ¸μ¡  ¶μ¸É·μ¥´¨Ö
¶μÉ¥´Í¨ ²  U .

Œμ¤¥²Ó ´  μ¸´μ¢¥ ¢Ò¸μ±μÔ´¥·£¥É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ -
´¨¥³ ¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨Ì ¢Ò· ¦¥´¨°, ¶μ´¨¦ ÕÐ¨Ì · §³¥·´μ¸ÉÓ
¨¸Ìμ¤´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¨ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ Ê¶·μÐ ÕÐ¨Ì · ¸Î¥ÉÒ, ·¥ ²¨§μ¢ ´  ¢
±μ³¶²¥±¸¥ ¶·μ£· ³³ HEAÄCRS ¨ HEAÄTOTAL. �·μ¢¥¤¥´´μ¥ Î¨¸²¥´´μ¥ ¨¸-
¸²¥¤μ¢ ´¨¥ ¶μ¤É¢¥·¤¨²μ ¶·¨³¥´¨³μ¸ÉÓ ¤ ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¤²Ö ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö
Ö¤·μ-Ö¤¥·´ÒÌ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨° ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ μÉ 10 ¤μ 100 ŒÔ‚ ´  ´Ê±²μ´ ´ -
²¥É ÕÐ¥£μ Ö¤· . ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ±μ³¶²¥±¸ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ¤²Ö μ¡· ¡μÉ±¨
Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢, ¶·μ¢μ¤¨³ÒÌ ¢ ‹Ÿ� �ˆŸˆ [140].

‚ [141] ¶·¥¤²μ¦¥´ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò°  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨° ³¥Éμ¤, ´  μ¸´μ¢¥ ±μ-
Éμ·μ£μ ¶μ²ÊÎ¥´μ Ö¢´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö Ë §Ò Φ(b) ¤²Ö É¨¶¨Î´μ£μ ¢ Ö¤¥·´μ°
Ë¨§¨±¥ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢ ¸¨³³¥É·¨§μ¢ ´´μ° Ëμ·³¥ ‚Ê¤¸ Ä
‘ ±¸μ´ :

UN(r) = (V0 + iW0)usf , usf =
sh (R/a)

ch (R/a) + ch (r/a)
, (99)

¸ § ¤ ´´Ò³¨ ¶ · ³¥É· ³¨ R ¨ a. �ÊÉ¥³ § ³¥´Ò É¨¶¨Î´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¸¶¥-
Í¨ ²Ó´μ ¶μ¤μ£´ ´´Ò³¨ ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨ ¶μ²ÊÎ¥´Ò Ö¢´Ò¥ ¢Ò-
· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ ¸¥Î¥´¨Ö Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¸ ÊÎ¥Éμ³ ±Ê²μ-
´μ¢¸±μ£μ ¨¸± ¦¥´¨Ö É· ¥±Éμ·¨¨. �μ± § ´μ, ÎÉμ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥
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Î¨¸²¥´´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸μ£² ¸ÊÕÉ¸Ö, ¢ μ¡² ¸É¨ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ‚��, ¸ · ¸Î¥-
É ³¨ ´  μ¸´μ¢¥ Î¨¸²¥´´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¨¸Ìμ¤´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö (96),   É ±¦¥
¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ §´ Î¥´¨°  Éμ³´ÒÌ
³ ¸¸ ¨ Ô´¥·£¨°.

‚ [142,143] · §· ¡μÉ ´Ò ³¥Éμ¤Ò · ¸Î¥É  ¶μ²´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° ·¥ ±Í¨°. ‚ · ³-
± Ì ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ³´¨³ Ö Î ¸ÉÓ Ö¤¥·´μ° Ë §Ò ΦN (b) ¢ Ëμ·³Ê²¥
(97) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ± ±

Im ΦN (b) =
σ̄NN

2

∞∫
0

dq qJ0(qb)ρ̃◦p(q)ρ̃
◦
t (q)fN (q). (100)

‡¤¥¸Ó ρ̃◦i (q) (i = p, t) Å ËÊ·Ó¥-μ¡· §Ò ÉμÎ¥Î´ÒÌ ¶²μÉ´μ¸É¥° ¸É ²±¨¢ ÕÐ¨Ì¸Ö
Ö¤¥·; fN(q) = exp (−q2r2

0/6); r0 =
√

0,658 Ë³; σ̄NN Å ¨§¢¥¸É´ Ö ¢¥²¨-
Î¨´  [144] Å ¨§μÉμ¶¨Î¥¸±¨-Ê¸·¥¤´¥´´μ¥ ¸¥Î¥´¨¥ ´Ê±²μ´-´Ê±²μ´´μ£μ ¢§ ¨-
³μ¤¥°¸É¢¨Ö. �μ± § ´μ, ÎÉμ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ·¥ ²¨¸É¨Î´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ · ¸-
¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ö¤¥·´μ° ³ É¥·¨¨ ¢ ¢¨¤¥ ¸¨³³¥É·¨§μ¢ ´´μ° Ë¥·³¨-ËÊ´±Í¨¨:

ρSF(r) = ρ(0)uSF(r), ρ(0) =
A

4
3
πR3

[1 + (πa/R)2)]−1, (101)

¸ ¨§¢¥¸É´Ò³¨ ¨§ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¶ · ³¥É· ³¨ a ¨ R · §· ¡μ-
É ´´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É  ¤¥±¢ É´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´-
´ÒÌ ¶μ ¶μ²´Ò³ ¸¥Î¥´¨Ö³ ¨ ´¥ É·¥¡Ê¥É ¢¢¥¤¥´¨Ö ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ (¸³.
·¨¸. 20; Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¢§ÖÉÒ ¨§ [145]). �·¨ ÔÉμ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕ-
Ð¨¥ ËÊ·Ó¥-μ¡· §Ò ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥.

�  ·¨¸. 21 ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¨ ¶μ²´Ò¥ ¸¥Î¥´¨Ö
·¥ ±Í¨° ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢¨Ö ²¥£±¨Ì Ö¤¥· 6,8He ¸ ¨§¡ÒÉ±μ³ ´¥°É·μ´μ¢ ´  ¶¥·¨Ë¥-
·¨¨ ¸μ ¸É ¡¨²Ó´Ò³ Ö¤·μ³ 28Si, · ¸¸Î¨É ´´Ò¥ ¢ · ³± Ì Ê± § ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤ 
¢ · ¡μÉ¥ [146] ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ËÊ´±Í¨° · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¨ ¨§ · -
¡μÉÒ [147].

Œ´¨³ Ö Î ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²  W (r) ¢ · ³± Ì ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤ 
[148] ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ¨§ Ë §Ò (100) ¨ ¨³¥¥É ¢¨¤

W (r) = − E

2kπ2
σ̄NN

∞∫
0

dq q2j0(qb)ρ̃◦p(q)ρ̃
◦
t (q)f(q). (102)

‚¥Ð¥¸É¢¥´´ Ö Î ¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ³μ¦¥É μ¶·¥¤¥²ÖÉÓ¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ V = ᾱNNW ,
£¤¥ ᾱNN Å ¨§¢¥¸É´ Ö ¢¥²¨Î¨´  [149] Å ¨§μÉμ¶¨Î¥¸±¨-Ê¸·¥¤´¥´´μ¥ μÉ´μÏ¥-
´¨¥ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° ¨ ³´¨³μ° Î ¸É¥° NN - ³¶²¨ÉÊ¤Ò · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢¶¥·¥¤. ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¶μ¸É·μ¥´´Ò° ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨° ±μ³¶²¥±¸´Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ´¥ ¸μ¤¥·-
¦¨É ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ ¨, ± ± ¶μ± §Ò¢ ÕÉ · ¸Î¥ÉÒ, Ê¤μ¢²¥É¢μ·¨É¥²Ó´μ
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�¨¸. 20. ‘· ¢´¥´¨¥ · ¸Î¥Éμ¢ ¶μ²´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° Ö¤·μ-Ö¤¥·´ÒÌ ·¥ ±Í¨° ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó-
´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ËÊ´±Í¨° · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶²μÉ´μ¸É¥° Ö¤¥· ¢§ÖÉÒ ¨§¢¥¸É´Ò¥
¤ ´´Ò¥  ´ ²¨§  Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¶μ eA-· ¸¸¥Ö´¨Õ

μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¤ ´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¶μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ ¸¥Î¥´¨Ö³ Ê¶·Ê£μ£μ
· ¸¸¥Ö´¨Ö ÉÖ¦¥²ÒÌ ¨μ´μ¢ (·¨c. 22; Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¢§ÖÉÒ ¨§ [150])
¨ ¶μ ¶μ²´Ò³ ¸¥Î¥´¨Ö³ ·¥ ±Í¨°.

—¨¸²¥´´Ò°  ´ ²¨§ [151, 152] ¶μ± § ² ÔËË¥±É¨¢´μ¸ÉÓ ¸μÎ¥É ´¨Ö ³¥Éμ¤μ¢
„” ¨ ‚�� ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ³¨±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±¨Ì Ö¤·μ-Ö¤¥·´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢. ‚
´¥¤ ¢´¥° · ¡μÉ¥ [153] ¤ ´´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ μ¡μ¡Ð¥´ ´  ¸²ÊÎ ° ´¥Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö-
´¨Ö Ö¤¥·.

‚ · ¡μÉ Ì [154Ä156] ¶·μ¢¥¤¥´ ¸· ¢´¨É¥²Ó´Ò° Î¨¸²¥´´Ò°  ´ ²¨§ · §²¨Î-
´ÒÌ É¥μ·¥É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¶²μÉ´μ¸É¨ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Ö¤¥·´μ° ³ É¥·¨¨ ¶ÊÉ¥³
¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ëμ·³Ë ±Éμ·μ¢ Ö¤·  12C. � ¸¸Î¨É ´´Ò¥ ¢ · ³± Ì ³¨±·μ¸±μ¶¨-
Î¥¸±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ´  μ¸´μ¢¥ ‚�� Ëμ·³Ë ±Éμ·Ò ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö ± ± ¸ ¤ ´´Ò³¨
Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢, É ± ¨ ¸ · ¸Î¥É ³¨ ¢ ¤·Ê£¨Ì ¶μ¤Ìμ¤ Ì ´  μ¸´μ¢¥ ¡μ²¥¥ £·Ê-



204 �“‡›�ˆ� ˆ.‚. ˆ „�.

�¨¸. 21. � ¸¸Î¨É ´´Ò¥ ¢ · ³± Ì ‚�� ¶μ²´Ò¥ ¸¥Î¥´¨Ö ·¥ ±Í¨° 6,8He + 28Si ¢ ¸· ¢´¥-
´¨¨ ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨

�¨¸. 22. ‘· ¢´¥´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ ¸¥Î¥´¨° Ê¶·Ê£μ£μ · ¸¸¥Ö´¨Ö, · ¸¸Î¨É ´´ÒÌ ¢
· ³± Ì ‚��, ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ¤ ´´Ò³¨. Elab = 1435 ŒÔ‚

¡μ£μ, ´μ Î ¸Éμ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥³μ£μ ¡μ·´μ¢¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö,   É ±¦¥ ´  μ¸´μ¢¥
Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° „¨· ± .

2.9. �¨ËÊ·± Í¨¨ ¸É É¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ¢ ³μ¤¥²ÖÌ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì
±μ´É ±Éμ¢. �  μ¸´μ¢¥ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ƒ¨´§¡Ê·£ Ä‹ ´¤ Ê (ƒ‹)
¢ [157] ¨ [158] · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ¶μ¸É·μ¥´¨¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° ¢¨¤  ¸¢¥·ÌÉμ±Ä
· §´μ¸ÉÓ Ë § ¤²Ö ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì ±μ´É ±Éμ¢. �Ê¸ÉÓ z ∈ (−L,−d) ∪ (d, L)
¨ z ∈ (−d, d), 0 < d � L < ∞ Å μ¡² ¸É¨, § ´ÖÉÒ¥ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤´¨± ³¨
¨ ¡ ·Ó¥·´Ò³ ¸²μ¥³ ±μ´É ±É  ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. ’μ£¤  μ¸´μ¢´ Ö ¸¨¸É¥³  Ê· ¢-
´¥´¨° ¢ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ  ³¶²¨ÉÊ¤  R(z)ÄË §  ϕ(z) ¶ · ³¥É·  ¶μ·Ö¤±  ¨³¥¥É
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¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

− 1
m(z)

R′′ + a(z)R + b(z)R3 +
m(z)J2

R3
= 0, R′(−L) = 0, R′(L) = 0,

m0 R′(−d − 0) = R′(−d + 0), R′(d − 0) = m0 R′(d + 0);
(103a)

− 1
m(z)

ψ′′ + q(z, p)ψ = λψ, ψ′(−L) = 0, ψ′(L) = 0, (103¡)

m0 ψ′(−d − 0) = ψ′(−d + 0), ψ′(d − 0) = m0 ψ′(d + 0),

L∫
−L

ψ2(z) dz = 1,
(103¢)

£¤¥ ¶μÉ¥´Í¨ ² § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö (‡˜É‹) (103¡), (103¢) μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö
¶μ Ëμ·³Ê²¥ q(z, p) = a(z) + 3b(z)R2(z, p) − 3m(z)J2/R4(z, p). ”¨§¨Î¥¸±¨¥
¸¢μ°¸É¢  μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¸²μ¥¢ ±μ´É ±É  ³μ£ÊÉ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · §²¨Î ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ³μ-
¤¥²¨·Ê¥É¸Ö ±Ê¸μÎ´μ-¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ a(z), b(z) ¨ m(z).

…¸²¨ R(z) Å ´¥±μÉμ·μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (103a), Éμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° ¥³Ê Éμ± J
¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¶¥·¢μ£μ ¨´É¥£· ²  J = R2ϕ′/m(z).

�¨¸. 23. Š·¨¢Ò¥ J(Δϕ)

�μ± § ´μ, ÎÉμ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ §´ Î¥´¨ÖÌ ¶ · ³¥É·μ¢ § ¤ Î  ¨³¥¥É
´¥¸±μ²Ó±μ · §²¨Î´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸ · §²¨Î´Ò³¨ Ô´¥·£¨Ö³¨. �μ¸É·μ¥´Ò ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨¥ ± ¦¤μ³Ê ·¥Ï¥´¨Õ ±·¨¢Ò¥ ¢¨¤  Éμ± JÄ· §´μ¸ÉÓ Ë § Δϕ. Šμ´±·¥É-
´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ¸Ö ´  ·¨¸. 23 (¶ · ³¥É·Ò g1, g2 ¨ g3 μ¶·¥¤¥²Ö-



206 �“‡›�ˆ� ˆ.‚. ˆ „�.

ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ ƒ‹-±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ). Š ¦¤ Ö ±·¨¢ Ö ¸μ¸Éμ¨É ¨§ É·¥Ì ¢¥É¢¥°, μÉ¢¥-
Î ÕÐ¨Ì Ê¸Éμ°Î¨¢μ³Ê (¤Ê£  BB ´  ·¨¸. 23) ¨ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢μ³Ê ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³  ³-
¶²¨ÉÊ¤Ò ¶ · ³¥É·  ¶μ·Ö¤±  R(z). Š·¨É¨Î¥¸±¨° Éμ± ¢ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±μ³ ±μ´-
É ±É¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ÉμÎ± ³ B ¡¨ËÊ·± Í¨¨ ·¥Ï¥´¨° (ÉμÎ±¥ ¸±²¥°±¨ ¢¥É¢¥°).
�μ¸É·μ¥´Ò ¶·¨³¥·Ò ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥°, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¨Ì ±·¨É¨Î¥-
¸±¨° Éμ± ¸ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ƒ‹-Ê· ¢´¥´¨Ö.

ˆ¤¥ ²Ó´ Ö ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸± Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ J = jc sinΔϕ, £¤¥ jc Å ³ ±-
¸¨³ ²Ó´Ò° (±·¨É¨Î¥¸±¨°) Éμ± „¦μ§¥Ë¸μ´ , ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¶·¨ g2 = 0, g3 = 0
¨ ¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ g1. „²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¢²¨Ö´¨Ö ƒ‹-±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ ´ 
±·¨¢Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ Éμ±ÄË §  ¶·¨³¥´Ö¥É¸Ö Î¨¸²¥´´μ¥ ËÊ·Ó¥-· §²μ¦¥´¨¥. �μ-
± § ´μ, ÎÉμ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ´¥· ¢´ÒÌ ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ ³ ¸¸ ´μ¸¨É¥²¥° ¢ ¸²μÖÌ ±μ´É ±É 
(m(z) �≡ 1)  ³¶²¨ÉÊ¤μ° ¢Éμ·μ° £ ·³μ´¨±¨ j2 ´¥²Ó§Ö ¶·¥´¥¡·¥£ ÉÓ ¶μ ¸· ¢-
´¥´¨Õ ¸ μ¸´μ¢´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° j1 (¸³. ·¨¸. 24). ”¨§¨Î¥¸±¨ ÔÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É
Ê± §Ò¢ ¥É μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ¤¢μ°´μ£μ sinÄƒμ·¤μ´ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö μ¶¨¸ -
´¨Ö ¶·μÍ¥¸¸μ¢ ¢ ¤¢ÊÌ¸²μ°´μ³ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±μ³ ±μ´É ±É¥ („„Š).

�¨¸. 24. ‚²¨Ö´¨¥ ¶ · ³¥É·  g3

‚ [159, 160] ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´Ò ±· ¥¢Ò¥ § ¤ Î¨ ¨ ¶μ·μ¦¤¥´´Ò¥ ‡˜É‹ ¤²Ö
¸É É¨Î¥¸±¨Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ϕ(x) ¢ „„Š c ´¥μ¤´μ·μ¤-
´μ¸ÉÖ³¨ ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ £¥μ³¥É·¨¨ ±μ´É ±É . ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¤²Ö ±μ´É ±É 
¤²¨´μ° 2L ¢ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¤¥²¨ ¶¥·¥±·ÒÉ¨Ö (overlap-£¥μ³¥É·¨¨) ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥-
´¨° (62)Ä(64) ¢ ¡¥§· §³¥·´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

−ϕ′′ + jC(x) sin ϕ + γ = 0, ϕ′(±L) = he, (104 )

−ψ′′ + q(x, p)ψ = λψ, ψ ′(±L) = 0, (104¡)

L∫
0

ψ2(x) dx − 1 = 0. (104¢)
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‡¤¥¸Ó 0 � jC(x) � 1 ¥¸ÉÓ ´¥¶·¥·Ò¢´ Ö ËÊ´±Í¨Ö, ³μ¤¥²¨·ÊÕÐ Ö · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤Ò ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±μ£μ Éμ± ,   Î¥·¥§ γ ¨ he μ¡μ§´ Î¥´Ò Éμ±
¸³¥Ð¥´¨Ö ¨ £· ´¨Î´μ¥ ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥. �μÉ¥´Í¨ ² ¢ Ê· ¢´¥´¨¨ (104¡) μ¶·¥-
¤¥²Ö¥É¸Ö ¶μ Ëμ·³Ê²¥ q(x, p) = jC(x, p) cosϕ(x, p), £¤¥ p ¥¸ÉÓ ¸μ¢μ±Ê¶´μ¸ÉÓ
¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨. ’ ± ± ± |q(x, p)| � 1, Éμ ‡˜É‹ (104¡), (104¢) ¨³¥¥É
¤¨¸±·¥É´Ò° ´¥¢Ò·μ¦¤¥´´Ò° μ£· ´¨Î¥´´Ò° ¸´¨§Ê ¸¶¥±É· −1 � λmin(p) ≡
λ0(p) < λ1(p) < . . . < λn(p) < . . .

�·μ¸É¥°Ï Ö ³μ¤¥²Ó ³¨±·μ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ¢ ¢¨¤¥ Ê§±μ£μ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ£μ
¢Ò¸ÉÊ¶  (Ö³Ò) ¢ ¡ ·Ó¥·´μ³ ¸²μ¥ Ì · ±É¥·¨§Ê¥É¸Ö Ï¨·¨´μ° Δ < 2L, Í¥´É·μ³
ζ ¨ ¤μ²¥° Éμ±  „¦μ§¥Ë¸μ´  κ, ¶·μÉ¥± ÕÐ¥£μ Î¥·¥§ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓ ¢ ±μ´-
É ±É¥. �·¨ ´ ²¨Î¨¨ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ²μ± ²Ó´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ Éμ± 
„¦μ§¥Ë¸μ´ : jC(x) = 1 + κ ¶·¨ x ∈ Δ ¨ jC(x) = 1 ¶·¨ x /∈ Δ. ‚Ò¡μ·
κ = 0 μ§´ Î ¥É, ÎÉμ Éμ²Ð¨´  ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ ±μ´É ±É  ¶μ¸ÉμÖ´´  (μ¤´μ·μ¤-
´Ò° ±μ´É ±É). �·¨ κ ∈ [−1, 0) ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓ Ö¢²Ö¥É¸Ö ³¨±·μ·¥§¨¸Éμ·μ³,  
¶·¨ κ > 0 Å ÏÊ´Éμ³ (³¨±·μ§ ±μ·μÉ±μ°).

�ÓÕÉμ´μ¢¸±¨¥ ¸Ì¥³Ò · ¸Î¥É  ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¢¨¤  Éμ±Ä£· ´¨Î-
´μ¥ ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥ ¤²Ö „„Š:

λmin(γ, he) = 0, (105)

¶·¨ § ¤ ´´μ³ Éμ±¥ γ ¨²¨ ¶·¨ § ¤ ´´μ³ £· ´¨Î´μ³ ³ £´¨É´μ³ ¶μ²¥ he ¶·¥¤-
²μ¦¥´Ò ¢ [161, 162]. �¡μ¡Ð¥´¨Ö ´  ¸²ÊÎ ° ¤¢ÊÌ¸²μ°´ÒÌ ¤¦μ§¥Ë¸μ´μ¢¸±¨Ì
±μ´É ±Éμ¢ · ¸¸³μÉ·¥´Ò ¢ · ¡μÉ¥ [163].

ˆ¸¸²¥¤μ¢ ´  ¨¥· ·Ì¨Ö ¢¨Ì·¥° ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ¢ „„Š. �μ± § ´μ, ÎÉμ
¢ „„Š ±μ´¥Î´μ° ¤²¨´Ò ¸ ·¥§¨¸É¨¢´μ° ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ (RJJ) ¢ Í¥´É·¥ ζ = 0
Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³¨ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ:

1) Î¨¸ÉÒ¥ Í¥¶μÎ±¨ ¢¨Ì·¥°, Ö¢²ÖÕÐ¨¥¸Ö ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ´¥²¨´¥°´μ£μ ¢§ ¨-
³μ¤¥°¸É¢¨Ö Éμ²Ó±μ Ë²Õ±¸μ´μ¢ ²¨¡μ Éμ²Ó±μ  ´É¨Ë²Õ±¸μ´μ¢ (¤ ²¥¥ ¨¸¶μ²Ó-
§Ê¥³ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ Φn, n = ±1,±2, . . .). Šμ´±·¥É´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò ·¥Ï¥´¨° ¢¨¤ 
Φ1, Φ3 ¨ Φ5 ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ÉμÎ±¨ ¡¨ËÊ·± Í¨¨ (λ = 10−4) ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´ 
·¨¸. 25. „²Ö ¸· ¢´¥´¨Ö ¶·¨¢¥¤¥´  ±·¨¢ Ö M Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ³¥°¸¸´¥·μ¢¸±μ£μ
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö (·¥Ï¥´¨¥ ϕ(x) = 0 ¶·¨ he = 0 ¨ γ = 0);

2) ¸³¥Ï ´´Ò¥ Í¥¶μÎ±¨ ¢¨Ì·¥°, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ° ´¥²¨´¥°´Ò¥
μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¨§ Ë²Õ±¸μ´μ¢ ¨  ´É¨Ë²Õ±¸μ´μ¢, ´ ¶·¨³¥·, ΦnΦm, n, m �= 0.
’ ±¨¥ ¢¨Ì·¨ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¶ · ³¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¥ ¨´¤¥±¸μ¢
n ¨ m. „²Ö ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ´  ·¨¸. 26 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Í¥¶μÎ±¨ Φ1Φ−1 ¨ Φ2Φ−2.

� ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ¢ „„Š Ì · ±É¥·¨§ÊÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³
¸·¥¤´¥£μ ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  Î¥·¥§ ±μ´É ±É

N [ϕ](p) =
1

2L π

L∫
−L

ϕ(x, p) dx, (106)
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μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ´  ³´μ¦¥¸É¢¥ ·¥Ï¥´¨° § ¤ Î¨ (104a). ƒ¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨ ¢¥²¨-
Î¨´  (106) ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  μÉ´μÏ¥´¨Õ ¶²μÐ ¤¨ ¢¨Ì·Ö ± ¤²¨´¥ ±μ´É ±É .
„²Ö ®¡¥¸±μ´¥Î´μ£μ¯ „„Š ¢Ò· ¦¥´¨¥ (106) ¸²¥¤Ê¥É ¶μ´¨³ ÉÓ ¢ ¸³Ò¸²¥ ¶·¥-
¤¥²Ó´μ£μ ¶¥·¥Ìμ¤  ¶·¨ L → ∞.

�¨¸. 25. —¨¸ÉÒ¥ Í¥¶μÎ±¨ Ë²Õ±¸μ´μ¢ ¢
´¥μ¤´μ·μ¤´μ³ „„Š

�¨¸. 26. ‘³¥Ï ´´Ò¥ Í¥¶μÎ±¨ Ë²Õ±¸μ-
´μ¢ ¢ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ³ „„Š

’ ± ± ± ²Õ¡μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ϕ(x) § ¤ Î¨ (104a) μ¶·¥¤¥²¥´μ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ
2kπ, k = 0,±1, . . . , Éμ ¨ §´ Î¥´¨¥ N [ϕ] μ¶·¥¤¥²¥´μ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ 2k. �·μ-
¨§¢μ² ¢ ¢Ò¡μ·¥ Í¥²μ£μ k ¸²¥¤Ê¥É ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö ¸μ£² ¸μ¢ ´¨Ö Î¨¸²  N [ϕ]
¸ ¢¥²¨Î¨´μ° ¨ §´ ±μ³ (´ ¶· ¢²¥´¨¥³ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö) ¶μ²´μ£μ ³ £´¨É´μ£μ
¶μÉμ±  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö Δϕ = ϕ(L) − ϕ(−L).

‚ ¸¨³³¥É·¨Î´μ³ ¸²ÊÎ ¥ jC(x) = jC(−x) ¤²Ö ²Õ¡μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ³ £-
´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ϕ(x) §´ Î¥´¨¥ N [ϕ] ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö he ¢μ
¢¸¥Ì ²¨´¥°´ÒÌ ¸É É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ „„Š (overlap ¨ in-line) ¶·¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¨
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ Éμ± , μ¡Ê¸²μ¢²¥´´μ£μ, ´ ¶·¨³¥·, ¶¥·¥³¥´´μ° £¥μ³¥É·¨¥°
±μ´É ±É  [164Ä167] ¢ ¶²μ¸±μ¸É¨ ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¶·¨ Éμ±¥
γ = 0 ¤²Ö Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ M -·¥Ï¥´¨Ö ¨ Î¨¸ÉÒÌ n-Ë²Õ±¸μ´´ÒÌ ( ´É¨Ë²Õ±¸μ´-
´ÒÌ) · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° Φn ¨³¥¥³ N [M ] = 0 ¨ N [Φn] = n. „²Ö ¸³¥Ï ´´ÒÌ
Í¥¶μÎ¥± ¢¨Ì·¥° Í¥²μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸Ê³³  §´ Î¥´¨° (106) ´  ·¥Ï¥´¨ÖÌ ¶ ·Ò:
N [ΦnΦm] + N [ΦmΦn] = 2 (|n| + |m|). …¸²¨ γ �= 0, Éμ ¨ ¤²Ö Î¨¸ÉÒÌ Í¥-
¶μÎ¥± ¢¨Ì·¥° Î¨¸²μ N [ϕ] ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö Í¥²Ò³ §  ¸Î¥É ¸¤¢¨£  · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
Éμ±μ³. �¤´ ±μ ¶Ê¸ÉÓ Φ(γ) ¥¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨¥ (104a) (Î¨¸Éμ¥ ¨²¨ ¸³¥Ï ´´μ¥) ¶·¨
Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ he ¨ γ > 0 ¨ ¶Ê¸ÉÓ Φ(−γ) ¥¸ÉÓ ¸¨³³¥É·¨Î´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ c
É¥³ ¦¥ ¶μ²´Ò³ ¶μÉμ±μ³ ¶·¨ Éμ±¥ −γ, É. ¥. ΔΦ(γ) = ΔΦ(−γ). ’μ£¤  ¸Ê³³ 
N [Φ(γ)] + N [Φ(−γ)] É ±¦¥ ¥¸ÉÓ Í¥²μ¥ Î¨¸²μ.

“± § ´´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ ËÊ´±Í¨μ´ ² (106) ± ±
Î¨¸²μ ¢¨Ì·¥° (±¢ ´Éμ¢ ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ± ) ¢ ·¥Ï¥´¨¨ ϕ(x) [39].

„²Ö § ¢¨¸ÖÐ¨Ì μÉ ¢·¥³¥´¨ ·¥Ï¥´¨° φ(t, x) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ´¥¸É Í¨μ-
´ ·´μ° § ¤ Î¨ ¢¨¤  (61) ËÊ´±Í¨Ö N [φ](t) ¨ ¸·¥¤´¥¥ ´ ¶·Ö¦¥´¨¥ ´  ±μ´É ±É¥
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V̄ (t) ¸¢Ö§ ´Ò μÎ¥¢¨¤´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥³:

V̄ (t) ≡ 1
2L

L∫
−L

φt(t, x) dx = π Nt[φ](t).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Î¨¸²  Ë²Õ±¸μ´μ¢ ¢ ±μ´É ±É¥ μÉ ¢·¥³¥´¨ t
(É. ¥. Nt = 0) Ô±¢¨¢ ²¥´É´  · ¢¥´¸É¢Ê ´Ê²Õ ¸·¥¤´¥£μ ´ ¶·Ö¦¥´¨Ö ´  ±μ´É ±É¥.

�¨¸. 27. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ λmin(he)

�  ·¨¸. 27 ¶μ± § ´Ò ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ λmin(he) ³¨´¨³ ²Ó´μ£μ
¸μ¡¸É¢¥´´μ£μ §´ Î¥´¨Ö § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö (104¡), (104¢) μÉ £· ´¨Î´μ£μ
³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ³ £´¨É´μ£μ ¶μ-
Éμ±  ¢ „„Š ¸ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ ¢ Í¥´É·¥. ‚¢¨¤Ê ¸¨³³¥É·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢¥·-
É¨± ²Ó´μ° μ¸¨ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É¸Ö Éμ²Ó±μ Î ¸ÉÓ he � 0 ¶μ²´μ° ± ·É¨´Ò. ’μÎ±¨
¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ±·¨¢ÒÌ ¸ £μ·¨§μ´É ²Ó´μ° μ¸ÓÕ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ÉμÎ± ³ ¡¨ËÊ·± -
Í¨¨ ·¥Ï¥´¨°. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ÉμÎ±  B0 ¥¸ÉÓ ÉμÎ±  ¡¨ËÊ·± Í¨¨ M -·¥Ï¥´¨Ö,
  Î¥·¥§ B1 μ¡μ§´ Î¥´Ò ÉμÎ±¨ ¡¨ËÊ·± Í¨¨ Ë²Õ±¸μ´  Φ1 ¨  ´É¨Ë²Õ±¸μ´ 
Φ−1. ’μÎ±¨ B3 ¨ B5 ´  ·¨¸. 27 ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ Î¨¸ÉÒ³ Í¥¶μÎ± ³ ¨§ É·¥Ì
(Φ3) ¨ ¶ÖÉ¨ (Φ5) Ë²Õ±¸μ´μ¢ ¢ „„Š,   ÉμÎ±¨ B2 Å ¸³¥Ï ´´Ò³ Ë²Õ±¸μ´Ä
 ´É¨Ë²Õ±¸μ´´Ò³ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö³ ¢¨¤  Φ−1Φ1 ¨ Φ1Φ−1. �´ ²μ£¨Î´μ ÉμÎ±¨ B4

¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ¡¨ËÊ·± Í¨Ö³ ¸³¥Ï ´´ÒÌ ¢¨Ì·¥° Φ2Φ−2 ¨ Φ−2Φ2.
�μ¸É·μ¥´Ò ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´Ò¥ ±·¨¢Ò¥ (105) ¤²Ö μ¸´μ¢´ÒÌ ¢¨Ì·¥° ³ £´¨É-

´μ£μ ¶μÉμ±  ¢ RJJ-±μ´É ±É¥ (¸³. ·¨¸. 28). —¨¸²¥´´Ò³ ¶ÊÉ¥³ ¶·¥¤¸± § ´ [160]
´μ¢Ò° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ÔËË¥±É, μ¡Ê¸²μ¢²¥´´Ò° ´ ²¨Î¨¥³ ·¥§¨¸É¨¢´μ° ´¥μ¤´μ-
·μ¤´μ¸É¨: ¢ ´Ê²¥¢μ³ ³ £´¨É´μ³ ¶μ²¥ (É. ¥. ¶·¨ he = 0) ±·¨¢Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨
γc(he), ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ μ¸´μ¢´μ³Ê Ë²Õ±¸μ´Ê Φ1 ¨  ´É¨Ë²Õ±¸μ´Ê Φ−1 ¢
„„Š, ¶¥·¥¸¥± ÕÉ¸Ö, μ¡· §ÊÖ Ë²Õ±¸μ´Ä ´É¨Ë²Õ±¸μ´´Ò° ±·¥¸É (ÉμÎ±  CO ´ 
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�¨¸. 28. Š·¥¸ÉÒ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö μ¤´μË²Õ±¸μ´´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨°

·¨¸. 28). „²Ö ¸· ¢´¥´¨Ö ´  ÔÉμ³ ¦¥ ·¨¸Ê´±¥ ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·´Ò³¨ ²¨´¨Ö³¨ ¨§μ-
¡· ¦¥´Ò ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ±·¨¢Ò¥ ¤²Ö μ¸´μ¢´μ£μ Ë²Õ±¸μ´  Φ1 ¨  ´É¨Ë²Õ±¸μ´ 
Φ−1 ¢ μ¤´μ·μ¤´μ³ „„Š. �ÉμÉ ÔËË¥±É ¡Ò² Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ ¶μ¤É¢¥·¦¤¥´ ¢
· ¡μÉ¥ [29].

� ±²μ´ γ ′
c(he) ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¢ ÉμÎ± Ì ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ

μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö £¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ ¶ · ³¥É· ³¨ ±μ´É ±É : ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ¤²¨´Ò
„„Š ´ ±²μ´ ¡Ò¸É·μ ¶ ¤ ¥É,   ÉμÎ±  ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö CO ¶μ¤´¨³ ¥É¸Ö ¢¢¥·Ì. �ÉμÉ
ÔËË¥±É ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É¸Ö ´  ·¨¸. 28 · ¸Î¥É´μ° ±·¨É¨Î¥¸±μ° ±·¨¢μ° (E) ¤²Ö
μ¸´μ¢´μ£μ Ë²Õ±¸μ´  Φ1, ±μÉμ· Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¤²¨´¥ 2L = 15 μ¡· §Í  ¢
Ô±¸¶¥·¨³¥´É¥ [29].

Š·¨É¨Î¥¸± Ö ±·¨¢ Ö ¤²Ö „„Š ®¢ Í¥²μ³¯ ¶·¨ § ¤ ´´ÒÌ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨Ì
¶ · ³¥É· Ì ¸É·μ¨É¸Ö ± ± μ£¨¡ ÕÐ Ö ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ
Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ·¥Ï¥´¨°. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ±·¨¢Ò¥ ¸μ¸ÉμÖÉ ¨§ ±Ê¸-
±μ¢ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì · §²¨Î´Ò³ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö³ ¸
´ ¨¡μ²ÓÏ¨³ ¶·¨ § ¤ ´´μ³ ¶μ²¥ he ±·¨É¨Î¥¸±¨³ Éμ±μ³ γ. Šμ´±·¥É´Ò° ¶·¨-
³¥· ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨Ö ±·¨É¨Î¥¸±μ° ±·¨¢μ° RJJ-±μ´É ±É  ¸ overlap-£¥μ³¥É·¨¥°
¶·¥¤¸É ¢²¥´ ´  ·¨¸. 29. —¥É±μ ¶·μ¸²¥¦¨¢ ¥É¸Ö ´¥³μ´μÉμ´´μ¥ Ê¡Ò¢ ´¨¥ ²μ-
± ²Ó´ÒÌ Ô±¸É·¥³Ê³μ¢ ¸ Ê¢¥²¨Î¥´¨¥³ ¶μ²Ö |he|, ÎÉμ Ì · ±É¥·´μ ¤²Ö Ô±¸¶¥-
·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ±·¨¢ÒÌ ±μ´É ±Éμ¢ ¸ ·¥§¨¸É¨¢´Ò³¨ ´¥μ¤´μ·μ¤-
´μ¸ÉÖ³¨ [30]. �É  ¢ ¦´ Ö μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ μ¡Ê¸²μ¢²¥´  ¶·¨ÉÖ¦¥´¨¥³ (¶¨´´¨´-
£μ³) ¸É É¨Î¥¸±¨Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ. 	² £μ-
¤ ·Ö ¶¨´´¨´£Ê ¢±² ¤ ¢ ±·¨É¨Î¥¸±ÊÕ ±·¨¢ÊÕ ±μ´É ±É  ³μ£ÊÉ ¤ ¢ ÉÓ ¡¨ËÊ·± -
Í¨μ´´Ò¥ ±·¨¢Ò¥ ¸² ¡μÊ¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸³¥Ï ´´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨°. �·¨ ÔÉμ³ ¶¨±¨
±·¨É¨Î¥¸±μ£μ Éμ±  ¤²Ö Í¥¶μÎ±¨ ¨§ μ¤´μÉ¨¶´ÒÌ ¢¨Ì·¥°, ± ± ¶· ¢¨²μ, ¢ÒÏ¥,
Î¥³ ¤²Ö ¸³¥Ï ´´μ° Í¥¶μÎ±¨. � ¶·¨³¥·, ´  ·¨¸. 29 ¶¨±¨ ±·¨É¨Î¥¸±μ£μ Éμ± 
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Í¥¶μÎ¥± Φ1Φ−1, Φ2Φ−2 ¨ Φ3Φ−3 ´¨¦¥ ¶¨±μ¢ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì Éμ±μ¢ ¤²Ö ¸μ¸¥¤-
´¨Ì Î¨¸ÉÒÌ ¢¨Ì·¥° Φ1, Φ3 ¨ Φ5.

�¨¸. 29. Š·¨É¨Î¥¸± Ö ±·¨¢ Ö ¤²Ö „„Š ¸ overlap-£¥μ³¥É·¨¥°

�¨¸. 30. Φ1-· ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³¨´¨³ ²Ó´μ° ¤²¨´Ò

H  ·¨¸. 30 ¶·¥¤¸É ¢²¥´o Φ1-· ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³¨´¨³ ²Ó´μ° ¤²¨´Ò RJJ-±μ´-
É ±É  (�Å). (�Å Å ´ Î ²Ó´μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥, ¢§ÖÉμ¥ ¶·¨ 2L = 10.)

‚ · ¡μÉ Ì [164, 165] ¶·μ¢¥¤¥´μ Î¨¸²¥´´μ¥ ³μ¤¥²¨·μ¢ ´¨¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì
±·¨¢ÒÌ ¢ „„Š, Ï¨·¨´  W (x) ±μÉμ·μ£μ ¢ ¶²μ¸±μ¸É¨ ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ ³¥´Ö¥É¸Ö
¶μ Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê § ±μ´Ê (EJJ): W (x) = W0 e−σx, x ∈ [0, L], 0 � σ � 1.
�¥²¨´¥°´ Ö ±· ¥¢ Ö § ¤ Î  ¤²Ö ¸É É¨Î¥¸±¨Ì · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ϕ(x) ¢ in-line EJJ
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¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ‡˜É‹ ¨³¥ÕÉ ¢ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥ ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤:

−ϕ′′ + σ (ϕ′ − he) + sin ϕ = 0, (107 )

ϕ′(0) = he − Lγ, ϕ′(L) = he, (107¡)

−ψ′′ + σψ′ + cosϕ(x)ψ = λψ, (107¢)

ψ′(0) = 0, ψ′(l) = 0, (107£)

L∫
0

ψ2(x) dx = 1. (107¤)

�  ·¨¸. 31 ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ Î¨¸²¥´´Ò³ ¶ÊÉ¥³ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´Ò¥
±·¨¢Ò¥ ¢¨¤  (105) ¤²Ö EJJ-±μ´É ±É  ¸ in-line-£¥μ³¥É·¨¥°. ‘¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ±·¨É¨Î¥¸±μ³Ê Éμ±Ê γ � 0, ÏÉ·¨Ìμ¢Ò¥ Å Éμ±Ê γ < 0. ’μÎ±¨
¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³ ¤ ´´Ò³ ¨§ [166]. �É³¥É¨³ Ìμ·μÏ¥¥ ± -
Î¥¸É¢¥´´μ¥ ¨ ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´μ¥ ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ Î¨¸²¥´´μ£μ ¨ Ë¨§¨Î¥-
¸±μ£μ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢. �É³¥É¨³ É ±¦¥, ÎÉμ EJJ-±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ±·¨¢Ò¥ ¸μ¸É ¢-
²¥´Ò Éμ²Ó±μ ¨§ ±Ê¸±μ¢ ¡¨ËÊ·± Í¨μ´´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö ³¥°¸¸´¥·μ¢¸±μ£μ (M )
· ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¨ Î¨¸ÉÒÌ n-Ë²Õ±¸μ´´ÒÌ ¢¨Ì·¥° Φn, ÎÉμ μ¡Ê¸²μ¢²¥´μ μÉ¸ÊÉ-
¸É¢¨¥³ Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸³¥Ï ´´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ¢ É ±¨Ì ±μ´É ±É Ì §  ¸Î¥É
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ ®£¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ£μ¯ Éμ±  σ (ϕ′ − he). �Éμ, ¸μ ¸¢μ¥° ¸Éμ-
·μ´Ò, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É ³μ´μÉμ´´μ¥ Ê¡Ò¢ ´¨¥ Ô±¸É·¥³Ê³μ¢ ±·¨É¨Î¥¸±μ° ±·¨¢μ°
EJJ-±μ´É ±É . ‚μ§³μ¦´μ, μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ ¸² ¡μÊ¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸³¥Ï ´´ÒÌ · ¸¶·¥¤¥-
²¥´¨° ¢ EJJ-±μ´É ±Éax ¨ μ¡ÑÖ¸´Ö¥É Ê²ÊÎÏ¥´´Ò° ¸¶¥±É· ¨§²ÊÎ¥´¨Ö É ±¨Ì „„Š
¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´Ò³¨ [166].

�¨¸. 31. EJJ-±μ´É ±É Å ¸· ¢´¥´¨¥ Î¨¸²¥´´ÒÌ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢ ¸ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ³ [166]
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‚ · ¡μÉ¥ [167] ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ´¥§ ¢¨¸¨³μ° ¶¥·¥³¥´´μ°
x=ln (1+σξ) /σ Ê· ¢´¥´¨¥ (107a) ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¸ ³μ¸μ¶·Ö¦¥´´μ³Ê ¢¨¤Ê

−ϕ′′ + jC(ξ) sin ϕ + g(ξ) = 0. (108)

‘ Ëμ·³ ²Ó´μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨¥ (108) μ¶¨¸Ò¢ ¥É · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ³ £-
´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ϕ(ξ) ¢ μ¤´μ³¥·´μ³ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ³ „„Š ¤²¨´Ò
l =

(
eσL − 1

)
/σ ¸ ¶¥·¥³¥´´μ°  ³¶²¨ÉÊ¤μ° jC(ξ) = (1 + σξ)−2 ¤¦μ§¥Ë¸μ-

´μ¢¸±μ£μ Éμ±  ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´´μ£μ Éμ±  g(ξ) =
−σhe/(1 + aξ)−2. ”¨§¨Î¥¸±¨ ¶¥·¥³¥´´ÊÕ  ³¶²¨ÉÊ¤Ê ³μ¦´μ μÉμ¦¤¥¸É¢¨ÉÓ ¸
¶¥·¥³¥´´μ° Éμ²Ð¨´μ° ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ ¢¤μ²Ó ±μ´É ±É . �·¨ ÔÉμ³  ³¶²¨ÉÊ¤ 
³ ±¸¨³ ²Ó´  (Éμ²Ð¨´  ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ ³¨´¨³ ²Ó´ ) ´  ²¥¢μ³ Éμ·Í¥ ±μ´É ±É 
¨ ³¨´¨³ ²Ó´  (Éμ²Ð¨´  ¸²μÖ ³ ±¸¨³ ²Ó´ ) ´  ¶· ¢μ³ Éμ·Í¥. ’ ± Ö ·¥§¨¸É¨¢-
´ Ö ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓ Ö¢²Ö¥É¸Ö  ÉÉ· ±Éμ·μ³ [25] ¤²Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´¨° ³ £´¨É´μ£μ
¶μÉμ±  ¢ ±μ´É ±É¥, ¶·¨ÉÖ£¨¢ Ö ¶μ¸²¥¤´¨¥ ± ¶· ¢μ³Ê ±μ´ÍÊ. ’ ±¨³ μ¡· §μ³,
Ê± § ´´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ±² ¸¸ ³¨
„„Š ¶¥·¥³¥´´μ° Ï¨·¨´Ò ¨ ±¢ §¨μ¤´μ³¥·´Ò³¨ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´Ò³¨ ±μ´É ±É ³¨
¸ ¶¥·¥³¥´´μ° Éμ²Ð¨´μ° ¡ ·Ó¥·´μ£μ ¸²μÖ.

�¨¸. 32. ‘· ¢´¥´¨¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¤²Ö EJJ- ¨ RJJ-±μ´É ±Éμ¢

�  ·¨¸. 32 ¸· ¢´¨¢ ÕÉ¸Ö ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ±·¨¢Ò¥ ¤²Ö EJJ- ¨ RJJ-±μ´É ±Éμ¢
¸ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¶· ¢μ£μ ±μ´Í . •μ·μÏμ ¢¨¤´μ, ÎÉμ ´ ²¨-
Î¨¥ ·¥§¨¸É¨¢´μ° ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ´  ¶· ¢μ³ ±μ´Í¥ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´μ£μ „„Š ± Î¥-
¸É¢¥´´μ ´¥ ³¥´Ö¥É ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ±·¨¢Ò¥ ¢¨¤  ®Éμ±Ä³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥¯ ¶μ ¸· ¢´¥-
´¨Õ ¸μ ¸²ÊÎ ¥³ EJJ-³μ¤¥²¨. �·μ¸Éμ¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ  ´ ²μ£¨Î´Ò°
¢Ò¢μ¤ ³μ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¨ ¤²Ö ±μ´É ±É  ¸ ÏÊ´Éμ¢μ° ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ ´  ²¥¢μ³
±μ´Í¥. ’¥³ ¸ ³Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ Î¨¸²¥´´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´Éμ¢ ¤¥³μ´¸É·¨·ÊÕÉ ¢μ§-
³μ¦´μ¸ÉÓ § ³¥´Ò · ¸¶·¥¤¥²¥´´μ° ¢¤μ²Ó ±μ´É ±É  ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸É¨ ²μ± ²Ó´μ°
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´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ, ÎÉμ ¸ É¥Ì´μ²μ£¨Î¥¸±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ³μ¦¥É ¨³¥ÉÓ μ¶·¥¤¥-
²¥´´Ò¥ ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢ .

‚ · ¡μÉ Ì [168, 169] · ¸¸³μÉ·¥´  § ¤ Î  μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ³¨´¨³ ²Ó´μ° ¤²¨-
´Ò „„Š, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¥° ¸μÌ· ´¥´¨¥ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ § ¤ ´´μ£μ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö
³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ± . �·¨ ¶μ³μÐ¨ § ³¥´Ò ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¨¸Ìμ¤´ Ö § ¤ Î  ¢¨¤ 
(104) ¸ ´¥¨§¢¥¸É´Ò³¨ £· ´¨Í ³¨ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ´¥²¨´¥°´μ° § ¤ Î¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´-
´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶ ·Ò (ϕ, L), ¸¶¥±É· ²Ó´Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ ¢ ±μÉμ·μ°
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶μ²Ê¤²¨´  ±μ´É ±É  L.

—¨¸²¥´´μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³ (´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò³) ¸É É¨Î¥¸±¨³ · ¸¶·¥-
¤¥²¥´¨Ö³ ³ £´¨É´μ£μ ¶μÉμ±  ¢ „„Š ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ³¨´¨³ ²Ó´ Ö ¤²¨´  ±μ´-
É ±É , ¶·¨ ±μÉμ·μ° · ¸¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸μÌ· ´ÖÕÉ ¸¢μÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ (´¥Ê¸Éμ°Î¨-
¢μ¸ÉÓ). ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¶·¨ Éμ±¥ γ = 0 ¨ ¢´¥Ï´¥³ ³ £´¨É´μ³ ¶μ²¥ he = 0
¢ÒÎ¨¸²¥´´ Ö ³¨´¨³ ²Ó´ Ö ¤²¨´  RJJ-±μ´É ±É  ¸ ´¥μ¤´μ·μ¤´μ¸ÉÓÕ ¢ Í¥´É·¥
¤²Ö μ¸´μ¢´μ£μ Ë²Õ±¸μ´  Φ1 ¥¸ÉÓ 2L � 4,24, ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É § ³¥Î ´¨Õ ¢
· ¡μÉ¥ [170] (¸³. ·¨¸. 30). �μ¤·μ¡´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´μ ¢²¨Ö´¨¥ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨
´  ³¨´¨³ ²Ó´ÊÕ ¤²¨´Ê ¢¨Ì·¥° ¢ „„Š (¸³. É ±¦¥ · ¡μÉÊ [164]).

2.10. Š·¨É¨Î¥¸±¨¥ ·¥¦¨³Ò ¢ ³μ¤¥²ÖÌ  ¸É·μË¨§¨±¨. �¡Ñ¥±Éμ³ Î¨¸²¥´-
´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ¢ · ¡μÉ Ì [171Ä175] Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³μ¤¥²¨ ¸± ²Ö·´μ-É¥´§μ·´ÒÌ
É¥μ·¨° £· ¢¨É Í¨¨ ¸ ³ ¸¸¨¢´Ò³ ¤¨² Éμ´μ³, ±μÉμ·Ò¥ μÍ¥´¨¢ ÕÉ¸Ö ± ± ¥¸É¥-
¸É¢¥´´Ò¥ ¨ ³´μ£μμ¡¥Ð ÕÐ¨¥ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö μ¡Ð¥° É¥μ·¨¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ¸É¨
(�’�). ‚ ÔÉ¨Ì É¥μ·¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨Ö μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ´¥ Éμ²Ó±μ É¥´§μ·´Ò³ ¶μ-
²¥³ ³¥É·¨±¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ -¢·¥³¥´¨, ´o ¨ ¸± ²Ö·´Ò³ ¤¨² Éμ´´Ò³ ¶μ²¥³.

‚ [171] ¨§ÊÎ ¥É¸Ö ¢²¨Ö´¨¥ ¤¨² Éμ´  ´¥´Ê²¥¢μ° ³ ¸¸Ò ´  Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ
· ¢´μ¢¥¸´ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¡μ§μ´´μ° §¢¥§¤Ò. Œ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó ¸¢μ-
¤¨É¸Ö ± ´¥²¨´¥°´μ° § ¤ Î¥ ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö, ¢ ±μÉμ·μ° ¸¶¥±É· ²Ó´Ò³
¶ · ³¥É·μ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö Î ¸ÉμÉ  Ω ¡μ§μ´´μ£μ ¶μ²Ö:

ν′′ = −1
r
ν ′ +

{
− 1

r
ν′ + T 0

0 − T 1
1 + 2T 2

2 − γ2V (ϕ)+

+
r

2
ν′ [T 0

0 + T 1
1 + γ2V (ϕ)

] }
eλ, (109a)

ϕ′′ = −1
r

ϕ′+

+
{
− 1

r
ϕ′ +

α

2
T +

1
4

γ2 dV (ϕ)
dϕ

+
r

2
ϕ′ [T 0

0 + T 1
1 + γ2V (ϕ)

] }
eλ, (109¡)

σ′′ = −1
r

σ′ − 2αϕ′σ′ +
{
− 1

r
σ′ + 2A2(ϕ)

dW (σ2)
dσ2

σ−

− Ω2 e−νσ +
r

2
σ′ [T 0

0 + T 1
1 + γ2V (ϕ)

] }
eλ. (109¢)
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‡¤¥¸Ó ν(r) Å ³¥É·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö; ϕ(r) Å ¤¨² Éμ´´μ¥ ¶μ²¥; V (ϕ) Å § ¤ -
¢ ¥³Ò° ¶μÉ¥´Í¨ ² ¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μ²Ö; γ Å ³ ¸¸  ¤¨² Éμ´ ; σ(r) Å ¡μ§μ´´μ¥
¶μ²¥; Ω Å Î ¸ÉμÉ  ¡μ§μ´´μ£μ ¶μ²Ö; W (σ2) Å § ¤ ´´ Ö ËÊ´±Í¨Ö (¶μÉ¥´Í¨ ²
¡μ§μ´´μ£μ ¶μ²Ö); α ¥¸ÉÓ ¶ · ³¥É·. Šμ³¶μ´¥´ÉÒ É¥´§μ·  Ô´¥·£¨¨Ä¨³¶Ê²Ó¸ 
T μ

ν , ¥£μ ¸²¥¤ T ,   É ±¦¥ ¢¥²¨Î¨´  eλ ¸²μ¦´Ò³ μ¡· §μ³ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ±μμ·-
¤¨´ ÉÒ r ∈ (0,∞), μÉ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ν(r), ϕ(r), σ(r), ´¥¨§¢¥¸É´μ£μ
¶ · ³¥É·  Ω ¨ § ¤ ´´ÒÌ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ¢ ¨ ¶ · ³¥É·μ¢. �  ´¥¨§¢¥¸É´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨
´ ±² ¤Ò¢ ÕÉ¸Ö ±· ¥¢Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö

ν′(0) = 0, ϕ′(0) = 0, σ′(0) = 0, ν(∞) = 0, ϕ(∞) = 0, σ(∞) = 0. (110)

„²Ö § ³Ò± ´¨Ö § ¤ Î¨ § ¤ ¥É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ®´μ·³¨·μ¢±¨¯ σ(0) =
σc, £¤¥ ¶ · ³¥É· σc ¥¸ÉÓ ¶²μÉ´μ¸ÉÓ ¡μ§μ´´μ° ³ É¥·¨¨ ¢ Í¥´É·¥ §¢¥§¤Ò.

�¨¸. 33. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ³ ¸¸Ò §¢¥§¤Ò
μÉ · ¤¨Ê¸ 

�¨¸. 34. �´¥·£¨Ö ¸¢Ö§¨ Ebind(ER)

�μ± § ´μ, ÎÉμ ¡μ§μ´´Ò¥ §¢¥§¤Ò ¸ ³ ¸¸¨¢´Ò³ ¤¨² Éμ´μ³ ³μ£ÊÉ ¸ÊÐ¥¸É¢μ-
¢ ÉÓ ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ¨§³¥´¥´¨Ö ³ ¸¸Ò ¤¨² Éμ´  γ. �¤´ ±μ ¶·¨ ¤μ¸É -
ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ γ ¢μ¸¸É ´ ¢²¨¢ ¥É¸Ö ±μ´Ë¨£Ê· Í¨Ö §¢¥§¤Ò ¨§ �’�.
Œ ¸¸  ¤¨² Éμ´´μ° §¢¥§¤Ò ¢¸¥£¤  ³¥´ÓÏ¥ ³ ¸¸Ò ¢ �’�. �·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ-
¢ ´ ¶·¨³¥· ¡¨ËÊ·± Í¨¨ ·¥Ï¥´¨° ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ ³ ¸¸Ò ¶μ±μÖ §¢¥§¤Ò (¸³.
·¨¸. 33, 34).

‚ · ¡μÉ Ì [171Ä173] Î¨¸²¥´´μ ¨§ÊÎ ÕÉ¸Ö ³μ¤¥²¨ ¸É É¨Î¥¸±¨Ì ¡μ§μ´´μ-
Ë¥·³¨μ´´ÒÌ ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´ÒÌ §¢¥§¤, ¡ §¨·ÊÕÐ¨Ì¸Ö ´  ¸± ²Ö·´μ-
É¥´§μ·´ÒÌ É¥μ·¨ÖÌ £· ¢¨É Í¨¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³ ³ ¸¸¨¢´μ£μ ¤¨² Éμ´ .

�¸´μ¢´Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ³μ¤¥²¨: ³¥É·¨Î¥¸±¨¥ ËÊ´±Í¨¨ λ(r) ¨ ν(x), ¤¨² -
Éμ´´μ¥ ¶μ²¥ ϕ(x), ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡μ§μ´´μ° σ(x) ¨ Ë¥·³¨μ´´μ° μ(x) ³ É¥·¨¨,
Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸¨¸É¥³¥ Ê· ¢´¥´¨°

dλ

dr
= F1 ≡ 1 − exp (λ)

r
+ r

{
exp(λ)

[
F

T 0
0 +

B

T 0
0 +

1
2
γ2V (ϕ)

]
+
(

dϕ

dr

)2
}

,

(111a)
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dν

dr
= F2 ≡−1 − exp (λ)

r
−r

{
exp (λ)

[
F

T 1
1 +

B

T 1
1 +

1
2
γ2V (ϕ)

]
−
(

dϕ

dr

)2
}

,

(111¡)

d2ϕ

dr2
= F3 ≡ −2

r

dϕ

dr
+

1
2

(F1 − F2)
dϕ

dr
+

+
1
2

exp (λ)
[
α(ϕ) (

F

T +
B

T ) +
1
2
γ2V

′
(ϕ)
]

, (111¢)

d2σ

dr2
= F4 ≡ −2

r

dσ

dr
+
[
1
2

(F1 − F2) − 2α(ϕ)
dϕ

dr

]
dσ

dr
−

− σ exp (λ)
[
Ω2 exp (−ν) + 4σA2(ϕ)W ′(σ)

]
, (111£)

dμ

dr
= F5 ≡ −g(μ) + f(μ)

f ′(μ)

[
1
2
F2 + α(ϕ)

dϕ

dr

]
. (111¤)

�¥§ ¢¨¸¨³ Ö ¶¥·¥³¥´´ Ö r ∈ [0, Rs] ∪ [Rs,∞), £¤¥ Rs Å ´¥¨§¢¥¸É´Ò° · ¤¨Ê¸
Ë¥·³¨μ´´μ° Î ¸É¨ §¢¥§¤Ò. � · ³¥É· Ω ¥¸ÉÓ ´¥¨§¢¥¸É´ Ö Î ¸ÉμÉ  μ¸Í¨²²Ö-

Í¨° ¡μ§μ´´μ° ³ É¥·¨¨. ‚¥²¨Î¨´Ò
F

T n
n ,

B

T n
n , n = 0, 1, Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¤¨ £μ´ ²Ó´Ò³¨

±μ³¶μ´¥´É ³¨ É¥´§μ·μ¢ Ô´¥·£¨¨-¨³¶Ê²Ó¸ ,  
F

T ,
B

T Å ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸²¥¤Ò.
‚¥²¨Î¨´Ò α(ϕ), A(ϕ), V (ϕ), W (σ), f(μ) ¨ g(μ) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö § ¤ ´´Ò³¨ ËÊ´±-
Í¨Ö³¨,   γ ¥¸ÉÓ ³ ¸¸  ¤¨² Éμ´ .

Š· ¥¢Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö § ¤ ÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥

λ(0) = 0,
dϕ

dr
(0) = 0,

dσ

dr
(0) = 0, σ(0) = σc, μ(0) = μc, (112a)

μ(Rs) = 0, (112¡)

ν(r) −−−→
r→∞

0, ϕ(r) −−−→
r→∞

0, σ(r) −−−→
r→∞

0. (112¢)

‡¤¥¸Ó σc ¨ μc Å Í¥´É· ²Ó´Ò¥ ¶²μÉ´μ¸É¨ ¡μ§μ´´μ° ¨ Ë¥·³¨μ´´μ° ³ É¥·¨¨.
’ ± ± ± Ë¥·³¨μ´´ Ö ³ É¥·¨Ö μ(r) · ¸¶·¥¤¥²¥´  Éμ²Ó±μ ¢´ÊÉ·¨ §¢¥§¤Ò

(¶·¨ r < Rs), Éμ ¸¨¸É¥³  (111) ¸μ¸Éμ¨É ¨§ · §²¨Î´μ£μ Î¨¸²  Ê· ¢´¥´¨° ¶·¨
r < Rs ¨ r > Rs.

„²Ö Î¨¸²¥´´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ¶·¥¤²μ¦¥´Ò ¨ ·¥ ²¨§μ¢ ´Ò ¤¢  ³¥Éμ¤ .
‚ ¶¥·¢μ³ ¨§ ´¨Ì [172] ¶ÊÉ¥³ § ³¥´Ò ¶¥·¥³¥´´ÒÌ x = r/Rs, x ∈ [0,∞)
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· ¤¨Ê¸ Rs ¢Ìμ¤¨É Ö¢´Ò³ μ¡· §μ³ ¢ Ê· ¢´¥´¨Ö (111) ¨ Ê¸²μ¢¨Ö (112),   ¶μ²μ-
¦¥´¨¥ ´¥¨§¢¥¸É´μ° £· ´¨ÍÒ Ë¥·³¨μ´´μ° Î ¸É¨ §¢¥§¤Ò Ë¨±¸¨·Ê¥É¸Ö ¢ ÉμÎ±¥
x = 1. �μ¸É ¢²¥´´ Ö É ±¨³ μ¡· §μ³ § ¤ Î  Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤¢ÊÌ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ°
´¥²¨´¥°´μ° § ¤ Î¥° ´  ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¢¥²¨Î¨´ Rs ¨ Ω.

‚Éμ·μ° ³¥Éμ¤ ·¥Ï¥´¨Ö [173] μ¸´μ¢ ´ ´  ¢Ò¶μ²´¥´¨¨ Ê¸²μ¢¨° ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ¸É¨ ¤²Ö ¨¸±μ³ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ ÉμÎ±¥ x = 1. �μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ·¥Ï ÕÉ¸Ö
¤¢¥ ±· ¥¢Ò¥ § ¤ Î¨ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨° (111) ¢μ ¢´ÊÉ·¥´´¥° ¨ ¢´¥Ï´¥° μ¡² ¸É¨
§¢¥§¤Ò, ¶·¨Î¥³ ¤²Ö § ³Ò± ´¨Ö § ¤ Î¨ ¶·¨ x ∈ (0, 1) § ¤ ¥É¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ¥
¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ¤²Ö μ¤´μ° ¨§ ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° (¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥°
· ¡μÉ¥ ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥ ϕ(1) = ϕs). ‚μ ¢´¥Ï´¥° μ¡² ¸É¨ ·¥Ï¥´¨¥ ´ Ìμ-
¤¨É¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ É·¥Ì Ê¸²μ¢¨° ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ ¸ ¨³¥ÕÐ¨³¸Ö Ê¦¥ ¢´ÊÉ·¥´-
´¨³ ·¥Ï¥´¨¥³. ’·¨ o¸É ²Ó´Òx Ê¸²μ¢¨Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ¸É¨ μ¡· §ÊÕÉ ´¥²¨´¥°´ÊÕ
 ²£¥¡· ¨Î¥¸±ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¤²Ö ´¥¨§¢¥¸É´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢ Rs, Ω ¨ ϕs.

�¨¸. 35. ‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ϕ(x) μÉ ¡μ§μ´´μ° ¶²μÉ´μ¸É¨ σc

‚ · ³± Ì ±μ´±·¥É´μ° ³μ¤¥²¨ · ¸¸³μÉ·¥´μ ¢²¨Ö´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · -
³¥É·μ¢ ´  Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ §¢¥§¤Ò. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´  ·¨¸. 35 ¶μ± § ´  § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μ²Ö ϕ(x) μÉ ±μμ·¤¨´ ÉÒ x ¤²Ö Î¥ÉÒ·¥Ì §´ Î¥´¨° Í¥´É· ²Ó´μ°
¶²μÉ´μ¸É¨ ¡μ§μ´´μ° ³ É¥·¨¨ σc. �·¨ ¢μ§· ¸É ´¨¨ σc ¤¨² Éμ´´μ¥ ¶μ²¥ ¢
μ±·¥¸É´μ¸É¨ Í¥´É·  §¢¥§¤Ò Ê³¥´ÓÏ ¥É¸Ö. �μ¸²¥ ´¥±μÉμ·μ£μ ±·¨É¨Î¥¸±μ£μ
§´ Î¥´¨Ö σ∗

c , § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨, ËÊ´±Í¨Ö ϕ(x) ´ Î¨´ ¥É · ¸É¨

¢³¥¸É¥ ¸ σc. �·¨Î¨´  É ±μ£μ ¶μ¢¥¤¥´¨Ö Å ¢ ´ ²¨Î¨¨ Î²¥´ 
B

T ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨

Ê· ¢´¥´¨Ö (111¢). „²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³ ²ÒÌ §´ Î¥´¨° ¶²μÉ´μ¸É¨ σc Î²¥´
B

T < 0

¨ ¥£μ ¢±² ¤ ¶·¥μ¡² ¤ ¥É ´ ¤ ¢±² ¤μ³
F

T . �·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì σc (σc � σ∗
c ) ¸² £ ¥³μ¥

B

T ³¥´Ö¥É §´ ± ¨ Ê¸¨²¨¢ ¥É ¢±² ¤
F

T , ÎÉμ ¢¥¤¥É ± ·μ¸ÉÊ ϕ(x). ‡¢¥§¤  Ê¸Éμ°Î¨¢ 
Éμ²Ó±μ ¶·¨ 0 < σc < σ∗

c . „²Ö §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ·¨¸. 35,
±·¨É¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥´¨¥ σ∗

c ≈ 0,55.
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�¨¸. 36. 	¨ËÊ·± Í¨Ö ¶·¨ ¨§³¥´¥´¨¨ Ë¥·³¨μ´´μ° ³ ¸¸Ò ¶μ±μÖ: 1 Å Ê¸Éμ°Î¨¢ Ö, 2 Å
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ Ö ¢¥É¢Ó

�μ± § ´μ, ÎÉμ ¶·¨ ´¥±μÉμ·μ³ ±·¨É¨Î¥¸±μ³ §´ Î¥´¨¨ Ë¥·³¨μ´´μ° ³ ¸¸Ò
¶μ±μÖ §¢¥§¤  É¥·Ö¥É Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ. �Éμ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É¸Ö ´  £· -
Ë¨±¥ (¸³. ·¨¸. 36) § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¡¥§· §³¥·´μ° ³ ¸¸Ò §¢¥§¤Ò

M =

∞∫
0

[
B

T 0
0 +

F

T 0
0 +e−λ ϕ ′2 + γ2V (ϕ)/2

]
r2 dr

μÉ Ë¥·³¨μ´´μ° ³ ¸¸Ò ¶μ±μÖ

MRF = b

∞∫
0

A3(ϕ) eλ/2 n(μ) r2 dr,

£¤¥ § ¤ ´´ Ö ´¥¶·¥·Ò¢´ Ö ËÊ´±Í¨Ö n(μ) ³μ¤¥²¨·Ê¥É ¶²μÉ´μ¸ÉÓ Ë¥·³¨μ´μ¢.
‚ · ¡μÉ Ì [174, 175] ¨§ÊÎ ¥É¸Ö ¸Ë¥·¨Î¥¸±¨-¸¨³³¥É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó Î¥·´μ°

¤Ò·Ò (—„) ¸ ³ ¸¸¨¢´Ò³ ¤¨² Éμ´μ³. ”¨§¨Î¥¸± Ö ³μ¤¥²Ó μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ³´μ-
£μÉμÎ¥Î´μ° ±· ¥¢μ° § ¤ Î¥° ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò É·¥ÉÓ¥£μ ¶μ·Ö¤±  ¤²Ö ³¥É·¨Î¥¸±μ°
ËÊ´±Í¨¨ f(r) ¨ ¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μ²Ö ϕ(r):

−f ′ + F (r, f, ϕ, ϕ′) = 0, (113a)

−f

(
ϕ′′ +

1
r
ϕ′
)

+ Φ(r, f, ϕ, ϕ′) = 0. (113¡)

‡¤¥¸Ó f(r) Å ³¥É·¨Î¥¸± Ö ËÊ´±Í¨Ö, · ¤¨ ²Ó´ Ö ±μμ·¤¨´ É  r ∈ [Rl,∞),
¶μ¸ÉμÖ´´ Ö Rl > 0. ‚ Ê· ¢´¥´¨Ö (113) ¢Ìμ¤ÖÉ ¤¢  Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¶ · ³¥É· :
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§ ·Ö¤ q —„ ¨ ³ ¸¸  ¤¨² Éμ´  γ. �· ¢Ò¥ Î ¸É¨ F ¨ Φ § ¤ ÕÉ¸Ö ¶·¨ ¶μ³μÐ¨
¢Ò· ¦¥´¨°

F ≡ 1 − f

r
+ 2 e 2αϕ r2 −

√
r4 + q2

r
− r γ2V (ϕ) − rfϕ′2,

Φ ≡
[
rγ2V (ϕ) − 1

r
− 2 e2αϕ r2 −

√
r4 + q2

r

]
ϕ′+

+
γ2

2
V ′(ϕ) − 2 α e2αϕ r2 −

√
r4 + q2

r2
.

‡¤¥¸Ó § ¤ ´´ Ö ´¥¶·¥·Ò¢´ Ö ËÊ´±Í¨Ö V (ϕ) ¥¸ÉÓ ¶μÉ¥´Í¨ ² ¤¨² Éμ´ ,   ±μÔË-
Ë¨Í¨¥´É ¸¢Ö§¨ α = ±1.

�μ± § ´μ [175], ÎÉμ ³ É¥³ É¨Î¥¸± Ö ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨ ¤²Ö ¸¨¸É¥³Ò ¤¨Ë-
Ë¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° (113) § ¢¨¸¨É μÉ ¢¨¤  ¨ Î¨¸²  £μ·¨§μ´Éμ¢ —„. ‚
¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¥¤¨´¸É¢¥´´μ£μ ·¥£Ê²Ö·´μ£μ £μ·¨§μ´É  Rh £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ-
¢¨Ö ¶·¨ γ > 0 § ¤ ÕÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥

f(Rh) = 0, Φ(Rh, 0, ϕh, ϕ′
h) = 0, ϕ(r) −−−→

r→∞
− αq2

γ2r4
. (114)

’μÎ±μ° Rh μÉ·¥§μ± [Rl,∞) · §¡¨¢ ¥É¸Ö ´  ¢´ÊÉ·¥´´ÕÕ Dint ≡ (Rl, Rh) ¨
¢´¥Ï´ÕÕ Dext ≡ (Rh,∞) μ¡² ¸É¨ —„, ¶·¨Î¥³ Rh ¥¸ÉÓ ÉμÎ±  ¢Ò·μ¦¤¥´¨Ö
¤²Ö (113¡). ƒ· ´¨Î´ Ö § ¤ Î  ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨° (113) ·¥Ï ¥É¸Ö ¢ Dext. …¸²¨ £μ-
·¨§μ´É ´ °¤¥´, ³ ¸¸  M∞ —„ ´ Ìμ¤¨É¸Ö ¨§  ¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±-
Í¨¨. „²Ö ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥£μ ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ ¢ μ¡² ¸É¨ Dext ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ § ¤ ÉÓ¸Ö
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³ ´  ²¥¢μ° £· ´¨Í¥ Rl > 0.

�É³¥É¨³, ÎÉμ É· ¤¨Í¨μ´´ Ö ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨, ±μ£¤  ³ ¸¸  —„ ¸Î¨É ¥É¸Ö
§ ¤ ´´μ° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [176]), ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¡μ²¥¥ É·Ê¤μ¥³±μ°
±· ¥¢μ° § ¤ Î¥ ¸ ´¥¨§¢¥¸É´μ° ²¥¢μ° £· ´¨Í¥° ¢ μ¡² ¸É¨ Dint.

�·¨¢¥¤¥´  ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Ô±¸É·¥³ ²Ó´ÒÌ £μ·¨§μ´Éμ¢, ¢ ±μ-
Éμ·ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ f ′(Rh) = 0 [175]. �μ± § ´μ, ÎÉμ
§´ Î¥´¨¥ ¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μ²Ö ϕe ¢ £μ·¨§μ´É¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ´¥±μÉμ·μ³Ê ´¥²¨-
´¥°´μ³Ê  ²£¥¡· ¨Î¥¸±μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ, ±μÉμ·μ¥ ¤²Ö ¤¨² Éμ´´μ£μ ¶μÉ¥´Í¨ ²  ¢
¢¨¤¥ V (ϕ) = ϕ2 ¨ ¶ · ³¥É·  α = −1 ¨³¥¥É ¢¨¤

C(ϕ, q, γ) ≡ C1(ϕ, γ) − C2(ϕ, q, γ) = 0, C1 ≡ 1 +
γ2ϕ e2ϕ

4
,

C2 ≡ q2γ2 e−2ϕϕ(1 + ϕ)2.
(115)

�·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´ÒÌ q ¨ γ Ê· ¢´¥´¨¥ (115) ¨³¥¥É ´  ¨´É¥·¢ ²¥ (0,∞) ´¥
¡μ²¥¥ ¤¢ÊÌ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ ±μ·´¥°, ÎÉμ ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É¸Ö ´  ·¨¸. 37. ‘²ÊÎ °,
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�¨¸. 37. ”Ê´±Í¨¨ C, C1, C2 (115)

�¨¸. 38. �μ¦¤¥´¨¥ ¨ Ê´¨ÎÉμ¦¥´¨¥ £μ·¨§μ´Éμ¢

μ¡μ§´ Î¥´´Ò° ´  ·¨¸. 37 ¸¨³¢μ²μ³ �, ±μ£¤  Ê· ¢´¥´¨¥ ´¥ ¨³¥¥É ±μ·´¥°,
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´μ³Ê ·¥£Ê²Ö·´μ³Ê £μ·¨§μ´ÉÊ —„.

�·¨ ´¥±μÉμ·μ³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¨ ³¥¦¤Ê § ·Ö¤μ³ qd ¨ ³ ¸¸μ° ¤¨² Éμ´  γd

Ê· ¢´¥´¨¥ (115) ¨³¥¥É ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò° ±μ·¥´Ó 0 < ϕd(γ) < 1, ±μÉμ·μ³Ê ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢Ê¥É É·¨¦¤Ò ¢Ò·μ¦¤¥´´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ f(r) Å ¢ ´Ê²Ó μ¡· Ð ¥É¸Ö É ±¦¥ ¨
¢Éμ· Ö ¶·μ¨§¢μ¤´ Ö ³¥É·¨Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨: f ′′(Rd) = 0. Š· ¥¢ Ö § ¤ Î  ¤²Ö
Ê· ¢´¥´¨° (113) ¥¸ÉÓ § ¤ Î  ¸ ¨§¢¥¸É´μ° ²¥¢μ° £· ´¨Í¥° Rd.

�·¨ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏ¨Ì §´ Î¥´¨ÖÌ q > qd(γ) (²¨¡μ γ > γd(q))  ²£¥¡· ¨-
Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ (115) ¨³¥¥É ¤¢  · §²¨Î´ÒÌ ±μ·´Ö ϕh < ϕe (ÏÉ·¨Ì¶Ê´±É¨·-
´ Ö ±·¨¢ Ö ¸ 
 ´  ·¨¸. 37) Å ³μ¤¥²Ó μ¶·¥¤¥²Ö¥É ¶ ·Ê —„ ¸ Ô±¸É·¥³ ²Ó´Ò³¨
£μ·¨§μ´É ³¨ Re = 1/γ

√
ϕ2

e + ϕe. Œ¥´ÓÏ¨° ±μ·¥´Ó ϕh < 1 ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
—„ ¸ ¢´¥Ï´¨³ Ô±¸É·¥³ ²Ó´Ò³ £μ·¨§μ´Éμ³ Rh,   ¡μ²ÓÏ¨° ϕe(q, γ) Å —„ ¸
¢´ÊÉ·¥´´¨³ Ô±¸É·¥³ ²Ó´Ò³ £μ·¨§μ´Éμ³ Re. �·μÍ¥¸¸ ®·μ¦¤¥´¨Ö¯ ¨ ®Ê´¨ÎÉμ-
¦¥´¨Ö¯ £μ·¨§μ´Éμ¢ ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥É¸Ö ´  ·¨¸. 38.
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�¨¸. 39. �¥Ï¥´¨Ö ¸ ¢´¥Ï´¨³ Ô±¸É·¥³ ²Ó´Ò³ £μ·¨§μ´Éμ³

�¨¸. 40. �¥Ï¥´¨Ö ¸ É·¥³Ö £μ·¨§μ´É ³¨

�·¨³¥·Ò ·¥Ï¥´¨° ¸ μ¤´¨³ ¨ ¸ ¤¢Ê³Ö ·¥£Ê²Ö·´Ò³¨ £μ·¨§μ´É ³¨,   É ±¦¥
¸ Ô±¸É·¥³ ²Ó´Ò³¨ £μ·¨§μ´É ³¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ´  ·¨¸. 39 ¨ 40.

‚ · ¡μÉ Ì [177Ä179] Î¨¸²¥´´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ² ¸Ó ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° Ÿ´£ Ä
Œ¨²²¸  ¸ ¤¨² Éμ´μ³ (ŸŒ¤) ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥-¢·¥³¥´¨ Œ¨´±μ¢¸±μ£μ · §³¥·´μ-
¸É¨ 3 + 1. ’ ± Ö § ¤ Î  Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê¤μ¡´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²ÓÕ, ¶μ§¢μ²Ö-
ÕÐ¥° ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ μ¡Ð¨¥ ¸¢μ°¸É¢  Ï¨·μ±μ£μ ±² ¸¸  ´ ¤±·¨É¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³
´¥²¨´¥°´ÒÌ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¢¶²μÉÓ ¤μ μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸É¥°.

�μ± § ´μ [177], ÎÉμ ¶μ¸²¥ ¢Ò¤¥²¥´¨Ö ³ ¸ÏÉ ¡´μ-¨´¢ ·¨ ´É´μ° Î ¸É¨ ¤¨-
² Éμ´´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ŸŒ¤ ³μ¦´μ ¸¢¥¸É¨ ± ¸¨¸É¥³¥ μ¡Ò±´μ-
¢¥´´Òx ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°

fξξ = −fξ φξ +
f [f2 − 1]
ξ2 − 1

, φξξ = − 2
ξ2 − 1

+ eφ

{
f2

ξ +
(f2 − 1)2

2(ξ2 − 1)

}
(116)
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μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ËÊ´±Í¨° f(ξ) ¨ φ(ξ)  ¢Éμ³μ¤¥²Ó´μ° ¶¥·¥³¥´´μ° ξ = (T − t)/r,
T > 0. ‡¤¥¸Ó t Å ¢·¥³Ö; r Å · ¤¨ ²Ó´ Ö ±μμ·¤¨´ É .

‘¨¸É¥³  (116) ¨³¥¥É Î¥ÉÒ·¥ ¸¨´£Ê²Ö·´Ò¥ ÉμÎ±¨: ξ = −∞,−1, +1, +∞.
�  ¶μ²Ê¡¥¸±μ´¥Î´μ³ ¨´É¥·¢ ²¥ ξ ∈ [1, +∞), ¶μ±·Ò¢ ÕÐ¥³ ¢´ÊÉ·¥´´ÕÕ Î ¸ÉÓ
¸¢¥Éμ¢μ£μ ±μ´Ê¸ , ¶·μÏ²μ£μ ÉμÎ±¨ (t = T, r = 0), Î¨¸²¥´´Ò³ ¶ÊÉ¥³ ¶μ²ÊÎ¥´μ
¸¥³¥°¸É¢μ  ¢Éμ³μ¤¥²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶ · ³¥É·¨§μ¢ ´Ò
Î¥·¥§ Î¨¸²μ ´Ê²¥° ËÊ´±Í¨¨ ŸŒ f(ξ).

�´ ²¨§ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨  ¢Éμ³μ¤¥²Ó´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨
¸ ¶μ³μÐÓÕ ³¥Éμ¤  Ë §μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¶μ± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ³´μ¦¥¸É¢μ  ¢Éμ³μ¤¥²Ó-
´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸μ¤¥·¦¨É Éμ²Ó±μ μ¤´μ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (N = 0).

ˆ§¢¥¸É´μ [180], ÎÉμ ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° ŸŒ¤ ¨³¥¥É ¸Î¥É´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ
´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨°, ¶ · ³¥É·¨§Ê¥³ÒÌ Î¨¸²μ³ ´Ê²¥° N
ËÊ´±Í¨¨ ŸŒ. —¨¸²μ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢ÒÌ ³μ¤ ¸É Í¨μ´ ·´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¸ N ´Ê²Ö³¨
ËÊ´±Í¨¨ ŸŒ · ¢´μ N . ‚ · ¡μÉ¥ [178] ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ³μ¤Ò ¶μ²Ê-
Î¥´Ò Î¨¸²¥´´μ ± ± ·¥Ï¥´¨Ö ³ É·¨Î´μ° § ¤ Î¨ ˜ÉÊ·³ Ä‹¨Ê¢¨²²Ö ´  ¶μ²Êμ¸¨
0 < r < ∞:

−Ψ′′ + U(r)Ψ − λΨ = 0, (117a)

Ψ1(0) = 0, Ψ′
2(0) = 0, Ψ1(∞) = 0, Ψ′

2(∞) = 0, (117¡)

∞∫
0

(
Ψ2

1 + Ψ2
2

)
d r − 1 = 0, (117¢)

£¤¥ ¢¥±Éμ· ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° Ψ = (Ψ1, Ψ2)
T ,   Ô²¥³¥´ÉÒ 2-³ É·¨ÍÒ

U ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ ¸É Í¨μ´ ·´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥, ´¥Ê¸Éμ°Î¨¢Ò¥ ³μ¤Ò ±μÉμ·μ£μ
¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö.

’ ¡²¨Í  3. ‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö {λj
N}N

j=1

N λ1
N λ2

N λ3
N λ4

N

1 −9,0566 · 10−2

2 −7,5382 · 10−2 −2,0742 · 10−4

3 −4,9346 · 10−2 −1,4957 · 10−4 −1,9622 · 10−7

4 −4,3455 · 10−2 −5,9905 · 10−5 −1,3278 · 10−7 ∼ −10−9

‘μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö λj
N , j = 1, . . . , N , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸É Í¨μ´ ·´Ò³

·¥Ï¥´¨Ö³ ¸ N = 1, 2, 3, 4 ´Ê²Ö³¨, ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò ¢ É ¡². 3. •μ·μÏμ ¢¨¤´μ, ÎÉμ
¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¡Ò¸É·μ ¸É·¥³ÖÉ¸Ö ± ´Ê²¥¢μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ¸´¨§Ê ¸ Ê¢¥²¨-
Î¥´¨¥³ j. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¸ N > 4 ¶·μ¸Î¨É ´Ò [178, 179]
Éμ²Ó±μ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¨ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö λ1

N .
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‚ μ¡§μ·¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ±² ¸¸ ³¥Éμ¤μ¢ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ ¤²Ö ¨¸¸²¥¤μ-
¢ ´¨Ö ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ § ¢¨¸¨³μ¸É¥° μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³ É¥³ É¨-
Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¶¥·¥Ìμ¤´Ò¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò ¢ ¸²μ¦´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì
¸¨¸É¥³ Ì. �ÉμÉ ±² ¸¸ μ¡Ñ¥¤¨´Ö¥É ´μ¢Ò¥ ¸Ì¥³Ò ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö ¶μ ¶ · ³¥É· ³
¸ ¨É¥· Í¨μ´´Ò³¨ ¸Ì¥³ ³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ´  μ¸´μ¢¥ ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ · §¢¨É¨Ö
μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ  ´ ²μ£  ³¥Éμ¤  �ÓÕÉμ´ . � ¸¸³μÉ·¥´  ¶·μ£· ³³-
´ Ö ·¥ ²¨§ Í¨Ö ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ ¸Ì¥³.

� §· ¡μÉ±  ÔÉμ£μ ±² ¸¸  ³¥Éμ¤μ¢ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ·¥-
§Ê²ÓÉ Éμ³ Î¨¸²¥´´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö · §´μμ¡· §´ÒÌ ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°
É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨, ¨³¥ÕÐ¨Ì ´¥¸μ³´¥´´ÊÕ ¢ ¦´μ¸ÉÓ ± ± ¤²Ö É¥μ·¨¨, É ±
¨ ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¶·μ£· ³³. ˆ³¥´´μ ¶· ±É¨Î¥¸±μ¥ §´ Î¥-
´¨¥ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö ÔÉ¨Ì ³μ¤¥²¥° Ö¢¨²μ¸Ó  ·£Ê³¥´Éμ³ ¢ ¶μ²Ó§Ê ¶μ¨¸±  ¤²Ö ´¨Ì
μ¡Ð¨Ì ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¶μ¸É ´μ¢μ± ¨ μ¡Ð¨Ì ³¥Éμ¤μ¢ Î¨¸²¥´´μ£μ  ´ ²¨§ .

�¢Éμ·Ò ¢Ò· ¦ ÕÉ ¡² £μ¤ ·´μ¸ÉÓ ¤¨·¥±Éμ·Ê ‹ˆ’ �ˆŸˆ ‚.‚.ˆ¢ ´μ¢Ê
§  ¶·¥¤²μ¦¥´¨¥ ´ ¶¨¸ ÉÓ ÔÉμÉ μ¡§μ· ± ¶ÖÉ¨¤¥¸ÖÉ¨²¥É¨Õ ¸μ ¤´Ö μ¡· §μ¢ ´¨Ö
´ Ï¥£μ ˆ´¸É¨ÉÊÉ .

�¢Éμ·Ò ¡² £μ¤ ·ÖÉ �. ƒ. �¡· Ï±¥¢¨Î , ˆ. ‚.�³¨·Ì ´μ¢ , ˆ.‚. 	 · Ï¥´-
±μ¢ , �.�. ƒÊ¸¥¢ , ‘.�.„¨³μ¢Ê, ‚.Š. ‹Ê±ÓÖ´μ¢ , „. ‚.� ¢²μ¢ , 
. ‚.�μ¶μ¢ ,

. ‘.‘³¨·´μ¢ , ’. �. ‘É·¨¦, ¢ ¸μÉ·Ê¤´¨Î¥¸É¢¥ ¸ ±μÉμ·Ò³¨ ¡Ò² ¶μ²ÊÎ¥´ ·Ö¤
·¥§Ê²ÓÉ Éμ¢, ¶·¥¤¸É ¢²¥´´ÒÌ ¢ μ¡§μ·¥.

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¶·¨ Ë¨´ ´¸μ¢μ° ¶μ¤¤¥·¦±¥ �””ˆ (£· ´ÉÒ ºº 06-
01-00228, 06-02-17003).
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