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ˆ´¸É¨ÉÊÉ É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ° ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ° Ë¨§¨±¨ ¨³. �. ˆ. �²¨Ì ´μ¢ 

� Í¨μ´ ²Ó´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ É¥²Ó¸±μ£μ Í¥´É·  ®ŠÊ·Î Éμ¢¸±¨° ¨´¸É¨ÉÊÉ¯, Œμ¸±¢ 

ŒÒ ¶μ¸É · ¥³¸Ö · §μ¡· ÉÓ¸Ö ¢ μ¸´μ¢´ÒÌ ¨¤¥ÖÌ §´ ³¥´¨Éμ° · ¡μÉÒ �. ‚¨ÉÉ¥´ 
®Š¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¶μ²Ö ¨ ¶μ²¨´μ³ „¦μ´¸ ¯. �ÉμÉ ¸Õ¦¥É Î·¥§¢ÒÎ °´μ ¶μ¶Ê²Ö·¥´
¢ ¸μ¢·¥³¥´´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥, μ¤´ ±μ ¸Î¨É ¥É¸Ö ¢¥¸Ó³  É·Ê¤´Ò³ ¤²Ö ¨§²μ¦¥-
´¨Ö ¨ ¶μÉμ³Ê ·¥¤±μ μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê. �  ´ Ï ¢§£²Ö¤, ±²ÕÎ¥¢Ò¥ ¶·¥¤¶μ¸Ò²±¨
¨ μ¸´μ¢´Ò¥ ¨¤¥¨ ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ´¥ É ± Ê¦ § £ ¤μÎ´Ò ¨ ¢¶μ²´¥ ¤μ¸ÉÊ¶´Ò ¤²Ö ²Õ¡μ-
¶ÒÉ´μ£μ ¢§£²Ö¤  ¸μ ¸Éμ·μ´Ò.

We attempt to clarify the main ideas around the famous paper by E. Witten ©Quantum
ˇeld theory and Jones polynomialª. This subject of modern mathematical physics is
extremely popular, but it thought to be rather hard for presentation and thus is rarely
discussed in essence. We think that the basic background and the key ideas in this ˇeld
are not so mysterious and are quite available to the curious side observer.
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ŒÒ ¸μ¡¨· ¥³¸Ö μ¡¸Ê¤¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ¥ Ö¢²¥´¨¥: ¸¨¸É¥³  ³¥-
Éμ¤μ¢, ¨§´ Î ²Ó´μ · §· ¡μÉ ´´ÒÌ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, μ± § ² ¸Ó
É ±¦¥ ³μÐ´Ò³ ¸·¥¤¸É¢μ³ ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ § ¤ Î Ì É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢. �μ¤μ¡´μ¥ Ö¢²¥-
´¨¥ ¶·μ¨§μÏ²μ ¢μ ³´μ£¨Ì ³ É¥³ É¨Î¥¸±¨Ì ¸Õ¦¥É Ì, ¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö μ´¨
μ¡· §ÊÕÉ Í¥²ÊÕ μ¡² ¸ÉÓ, ±μÉμ·ÊÕ ¶μ ¨¸Éμ·¨Î¥¸±¨³ ¶·¨Î¨´ ³ Î ¸Éμ ¶·μ¤μ²-
¦ ÕÉ ´ §Ò¢ ÉÓ É¥μ·¨¥° ¸É·Ê´ [1]. ‘μ¡¸É¢¥´´μ Ô²¥³¥´ÉÒ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ § ´Ö²¨
³¥¸Éμ ¸·¥¤¨ ÔÉ¨Ì ¸Õ¦¥Éμ¢ ¸· ¢´¨É¥²Ó´μ ´¥¤ ¢´μ: ÌμÉÖ · §²¨Î´Ò¥ ¨¤¥¨ ¢ ÔÉμ³
´ ¶· ¢²¥´¨¨ μ¡¸Ê¦¤ ÕÉ¸Ö Ê¦¥ μ±μ²μ 30 ²¥É [2], ´  ¶μ¸²¥¤´¨¥ 5 ¨§ ´¨Ì ¶·¨-
Ìμ¤¨É¸Ö ¶¥·¨μ¤ ¨´Ë²ÖÍ¨¨ (¢ ±μ¸³μ²μ£¨Î¥¸±μ³ ¸³Ò¸²¥).

’μÎ±μ° μÉ¸Î¥É  ¸Õ¦¥É  ®Ê§²Ò ¨ Ë¨§¨± ¯ ¶·¨´ÖÉμ ¸Î¨É ÉÓ · ¡μÉÊ [3] ¨ ¥¥
§´ ³¥´¨ÉÒ° É¥§¨¸: ®�μ²¨´μ³ „¦μ´¸  ¥¸ÉÓ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ¥ ¸·¥¤´¥¥ ¢ É¥μ·¨¨
—¥·´ Ä‘ °³μ´¸ ¯. �¤´ ±μ ¥¤¢  ²¨ ¸Éμ¨É ¶¥·¥μÍ¥´¨¢ ÉÓ §´ Î¥´¨¥ ¨§μ²¨·μ-
¢ ´´μ£μ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö, ¤ ¦¥ ¥¸²¨ μ´μ ¸É ²μ ¸¨³¢μ²μ³ ¸¢μ¥° μ¡² ¸É¨ §´ ´¨Ö.
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‘μ¤¥·¦ ´¨¥, ± ± ¢¸¥£¤ , ¸μ§¤ ¥É¸Ö ±μ´É¥±¸Éμ³: ³´μ£¨³¨ · ¡μÉ ³¨ ³´μ£¨Ì ²Õ-
¤¥°. ‘¶¥·¢  ¢ · §´ÒÌ ¸Õ¦¥É Ì ´ Ìμ¤¨É¸Ö ÎÉμ-Éμ É ±μ¥, ¨ ¶μ¸É¥¶¥´´μ ¢¸¥ ÔÉμ
¸±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ¢ ´¥ÎÉμ Í¥²μ¥. ˆ³¥´´μ ¸ É ±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ³Ò ¨ ¶μ¶ÒÉ ¥³¸Ö
μ¡¸Ê¤¨ÉÓ ¸Éμ²Ó ¶μ¶Ê²Ö·´Ò° ´Ò´¥ ®Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢¯.

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¢¢¥¤¥´¨Ö ¢ ¸Õ¦¥É ³Ò ´ Î´¥³ ¸ ¸ ³μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨ Éμ¶μ²μ-
£¨Î¥¸±μ° § ¤ Î¨, ±μÉμ· Ö ¢ Ë¨§¨Î¥¸±μ³ ±μ´É¥±¸É¥ ´  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤ ± ¦¥É¸Ö
¢¥¸Ó³  Ô±§μÉ¨Î¥¸±μ°: · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¢³¥¸Éμ ¨§μ²¨·μ¢ ´´μ£μ μ¡Ñ¥±É  ¸· §Ê
Í¥²Ò° ±² ¸¸ μ¡Ñ¥±Éμ¢, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò³¨ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ ¶·¥μ¡· §μ-
¢ ´¨Ö³¨.

1. ’���‹�ƒˆ—…‘Šˆ… Œ�„…‹ˆ ‚ ”ˆ‡ˆŠ…

� §¢ ´¨¥ · §¤¥²  μ¡Ñ¥¤¨´Ö¥É Í¥²Ò° ¶² ¸É ¨¤¥°. ŒÒ ¤ ¤¨³ ±· É±¨° μ¡§μ·
´ ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸ÉÒÌ ¨ ¢ ¦´ÒÌ ¨§ ´¨Ì (´  ´ Ï ¢§£²Ö¤).

‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨³¥·μ¢ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨°, ¶·¨ μ¶¨¸ ´¨¨ ±μÉμ·ÒÌ μÎ¥¢¨¤-
´Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§´¨± ÕÉ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ § ¤ Î¨, ³μ¦´μ ¶·¨¢¥¸É¨ ´¥¸±μ²Ó±μ
Ö·±¨Ì Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨°, ¨§¢¥¸É´ÒÌ ± ± Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ÔËË¥±ÉÒ. ˆÌ ¶¥-
·¥Î¥´Ó μÉ±·Ò¢ ¥É¸Ö ÔËË¥±Éμ³ � ·μ´μ¢ Ä	μ³  [4], ¶·μ¤μ²¦ ¥É¸Ö ³μ´μ¶μ²Ó-
´Ò³ ·¥Ï¥´¨¥³ ¢ ³μ¤¥²¨ ‚ °´¡¥·£ Ä‘ ² ³  [5] ¨ ¨´¸É ´Éμ´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨
Ê· ¢´¥´¨° Ÿ´£ ÄŒ¨²²¸  [6] (É ±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ¢ Î¨¸²¥ ¶·μÎ¥£μ ³μ£²¨ ¡Ò ¡ÒÉÓ
¶·¨Î¨´μ° ±μ´Ë °´³¥´É  ¢ Š•„, ± ± ¶μ± § ² �μ²Ö±μ¢ [7] ¢ ³μ¤¥²Ó´μ° § -
¤ Î¥ [8]). ‘Õ¤  ¦¥ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö · §²¨Î´Ò¥ ±¢ §¨Î ¸É¨ÍÒ [9], ·Ö¤ ±μÉμ·ÒÌ
´ ¡²Õ¤ ÕÉ ¢ ·¥ ²Ó´ÒÌ Ô±¸¶¥·¨³¥´É Ì, Î Ð¥ ¢¸¥£μ ¢ (ÔËË¥±É¨¢´μ) ¤¢Ê³¥·´ÒÌ
¸¨¸É¥³ Ì. „¢  §´ ³¥´¨ÉÒÌ ¶·¨³¥· :  ¡·¨±μ¸μ¢¸±¨¥ ¢¨Ì·¨, ¨£· ÕÐ¨¥ ±²ÕÎ¥-
¢ÊÕ ·μ²Ó ¢ ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ¸¢¥·Ì¶·μ¢μ¤´¨± Ì ¢Éμ·μ£μ
·μ¤  [10],   É ±¦¥  ´¨μ´Ò ¢ £· Ë¥´¥ [11], ± ±μÉμ·Ò³  ¶¥²²¨·Ê¥É ¡μ²ÓÏ¨´-
¸É¢μ ³μ¤¥²¥° ¤·μ¡´μ£μ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ÔËË¥±É  •μ²²  [12] ¨ ±μÉμ·Ò¥ μÉ±·Ò¢ ÕÉ
¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ÊÕ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¤²Ö ¸μ§¤ ´¨Ö ±¢ ´Éμ¢μ£μ ±μ³¶ÓÕÉ¥·  [13]. ˆ§Ê-
Î¥´¨¥ ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì ÔËË¥±Éμ¢ ¸μ¸É ¢²Ö¥É Í¥²Ò° · §¤¥² É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö [9].

ŒÒ É¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¸μ§´ É¥²Ó´μ ¸μ¸·¥¤μÉμÎ¨³¸Ö ´  ¶·¨³¥· Ì ¸μ¢¸¥³ ¤·Ê-
£μ£μ ·μ¤ , ¢ ±μÉμ·ÒÌ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ § ¤ Î¨ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§´¨± ÕÉ
¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ ¸ ³ÒÌ μ¡ÒÎ´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨°.

1.1. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö. 1.1.1. —Éμ §´ Î¨É  ¤¨ ¡ É¨-
Î¥¸±μ¥? ‚ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¢ ± Î¥¸É¢¥ μ¸´μ¢´μ£μ ¶μ´ÖÉ¨Ö ¢Ò¸ÉÊ¶ ¥É ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ -
²¥´É´μ¸É¨ μ¡Ñ¥±Éμ¢: ±·¨¢ÒÌ, ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ¨ É. ¶., É ±μ°, ÎÉμ μ¡Ñ¥±ÉÒ ¢´Ê-
É·¨ ±² ¸¸  ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¤·Ê£ ¨§ ¤·Ê£  ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³¨.
�·¨³¥·  ´ ²μ£¨Î´μ° ¶μ¸É ´μ¢±¨ Ë¨§¨Î¥¸±μ° § ¤ Î¨ ¢¸É·¥Î ¥É¸Ö ¢ É¥μ·¨¨
 ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° [4,14].

�¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò Å ÔÉμ ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ ¥¥ ¶ · ³¥É·μ¢, ±μÉμ·μ¥ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¢μ
¢·¥³¥´¨ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¤²Ö ±μÉμ·μ° ¨§³¥´ÖÕÐ¨¥¸Ö ¸μ ¢·¥³¥´¥³ ¶ -
· ³¥É·Ò ¤μ¶μ²´ÖÕÉ Î¨¸²μ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ. „²Ö ÔÉμ£μ ¶¥·¥³¥´´Ò¥-
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¶ · ³¥É·Ò ¤μ²¦´Ò ¨§³¥´ÖÉÓ¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³¥¤²¥´´μ, ÎÉμ¡Ò ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¶·¥-
´¥¡·¥ÎÓ Î²¥´ ³¨ ¸ ¨Ì ¶·μ¨§¢μ¤´Ò³¨ ¢ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨ÖÌ. ’μ£¤ 
¢ ± ¦¤Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ¤¢¨¦¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ®´μ¢μ£μ É¨¶ ¯ (±μ£¤  ¶ · ³¥-
É·Ò ¢Ìμ¤ÖÉ ¢ Î¨¸²μ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ) ¡Ê¤¥É ¶·¨¡²¨¦ ÉÓ¸Ö ± ¤¢¨¦¥´¨Õ ´¥±μÉμ·μ°
¸¨¸É¥³Ò ®¸É ·μ£μ É¨¶ ¯ (¤²Ö ± ¦¤μ° É ±μ° ¸¨¸É¥³Ò ¶ · ³¥É·Ò Å ¶·μ¸Éμ
¶ · ³¥É·Ò, ´μ ¢Ò¡μ· ¸ ³μ° ¸¨¸É¥³Ò, É. ¥. §´ Î¥´¨° ¶ · ³¥É·μ¢, § ¢¨¸¨É μÉ
¢·¥³¥´¨). �·¨ ÔÉμ³ §  ¡μ²ÓÏμ° ¶·μ³¥¦ÊÉμ± ¢·¥³¥´¨ ³μ¦¥É ®´ ±μ¶¨ÉÓ¸Ö¯
§´ Î¨É¥²Ó´μ¥ ¨§³¥´¥´¨¥ ¶ · ³¥É·μ¢, É ± ÎÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ®¸É -
·μ£μ É¨¶ ¯ ³μ£ÊÉ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · §²¨Î ÉÓ¸Ö ¶μ ¸¢μ¨³ Ë¨§¨Î¥¸±¨³ ¸¢μ°¸É¢ ³.

1.1.2. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ (´¥)Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö. ‚ É¥μ·¨¨  ¤¨ -
¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ´ ¡μ· Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, · §²¨Î ÕÐ¨Ì¸Ö

�¨¸. 1. ‘¨²Ò, ¤¥°-
¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´  ³ -
É¥³ É¨Î¥¸±¨° ³ ÖÉ-
´¨±

§´ Î¥´¨¥³(Ö³¨) ¶ · ³¥É· (μ¢), · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ± ± ¥¤¨-
´Ò° ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨, ÎÉμ ¢¸¥ ÔÉ¨ ¸¨-
¸É¥³Ò ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¤·Ê£ ¨§ ¤·Ê£  ¶ÊÉ¥³ ³¥¤²¥´´μ£μ
(± ± μ¶¨¸ ´μ ¢ÒÏ¥) ¨§³¥´¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢ ¢μ ¢·¥³¥´¨.
ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, É¥μ·¨Ö  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°
¨§ÊÎ ¥É μ¡Ð¨¥ ¸¢μ°¸É¢  É ±¨Ì ¸¨¸É¥³. �¨¦¥ ³Ò ¶μÖ¸´¨³
ÔÉ¨ ¨¤¥¨ ´  ¶·¨³¥·¥ ±μ´±·¥É´μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò.

�¥¦¨³Ò ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ£μ ³ ÖÉ´¨± . �·μ-
¨§¢μ²Ó´μ¥ ¤¢¨¦¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ´  ·¨¸. 1 μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Ê· ¢-
´¥´¨¥³

ϕ̈ + ω2 sin ϕ = 0, (1.1)

±μÉμ·μ¥ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ II § ±μ´  �ÓÕÉμ´ : �T + m�g = m�a.
„²Ö ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö · §²¨Î´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° Ê¤μ¡´μ § ¶¨¸ ÉÓ
¶¥·¢Ò° ¨´É¥£· ² Ê· ¢´¥´¨Ö (1.1) Å § ±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö
Ô´¥·£¨¨:

−
∫

ϕ̇
(
ϕ̈ + ω2 sin ϕ

)
dt =

1
2
ml2ϕ̇2 − mgl cosϕ = const ≡ E. (1.2)

�·¨ ÔÉμ³ Ek = (1/2)ml2ϕ̇2 Å ±¨´¥É¨Î¥¸± Ö Ô´¥·£¨Ö ³ ÖÉ´¨± ,   Ep =
−mgl cosϕ Å ¶μÉ¥´Í¨ ²Ó´ Ö ¸ ´Ê²¥¢Ò³ Ê·μ¢´¥³ ¶·¨ ϕ = ±π/2 (´¨ÉÓ £μ-
·¨§μ´É ²Ó´ ), É ± ÎÉμ Ep = −mgl cosϕ ¶·¨ ϕ = 0 (´¨ÉÓ ¢¥·É¨± ²Ó´μ ¢´¨§);
Ep = mgl cosϕ ¶·¨ ϕ = π (´¨ÉÓ ¢¥·É¨± ²Ó´μ ¢¢¥·Ì) ¨ −ml2ϕ̇2 � Ep �
mgl cosϕ ¢ É¥Î¥´¨¥ ¢¸¥£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö.

’μ¶μ²μ£¨Ö Ë §μ¢μ£μ ¶μ·É·¥É . ‡ ±μ´ ¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨ (1.2) ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± Ê· ¢´¥´¨¥ Ë §μ¢μ° É· ¥±Éμ·¨¨ Å ±·¨¢μ°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥°
Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³ ÖÉ´¨±  ¢μ ¢·¥³¥´¨ ± ± ¤¢¨¦¥´¨¥ ÉμÎ±¨ (ϕ, p ≡ mϕ̇)
´  Ë §μ¢μ° ¶²μ¸±μ¸É¨. ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ ¶μ± § ÉÓ [14], ÎÉμ ¢¸¥¢μ§-
³μ¦´Ò¥ Ë §μ¢Ò¥ É· ¥±Éμ·¨¨ · §μ¡ÓÕÉ¸Ö ´  ¶ÖÉÓ · §²¨Î´ÒÌ ±² ¸¸μ¢ (·¨¸. 2).
‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢¸¥ É· ¥±Éμ·¨¨ μ¡Ð¥£μ ¶μ²μ¦¥´¨Ö μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± μ¤´μ³Ê ¨§ É·¥Ì



226 ���•ˆ�� �.‘.

�¨¸. 2. ” §μ¢Ò¥ É· ¥±Éμ·¨¨ ³ É¥³ É¨Î¥¸-
±μ£μ ³ ÖÉ´¨±  ¢ · §²¨Î´ÒÌ ·¥¦¨³ Ì ¤¢¨-
¦¥´¨Ö: ·¥¦¨³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ´¥¢μ§³μ¦´μ ¨§³¥-
´¨ÉÓ §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö ¶ÊÉ¥³  ¤¨ ¡ É¨Î¥-
¸±μ£μ ¨§³¥´¥´¨Ö ¶ · ³¥É·μ¢ ¸¨¸É¥³Ò

±² ¸¸μ¢, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸ · §²¨Î´Ò³¨
·¥¦¨³ ³¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ ÖÉ´¨± : I) ±μ-
²¥¡ ´¨Ö ³ ÖÉ´¨±  ¡¥§ ¸μ¢¥·Ï¥´¨Ö
¶μ²´μ£μ μ¡μ·μÉ ,   É ±¦¥ ¤¢¨¦¥-
´¨Ö ¸ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨³ ¶μ²´Ò³ μ¡μ-
·μÉμ³ II) ¶μ ²¨¡μ III) ¶·μÉ¨¢ Î ¸μ-
¢μ° ¸É·¥²±¨. Š ¦¤Ò° ¨§ ÔÉ¨Ì É·¥Ì
±² ¸¸μ¢ ¢±²ÕÎ ¥É ¢ ¸¥¡Ö ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ Ë §μ¢ÒÌ É· ¥±Éμ·¨°.
� ¶·μÉ¨¢, ± ¦¤Ò° ¨§ ¤¢ÊÌ μ¸É ¢-
Ï¨Ì¸Ö ±² ¸¸μ¢ ¸μ¤¥·¦¨É ¢ ÉμÎ´μ-
¸É¨ ¶μ μ¤´μ° ¶·¥¤¥²Ó´μ° É· ¥±Éμ-
·¨¨, ¸¢Ö§ ´´μ° ¸ É ±¨³ ·¥¦¨³μ³
¤¢¨¦¥´¨Ö, ± ± ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò° ¶μ²-
´Ò° μ¡μ·μÉ §  ¡¥¸±μ´¥Î´μ ¡μ²ÓÏμ¥
¢·¥³Ö IV) ¶μ ¨²¨ V) ¶·μÉ¨¢ Î ¸μ¢μ°
¸É·¥²±¨.

�¤¨ ¡ É¨Î¥¸± Ö ¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸-
± Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸ÉÓ. �± §Ò¢ ¥É¸Ö,

ÎÉμ ¢¸Ö±¨¥ ¤¢  ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ ÖÉ´¨±  ¨§ μ¤´μ£μ ±² ¸¸   ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ Ô±¢¨-
¢ ²¥´É´Ò, É. ¥. ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ´¥±μÉμ·μ£μ  ¤¨ ¡ É¨Î¥-
¸±μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò (¶·¨ μ¶¨¸ ´´μ³ ¢ÒÏ¥ ³¥¤²¥´´μ³ ¨§³¥´¥´¨¨
¸μ¡¸É¢¥´´μ° Î ¸ÉμÉÒ ¨²¨ ¶μ²´μ° Ô´¥·£¨¨) §  ±μ´¥Î´μ¥ ¢·¥³Ö. � ¶·μÉ¨¢,
³¥¦¤Ê ¤¢¨¦¥´¨Ö³¨ ¨§ · §²¨Î´ÒÌ ±² ¸¸μ¢ É ±μ° ¶¥·¥Ìμ¤ ´¥¢μ§³μ¦¥´. � ¶·¨-
³¥·, ¥¸²¨ Ê ³ ÖÉ´¨± , ¸μ¢¥·Ï ¢Ï¥£μ ³ ²Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö, ´ Î ÉÓ ¨§³¥´ÖÉÓ ¤²¨´Ê
´¨É¨ l (¨, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¸μ¡¸É¢¥´´ÊÕ Î ¸ÉμÉÊ ω =

√
g/l) ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³¥¤-

²¥´´μ, É ±, ÎÉμ ¢ ± ¦¤Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ¤¢¨¦¥´¨¥ ³ ÖÉ´¨±  ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö
± £ ·³μ´¨Î¥¸±μ³Ê ±μ²¥¡ ´¨Õ ¸ ³£´μ¢¥´´μ° Î ¸ÉμÉμ° ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¸μ¡¸É¢¥´-
´μ°, Éμ Ô´¥·£¨Ö ³ ÖÉ´¨± , ´  ¶¥·¢Ò° ¢§£²Ö¤, ¡Ê¤¥É ´¥μ£· ´¨Î¥´´μ ¢μ§· ¸É ÉÓ.
Œμ¦´μ, μ¤´ ±μ, ¶μ± § ÉÓ [14], ÎÉμ Éμ£¤  ¨ ¶¥·¨μ¤ ±μ²¥¡ ´¨° ¡Ê¤¥É ´¥μ£· -
´¨Î¥´´μ ´ · ¸É ÉÓ, ¸É·¥³Ö¸Ó ± ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨ ¶μ ³¥·¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö Ô´¥·£¨¨
± ±·¨É¨Î¥¸±μ° ¢¥²¨Î¨´¥ E = mgl (· ¢´μ° Ô´¥·£¨¨ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ É· ¥±Éμ·¨° IV
¨ V). �Éμ ¢¨¤´μ ¨§ ¸²¥¤ÊÕÐ¥° Ö¢´μ° Ëμ·³Ê²Ò:

T (λ) = 2τ

∣∣∣∣∣∣
ϕmax∫

−ϕmax

dϕ√
1 + λ cosϕ

∣∣∣∣∣∣ , cosϕmax = −λ−1,

|λ| > 1 ⇔ E < mgl, λ =
mgl

E
, τ =

√
ml2

2E
,

±μÉμ· Ö ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¨§ (1.2) ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´μ° Î ¸ÉμÉÒ
ω2 = g/l. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  Ô´¥·£¨Ö ³ ÖÉ´¨±  ¤μ¸É ÉμÎ´ 
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¤²Ö ¸μ¢¥·Ï¥´¨Ö ¶μ²´μ£μ μ¡μ·μÉ , ¢ ¨´É¥£· ²Ó´μ° Ëμ·³Ê²¥ ¸²¥¤Ê¥É § ³¥´¨ÉÓ
¶·¥¤¥²Ò:

T (λ) = τ

2π∫
0

dϕ√
1 + λ cos ϕ

, |λ| > 1 ⇔ E > mgl,

ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± ± Î¥¸É¢¥´´μ³Ê ¨§³¥´¥´¨Õ ¢¨¤  ËÊ´±Í¨¨ T(λ).
1.1.3. ’μ¶μ²μ£¨Ö ¨ ®±¢ ´Éμ¢Ò¥ Î¨¸² ¯ · §²¨Î´ÒÌ ·¥¦¨³μ¢. �¤¨ ¡ -

É¨Î¥¸± Ö (´¥)Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸ÉÓ ·¥¦¨³μ¢ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¨§ · §²¨Î´ÒÌ ±² ¸¸μ¢ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢Ê¥É Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° (´¥)Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ¨Ì Ë §μ¢ÒÌ É· ¥±Éμ·¨°: ¤¢¥
Ë §μ¢ÒÌ É· ¥±Éμ·¨¨ ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ° ¤¥Ëμ·³ Í¨¨,
¥¸²¨ ¨ Éμ²Ó±μ ¥¸²¨ μ´¨ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¤¢¨¦¥´¨Ö μ¤´μ£μ ±² ¸¸ .

�μ¸²¥¤´¥¥ ´ ¡²Õ¤¥´¨¥ ¤μ¶Ê¸± ¥É ±μ²¨Î¥¸É¢¥´´ÊÕ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±Ê: ¸μ ¢¸Ö-
±¨³ ·¥¦¨³μ³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ ÖÉ´¨±  ³μ¦´μ ¸¢Ö§ ÉÓ Î¨¸²μ (0 ¨²¨ ±1), · ¢´μ¥
μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´μ³Ê Ê£²Ê μ¡μ·μÉ  ¢ ¥¤¨´¨Í Ì 2π §  ¶¥·¨μ¤. �É¨ Î¨¸²  ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± §´ Î¥´¨Ö ¶¥·¥³¥´´μ°, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥° ¤¨¸±·¥É´ÊÕ ¸É¥¶¥´Ó
¸¢μ¡μ¤Ò ¸¨¸É¥³Ò. �μ¸±μ²Ó±Ê ¢¥²¨Î¨´ , ¶·¨´¨³ ÕÐ Ö ¤¨¸±·¥É´Ò° ´ ¡μ· §´ -
Î¥´¨°, ´¥ ³μ¦¥É ¨§³¥´ÖÉÓ¸Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¢³¥¸É¥ ¸ ¶ · ³¥É· ³¨ ¸¨¸É¥³Ò, μ´ 
¤μ²¦´  ¸μÌ· ´ÖÉÓ¸Ö ¶·¨ ¢¸Ö±¨Ì  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ, É. ¥. ¤μ É¥Ì
¶μ·, ¶μ±  ¤¢¨¦¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¢ ± ¦¤Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö ± ¤¢¨-
¦¥´¨Õ  ´ ²μ£¨Î´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¸ ´¥¨§³¥´´Ò³¨ ¶ · ³¥É· ³¨.

1.1.4. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ± ± ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸-
± Ö/Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸± Ö ±² ¸¸¨Ë¨± Í¨Ö Ë §μ¢ÒÌ É· ¥±Éμ·¨° É¥¸´μ ¸¢Ö§ ´  ¸ ¢μ-
¶·μ¸μ³ μ ¢Ò¡μ·¥ ´Ê²¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ¶μ
É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°. � ¨³¥´´μ: ¤¢¨¦¥´¨¥ · ¸¸³μÉ·¥´´μ£μ ³ ÖÉ´¨±  ¶·μÐ¥
¢¸¥£μ μ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¤¢ÊÌ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¶·¨ Ô´¥·£¨ÖÌ ³ -
ÖÉ´¨±  ¢¡²¨§¨ ³¨´¨³ ²Ó´μ° E ≈ −mgl, Ê£μ² μÉ±²μ´¥´¨Ö ¢¸¥ ¢·¥³Ö μ¸É ¥É¸Ö
³ ²Ò³ (ϕ � ϕmax = arccos (−E/mgl) ≈ 0). �μ¸²¥¤´¥¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶μ²μ¦¨ÉÓ
sin ϕ ≈ ϕ ¢ (1.2) ¨ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ¥ ²¨´¥°´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ϕ̈ + ωϕ = 0,
±μÉμ·μ¥ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¤¢¨¦¥´¨¥ ³ ÖÉ´¨±  ¢ ¤ ´´μ³ ¶·¥¤¥²¥: ³ ²Ò¥ £ ·³μ´¨Î¥¸-
±¨¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ¸ Î ¸ÉμÉμ° ω ¢ μ±·¥¸É´μ¸É¨ Ê¸Éμ°Î¨¢μ£μ ¶μ²μ¦¥´¨Ö · ¢´μ¢¥¸¨Ö
ϕ = 0. ‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ¶·¥¤¥²Ó´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¶·¨ E > 0 � mgl, ¶μÉ¥´Í¨-
 ²Ó´μ° Ô´¥·£¨¥° ³ ÖÉ´¨±  ³μ¦´μ ¶·¥´¥¡·¥ÎÓ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ±¨´¥É¨Î¥¸±μ°
(E = Ek + Ep � mgl � Ep ⇒ E = Ek) ¨ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¤¢¨¦¥´¨¥ ± ±
· ¢´μ³¥·´μ¥ ±·Ê£μ¢μ¥.

Šμ£¤  ± ¦¤Ò° ¨§ · §μ¡· ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥ ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ ¸²ÊÎ ¥¢ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó-
§μ¢ ÉÓ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò, ÌμÉÖ ¡Ò ¢ ± Î¥¸É¢¥
´Ê²¥¢μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö? �  Ë §μ¢μ³ ¶μ·É·¥É¥ (¸³. ·¨¸. 2) ±μ²¥¡ ´¨Ö³ ³ ÖÉ-
´¨±  μÉ¢¥Î ÕÉ É· ¥±Éμ·¨¨ ±² ¸¸  I, ¨ É ±¨¥ ¤¢¨¦¥´¨Ö ³ ÖÉ´¨± , ¢ ¶·¨´Í¨¶¥,
³μ¦´μ μ¶¨¸ ÉÓ ± ± ¢μ§³ÊÐ¥´¨¥ ´ ¤ £ ·³μ´¨Î¥¸±¨³ ±μ²¥¡ ´¨¥³ ¶ÊÉ¥³ ¶μ-
¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ÊÎ¥É  ¶μ¶· ¢μ± ± ³ ²Ò³ ±μ²¥¡ ´¨Ö³ ¸ ´¥±μÉμ·μ° Ô´¥·£¨¥°
E ≈ −mgl. ’ ±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ § ¢¥¤μ³μ ´¥ · ¡μÉ ¥É ¤²Ö ¤¢¨¦¥´¨° ¨§ ±² ¸¸μ¢ II
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¨ III, ±μÉμ·Ò¥ ± Î¥¸É¢¥´´μ ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò³¨. ‡ Éμ ± ¦¤μ¥ ¨§ É -
±¨Ì ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ±·Ê£μ¢ÒÌ ¤¢¨¦¥´¨° ³μ¦´μ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶μ¶· ¢μ±
± · ¢´μ³¥·´μ³Ê ±·Ê£μ¢μ³Ê ¸ Ô´¥·£¨¥° E =� mgl, ¶·¨Î¥³ ¸²¥¤Ê¥É · §²¨Î ÉÓ
¸²ÊÎ ¨ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¶μ ¨ ¶·μÉ¨¢ Î ¸μ¢μ° ¸É·¥²±¨, ±μÉμ·Ò¥ £μ¤ÖÉ¸Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´Ê-
²¥¢ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨° ¤²Ö É· ¥±Éμ·¨° ±² ¸¸μ¢ II ¨ III ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. � ±μ´¥Í,
É· ¥±Éμ·¨¨ ±² ¸¸μ¢ IV ¨ V ´¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ ´¨ μ¤´μ³Ê ¨§ · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ
¸²ÊÎ ¥¢, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¸ ³¨ ¶μ ¸¥¡¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶·¥¤¥²Ó´Ò³¨. �  ±μ´¥Î´ÒÌ ¢·¥³¥-
´ Ì ÔÉ¨ É· ¥±Éμ·¨¨ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ É· ¥±Éμ·¨¨ μ¡Ð¥£μ ¶μ²μ¦¥´¨Ö
¸ E ≈ 0 (¶·¨Î¥³ É· ¥±Éμ·¨¨ ±² ¸¸μ¢ II ¨ III ¸ E → +0 μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¤¢¨¦¥-
´¨Ö³¨ IV ¨ V ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,   É· ¥±Éμ·¨¨ ±² ¸¸  I ¸ E → −0 Å ²Õ¡Ò³ ¨§
¤¢¨¦¥´¨° IV ¨²¨ V), μ¤´ ±μ §  ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡μ²ÓÏμ¥ ¢·¥³Ö ¢¸¥£¤  ¶·μÖ¢¨É¸Ö
± Î¥¸É¢¥´´μ¥ μÉ²¨Î¨¥ ¤¢¨¦¥´¨° IV ¨ V μÉ ¤·Ê£¨Ì É· ¥±Éμ·¨°.

1.1.5. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³. …Ð¥ ¡μ-
²¥¥ ¢ ¦´ÊÕ ·μ²Ó É¥μ·¨Ö  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨Ì ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¨£· ¥É ¢ ±¢ ´Éμ-
¢μ° ³¥Ì ´¨±¥. •·¥¸Éμ³ É¨°´Ò° ¶·¨³¥· Å § ¤ Î  μ Î ¸É¨Í¥ ¢ ¤¢Ê£μ·¡μ³
(ÉμÎ´¥¥, ¢ ®¤¢ÊÖ³´μ³¯) ¶μÉ¥´Í¨ ²¥ [15]. Ÿ¢²¥´¨¥, μ ±μÉμ·μ³ ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ,
³μ¦´μ μ¸μ¡¥´´μ Ö·±μ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ ¢ ¶·¥¤¥²¥ V (x) = −�

2/(2mb) δ(x)
(b > 0). � ¨³¥´´μ: ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Î ¸É¨ÍÒ, ´ Ìμ¤ÖÐ¥°¸Ö ¢ ¸¢Ö§ ´´μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨¨ ¢ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥, ´¥¢μ§³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¨§ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ ¶μ-
É¥´Í¨ ²¥ V (x) = �

2/(2mb)
(
δ(x − a) + δ(x + a)

)
,  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ Ê¸É·¥³²ÖÖ

· ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê Ö³ ³¨ 2a ± ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨. (� ¸¸ÉμÖ´¨¥ ¸²¥¤Ê¥É Ê¸É·¥³-
²ÖÉÓ ¨³¥´´μ ± ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨,   ´¥ ± ´Ê²Õ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²Ê-
Î ¥ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨³ ¤¥²ÓÉ -Ö³Ê ¤¢μ°´μ° ³μÐ´μ¸É¨.) Š É ±μ³Ê ¢Ò¢μ¤Ê ³μ¦´μ
¶·¨°É¨, ´ ¶·¨³¥·, § ³¥É¨¢, ÎÉμ ¶¥·¢ Ö ¸¨¸É¥³  ¨³¥¥É μ¤¨´ ¤¨¸±·¥É´Ò° Ê·μ-
¢¥´Ó E0 = −�

2/(2mb2),   ¢Éμ· Ö Å ¤¢ : Es = E0+Δ/2 ¨ Ea = E0−Δ/2, £¤¥
Δ = e−a/b/(mb2) (¶·¨ a/b � 1). ‚ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ ´ 
¤¢ÊÌ ¤¨¸±·¥É´ÒÌ Ê·μ¢´ÖÌ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸¨³³¥É·¨Î´μ° ¨  ´É¨¸¨³³¥É·¨Î´μ°
¢μ²´μ¢Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨

ψs,a(x) = const

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

eκx, x < −a,

eκ(x−a) ± e−κ(x+a)

eκa ± e−κa
, −a < x < a, κ =

√
−2mE,

±e−κx, x > a,

(1.3)

¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± ¸Ê¶¥·¶μ§¨Í¨Ö ÔÉ¨Ì ¸μ¸ÉμÖ´¨°

ψ(t) = const exp
(
−i

E0

�
t

)(
ψs exp

(
−i

Δ
�

t

)
+ ψa exp

(
i
Δ
�

t

))
(1.4)

μ¶¨¸Ò¢ ¥É ¶¥·¥Ìμ¤ Î ¸É¨ÍÒ ¨§ μ¤´μ° Ö³Ò ¢ ¤·Ê£ÊÕ. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¥¸²¨
ka 	 1, Éμ ¢μ²´μ¢ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ Î ¸É¨ÍÒ, ¶·¨ T = 0 ²μ± ²¨§μ¢ ´´μ° ¢ ¶¥·¢μ°
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Ö³¥, ³μ¦´μ ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ±

ψ(0) = const

⎧⎨
⎩

eκx, x < −a,
eκ(x−2a), −a < x < a
0, x > a

⎫⎬
⎭ ≈ const e−κ|x+a|. (1.5)

’μ£¤  Î¥·¥§ (Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´μ ¡μ²ÓÏμ¥, ´μ ±μ´¥Î´μ¥) ¢·¥³Ö T = π/(2Δ) =
(π/2)mb2 ea/b Î ¸É¨Í  μ± ¦¥É¸Ö (¢ Éμ³ ¦¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨) ²μ± ²¨§μ¢ ´  ¢μ
¢Éμ·μ° Ö³¥:

ψ
(π

2
mb2 ea/b

)
≈ const e−κ|x−a|. (1.6)

Š ± ¨ § ¤ Î  μ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³ ³ ÖÉ´¨±¥ (¶. 1.1.4), § ¤ Î  μ ¤¢ÊÌ ¤¥²ÓÉ -Ö³ Ì
¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ·μ²Ó  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨ (´¥)Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ¢ É¥μ·¨¨ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨°. � ¨³¥´´μ: ´¨ · ¸Ð¥¶²¥´¨¥ Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨Ì Ê·μ¢´¥°, ´¨ ÉÊ´´¥²Ó´Ò¥
¶¥·¥Ìμ¤Ò Î ¸É¨ÍÒ ³¥¦¤Ê Ö³ ³¨ ´¥ ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¢ · ³± Ì É¥μ·¨¨ ¢μ§-
³ÊÐ¥´¨° ¨§ ·¥Ï¥´¨Ö § ¤ Î¨ μ Î ¸É¨Í¥ ¢ μ¤´μ° ¤¥²ÓÉ -Ö³¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´Ê²¥¢μ£μ
¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö [9, 16]. �¤´μ ¨§ ¶·μÖ¢²¥´¨° ÔÉμ£μ Ë ±É  Å μ¡· Ð¥´¨¥ ¢ ´Ê²Ó
¢¸¥Ì Î²¥´μ¢ ¢ · §²μ¦¥´¨¨ · ¸Ð¥¶²¥´¨Ö Ê·μ¢´¥° 2Δ ∼ e−κa ¢ Ëμ·³ ²Ó´Ò°
·Ö¤ ¶μ μ¡· É´μ³Ê · ¸¸ÉμÖ´¨Õ ³¥¦¤Ê Ö³ ³¨ 1/a.

1.1.6. �¤¨ ¡ É¨Î¥¸±¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¢ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥.
�£·μ³´ÊÕ ·μ²Ó ¶μ´ÖÉ¨¥  ¤¨ ¡ É¨Î¥¸±μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö, ¨²¨  ¤¨ ¡ É¨Î¥-
¸±μ£μ ¶·μÍ¥¸¸ , ¨£· ¥É ¢ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥ [17]. ‡¤¥¸Ó ¶μ¤  ¤¨ ¡ É¨Î¥-
¸±¨³ ¶·μÍ¥¸¸μ³ ¶μ´¨³ ÕÉ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ´  ¸¨¸É¥³Ê, ¶·¨ ±μÉμ·μ³ ¨§³¥´ÖÕÉ¸Ö
Ô´¥·£¨¨, ´μ ´¥ Î¨¸²  § ¶μ²´¥´¨Ö ¤¨¸±·¥É´ÒÌ Ê·μ¢´¥°. �  É¥·³μ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ³
(³ ±·μ¸±μ¶¨Î¥¸±μ³) Ê·μ¢´¥ É ±¨¥ ¶·μÍ¥¸¸Ò μÉ¢¥Î ÕÉ ¨§³¥´¥´¨Õ Ô´¥·£¨¨ ¸¨-
¸É¥³Ò ¡¥§ ¶μ¤¢μ¤  ¨²¨ μÉ¢μ¤  É¥¶² . �  ±¢ ´Éμ¢μ-¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ³ (³¨±·μ-
¸±μ¶¨Î¥¸±μ³) Ê·μ¢´¥ É ±μ° ¶·μÍ¥¸¸ ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³¥¤²¥´´Ò³: É ±
ÎÉμ μ¡· É´μ¥ Ì · ±É¥·´μ¥ ¢·¥³Ö ¶·μÍ¥¸¸  ³ ²μ ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ´ ¨³¥´ÓÏ¨³
· ¸¸ÉμÖ´¨¥³ ³¥¦¤Ê Ô´¥·£¥É¨Î¥¸±¨³¨ Ê·μ¢´Ö³¨.

1.2. Œ¥Éμ¤  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¤μ²¦¥´¨Ö. ’ ± ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¥Ð¥ μ¤¨´ ¶ÊÉÓ,
´  ±μÉμ·μ³ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì Ö¢²¥´¨° ¢μ§´¨± ¥É Ì · ±É¥·´ Ö ¤²Ö
Éμ¶μ²μ£¨¨ ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨. Œ¥Éμ¤ [18, 19] Ï¨·μ±μ ¶·¨³¥´ÖÕÉ ¢μ ³´μ£¨Ì
μ¡² ¸ÉÖÌ: μÉ · ¤¨μÉ¥Ì´¨±¨ [20] ¤μ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¨ [4, 15] (μ¸μ¡¥´´μ
¢ É¥μ·¨¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö [21]), ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ [17] ¨ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨
¶μ²Ö [22], ¢±²ÕÎ Ö ±¢ ´Éμ¢ÊÕ Ì·μ³μ¤¨´ ³¨±Ê [5] ¨ Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Õ Ô²¥³¥´-
É ·´ÒÌ Î ¸É¨Í [23].

1.2.1. ‚μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ±¢ §¨±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö ± ± ¶¥-
·¨μ¤Ò ·¨³ ´μ¢μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ¸É· Í¨¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ±¢ ´-
Éμ¢ÊÕ Î ¸É¨ÍÊ ¢ ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±μ³ ¶μÉ¥´Í¨ ²¥, ¤²Ö ±μÉμ·μ° ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö
¸É Í¨μ´ ·´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸ Ô´¥·£¨¥° E μ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥³ ˜·¥¤¨´£¥· 
(V < E ¨ b Å ¶ · ³¥É·Ò ¶μÉ¥´Í¨ ² ) [4, 15]:

Eψ = −�
2ψ′′(x)
2m

+ V (x)ψ(x), V (x) = V cos2
(x

b

)
.
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Š¢ §¨±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶μ·Ö¤±¥ ¨³¥¥É ¢¨¤ [4,15]

ψ(a)= C+ exp (iφ) + C− exp (−iφ),

£¤¥ Ë §  ¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ¤ ¥É¸Ö ¨´É¥£· ²μ³

φ(a)=
1
�

√
2mE

a∫
0

dx

√
1 − V (x)

E
. (1.7)

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´ ¡¥£ Ë §Ò ´  ± ¦¤μ³ ¶¥·¨μ¤¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  (´ ¶·¨³¥· ¤²Ö ¶¥·-
¢μ£μ ¸² £ ¥³μ£μ) · ¢¥´

b

�

√
2mE

π/2∫
−π/2

√
1 −

(
V
E

)
cos2

(x

b

)dx

b
=

b

�

√
2mE

∞∫
−∞

√
P (z)dz

(1 + z2)2
. (1.8)

‚ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¢Ò· ¦¥´¨¨ z = (1/�)
√

2mE, a P (z) =
(
1 − V/E − z2

) (
1 + z2

)
.

Šμ³¶²¥±¸´ Ö ±μμ·¤¨´ É . �μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ¢ (1.8) ³μ¦´μ  ´ -
²¨É¨Î¥¸±¨ ¶·μ¤μ²¦¨ÉÓ ´  ¤¢  ²¨¸É  ±μ³¶²¥±¸´μ° ¶²μ¸±μ¸É¨, ¶¥·¥±²¥¥´´ÒÌ
¢¤μ²Ó · §·¥§μ¢ (¢μ§³μ¦´Ò° ¢Ò¡μ· ±μÉμ·ÒÌ ¶μ± § ´ ´  ·¨¸. 3, £¤¥ λ > 1).
�±¢¨¢ ²¥´É´μ ÔÉμ³Ê ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ μ¤´μ§´ Î´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ ±μ³¶²¥±¸-
´μ° ±μμ·¤¨´ ÉÒ z ´  Éμ·¥ (·¨¸. 3) [18]. �·¨ ÔÉμ³ ¨´É¥£· ² ¶μ ¶·μ¨§¢μ²Ó-
´μ³Ê ±μ´ÉÊ·Ê ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ Í¥²μÎ¨¸²¥´´μ° ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ -
Í¨¨ ¤¢ÊÌ ¡ §¨¸´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢: ´ ¶·¨³¥· ¶μ ±μ´ÉÊ· ³, ¶μ± § ´´Ò³ ´  ·¨¸. 3
(a =

√
1 − λ), ±μÉμ·Ò¥ ´ ³ ÉÒ¢ ÕÉ¸Ö ¶μ μ¤´μ³Ê · §Ê ´  A- ¨ B-Í¨±²Ò

Éμ· . ’μ£¤  ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ · §²μ¦¥´¨Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ¨´É¥£· ²  ¶μ ¡ §¨¸-
´Ò³ ¨³¥ÕÉ ¸³Ò¸² Î¨¸¥² ´ ³μÉμ± ±μ´ÉÊ·  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ´  A- ¨ B-Í¨±²Ò,
É. ¥. Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° (±μ´ÉÊ· )
´  Éμ·¥ [19].

�¨³ ´μ¢  ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ ¤²Ö ±¢ ´Éμ¢μ° ¸¨¸É¥³Ò. ‚ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥° § -
¤ Î¥ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ³μ£ÊÉ ¢Ò· ¦ ÉÓ¸Ö Î¥·¥§ ¨´É¥£· ²Ò μÉ ËÊ´±Í¨¨ ¢¨¤ 
f(z) = P (z)/Q(z)

√
G(z), £¤¥ G(z) Å ³´μ£μÎ²¥´ ¸É¥¶¥´¨ n. ’ ±¨¥ ËÊ´±-

Í¨¨ ®¦¨¢ÊÉ¯ (μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²¥´Ò) ´  ·¨³ ´μ¢μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ·μ¤  g

�¨¸. 3. �¥§ ¢¨¸¨³Ò¥ ±μ´ÉÊ·Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¤²Ö
¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ±¢ §¨±² ¸¸¨Î¥¸±μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥-
´¨Ö (1.7), ´ ³ ÉÒ¢ ÕÐ¨¥¸Ö ´  A- ¨ B-Í¨±²Ò ·¨³ -
´μ¢μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Å Éμ·  (ÎÉμ¡Ò ®Ê¢¨¤¥ÉÓ¯ ÔÉμÉ
Éμ·, ´Ê¦´μ ¸±²¥¨ÉÓ ±· Ö μ¡μ¨Ì · §·¥§μ¢, ¢±²ÕÎ Ö
ÉμÎ±Ê ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨)
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(¸ g ®·ÊÎ± ³¨¯) ¢ Éμ³ ¦¥ ¸³Ò¸²¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¢ ¶·¨-
³¥·¥ ¢ÒÏ¥ ¦¨¢¥É ´  Éμ·¥. �μ¤ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¸É¥¶¥´ÓÕ ³´μ£μ-
Î²¥´ : n = 2g + 2 ²¨¡μ n = 2g + 1, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¤²Ö Î¥É´ÒÌ ¨ ´¥Î¥É´ÒÌ
¸É¥¶¥´¥° (¢ ¶·¨³¥·¥ ¢ÒÏ¥ n = 4 = 2 · 1 + 2, É ± ÎÉμ g = 1) [18,19].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò¥ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò · §¡¨¢ ÕÉ¸Ö ´  ±² ¸-
¸Ò ¢ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ Î¨¸²  ·ÊÎ¥± ¸¢Ö§ ´´μ° ¸ ¸¨¸É¥³μ° ·¨³ ´μ¢μ° ¶μ¢¥·Ì-
´μ¸É¨.

�¥·¨μ¤Ò ¨ ¡ §¨¸ ¸μ¸ÉμÖ´¨°. ˆ´É¥£· ²Ò ¢¨¤ 
∮

dzf(z) μÉ ËÊ´±Í¨° ¢¨¤ 

f(z) = P (z)/Q(z)
√

G(z) ¶μ ´¥¸ÉÖ£¨¢ ¥³Ò³ (μÌ¢ ÉÒ¢ ÕÐ¨³ ·ÊÎ±¨) ±μ´ÉÊ· ³
(Í¨±² ³) ´  ·¨³ ´μ¢ÒÌ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÖÌ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¶¥·¨μ¤ ³¨ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨. ˆÌ
§´ Î¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨, É. ¥. ¸μÌ· ´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ´¥-
¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ± ± ±μ´ÉÊ·Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö (§ ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ°
´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨), É ± ¨ ¸ ³μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, §´ Î¥´¨Ö ¶¥·¨μ-
¤μ¢, ¢ÒÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¤²Ö ´¥±μÉμ·μ° Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò, ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ
± ± ±μ´¸É ´ÉÒ (¨²¨ ËÊ´±Í¨¨ ± ±¨Ì-Éμ ¶ · ³¥É·μ¢), μ¡Ð¨¥ ¤²Ö ±² ¸¸  ¸¨¸É¥³
¨ ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¨¥ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ±μ´±·¥É´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¢´ÊÉ·¨ ¤ ´´μ£μ ±² ¸¸ .

— Ð¥ ¢¸¥£μ Î¥·¥§ ¶¥·¨μ¤Ò ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö ´ ¡¥£ Ë §Ò ¸É Í¨μ´ ·´μ° ¢μ²´μ-
¢μ° ËÊ´±Í¨¨ ´  ¶¥·¨μ¤¥ ¶μÉ¥´Í¨ ²  (± ± ¢ ¶·¨³¥·¥ ¢ÒÏ¥). ’¥ ¦¥ ¢¥²¨Î¨´Ò
¢Ìμ¤ÖÉ ¢ Ëμ·³Ê²Ò ¶¥·¥Ìμ¤  ³¥¦¤Ê  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨³¨ · §²μ¦¥´¨Ö³¨ ´¥¸É -
Í¨μ´ ·´ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ · §²¨Î´ÒÌ μ¡² ¸ÉÖÌ (É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò¥ Ëμ·-
³Ê²Ò ‘Éμ±¸  [15,24] (Wall crossing) [25].

Š¢ §¨±² ¸¸¨±  ¨ Éμ¶μ²μ£¨Ö: ²Õ¡μ¶ÒÉ´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò. „¨ £· ³³Ò
É¨¶  ®¢μ¸Ìμ¤ÖÐ¥¥ ¸μ²´Í¥¯. ‚ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö ¨´μ£¤  Ê¤ ¥É¸Ö ´ -
¶¨¸ ÉÓ Ö¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶¥É²¥¢ÒÌ ¤¨ £· ³³ ”¥°´³ ´  Î¥·¥§ ¶¥·¨μ¤Ò
·¨³ ´μ¢ÒÌ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [26]).

Š¢ §¨±² ¸¸¨±  ¨ Ê§²Ò. …¸²¨ ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò¥ ±μ´ÉÊ·Ò ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö
¢ ±¢ §¨±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ¨´É¥£· ² Ì É¨¶  (1.8) · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± § ³±´ÊÉÒ¥ ±·¨-
¢Ò¥ ´  ·¨³ ´μ¢μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¤²Ö ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö, Éμ ³μ¦´μ
¢²μ¦¨ÉÓ ÔÉ¨ ±·¨¢Ò¥ ¢³¥¸É¥ ¸ ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓÕ ¢ É·¥Ì³¥·´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ. �·¨
ÔÉμ³ · §²¨Î´Ò¥ ±μ´ÉÊ·Ò, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨ · §²¨Î´Ò ¨ ± ±
§ ³±´ÊÉÒ¥ ±·¨¢Ò¥ ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, É. ¥. ´¥ ¶¥·¥ÉÖ£¨¢ ÕÉ¸Ö ¤·Ê£
¢ ¤·Ê£  ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³, ¤ ¦¥ ¥¸²¨ ¶·μ ·¨³ ´μ¢Ê ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ
§ ¡ÒÉÓ. Š² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ É ±¨Ì ±·¨¢ÒÌ (μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ê§²μ³.

‡¤¥¸Ó ³μ¦´μ Ê¢¨¤¥ÉÓ ¡μ²¥¥ Éμ´±¨¥ ¸¢Ö§¨ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¨ ¸¢μ°¸É¢ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
¸¨¸É¥³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¨§¢¥¸É´Ò ¶·¨³¥·Ò, ±μ£¤   ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ±¢ -
§¨±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì ´¥¸É Í¨μ´ ·´ÒÌ ¢μ²´μ¢ÒÌ ËÊ´±Í¨° Ê¤¨¢¨É¥²Ó´Ò³ μ¡· §μ³
μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ Ê§²μ¢ [25].

1.3. �¶¥· Éμ·´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ’Š’�. � ±μ´¥Í, ¨³¥´´μ ±² ¸¸ Ô±¢¨¢ ²¥´É-
´μ¸É¨ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³ · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¢ § ¤ Î¥ μ ±¢ ´Éμ¢ ´¨¨ ¸ ÊÎ¥Éμ³
¸¨³³¥É·¨°. ‚ É ±¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¸¨³³¥É·¨¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò μ¡ÒÎ´μ ¶·μ-
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Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ± ± μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò³¨
(´ ¶·¨³¥· ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨). ’ ±¨¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö (Éμ¦¤¥¸É¢ 
“μ·¤ ) ³μ¦´μ ¶μ´¨³ ÉÓ ± ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê μ¶·¥¤¥-
²¥´´Ò³¨ £· Ë ³¨ (¤¨ £· ³³ ³¨ ”¥°´³ ´ ), £¤¥ ± ¦¤ Ö ¤¨ £· ³³  ¸¢Ö§ ´ 
¸ μ¤´μ° ¨§ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ [5,22].

„¨ £· ³³´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ¢ Éμ¶μ²μ£¨¨. ‚μ ³´μ£¨Ì ¶·¨³¥· Ì ¨§ Î¨¸Éμ°
Éμ¶μ²μ£¨¨ ¤²Ö μ¶¨¸ ´¨Ö ±² ¸¸  Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ (±·¨¢ÒÌ, ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥°
¨ É. ¤.) ¸¶¥·¢  ¸ ± ¦¤Ò³ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ μ¡Ñ¥±Éμ³ ¸¢Ö§Ò¢ ÕÉ ¤¨¸±·¥É´Ò° μ¡Ñ-
¥±É Å μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° £· Ë, ±μÉμ·Ò° ¶μ ¶μ¸É·μ¥´¨Õ μ¸É ¥É¸Ö ´¥¨§³¥´´Ò³
¶·¨ ³´μ£¨Ì ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ¨¸Ìμ¤´μ£μ μ¡Ñ¥±É . �Éμ£μ, μ¤-
´ ±μ, ¢ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ ¸²ÊÎ ¥¢ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ: ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö É ±¦¥
¢¢μ¤¨ÉÓ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê · §²¨Î´Ò³¨ £· Ë ³¨ Ô±¢¨¢ -
²¥´É´ÒÌ (¸¢Ö§ ´´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³) μ¡Ñ¥±Éμ¢ [2, 27]. �·¨
ÔÉμ³ § ¤ Î  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¨´¢ ·¨ ´É  (¢¥²¨Î¨´Ò, ¶·¨´¨³ -
ÕÐ¥° μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ §´ Î¥´¨¥ ¤²Ö ¢¸¥Ì μ¡Ñ¥±Éμ¢, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³, ¨ É¥³ ¸ ³Ò³ ¤²Ö ¢¸¥Ì £· Ëμ¢, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³¨
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨) ¶μ²´μ¸ÉÓÕ  ´ ²μ£¨Î´  § ¤ Î¥ μ ±¢ ´Éμ¢ ´¨¨ Ë¨§¨Î¥¸±μ°
¸¨¸É¥³Ò ¸ ¸¨³³¥É·¨Ö³¨.

’μ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö. ‚ μ¸μ¡μ³ ±² ¸¸¥ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ
É¥μ·¨° ¤¨ £· ³³Ò ”¥°´³ ´  ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ £· Ë ³,
¸¢Ö§ ´´Ò³ ¢ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¸ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³¨ ±·¨¢Ò³¨, ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÖ³¨ ²¨¡μ ¡μ-
²¥¥ ¸²μ¦´Ò³¨ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³¨ μ¡Ñ¥±É ³¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤  ÔÉ¨Ì
É¥μ·¨° ¢ ÉμÎ´μ¸É¨ μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê £· -
Ë ³¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¶·¥μ¡· §Ê¥³ÒÌ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  μ¡Ñ¥±Éμ¢. Šμ´¸É·Ê±Í¨¨ É ±μ£μ
·μ¤  ³μ¦´μ ¡Ò²μ ¡Ò ´ §¢ ÉÓ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ±¢ ´Éμ¢Ò³¨ É¥μ·¨Ö³¨ ¶μ²Ö
(’Š’�). ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, §  ÔÉ¨³ ´ §¢ ´¨¥³ § ±·¥¶¨²¸Ö ¢¶μ²´¥ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò°
¨ ´¥¸±μ²Ó±μ ¨´μ° ¸³Ò¸² [28], ±μÉμ·Ò°, ¢¶·μÎ¥³, ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ±
Ëμ·³ ²¨§ Í¨Õ ¨¤¥°, μ¶¨¸ ´´ÒÌ ¢ÒÏ¥.

’Š’� ¨ £·Ê¶¶  ¶¥·¥¸É ´μ¢μ±. Š ± ´¨ Ê¤¨¢¨É¥²Ó´μ, Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤ 
’Š’� ¢μ ³´μ£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¨³¥ÕÉ ¶·μ¸Éμ° ¸³Ò¸². ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ Éμ° ¸ -
³μ° ’Š’� [3,29,30], £¤¥ ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ ¶μ²¨´μ³Ò
Ê§²μ¢, μ¸´μ¢´μ¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ (RIII ¢ É ¡². 1, ¨§¢¥¸É´μ¥ ± ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥
Ÿ´£ Ä� ±¸É¥·  (Ÿ	)) ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ μ¤´¨³ ¨§ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° £·Ê¶¶Ò ¶¥·¥¸É ´μ-
¢μ± [2,27].

’Š’� ¨ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³Ò¥ ¸É É³μ¤¥²¨. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ¶¥· Éμ·Ò,
Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨¥ Ê· ¢´¥´¨Õ Ÿ	, ¢μ§´¨± ÕÉ ¢μ ³´μ£¨Ì ¨´É¥·¥¸´ÒÌ Ë¨§¨Î¥-
¸±¨Ì § ¤ Î Ì: ¢ μ¡· É´μ° § ¤ Î¥ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ³¥Ì ´¨±¥ [31], ¶·¨
¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ±μ··¥²ÖÍ¨μ´´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ¸¶¨´μ¢ÒÌ Í¥¶μÎ¥± [32]
¨ ³μ¤¥²¥° É¨¶  ²Ó¤  [33],   É ±¦¥ ¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ±μ´Ëμ·³´μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö [34].

’·μ°´ Ö ·μ²Ó Ê· ¢´¥´¨Ö Ÿ´£ Ä� ±¸É¥· . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥
Ÿ	 ¢Ò¶μ²´Ö¥É ËÊ´±Í¨Õ ¸¢Ö§ÊÕÐ¥£μ §¢¥´  É¥μ·¨¨ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³,
É¥μ·¨¨ ¸¨³³¥É·¨¨ ¨ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢.
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’ ¡²¨Í  1. �¶¥· Éμ·´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ : Ê¸²μ¢¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸-
±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ (RIII, RII, RI) ¨ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¶·μ¸É¥°Ï¥° ³μ¤¥²¨.
�¶¥· Éμ· Ki

j ¸¢Ö§ ´ ¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¤¨ £· ³³μ° ¸ μ¤´¨³ ¢Ìμ¤ÖÐ¨³ ¨ μ¤´¨³ ¢ÒÌμ-
¤ÖÐ¨³ ·¥¡· ³¨

�¡Ð¨¥ ¸¢μ°¸É¢ : Ê¸²μ¢¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨

κij
αβκ

αk
lγ κβγ

mn = κjk
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ij
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kl = κij
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〈
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αjK
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〉
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〈
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〉
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‘¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢ : § ¶ÊÉÒ¢ ÕÐ¨¥ (¸±¥°´-)¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Sk

(
κij

αβ − Aqδi
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kl − Aq−1δα
k δβ
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)
= 0

⇔ A−1κij
kl − Aκ̃

ij
kl =
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)
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kδj
l

‡  ¶·¥¤¥² ³¨ ¶²μ¸±μ¸É¨? �μ¶ÒÉ±¨ μ¡´ ·Ê¦¨ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö μ¶¨¸ ´´μ£μ
É¨¶  ¢ ¸É ·Ï¨Ì · §³¥·´μ¸ÉÖÌ ¶·¨¢¥²¨ ± μÉ±·ÒÉ¨Õ ²Õ¡μ¶ÒÉ´ÒÌ μ¡μ¡Ð¥´¨°
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Ÿ	, ´ ¶·¨³¥· ¢ É¥μ·¨¨ 2-Ê§²μ¢ [35] ¨ ¢ 3d-³μ¤¥²¨ ˆ§¨´£  [36],
μ¤´ ±μ §´ Î¥´¨¥ ¸¤¥² ´´ÒÌ ´ ¡²Õ¤¥´¨° ¥Ð¥ ¶·¥¤¸Éμ¨É ¶μ´ÖÉÓ.

2. ˆ�‚��ˆ��’ “‡‹� Å ���‹	„�…Œ�Ÿ ’Š’�?

„μ ¸¨Ì ¶μ· ³Ò μ¡¸Ê¦¤ ²¨ ¶·¨³¥·Ò Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢ ¢ É¥μ·¥É¨-
Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥. …¸ÉÓ, μ¤´ ±μ, ´¥ ³¥´¥¥ ²Õ¡μ¶ÒÉ´Ò¥ ¸Õ¦¥ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ · §¢¨-
¢ ²¨¸Ó ¢ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨. � ¨³¥´´μ:  ¶¶ · É ³¥Éμ¤μ¢, ¨¸Ìμ¤´μ
· §· ¡μÉ ´´Ò° ¢ É¥μ·¨¨ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¸¨¸É¥³, ¶μ§¢μ²¨² ¶μ-´μ¢μ³Ê ¶μ¤μ°É¨ ± Î¨-
¸Éμ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° § ¤ Î¥. �¤¨´ É ±μ° ¸Õ¦¥É ³Ò ¨ μ¡¸Ê¤¨³ ¢ ÔÉμ³ · §¤¥²¥.

2.1. “§²Ò ¨ ¨Ì ¶μ²¨´μ³¨ ²Ó´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ. ˆ´¢ ·¨ ´É Ê§²  (ˆ“) [2,
27] Å ÔÉμ ¶μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¢¥²¨Î¨´ , ±μÉμ· Ö ¸É ¢¨É¸Ö ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¢¸Ö-
±μ° § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¨ μ¤¨´ ±μ¢  ¤²Ö ¢¸Ö±μ°
¶ ·Ò ±·¨¢ÒÌ, ¶¥·¥¢μ¤¨³ÒÌ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ¶ÊÉ¥³ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ -
´¨°. �É  ¢¥²¨Î¨´  ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ± ± Î¨¸²μ³, ´ ¶·¨³¥· Í¥²Ò³, ¢¥Ð¥¸É¢¥´´Ò³
¨²¨ ±μ³¶²¥±¸´Ò³, É ± ¨ ËÊ´±Í¨¥° μÉ μ¤´μ° ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ¶¥·¥³¥´´ÒÌ
(¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¢¸Ö±μ³Ê Ê§²Ê ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¨³¥´´μ ¸ ³  ËÊ´±Í¨Ö Å
¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨  ·£Ê³¥´Éμ¢).
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2.1.1. ‡ Î¥³ ´Ê¦´Ò ˆ“? ‚ Éμ¶μ²μ£¨¨ Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´  μÎ¥´Ó Ì · ±-
É¥·´ Ö ¨ ¶·μ¸É¥°Ï Ö ¢ ¸¢μ¥³ ·μ¤¥ § ¤ Î : μ¶¨¸ ÉÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ Ê§²μ¢ Å
§ ³±´ÊÉÒÌ ±·¨¢ÒÌ ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, · ¸¸³μÉ·¥´´ÒÌ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ
¤μ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°. ‘·¥¤¨ · §²¨Î´ÒÌ ¶μ¤Ìμ¤μ¢
± ÔÉμ° § ¤ Î¥ [2, 27] ´ ¸ ¨´É¥·¥¸ÊÕÉ É ±¨¥, ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ μ¡Ñ¥¤¨´¨ÉÓ μ¡-
Ð¥° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±μ°: ¢¢¥¸É¨ ±μμ·¤¨´ ÉÒ ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Ê§²μ¢. �¥³´μ£μ
ÉμÎ´¥¥, ¢ ÔÉμ³ ¸Õ¦¥É¥ ¨§ÊÎ ÕÉ · §²¨Î´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢. �·¨³¥·Ò ¶·¨-
¢¥¤¥´Ò ¢ É ¡². 2.

2.1.2. �É Î¥£μ § ¢¨¸¨É ˆ“? ˆ“ § ¢¨¸¨É μÉ
1) c ³μ£μ Ê§² , É. ¥. § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, · ¸¸³μÉ·¥´´μ°

¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°;
2) μÉ μ¤´μ° ¨²¨ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì Ëμ·³ ²Ó´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ, §¤¥¸Ó A ¨/¨²¨ q

²¨¡μ �;
3) μÉ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢, §¤¥¸Ó Í¥²μ¥ Î¨¸²μ N ²¨¡μ

£·Ê¶¶  g ¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ Q.
‘³Ò¸² ¢¥²¨Î¨´ ¨§ ¶¶. 2) ¨ 3) ³Ò ¶μÖ¸´¨³ ´  ¶·¨³¥· Ì ´¨¦¥.
ˆ“ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ
1) ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ±·¨¢μ°;
2) ¸¶μ¸μ¡  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö.
�μ¸²¥¤´¥¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¸ ³μ ¶μ ¸¥¡¥ ¢Ò£²Ö¤¨É É ¢Éμ²μ£¨¥°, ´μ ¸É ´μ¢¨É¸Ö

´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò³, ± ± Éμ²Ó±μ ¢Ò¡· ´ ±μ´±·¥É´Ò° ¸¶μ¸μ¡ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ˆ“.
�μ²¨´μ³Ò Ê§²μ¢. ‚¸¥ ˆ“ ¢ É ¡². 2 μ¡² ¤ ÕÉ ¥Ð¥ μ¤´¨³ ¸¢μ°¸É¢μ³ [2,27]:

μ´¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¶μ²¨´μ³ ³¨ ‹μ· ´  ¶μ ¶¥·¥³¥´´Ò³ A ¨/¨²¨ q (¶·¨ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¥³ ¢Ò¡μ·¥ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ˆ“). �μ ÔÉμ° ¶·¨-

’ ¡²¨Í  2. �·¨³¥·Ò ¶μ²¨´μ³μ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì Ê§²μ¢ (·¨¸. 4)

�μ²¨´μ³ � · ³¥É·Ò
�¥·¥-

³¥´´Ò¥
�·¨³¥· ¶μ²¨´μ³ 

“§¥² �μ²¨´μ³

„¦μ´¸  SU(2) � q 31 −q−8 + q−6 + q−2

41 q4 − q2 + 1 − q−2 + q−4

•�Œ”‹ˆ SU(N) � A, q 31 −A−4 + A−2(q2 + q−2)

41 1 + q2(A + A−1) − (q2 + q−2)

�²¥±¸ ´¤¥·  SU(0) � q 31 q2 − 1 + q−2

41 q2 + 1 − q−2

Š ÊËË³ ´  SO(N) � a, q 31 a2(q2 + q−2) − a4(q2 − 1 + q−2)+

+(−a3 + a5)(q − q−1)

„¦μ´¸ 
· ¸±· Ï¥´´Ò°

SU(2) �� q 31 q−4 + q−10 − q−14 + q−16−
−q−18 − q−20 + q−22
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�¨¸. 4. �¨¸Ê´±¨ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì Ê§²μ¢ ¨§ [37]

Î¨´¥ ˆ“ ¨§ É ¡². 2 ´ §Ò¢ ÕÉ ¶μ²¨´μ³ ³¨: �²¥±¸ ´¤¥· , „¦μ´¸ , •�Œ”‹ˆ,
Š ÊËË³ ´ .

2.2. �¡¸É· ±É´ Ö ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢ Ö ³μ¤¥²Ó Ê§² . ’¥¶¥·Ó ³Ò Ï £ §  Ï £μ³
´ Î´¥³ μ¡¸Ê¦¤ ÉÓ ®Ë¨§¨Î¥¸±¨°¯ ±μ´É¥±¸É, ¸¢Ö§ ´´Ò° ¸ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒ³¨ Éμ¶μ-
²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨, ¢ ±μÉμ·μ³ ³´μ£¨¥ § ³¥Î É¥²Ó´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ÔÉ¨Ì
¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ ¢Ò£²Ö¤ÖÉ ´¥¸²ÊÎ °´Ò³¨ ¨ ±μÉμ·Ò° ¸²Ê¦¨É ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¢¤μÌ´μ-
¢¥´¨Ö ¨ ¨´¸É·Ê³¥´Éμ¢ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¨§ÊÎ¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´.

2.2.1. „¨ £· ³³´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ± ± μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ’Š’�. Š ± ³Ò Ê¶μ-
³¨´ ²¨ ¢ ¶. 1.3, ´¥±μÉμ·Ò¥ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ¤μ¶Ê¸± ÕÉ μ¶·¥¤¥²¥-
´¨¥ ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ¤¨ £· ³³´μ° É¥Ì´¨±¨, ±μÉμ·ÊÕ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ±
Ëμ·³ ²Ó´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ’Š’�. � ¨¡μ²¥¥ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´Ò¥ Ê§²μ¢Ò¥ ’Š’�

�¨¸. 5. ‚ ·¨ ´É ¤¨ £· ³³Ò
Ê§² -É·¨²¨¸É´¨±  (31 ¢ [37]).
ˆ“ ± ± ¸É É¸Ê³³  Ëμ·-
³ ²Ó´μ° ’Š’� ¨³¥¥É ¢¨¤〈
κij

abκ
ak
lc κbc

miκ
ml
kj

〉

¢ ¸ ³ÒÌ μ¡Ð¨Ì Î¥·É Ì μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ É ±.
1. ‡ ³±´ÊÉÒ³¨ ¤¨ £· ³³ ³¨ ’Š’� Ö¢²ÖÕÉ¸Ö

¤¨ £· ³³Ò Ê§²μ¢ Å ¶·μ¥±Í¨¨ ´  ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ¸ ¸μ-
Ì· ´¥´¨¥³ ¶·μÌμ¤μ¢-¶¥·¥Ìμ¤μ¢ ¨ ¢Ò¡· ´´μ£μ ´ -
¶· ¢²¥´¨Ö (·¨¸. 5).

2. �μ²Ó ´¥§ ³±´ÊÉÒÌ ¤¨ £· ³³ É¥μ·¨¨ ¨£· ÕÉ
Ë· £³¥´ÉÒ ¨¸Ìμ¤´μ° ¤¨ £· ³³Ò Ê§² , μÉ¤¥²¥´´Ò¥
§ ³±´ÊÉμ° ¶²μ¸±μ° ±·¨¢μ° (± ± ¶· ¢¨²μ, Éμ¶μ²μ-
£¨Î¥¸±¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ° μ±·Ê¦´μ¸É¨).

3. ‚¸Ö±μ° § ³±´ÊÉμ° ¤¨ £· ³³¥ É¥μ·¨¨ ¸μμÉ-
¢¥É¸É¢Ê¥É ®¸·¥¤´¥¥¯ Å Î¨¸²μ (²¨¡μ ËÊ´±Í¨Ö ¶ -
· ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨), ±μÉμ·μ¥( Ö) Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É μ¡-
Ð¨³ ¸¢μ°¸É¢ ³ (É¨¶  Ê¸²μ¢¨° ¢ É ¡². 3).

4. �¥§ ³±´ÊÉÒ¥ ¤¨ £· ³³Ò Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ
Ëμ·³ ²Ó´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³ Å Éμ¦¤¥¸É¢ ³
“μ·¤  (¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥° ’Š’�, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ,
Ê¸²μ¢¨Ö³ RIII, RII, Sk ¨ RI ¨§ É ¡². 1).

�. 4 ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¶μ-· §´μ³Ê. �¤¨´ ¶ÊÉÓ (Í¥²¨±μ³ ´¥Ö¢´Ò°) Å
¶μ²ÊÎ¨ÉÓ É ±¨³ μ¡· §μ³ ¤μ¸É ÉμÎ´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê Ê· ¢´¥´¨° ´  ¸·¥¤´¨¥ μÉ § ³-
±´ÊÉÒÌ ¤¨ £· ³³. ˆ´ Î¥ ³μ¦´μ ¸¶¥·¢  ´ °É¨ ¡ §¨¸ ¢ Ëμ·³ ²Ó´μ ²¨´¥°´μ³
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’ ¡²¨Í  3. �¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¸·¥¤´¥£μ ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . —¥·¥§ K ¨ K(i)

(i = 1, 4) μ¡μ§´ Î¥´Ò μ¶¥· Éμ·´Ò¥ ¸¢¥·É±¨ ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ¤¨ £· ³³ ³μ¤¥²¨

〈
K

(1)(aK(2)+bK(3))K(4)
〉
=a
〈
K

(1)
K

(2)
K

(4)
〉
+b
〈
K

(1)
K

(3)
K

(4)
〉

�μ²¨²¨´¥°´μ¸ÉÓ (²¨´.)〈
K̂i

jδ
j
i

〉
= −
〈
K̂i

i

〉〈
δj

j

〉
‚Ò´¥¸¥´¨¥ Id (Ë ±É.)

¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¤¨ £· ³³ ²¨¡μ ¤ ¦¥ Ö¢´Ò¥ É¥´§μ·´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¢¥·Ï¨´-
´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢,   § É¥³ μÉ¤¥²Ó´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ μ¶¥· Í¨Õ ¸·¥¤´¥£μ. Š·μ³¥ Éμ£μ,
¢μ§³μ¦´Ò · §²¨Î´Ò¥ ±μ³¡¨´¨·μ¢ ´´Ò¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò. �Ö¤ ¢μ§³μ¦´ÒÌ ¢ ·¨ ´Éμ¢
³Ò ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·Ê¥³ ´  ¶·¨³¥·¥ ¨§ ¶. 3.4.

2.2.2. Œμ¤¥²Ó ¢ 2d ¨²¨ ¢ 3d? �¸´μ¢´μ° ´¥¤μ¸É Éμ± ¤ ´´μ° ¢ÒÏ¥ ¤¢Ê-
³¥·´μ° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¨ ’Š’� ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ Î ¸ÉÓ Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  ¶·¥¤-
¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° Ê¸²μ¢¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ (¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥° ³μ-
¤¥²¨ Å RIII, RII ¨ RI ¨§ É ¡². 1), É. ¥. ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É·¥Ì³¥·´μ° ³μ¤¥²¨
Ö¢²ÖeÉ¸Ö  ·É¥Ë ±Éμ³ ¶·μ¥±Í¨¨ ´  ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°
±·¨¢μ° ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥. �¤´ ±μ Ê¸²μ¢¨° Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨-
 ´É´μ¸É¨ (¨ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ËÊ´±Í¨¨ ¸·¥¤´¥£μ) ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
’Š’�. �μÔÉμ³Ê ¢¸¥£¤  ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö [38]. ‚ Î ¸É´μ¸É¨,
¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¶·μ¸É¥°Ï¥° ³μ¤¥²¨ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÊÕ ·μ²Ó ¨£· ¥É Éμ¦¤¥¸É¢μ Sk
¨§ É ¡². 1, ¨§´ Î ²Ó´μ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ´´μ¥ ¤²Ö ¤¨ £· ³³Ò Ê§² .

‚ · §¤. 3 ³Ò ¡μ²¥¥ ¶μ¤·μ¡´μ μ¶¨Ï¥³ ¶·μ¸É¥°ÏÊÕ ¤¢Ê³¥·´ÊÕ ’Š’� ¶μ-
²¨´μ³  Ê§² . ‚ ¤¢ÊÌ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì, ¶¶. 4.1 ¨ 5.6, ³Ò ¢ ¸ ³ÒÌ μ¡Ð¨Ì
Î¥·É Ì μ¡¸Ê¤¨³ ¶μ¶ÒÉ±¨ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ³μ¤¥²Ó ¶μ²¨´μ³  Ê§²  ± ± Š’� ¢ ¡Ê±¢ ²Ó-
´μ³ ¸³Ò¸²¥: ± ± É·¥Ì³¥·´ÊÕ É¥μ·¨Õ ¶μ²¥° ¨ Î ¸É¨Í ¸ ¤ ´´Ò³¨ · ¸¸¥Ö´¨Ö ¢
± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ. ‚ ÔÉμ³ ¸Õ¦¥É¥ ³μ¦´μ (¸ ¤μ²¥° Ê¸²μ¢´μ¸É¨) ¢Ò¤¥²¨ÉÓ
¤¢  ¶μ¤Ìμ¤ : ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´Ò°, ¢ ¤ÊÌ¥ [30,39Ä45] ¨ ¤·. (· §¤. 5), ¨ ´¥¶¥·ÉÊ·-
¡ É¨¢´Ò°, ¢ ¤ÊÌ¥ [3,46,47] ¨ ¤·. (· §¤. 4).

3. ‘’�’ˆ‘’ˆ—…‘Š�Ÿ Œ�„…‹œ Š�Š ’Š’� ��‹ˆ��Œ� “‡‹�

Š ± ³Ò μ¡¸Ê¤¨²¨ ¢ ¶. 1.3, Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨° ¨´¢ ·¨ ´É ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨-
¢ ÉÓ ± ± ¢¥²¨Î¨´Ê, ¸μ¶μ¸É ¢²Ö¥³ÊÕ ¤¨ £· ³³¥ ”¥°´³ ´  ´¥±μÉμ·μ°  ¡¸É· ±É-
´μ° Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö (’Š’�), Ëμ·³ ²Ó´μ § ¤ ´´μ°
´ ¡μ·μ³ ¤¨ £· ³³´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° Å Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤ . ‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ³Ò
· §¡¥·¥³ ¶·μ¸É¥°Ï¨° ¶·¨³¥· É ±μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨, §  ±μÉμ·Ò³ § ±·¥¶¨²μ¸Ó
´ §¢ ´¨¥ ³μ¤¥²Ó Š ÊËË³ ´  [38]. �É  ³μ¤¥²Ó ¤ ¥É ¥¤¨´μμ¡· §´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥
¤²Ö ±² ¸¸  ˆ“ ¨§ É ¡². 2. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  ¶·¨¸ÊÐ¨
¢¸¥ μ¸´μ¢´Ò¥ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ Ëμ·³ ²Ó´μ° ’Š’�, ¶μÔÉμ³Ê μ´  ¸²Ê¦¨É Ìμ·μÏ¥°
¨²²Õ¸É· Í¨¥° μ¡Ð¥° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, Ï¨·μ±μ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´Ò°
¸¥°Î ¸ ³¥Éμ¤ R-³ É·¨Í ¢ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ [48] ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¡μ¡Ð¥-
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´¨¥³ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ Š ÊËË³ ´  ¨ É ±¦¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ μ¶¨¸ ´ ± ± Ëμ·³ ²Ó´ Ö
’Š’� ¤²Ö Ê§²  [29].

3.1. Œμ¤¥²Ó Š ÊËË³ ´ . Œμ¤¥²Ó Š ÊËË³ ´  ¸É·μ¨É¸Ö ¤²Ö ¢¸Ö±μ£μ Ê§² 
(¨²¨ § Í¥¶²¥´¨Ö). �·¨ ÔÉμ³ Ê§¥² ¤μ²¦¥´ ¡ÒÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´ ¢ ¢¨¤¥ ¸¢μ¥°
¤¨ £· ³³Ò: ¶·μ¥±Í¨¨ ´ ¶· ¢²¥´´μ° ±·¨¢μ° ´  ´¥±μÉμ·ÊÕ ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ¸ ¸μ-
Ì· ´¥´¨¥³ ¶·μÌμ¤μ¢ ¨ ¶¥·¥Ìμ¤μ¢. � ¶·¨³¥·, ´  ·¨¸. 5 ¨§μ¡· ¦¥´  μ¤´  ¨§
¢μ§³μ¦´ÒÌ ¤¨ £· ³³ Ê§² -É·¨²¨¸É´¨±  (´¥ ¸ ³ Ö ¶·μ¸É Ö, ¸³. [37]). ‚μμ¡Ð¥
£μ¢μ·Ö, μ¤´μ³Ê ¨ Éμ³Ê ¦¥ Ê§²Ê ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ · §²¨Î´ÒÌ
¤¨ £· ³³ ¨, ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ ³μ¤¥²¥° Š ÊËË³ ´ . �¸´μ¢´μ¥
¸¢μ°¸É¢μ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ÔÉ  ³μ¤¥²Ó Å Éμ¶μ²μ£¨Î¥-
¸± Ö. „²Ö ¢¸Ö±μ° ¶ ·Ò ¤¨ £· ³³ ¤¢ÊÌ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ Ê§²μ¢
¸É É¸Ê³³Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ³μ¤¥²¥° Š ÊËË³ ´  μ¤¨´ ±μ¢Ò.

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥ ³Ò μ£· ´¨Î¨³¸Ö Ê·μ¢´¥³ ¨§²μ¦¥´¨Ö, ¤μ¸É ÉμÎ-
´Ò³ ¤²Ö Ö¢´μ£μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸É É¸Ê³³Ò ¢ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μÉμ·Ò° ³Ò ¨¸-
¶μ²Ó§Ê¥³ ¤²Ö μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö ·Ö¤  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ÔÉμ° ³μ¤¥²¨. 	μ²¥¥
¸É·μ£μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [2]. �¨¦¥ ³Ò ¶¥·¥Î¨¸²¨³ μ¸´μ¢-
´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ¢¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸É É¸Ê³³Ò ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊË-
Ë³ ´ .

�¶¥· Éμ·Ò ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢. Š ¦¤Ò° É ±μ° μ¶¥· Éμ· ¸¢Ö§ ´ ¸ μ±·¥¸É´μ-
¸ÉÓÕ μ¸μ¡μ° ÉμÎ±¨ Å ¶¥·¥±·¥¸É±  ´  ¤¨ £· ³³¥ Ê§²  (¸³. ·¨¸. 5). �¶¥· -
Éμ·Ò ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ μ¶·¥¤¥²¥´Ò Ëμ·³ ²Ó´μ Å ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ´ ¡μ·   ±¸¨μ³.

�¨¸. 6. �·Ö³μ° (I)
¨ μ¡· É´Ò° (II) ¶¥-
·¥±·¥¸É±¨; · ¸¸É -
´μ¢±  ¨´¤¥±¸μ¢ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì μ¶¥-
· Éμ·μ¢

‚ Î ¸É´μ¸É¨, μ¶¥· Éμ·Ò Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ · ¢´Ò, ¥¸²¨
μ±·¥¸É´μ¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ ¨§μÉμ¶´Ò,
É. ¥. ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ³ ¶·¥μ¡· -
§μ¢ ´¨¨ ¶²μ¸±μ¸É¨. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ É ±μ³
Ê¸²μ¢¨¨ ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¤¨ £· ³³Ò Ê§²  ¶μ´ ¤μ¡¨É¸Ö
¢¸¥£μ ¤¢  · §²¨Î´ÒÌ μ¶¥· Éμ· : ¤²Ö ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢, ¨§μ-
Éμ¶´ÒÌ ¤¢Ê³ ´  ·¨¸. 6. ‚ μ¸É ²Ó´μ³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ μ¶¥-
· Éμ·μ¢ ¤μ¶Ê¸± ¥É ´¥¸±μ²Ó±μ ¢ ·¨ ´Éμ¢, ± ¦¤Ò° ¨§ ±μ-
Éμ·ÒÌ ¶μ·μ¦¤ ¥É ¸¢μ° ±² ¸¸ ³μ¤¥²¥° Š ÊËË³ ´ . „²Ö
¤ ´´μ° ¤¨ £· ³³Ò Ê§²  ¸É É¸Ê³³  ³μ¤¥²¨ ± ¦¤μ£μ ±² ¸¸ 
¢μ¸¶·μ¨§¢μ¤¨É μ¤¨´ ¨§ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§² , ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ
¢ É ¡². 2.

‘¢¥·É±  μ¶¥· Éμ·μ¢. ‘É·μ¨É¸Ö ¶μ ¤ ´´μ° ¤¨ -
£· ³³¥ Ê§² , ± ± ¶μ± § ´μ ´  ·¨¸. 5.

‘É É¸Ê³³  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . �¶·¥¤¥²¥´  ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó-
´μ° μ¶¥· Í¨¨ Å ¸·¥¤´¥£μ μÉ ¸¢¥·É±¨ μ¶¥· Éμ·μ¢. �¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸ ³μ° μ¶¥· -
Í¨¨, ± ± ¨ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·μ¢, § ¢¨¸¨É μÉ É¨¶  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ , ´μ
´¥ μÉ ¤¨ £· ³³Ò Ê§² .

�¨¦¥ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ ¤²Ö ¶μ-
²¨´μ³  Ê§²  ¨ · §¡¥·¥³ ¶·μ¸É¥°Ï¨¥ ¶·¨³¥·Ò. �μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥
¡μ²¥¥ μ¡Ð¥° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ [29].
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3.2. �¶¥· Éμ·´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . �¨¦¥ ³Ò ¸μ¸·¥¤μ-
ÉμÎ¨³¸Ö ´  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  ¢ ¥¥ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¢ ·¨ ´É¥: £¤¥ ¸É É¸Ê³³ 
³μ¤¥²¨ · ¢´  ¶μ²¨´μ³Ê •�Œ”‹ˆ [2, 37]. ‚ É ±μ° ³μ¤¥²¨ ¤²Ö μ¶¥· Éμ·μ¢
¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´Ò Éμ¦¤¥¸É¢  RI, RII, RIII ¨§ É ¡². 1; ÔÉ¨ Éμ¦¤¥¸É¢ 
£ · ´É¨·ÊÕÉ ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ μ¶¥· Éμ·´μ° ¸¢¥·É±¨ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¶·¥μ¡· §μ-
¢ ´¨° ¤¨ £· ³³Ò Ê§² , ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ¢ ¶· ¢μ° ±μ²μ´±¥ É ¡²¨ÍÒ.

‡¤¥¸Ó ¨³¥¥É¸Ö ¢ ¢¨¤Ê, ÎÉμ ¢¸Ö±¨° Ë· £³¥´É ¤¨ £· ³³Ò, ¢Ò£²Ö¤ÖÐ¨° ± ±
²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ μ¤´μ£μ ¨§ · ¢¥´¸É¢, ³μ¦´μ § ³¥´¨ÉÓ ´  Ë· £³¥´É ¢ ¶· ¢μ° Î -
¸É¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ · ¢¥´¸É¢ : É ±¨¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¶·μ¥±Í¨¨ ±·¨¢μ° ´ 
¶²μ¸±μ¸ÉÓ, ± ± ´¥É·Ê¤´μ ¢¨¤¥ÉÓ, μÉ¢¥Î ÕÉ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö³ ¸ -
³μ° ±·¨¢μ° Å ¨´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ · ¢¥´¸É¢  ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¸μ¡μ°
¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê ¤¨ £· ³³ ³¨ Ê§²μ¢. ‘μ£² ¸´μ É¥μ·¥³¥
�¥°¤¥³¥°¸É¥·  [2, 27] ¢¥·´μ ¨ μ¡· É´μ¥: ¢¸Ö±¨¥ ¤¢¥ ¤¨ £· ³³Ò, μÉ¢¥Î Õ-
Ð¨¥ ¤¢Ê³ ¶¥·¥¢μ¤¨³Ò³ ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ ±·¨-
¢Ò³, ¶¥·¥¢μ¤ÖÉ¸Ö ¤·Ê£ ¢ ¤·Ê£  ´¥±μÉμ·μ° ±μ³¡¨´ Í¨¥° É·¥Ì ¤¢¨¦¥´¨° �¥°-
¤¥³¥°¸É¥· . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶¥· Éμ·´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢ , ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ ¢ ¶¥·-
¢ÒÌ É·¥Ì ¸É·μ± Ì É ¡²¨ÍÒ, ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò ¨ ¤μ¸É ÉμÎ´Ò, ÎÉμ¡Ò μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ Éμ-
¶μ²μ£¨Î¥¸±ÊÕ ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ ¶μ¸É·μ¥´´μ° ¶μ ¤¨ £· ³³¥ Ê§²  μ¶¥· Éμ·´μ°
¸¢¥·É±¨.

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ É·¥ÉÓ¥ Éμ¦¤¥¸É¢μ ¢Ò¶μ²´¥´μ Éμ²Ó±μ ¶μ¤ §´ ±μ³
¸·¥¤´¥£μ: ± ± μ¶¥· Éμ·´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ μ´μ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¸μ¢³¥¸É´Ò³ ¸ ¶¥·-
¢Ò³¨ ¤¢Ê³Ö Å ¨³¥´´μ ÔÉμÉ Ë ±É ´¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¨´¢ ·¨ ´É Ê§² 
¶·μ¸Éμ ± ± μ¶¥· Éμ·´ÊÕ ¸¢¥·É±Ê ¨ § ¸É ¢²Ö¥É ¢¢¥¸É¨ ¢ ±μ´¸É·Ê±Í¨Õ ¤μ¶μ²-
´¨É¥²Ó´ÊÕ μ¶¥· Í¨Õ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö [2,27].

3.3. �¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸·¥¤´¥£μ ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . �μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¸·¥¤-
´¥¥ ¥¸ÉÓ ¸± ²Ö·´ Ö ¢¥²¨Î¨´ , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ¸¢¥·É±¥ μ¶¥· Éμ·μ¢ É ±, ÎÉμ
¢Ò¶μ²´¥´Ò ¸¢μ°¸É¢  ¢ É ¡². 3.

…¸²¨ ¢ ¶¥·¢μ° ¸É·μ±¥ É ¡²¨ÍÒ ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö μ¡Ð¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¸·¥¤´¥£μ μÉ
μ¶¥· Éμ·´μ£μ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö, Éμ Ê¸²μ¢¨¥ ¢μ ¢Éμ·μ° ¸É·μ±¥ ¸¶¥Í¨Ë¨Î´μ ¨³¥´´μ
¤²Ö ¤ ´´μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨: μ´μ μÉ· ¦ ¥É ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢
Ê§²μ¢, ¸ ±μÉμ·Ò³¨ ¶·¥¤¶μ² £ ¥É¸Ö μÉμ¦¤¥¸É¢¨ÉÓ ¸·¥¤´¨¥ μÉ μ¶¥· Éμ·μ¢.

�  ÔÉμ³ ³Ò μ¸É ´μ¢¨³¸Ö ¢ ¨§²μ¦¥´¨¨ μ¡Ð¥° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨, ¶μ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¨¥ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ³Ò ¶·μ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥³ (¤²Ö ´¥¸±μ²Ó±¨Ì · §²¨Î´ÒÌ ¢¥·¸¨°
±μ´¸É·Ê±Í¨¨) ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μ¸ÉÒÌ ¶·¨³¥·μ¢, ¢ ¦´ÒÌ ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¨§-
²μ¦¥´¨Ö.

3.4. �·¨³¥·Ò ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¢ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ Š ÊËË³ ´ . ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³
¶μ¤· §¤¥²¥ ¢μ ¢¸¥Ì Ëμ·³Ê² Ì ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É¸Ö ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¥ ¶μ ¢¸¥³ ¶μ¢Éμ-
·ÖÕÐ¨³¸Ö ¨´¤¥±¸ ³, ¥¸²¨ ´¥ μ£μ¢μ·¥´μ μ¡· É´μ¥.

3.4.1. Œ¥Éμ¤ Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤ . Š ± ³Ò μ¡¸Ê¦¤ ²¨ ¢ÒÏ¥, Éμ¦¤¥¸É¢ 
¢ É ¡². 3 ¨ 1 ¨£· ÕÉ ·μ²Ó Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . �·¨ ÔÉμ³
Ê¸²μ¢¨Ö ¢ É ¡². 1, ± ± ¨ Ê¸²μ¢¨Ö RI, RII, RIII ¨§ É ¡². 3, ¢Ò¶μ²´¥´Ò ¢μ ¢¸Ö-
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±μ° ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ ∗, ¢ Éμ ¢·¥³Ö ± ± Ê¸²μ¢¨¥ ¢ ¸É·μ±¥ 4 É ¡². 3 μ¶·¥-
¤¥²Ö¥É É¨¶ ³μ¤¥²¨. �·¨¢¥¤¥´´Ò° §¤¥¸Ó ¢¨¤ Ê¸²μ¢¨Ö μÉ¢¥Î ¥É ¶·μ¸É¥°Ï¥°
³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ ¶μ²´Ò° ´ ¡μ· Ê¸²μ¢¨° ¢ É ¡². 3
¨ 1 ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¤´μ§´ Î´μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¸É É¸Ê³³Ê ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¤¨ £· ³³Ò
Ê§²  [2]. ˆ´Ò³¨ ¸²μ¢ ³¨, ¶·μ¸É¥°Ï Ö ³μ¤¥²Ó Š ÊËË³ ´  ¶μ²´μ¸ÉÓÕ μ¶·¥¤¥-
²Ö¥É¸Ö Éμ¦¤¥¸É¢ ³¨ “μ·¤  ¢ É ¡². 3 ¨ 1.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ³μ¦´μ ¢μ¢¸¥ μ¡μ°É¨¸Ó ¡¥§ Ö¢-
´μ£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ± ± ¸ ³¨Ì μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢, É ± ¨ ¸·¥¤´¥£μ μÉ
¨Ì ¸¢¥·É±¨.

—Éμ¡Ò ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ, ± ± · ¡μÉ ¥É ¤ ´´Ò° ³¥Éμ¤, ¶·¨¢¥¤¥³ Ö¢-
´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸·¥¤´¥£μ ¤²Ö ¤¨ £· ³³Ò ´  ·¨¸. 5 (ÔÉμ μ¤´  ¨§ ¢μ§³μ¦´ÒÌ
¤¨ £· ³³ Ê§² -É·¨²¨¸É´¨±  Å ´¥ ¸ ³ Ö ¶·μ¸É Ö):
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l c
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〉
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〈
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〉2
.

(3.1)

‚ÒÏ¥, ¶μ³¨³μ Ê± § ´´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢, ´¥¸±μ²Ó±μ · § ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´μ ¸¢μ°¸É¢μ ¶μ-
²¨²¨´¥°´μ¸É¨ (¸É·μ±  1 É ¡². 3),   É ±¦¥ ¢¢¥¤¥´μ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ z = q − q−1.
’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¸·¥¤´¥¥ ¢Ò· ¦ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¨§
É ¡². 3 ¨ 1 Î¥·¥§ ¸·¥¤´¨¥ μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨° ¸²¥¤μ¢ ¥¤¨´¨Î´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢.
„²Ö ¶μ²ÊÎ¥´¨Ö μ±μ´Î É¥²Ó´μ£μ μÉ¢¥É  ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¸¢μ°¸É¢μ³
Ë ±Éμ·¨§ Í¨¨ (¸É·μ±  2 É ¡². 3), ±μÉμ·μ¥ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¤ ¥É

〈
δa
aδb

b

〉
=

−
〈
δa
a

〉2
,   É ±¦¥ · ¢¥´¸É¢μ³〈

δa
a

〉
=

A − A−1

q − q−1
. (3.2)

∗‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¤¢  ±² ¸¸  ³μ¤¥²¥° Š ÊËË³ ´  [2]: μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¤²Ö ´ -
¶· ¢²¥´´ÒÌ ¤¨ £· ³³ ¨ ´¥´ ¶· ¢²¥´´ÒÌ ¤¨ £· ³³. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ± ¶μ¸²¥¤´¥³Ê ±² ¸¸Ê μÉ´μ¸¨É¸Ö
³μ¤¥²Ó, ¸É É¸Ê³³Ê ±μÉμ·μ° É· ¤¨Í¨μ´´μ ´ §Ò¢ ÕÉ ¶μ²¨´μ³μ³ Š ÊËË³ ´ . � ¶·μÉ¨¢, ¸¥·¨Ö ³μ-
¤¥²¥°, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò ¤ ²¥¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥³, μÉ´μ¸¨É¸Ö ± ¶¥·¢μ³Ê ±² ¸¸Ê. ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ¤²Ö É ±¨Ì
³μ¤¥²¥° Ê¸²μ¢¨Ö ¢ É ¡². 3 ¨ ¢ ¸É·μ± Ì 1Ä3 É ¡². 1 ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¤μ¶μ²´¨ÉÓ ¨Ì ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò³¨  ´ -
²μ£ ³¨ ¤²Ö · §²¨Î´μ£μ ¢Ò¡μ·  ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ´  ± ¦¤μ³ ¨§ μÉ·¥§±μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ Ë· £³¥´É 
¤¨ £· ³³Ò Ê§² . „ ²¥¥ ³Ò ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥³ ¶μ¤ Éμ¦¤¥¸É¢ ³¨ “μ·¤  ¨³¥´´μ É ±ÊÕ ¶μ²´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê
Ê¸²μ¢¨°.
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�μ¸²¥¤´¥¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ ´¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ´μ¢Ò³ Ê¸²μ¢¨¥³: μ´μ ¥¸ÉÓ ¸²¥¤¸É¢¨¥ ¸μ-
μÉ´μÏ¥´¨° ¢ É ¡². 1, 3:

(
A−1 − A

) 〈
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k
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ij
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〉 Sk,
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) 〈
δi
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〉〈
δj
j

〉
. (3.3)

”μ·³ ²Ó´μ¥ · ¢¥´¸É¢μ (3.2) ³μ¦´μ ¶·¨ ÔÉμ³ ¶μ´¨³ ÉÓ ± ± § ³¥´Ê ´  ¶μ¸²¥¤-
´¥³ ÔÉ ¶¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¥¤¨´¨Î´μ£μ μ¶¥· Éμ·  ´  ¤·Ê£μ° μ¶¥· Éμ·, § ¢¨¸ÖÐ¨°
μÉ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¶ · ³¥É·μ¢, Ê¸·¥¤´¥´¨¥ ¸²¥¤  μ¶¥· Éμ·  ¶μ ±μÉμ·Ò³ ¤ ¥É
¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (3.2).

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (3.2) ¢ (3.1), ¶·¨Ìμ¤¨³ ± μ±μ´Î É¥²Ó´μ³Ê μÉ¢¥ÉÊ

A − A−1

q − q−1

(
A2

(
q − q−1

)2 − A3
(
q − q−1

) A − A−1

q − q−1
+ A2

)
=

=
A − A−1

q − q−1

(
A2q2 − 2A2 + A2q−2 − A4 + A2 + A2

)
. (3.4)

Œ´μ¦¨É¥²Ó ¶¥·¥¤ ¸±μ¡± ³¨ · ¢¥´ §´ Î¥´¨Õ ¶μ²¨´μ³  •�Œ”‹ˆ ¤²Ö É·¨¢¨-
 ²Ó´μ£μ Ê§² ,   ¢ ¸±μ¡± Ì ¸Éμ¨É ´μ·³¨·μ¢ ´´Ò° (´  ÔÉμ §´ Î¥´¨¥) ¶μ²¨´μ³
•�Œ”‹ˆ Ê§² -É·¨²¨¸É´¨±  [37]:

H01(A, q) =
A − A−1

q − q−1
,

H̄31(A, q) =
H31(A, q)
H01(A, q)

= A2
(
q2 + q−2

)
− A4.

(3.5)

�·¨¢¥¤¥´´ Ö ¢Ò±² ¤±  ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³ ¶μ²¨´μ³ 
•�Œ”‹ˆ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê¸²μ¢¨° �¥°¤¥³¥°¸É¥·  ¨ § ¶ÊÉÒ¢ ÕÐ¨Ì (¸±¥°´-)¸μμÉ-
´μÏ¥´¨° [2, 27], μ¤´ ±μ ¢ ±μ´É¥±¸É¥ ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¨§²μ¦¥´¨Ö ¢ ¦´μ, ÎÉμ ÉÊ
¦¥ ¶·μÍ¥¤Ê·Ê ³μ¦´μ ¶·μ¨§¢¥¸É¨ ¢ É¥·³¨´ Ì ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ .

“É¢¥·¦¤¥´¨¥, ÎÉμ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¨§ É ¡². 2, 3 ³μ¦´μ ¢ÒÎ¨-
¸²¨ÉÓ ¸·¥¤´¥¥ μÉ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ¤¨ £· ³³Ò Ê§² , ± ± ¨ Éμ, ÎÉμ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö ¶μ²¨´μ³ ‹μ· ´  μÉ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ A ¨ q, £²Ê¡μ±μ
´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ: ´  ÔÉμÉ ¸Î¥É ¥¸ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö É¥μ·¥³  [2,27,49,50].

Œ¥Éμ¤ Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  (¨²¨ ¶¥·¥¶²¥É ÕÐ¨Ì ¸μμÉ´μÏ¥´¨°) ¢¥¸Ó³  ÔË-
Ë¥±É¨¢¥´ ¤²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶·μ¸ÉÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ •�Œ”‹ˆ, ±μÉμ·Ò¥ ¶·¨ μ¶·¥-
¤¥²¥´´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨ÖÌ ³¥¦¤Ê Ëμ·³ ²Ó´Ò³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨ ¤ ÕÉ ¶μ²¨´μ³Ò
„¦μ´¸  (A = q2) ¨ �²¥±¸ ´¤¥·  (A = 1),   É ±¦¥ μ¡μ¡Ð ¥É¸Ö ´  ¸²ÊÎ °
¶μ²¨´μ³μ¢ Š ÊËË³ ´ . Œμ¦´μ É ±¦¥ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ ¶μ¤Ìμ¤  ´ 
¸²ÊÎ ° · ¸±· Ï¥´´ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ μÉ¢¥Î ²μ ¡Ò Ê¸²μ¢¨Õ É·¥Ì ¨ ¡μ²¥¥ · §-
²¨Î´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° μ¶¥· Éμ·  ¶¥·¥±·¥¸É±  ¢³¥¸Éμ Ê¸²μ¢¨Ö Sk
¨§ É ¡². 1. �¡μ¡Ð¥´´ÒÌ É ±¨³ μ¡· §μ³ Ê¸²μ¢¨°, μ¤´ ±μ, μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ´¥¤μ-
¸É ÉμÎ´μ, ÎÉμ¡Ò ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ ¸·¥¤´¨¥ Éμ²Ó±μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤ , ÌμÉÖ
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μ´¨ ¨ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ·Ö¤ ¢ ¦´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ³¥¦¤Ê · ¸±· Ï¥´´Ò³¨
¶μ²¨´μ³ ³¨ [51].

„²Ö ³μ¤¥²¥° Š ÊËË³ ´  ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥£μ ¢¨¤  (±μÉμ·Ò¥ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¶·¨
§ ³¥´¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Sk ¢ É ¡². 1 · §²¨Î´Ò³¨ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö³¨ [2]) ³¥Éμ¤ Éμ-
¦¤¥¸É¢ “μ·¤  ¶μ§¢μ²Ö¥É § ¶¨¸ ÉÓ ¡¥¸±μ´¥Î´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ³¥¦¤Ê
¶μ²¨´μ³ ³¨ · §²¨Î´ÒÌ § Í¥¶²¥´¨°. ’ ±¨³ μ¡· §μ³ ²¥£±μ ¢ÒÎ¨¸²ÖÉÓ ¶μ²¨-
´μ³Ò ¤²Ö ¸¥³¥°¸É¢ Ê§²μ¢ (¸³. ¶. 6.3): ´ ¶·¨³¥·, ¢Ò· §¨ÉÓ ¶μ²¨´μ³Ò Éμ·¨Î¥-
¸±¨Ì Ê§²μ¢ [37] T [n,nk+p] ¤²Ö k � k0 Î¥·¥§ ¶μ²¨´μ³Ò  ´ ²μ£¨Î´ÒÌ Ê§²μ¢ ¤²Ö
0 � k � k0. �¤´ ±μ § ¤ Î  Ö¢´μ£μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ²¨´μ³  ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ°
¤¨ £· ³³Ò § Í¥¶²¥´¨Ö ·¥§±μ Ê¸²μ¦´Ö¥É¸Ö ¤²Ö μ¡μ¡Ð¥´´μ° ³μ¤¥²¨ Š ÊËË-
³ ´  ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶·μ¸É¥°Ï¥°. ‚¶μ¸²¥¤¸É¢¨¨ ¡Ò² · §· ¡μÉ ´  ´ ²μ£ É -
±μ£μ ³¥Éμ¤ , ¶·¨³¥´¨³Ò° ¢ Ï¨·μ±μ³ ±² ¸¸¥ ³μ¤¥²¥° É¨¶  ³μ¤¥²¥° Š ÊËË-
³ ´  [52]. �·¨ ÔÉμ³, μ¤´ ±μ, ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ³μ¤¥²¨ ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¢±²ÕÎ¨ÉÓ
¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤ , ¶·¨Î¥³ ¤μ¸É ÉμÎ´Ò° ´ ¡μ· ÔÉ¨Ì Éμ¦¤¥¸É¢
¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ° ³μ¤¥²¨ É¨¶  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  ´¥¨§¢¥¸É¥´. „²Ö ¶·¥μ¤μ²¥-
´¨Ö ¢¸¥Ì ÔÉ¨Ì É·Ê¤´μ¸É¥° ¸²μ¦¨²¸Ö ¤·Ê£μ° ¶μ¤Ìμ¤ ± ·¥Ï¥´¨Õ ³μ¤¥²¥° É¨¶ 
Š ÊËË³ ´ , ¢ ·¨ ´ÉÒ ±μÉμ·μ£μ ¤²Ö ¶·μ¸É¥°Ï¥° ³μ¤¥²¨ ³Ò ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨-
·Ê¥³ ´¨¦¥.

3.4.2. — ¸É´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ ¤²Ö μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢. �²ÓÉ¥·´ É¨¢-
´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ¡Ò ·¥Ï¨ÉÓ Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤  ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ
¤²Ö μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢, É. ¥. ¶·¥¤ÑÖ¢¨ÉÓ ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥ μ¶¥· Éμ·Ò, Ê¤μ-
¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨¥ ¢¸¥³ Ê¸²μ¢¨Ö³ ¢ É ¡². 1. ˆ³¥´´μ É ±μ° ¶ÊÉÓ ¢ ¸¢μ¥ ¢·¥³Ö ¶μ§¢μ-
²¨² ¸¨¸É¥³ É¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ³μ¤¥²¥° É¨¶  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ . � ¨³¥´´μ,
·¥Ï¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨° RI, RII, RIII ¢ É ¡². 1 ¤μ¶Ê¸± ÕÉ ¢¥¸Ó³  ¶·μ§· Î´ÊÕ ±² ¸¸¨-
Ë¨± Í¨Õ [33]. �·¨ ÔÉμ³ Ê¸²μ¢¨¥ Sk ¢ É ¡². 1 μ¡·¥É ¥É ´μ¢Ò° ¸³Ò¸², ±μÉμ·Ò°
¶μ§¢μ²Ö¥É § ¶¨¸ ÉÓ μ¡Ð¨° ¢¨¤  ´ ²μ£¨Î´μ£μ Éμ¦¤¥¸É¢  ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ·¥-
Ï¥´¨Ö Ê¸²μ¢¨° RI, RII, RIII ¢ É ¡². 1.

�¶¨¸ ´¨¥ μ¡Ð¥° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ [2]. ‡¤¥¸Ó ³Ò μ£· ´¨Î¨³¸Ö
É¥³, ÎÉμ ¶·¥¤ÑÖ¢¨³ ¶·μ¸É¥°Ï¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  ¢ É ¡². 1. �Éμ ·¥-
Ï¥´¨¥ ³μ¦´μ ¶μ¸É·μ¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤¢Ê³¥·´ÒÌ ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ É¥´§μ·μ¢:

κij
kl = q−1δi

lδ
j
k + q−2εijεkl, i, j, k, l = 1, 2. (3.6)

‡¤¥¸Ó δ Å ¤¢Ê³¥·´Ò° ¥¤¨´¨Î´Ò° μ¶¥· Éμ· ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ ±μ³¶μ´¥´É ³¨
δ1
1 = δ2

2 = 0,   ε Å ¤¢Ê³¥·´Ò¥  ´É¨¸¨³³¥É·¨Î´Ò¥ É¥´§μ·Ò ¸ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨
±μ³¶μ´¥´É ³¨ ε12 = ε12 = −ε21 = −ε21 = 1; · §²¨Î¨Ö ³¥¦¤Ê ¢¥·Ì´¨³¨ ¨
´¨¦´¨³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨ ´¥ ¤¥² ¥É¸Ö ¢¶²μÉÓ ¤μ ¶. 3.4.3.

Œμ¤¥²Ó Š ÊËË³ ´  ¸ μ¶¥· Éμ· ³¨ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ (3.6) Å ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò°
¸²ÊÎ ° ³μ¤¥²¨, ¸É É¸Ê³³Ê ±μÉμ·μ° ³Ò ¢ÒÎ¨¸²¨²¨ ¢ÒÏ¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Éμ¦¤¥¸É¢
“μ·¤ . �¤´ ±μ ¨³¥´´μ ÔÉμÉ Î ¸É´Ò° ¸²ÊÎ ° ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ £²Ö¤´μ ¶·μ¤¥³μ´-
¸É·¨·μ¢ ÉÓ ·Ö¤ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ Š ÊËË³ ´ , ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¨§ÖÐ´Ò°
¢¨¤ ·¥Ï¥´¨Ö (3.6) ¤¥² ¥É ³´μ£¨¥ ¢ ¦´Ò¥ ¢Ò±² ¤±¨ μ¸μ¡¥´´μ ¶·μ§· Î´Ò³¨.
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�¶¥· Éμ· (3.6) ¨´μ£¤  ´ §Ò¢ ÕÉ ³ É·¨Í¥° Š ÊËË³ ´  [2]. Œμ¦´μ ´¥-
¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ÔÉμÉ μ¶¥· Éμ· Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Ö³ RIII ¨
Sk ¢ É ¡². 1 (Ê¸²μ¢¨¥ RII ¶·¨ ÔÉμ³ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± μ¶·¥¤¥²¥´¨¥
³ É·¨ÍÒ Š ÊËË³ ´  ¤²Ö μ¡· É´μ£μ ¶¥·¥±·¥¸É± ). ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, Ê¸²μ¢¨¥
RI ¢ É ¡². 1 ´¥ ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ± ± μ¶¥· Éμ·´μ¥ Éμ¦¤¥¸É¢μ (¶·¨ μ¶Ê¸± ´¨¨ É·¥-
Ê£μ²Ó´ÒÌ ¸±μ¡μ±), ¶μÔÉμ³Ê, ÎÉμ¡Ò ¢Ò¶μ²´Ö²¨¸Ó ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μμÉ´μÏ¥-
´¨Ö ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ , ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸·¥¤´¥£μ (É·¥-
Ê£μ²Ó´ÒÌ ¸±μ¡μ±). �± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ®¶· ¢¨²Ó´μ¥¯ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö,
¥¸²¨ ± Ê¸²μ¢¨Ö³ ¢ É ¡². 3 ¤μ¡ ¢¨ÉÓ ¥Ð¥ μ¤´μ:〈

Tr I
〉
≡ q + q−1. (3.7)

“¸²μ¢¨¥ (3.7) Ö¢²Ö¥É¸Ö Î ¸É´Ò³ ¸²ÊÎ ¥³ Ê¸²μ¢¨Ö (3.2) ¶·¨ A = q2, ¨ ¶μ´¨³ ÉÓ
¥£μ ¸²¥¤Ê¥É ¢ Éμ³ ¦¥ ¸³Ò¸²¥. ‚ ÔÉ¨Ì ¶·¥¤¶μ²μ¦¥´¨ÖÌ Éμ¦¤¥¸É¢μ ¢ ¸É·μ±¥ 3
É ¡². 1 ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, ¶·¨Î¥³ ¨³¥´´μ ± ± Ê¸²μ¢¨¥ ´  ¸·¥¤´¨¥:〈

κij
jl

〉
=
〈
aδi

lδ
j
j

〉
+ b

〈
εijεjl

〉
= a

〈
δi
l

〉〈
δj
j

〉
− b

〈
δi
l

〉
=

=
〈
δi
l

〉
⇒ Tr

〈
I
〉

=
〈
δj
j

〉
=

1 + b

a
= [2]q, (3.8)

£¤¥ ³Ò μ¡μ§´ Î¨²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¢ (3.8) Î¥·¥§ a ≡ q−1 ¨ b ≡ q−2, ÎÉμ¡Ò
¡μ²¥¥ Ö¸´μ ¶μ± § ÉÓ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê μÉ¢¥É . 	μ²¥¥ Éμ£μ, ³μ¦´μ, ´ μ¡μ·μÉ, ¢Ò¢¥-
¸É¨ (3.7) ¨§ Ê¸²μ¢¨Ö ¢ ¸É·μ±¥ 3 É ¡². 1: ¶·μ¤¥² ¢ Éμ ¦¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥, ¶·¨´Ö¢
¸·¥¤´¥¥ μÉ ¥¤¨´¨Î´μ£μ μ¶¥· Éμ·  ´  ´¥¨§¢¥¸É´ÊÕ x ¨ ·¥Ï¨¢ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ x
¶μ²ÊÎ¥´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥.

„²Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸É É¸Ê³³Ò ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´ , ´ ¶·¨³¥· ¤²Ö ¤¨ £· ³³Ò
·¨¸. 5, ´Ê¦´μ ¶μ¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐÊÕ ¸¢¥·É±Ê μ¶¥· Éμ·Ò ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢
¢ ¢¨¤¥ · §²μ¦¥´¨Ö (3.6) ¨ · ¸±·ÒÉÓ ¸±μ¡±¨:〈

κij
abκ

ak
lc κbc

miκ
ml
kj

〉
= a4

〈
(δi

bδ
j
a)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(δm

j δl
k)
〉
+

+ a3b
〈
(δi

bδ
j
a)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(εmlεkj) + (δi

bδ
j
a)(δa

c δk
l )(εbcεmi)(δm

l δj
k)+

+ (δi
bδ

j
a)(εakεlc)(δb

i δ
c
m)(δm

l δj
k) + (εijεab)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(δm

j δl
k)
〉
+

+ a2b2
〈
(δi

bδ
j
a)(δa

c δk
l )(εbcεmi)(εmlεkj) + (δi

bδ
j
a)(εakεlc)(δb

i δ
c
m)(εmlεkj)+

+ (δi
bδ

j
a)(εakεlc)(εbcεmi)(δm

j δl
k) + (εijεab)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(εmlεkj)+

+ (εijεab)(δa
c δk

l )(εbcεmi)(δm
j δl

k) + (εijεab)(εakεlc)(δb
i δ

c
m)(δm

l δj
k)
〉
+

+ ab3
〈
(δi

bδ
j
a)(εakεlc)(εbcεmi)(εmlεkj) + (εijεab)(δa

c δk
l )(εbcεmi)(εmlεkj)+

+ (εijεab)(εakεlc)(δb
i δ

c
m)(εmlεkj) + (εijεab)(εakεlc)(εbcεmi)(δm

l δj
k)
〉
+

+ b4
〈
(εijεab)(εakεlc)(εbcεmi)(εmlεkj)

〉
. (3.9)
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Š ¦¤μ¥ ¨§ ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ ¶μ²ÊÎ¥´´μ³ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢Ò· ¦¥´¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É
¸μ¡μ° ¶μ²´ÊÕ ¸¢¥·É±Ê δ- ¨ ε-É¥´§μ·μ¢, ±μÉμ· Ö Ê¶·μÐ ¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³
μ¡· §μ³, ´ ¶·¨³¥·:

(δi
bδ

j
a)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(δm

j δl
k) = (δi

bδ
b
i )(δ

j
aδa

c δc
mδm

j )(δk
l δl

k) = δi
iδ

j
jδ

k
k ;

(δi
bδ

j
a)(δa

c δk
l )(δb

i δ
c
m)(εmlεkj) = (δi

bδ
b
i )(δ

j
aδa

c δc
m)(δk

l εmlεkj) =

= δi
iδ

j
m(εmkεkj) = δi

iδ
j
m(−δm

j ) = −δi
iδ

j
j ;

(δi
bδ

j
a)(δa

c δk
l )(εbcεmi)(εmlεkj) = (δi

bε
bcεmi)(δj

aδa
c )(δk

l εkjε
ml) =

= (−δc
m)δj

c(−δm
j ) = δj

j ;

(δi
bδ

j
a)(εakεlc)(δb

i δ
c
m)(εmlεkj) = (δi

bδ
b
i )δ

j
a(εakεkj)δc

m(εlcε
ml) = (3.10)

= δi
iδ

j
a(−δa

j )δc
m(−δc

m) = δi
iδ

j
jδ

m
m ;

(δi
bδ

j
a)(εakεlc)(εbcεmi)(εmlεkj) = δi

b(ε
bcεlc)(εmlεmi)δj

a(εakεkj) =

= −(δi
bδ

b
l δ

l
i)(δ

j
aδa

j ) = −δi
iδ

j
j ;

(εijεab)(εakεlc)(εbcεmi)(εmlεkj) = (εabε
ak)(εbcεlc)(εmlεmi)(εkjε

ij) =

= δk
b δb

l δ
l
iδ

i
k = δi

i.

ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´´Ò¥ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨ÖÌ ¸¢μ°¸É¢  ε-É¥´§μ·μ¢ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ É ¡². 4
¸²¥¢ . �¸É ²Ó´Ò¥ ¸² £ ¥³Ò¥ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¨ (3.9) Ê¶·μÐ ÕÉ¸Ö  ´ ²μ£¨Î´μ. �μ-
¸²¥ ÔÉμ£μ ¸·¥¤´¥¥ μÉ ± ¦¤μ£μ ¸² £ ¥³μ£μ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶· ¢¨² 
(3.8) ¨ ¸¢μ°¸É¢  ¢Ò´¥¸¥´¨Ö ¥¤¨´¨ÍÒ ¨§ É ¡². 3:

I
31 = a4

〈
Tr I

〉3 − 4a3b
〈
Tr I

〉2 + a2b2
(
2
〈
Tr I

〉3 + 4
〈
Tr I

〉)
−

− 4ab3
〈
Tr I

〉2 + b4
〈
Tr I

〉
=
(
q + q−1

) (
q−2 + q−6 − q−8

)
=

= q−1 + q−3 + q−5 − q−9. (3.11)

�É¢¥É ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ H31(A = q2, q) ¨§ (3.5).
Ÿ¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ·¥Ï¥´¨° Ê¸²μ¢¨° Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨

³μ¦´μ ´ ¶¨¸ ÉÓ ¨ ¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ¸·¥¤´¥¥ ¤ ¥É ¶μ²¨´μ³
•�Œ”‹ˆ,   É ±¦¥ ¢ ¸²ÊÎ ¥, μÉ¢¥Î ÕÐ¥³ ¶μ²¨´μ³Ê Š ÊËË³ ´ , μ¤´ ±μ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ μ¶¥· Éμ·Ò Ê¦¥ ´¥ ¤μ¶Ê¸± ÕÉ ¶·μ¸ÉÒÌ · §²μ¦¥´¨° ¶μ ¨´¢ -
·¨ ´É´Ò³ É¥´§μ· ³ ¢¨¤  (3.6). 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¨§¢¥¸É´Ò É ±¦¥ Ö¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö
¤²Ö μ¶¥· Éμ·μ¢, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¨¥ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ · ¸±· Ï¥´´Ò¥ ¶μ-
²¨´μ³Ò, ¤²Ö Î¥£μ μ¤´¨Ì Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  Ê¦¥ ´¥¤μ¸É ÉμÎ´μ. ’ ±¨³¨ ·¥Ï¥´¨-
Ö³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö R-³ É·¨ÍÒ [48] Å ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö Ÿ	 (¸³. ¶. 1.3), Ìμ·μÏμ
¨§¢¥¸É´Ò¥ ¢ É¥μ·¨¨ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° [33],   É ±¦¥
¢ É¥μ·¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ £·Ê¶¶ [53].
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’ ¡²¨Í  4. ‘¢μ°¸É¢  μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ ¢ ³μ¤¥²ÖÌ Š ÊËË³ ´  ¸ ´¥Ö¢´Ò³
(¸²¥¢ ) ¨ Ö¢´Ò³ (¸¶· ¢ ) μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö³¨ ¸·¥¤´¥£μ

ε12 = ε12 = 1, ε21 = ε21 = −1 ε̆21 = −q, ε̆12 = ε̆12 = 1, ε̆21 = −q−1

εij = −εji ε̆ij = −Mj
kε̆ki, ε̆ij = −ε̆jkM̃i

k

εij = −εji ε̆ij = −M̃k
j ε̆ki, ε̆ij = −ε̆jkMk

i

εijεik = εjiεki = δj
k

ε̆ij ε̆kj = ε̆jiε̆jk = δi
k

ε̆ij ε̆klMl
j = ε̆jiε̆lkMl

j = M̃i
k

εijεjk = εjiεkj = −δi
k

ε̆ij ε̆jk = −M̃i
k, ε̆jiε̆ik = −M̃j

k

ε̆ij ε̆klM̃k
j = −δi

l , ε̆ij ε̆klMi
l = −δj

k〈
εijεij

〉
=
〈
δi

i

〉
= [2]q

ε̆ij ε̆ikMk
j = ε̆ij ε̆kjMk

i = Mi
i = [2]q

ε̆ij ε̆ikM̃j
k = ε̆ij ε̆kjM̃k

i = M̃i
i = [2]q〈

εijεji

〉
=
〈
− δi

i

〉
= −[2]q ε̆ij ε̆klMl

iM̃k
j = −Mi

i = −M̃j
j = −[2]q

3.4.3. ‘·¥¤´¥¥ ± ± ¸¢¥·É±  ¸ μ¡μ·μÉ´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨. �·¨ ¢ÒÎ¨-
¸²¥´¨¨ ¢ÒÏ¥ ³Ò ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨ Ö¢´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢,
´μ ´¥Ö¢´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ μ¶¥· Í¨¨ ¸·¥¤´¥£μ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Éμ¦¤¥¸É¢ ¢ É ¡². 3
¨ Ê¸²μ¢¨Ö (3.2) ¨²¨ (3.7) (´¥μ¡Ìμ¤¨³ÒÌ ¤²Ö ¢Ò¶μ²´¥´¨Ö ¸¢μ°¸É¢  RI ¢ É ¡². 1
¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì ³μ¤¥²ÖÌ). ‘²¥¤ÊÕÐ¨° Ï £ Å Ö¢´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¸·¥¤´¥£μ
μÉ ¸¢¥·É±¨ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É± . �± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤²Ö ÔÉμ£μ ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ³μ¤¨Ë¨Í¨·μ¢ ÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¸ ³μ£μ μ¶¥· Éμ·  ¶¥·¥±·¥¸É± 
¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

κij
kl → Kij

kl = q−1δi
lδ

j
k − q−2ε̆ij ε̆kl, ε̆ij = viε

ij , ε̆kl = v∗kεkl, (3.12)

i, j, k, l = 1, 2, (3.13)

£¤¥ �v = (v1, v2) = (1, q), �v∗ = (v∗1 , v∗2) = (1, q−1).
Š·μ³¥ Éμ£μ, ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ´ ·Ö¤Ê ¸ Î¥ÉÒ·¥Ì¨´¤¥±¸´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨ ¶¥·¥-

±·¥¸É±μ¢ K ¢¢¥¸É¨ É ±¦¥ ¤¢ÊÌ¨´¤¥±¸´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò M, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ´¥±μÉμ-
·Ò³¨ ·¥¡· ³¨ ¤¨ £· ³³Ò Ê§² .

�· ¢¨²μ, ¶μ ±μÉμ·μ³Ê ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¸¢Ö§Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ ·¥-
¡· ³¨ ¤¨ £· ³³Ò, ³μ¦´μ ¸Ëμ·³Ê²¨·μ¢ ÉÓ · §²¨Î´Ò³¨ Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³¨ ¸¶μ-
¸μ¡ ³¨ [29, 54]. — Ð¥ ¢¸¥£μ ¢Ò¡¨· ÕÉ ´ ¶· ¢²¥´¨¥ ¢ ¶²μ¸±μ¸É¨ ¤¨ £· ³³Ò
Ê§²  ¨ ¶μ³¥Ð ÕÉ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¢ ÉμÎ±¨ Ô±¸É·¥³Ê³ . ˆ´μ£¤ 
Ê¤ ¥É¸Ö ¶·¨³¥´¨ÉÓ ¡μ²¥¥ ¨´¢ ·¨ ´É´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ (¡¥§ ¢Ò¡μ·  ´ ¶· ¢²¥´¨Ö):
´ ¶·¨³¥·, · ¸¸É ¢¨ÉÓ ¤¢ÊÌ¨´¤¥±¸´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò É ±, ÎÉμ¡Ò ¢¸Ö±¨° ¶·μ¸Éμ°
Í¨±² ´  ¤¨ £· ³³¥ Ê§²  ¸μ¤¥·¦ ² ¢ ÉμÎ´μ¸É¨ μ¤¨´ μ¡μ·μÉ´Ò° μ¶¥· Éμ·: M
¨²¨ M̃ = M−1, ¥¸²¨ Í¨±² μ·¨¥´É¨·μ¢ ´ ¶·μÉ¨¢ ¨²¨ ¶μ Î ¸μ¢μ° ¸É·¥²±¥ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢¥´´μ (¶·μ¸ÉÒ³ Í¨±²μ³ ´  ´ ¶· ¢²¥´´μ³ £· Ë¥ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Ê¶μ·Ö¤μ-
Î¥´´Ò° ´ ¡μ· ¢¥·Ï¨´, ¢±²ÕÎ ÕÐ¨° ± ¦¤ÊÕ ¨§ ¢¥·Ï¨´ £· Ë  ´¥ ¡μ²¥¥ μ¤´μ£μ
· § , É ±μ°, ÎÉμ μÉ ± ¦¤μ° ¢¥·Ï¨´Ò ¢ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥°,   É ±¦¥ μÉ ¶μ¸²¥¤´¥°
¢¥·Ï¨´Ò ± ¶¥·¢μ° ¢¥¤¥É ´ ¶· ¢²¥´´μ¥ ·¥¡·μ). ŒÒ ¶·¨³¥´¨³ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¶· -
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¢¨²μ ¢ ´ Ï¥³ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¨ ¶μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ³Ò ¡Ê¤¥³ ´ §Ò¢ ÉÓ ´μ¢Ò¥
μ¶¥· Éμ·Ò M μ¡μ·μÉ´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨.

�  ·¨¸. 5 ¢μ§³μ¦´Ò° ´ ¡μ· ·¥¡¥· ¤²Ö ¢¸É ¢±¨ μ¡μ·μÉ´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢
μÉ³¥Î¥´ ÏÉ·¨Ì ³¨; ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö μ¶¥· Éμ·´ Ö ¸¢¥·É±  ¶·¨ ÔÉμ³ ¶·¨´¨-
³ ¥É ¢¨¤

I
31 = Kij

αβKak
lc Kbc

miK
ml
κj Mα

aM
β
bMk

κ ≡ K
abk
αβκM

αβκ
abk . (3.14)

�μ¤μ¡´μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¸·¥¤´¥£μ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì · §¤¥² Ì Ö¢´Ò° ¢¨¤ μ¶¥-
· Éμ·μ¢ M ¨ M̃ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ê¸²μ¢¨¥³ RI ¢ É ¡². 1, ±μÉμ·μ¥ É¥¶¥·Ó ¤μ²¦´μ
¡ÒÉÓ ¢Ò¶μ²´¥´μ ¡¥§ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö, ´μ ¸μ ¢¸É ¢±μ° μ¶¥· Éμ·  M ¢ ¸¢μ· Î¨¢ ¥-
³ÊÕ ¶¥É²Õ. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ [29], ÎÉμ μ¶¥· Éμ·Ê S ¢¨¤  (3.6) ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ
μ¶¥· Éμ·Ò M ¨ M̃ ¢¨¤ 

M =
(

q 0
0 q−1

)
, M̃ =

(
q−1 0
0 q

)
. (3.15)

‚ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸¢¥·É±¨ (3.14) ¶·¨ ÔÉμ³ ¡Ê±¢ ²Ó´μ ¶μ¢Éμ·Ö¥É ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸¢¥·É-
±¨ (3.9) Å ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ Éμ£μ, ÎÉμ ¢¸Ö±¨° · § ¢³¥¸Éμ ¸·¥¤´¥£μ μÉ ¸²¥¤ 
¥¤¨´¨Î´μ£μ μ¶¥· Éμ·  ¢μ§´¨± ¥É ¸²¥¤ μ¶¥· Éμ·  M:〈

δa
a

〉
−→ Ma

a, (3.16)

± ± · § · ¢´Ò° ¢Ò· ¦¥´¨Õ ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (3.7), ÎÉμ ¶·¨¢μ¤¨É ± Éμ³Ê ¦¥
μÉ¢¥ÉÊ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³  „¦μ´¸ .

� §²μ¦¥´¨¥ (3.13) ¤²Ö μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ ¶·¨¢μ¤¨É ± · §²μ¦¥´¨Õ
¤²Ö μ¶¥· Éμ·  K ¢ (3.14),  ´ ²μ£¨Î´μ³Ê · §²μ¦¥´¨Õ (3.9). �¤´ ±μ É¥¶¥·Ó ¤²Ö
Ê¶·μÐ¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´ÒÌ ¸² £ ¥³ÒÌ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö Éμ¦¤¥¸É¢ ³¨
¢ É ¡². 4 ¸¶· ¢ . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ¸¢¥·É±¨ δ ¨ ε̆ É¥´§μ·μ¢ ± ¦¤μ£μ ¨§ É¨¶μ¢
¨³¥¥³

K I31

(δi
βδj

α)(δa
c δk

l )(δb
i δ

c
m)(δm

j δl
κ) =

= (δi
βδb

i )(δ
j
αδa

c δc
mδm

j )(δk
l δl

κ) = δb
βδa

αδk
κ

Ma
aMb

bMk
k;

(δi
βδj

α)(δa
c δk

l )(δb
i δ

c
m)(ε̆mlε̆κj) =

= (δi
βδb

i )(δ
j
aδa

c δc
mε̆ml)(δj

aε̆κj) = δb
β ε̆akε̆κα

−Mb
bMk

k;

(δi
βδj

α)(δa
c δk

l )(ε̆bcε̆mi)(ε̆mlε̆κj) =
= ε̆ba(ε̆mβ ε̆mk)ε̆κα = δk

β ε̆baε̆κα

Mb
bMk

k;

(δi
βδj

α)(ε̆akε̆lc)(δb
i δ

c
m)(ε̆mlε̆κj) =

= δb
β ε̆ak(ε̆lmε̆ml)ε̆κα = −δb

β ε̆akε̆καMm
m

Mk
k;

(δi
βδj

α)(ε̆akε̆lc)(ε̆bcε̆mi)(ε̆mlε̆κj) =
= ε̆ak(ε̆lcε̆

bc)(ε̆mβ ε̆ml)ε̆κα = ε̆akδb
l δ

l
β ε̆κα = δb

β ε̆akε̆κα

−Mb
bMk

k;

(ε̆ij ε̆αβ)(ε̆akε̆lc)(ε̆bcε̆mi)(ε̆mlε̆κj) =
= ε̆αβ ε̆ak(ε̆lcε̆

bc)(ε̆miε̆
ml)(ε̆κj ε̆

ij) = ε̆αβ ε̆akδb
l δ

l
iδ

i
κ =

= δb
κε̆αβ ε̆ak

Mk
k.

(3.17)
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‘± ²Ö·Ò ¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ (3.17) ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¸¢¥·É±¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê-
ÕÐ¨Ì ¢Ò· ¦¥´¨° ¸²¥¢  (¢ ¨Ì μ±μ´Î É¥²Ó´μ³ ¢¨¤¥) ¸ ±μ³¡¨´ Í¨¥° μ¡μ·μÉ´ÒÌ
μ¶¥· Éμ·μ¢ M ¨§ (3.14). �É¨ ¸¢¥·É±¨ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ Éμ¦¤¥¸É¢

δκ
kMk

κ = Mk
k,

ε̆akε̆καMα
aMκ

k = −δk
κMκ

k = −Mk
k,

(Mα
a ε̆baε̆κα)(δk

βM
β
b )Mκ

k = (M̃b
κMk

b )Mκ
k = δk

κMκ
k = Mk

k.

(3.18)

�μ¸²¥ ÔÉμ£μ, ¢ ¸¨²Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨°

Mk
k =

〈
I
∣∣ = [2]q, (3.19)

μ±μ´Î É¥²Ó´Ò° μÉ¢¥É ¤²Ö I31 Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ ¸μ¢¶ ¤ ¥É c (3.11).
3.4.4. ‘·¥¤´¥¥ ± ± ¢§¢¥Ï¥´´Ò° ¸²¥¤. …Ð¥ μ¤´  ³μ¤¨Ë¨± Í¨Ö μ¶·¥-

¤¥²¥´¨Ö ¸·¥¤´¥£μ ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  μ¸´μ¢ ´  ´  Éμ³, ÎÉμ μ¶¥· Éμ·´ÊÕ
¸¢¥·É±Ê ³μ¦´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ± ± ¸²¥¤ ³ É·¨Î´μ£μ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨,
¤²Ö ¸¢¥·É±¨ (3.9) ÔÉμ ³μ¦´μ ¸¤¥² ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

K
sj

ab
δ

t

κ
· K ak

lc
δ

b

u · Kuc
miδ

l
v · Kmv

tj δ
i
s =

= (K2)
bak
ucl (K1)

ucl
imv (K2)

imv
sjt (K1)

sjt
baκ = Tr {K1K2K1K2} , (3.20)

£¤¥ ± ¦¤ Ö ¨§ ³ É·¨Í κ
(i)I
L , i = 1, 2, ¨³¥¥É ¶μ ¤¢  ³Ê²ÓÉ¨¨´¤¥±¸ , ¢¥·Ì´¨° ¨

´¨¦´¨°, μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, É·μ°± ³ ¢¥·Ì´¨Ì ¨ ´¨¦´¨Ì ¨´¤¥±¸μ¢
¨¸Ìμ¤´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢:

(K1)
I
L ≡ (K1)

ijk
lmn ≡ Kij

mlδ
k
n, (K2)

I
L ≡ (K2)

ijk
lmn ≡ δi

lK
jk
nm. (3.21)

�¡· É¨³ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ¸¢¥¤¥´¨¥ É¥´§μ·´μ° ¸¢¥·É±¨ ± μ¶¥· Éμ·´μ³Ê ¶·μ-
¨§¢¥¤¥´¨Õ ¶μÉ·¥¡μ¢ ²μ ¢¢¥¤¥´¨Ö ¤¢ÊÌ · §²¨Î´ÒÌ ¤¢ÊÌ¨´¤¥±¸´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢
¢³¥¸Éμ μ¤´μ£μ Î¥ÉÒ·¥Ì¨´¤¥±¸´μ£μ.

‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¸É É¸Ê³³Ê, μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ± ± ¸¢¥·É±Ê ¸ μ¡μ·μÉ´Ò³¨
μ¶¥· Éμ· ³¨ (3.14), ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ± ±

I
31 =

〈
Tr {K2K1K2K1}

〉
= Tr {MK2K1K2K1} , (3.22)

£¤¥ ³Ò ¢¢¥²¨ μ¶¥· Éμ·

Mabκ
αβk = Ma

αMb
βMκ

k . (3.23)

�·μ¤¥² ´´ÊÕ ¢Ò±² ¤±Ê ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ´ £²Ö¤´μ: ± ± ¶¥·¥·¨¸μ¢Ò¢ ´¨¥
¨¸Ìμ¤´μ° ¤¨ £· ³³Ò Ê§²  ´  ·¨¸. 5 ¢ ¢¨¤¥ § ³Ò± ´¨Ö ±μ¸Ò [29]. �·¨ ÔÉμ³
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¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ μ¶¥· Éμ·μ¢ S ¡Ê¤¥É ¸¢Ö§ ´μ ¸ μÉ±·ÒÉμ° ±μ¸μ°,   μ¶¥· Éμ· M Å
¸ ¥¥ § ³Ò± ´¨¥³.

‚ ¸²ÊÎ ¥ S ¨§ (3.6) ¢¢¥¤¥´´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò K1, K2 ¨ M ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ
¢ ¢¨¤¥ ³ É·¨Í

q2K1 =

111 112 121 122 211 212 221 222 ijk/lnm

q 111
q 112

q − q−1 −1 121
q − q−1 −1 122

−1 211
−1 212

q 221
q 222

, (3.24)

q2K2 =

111 112 121 122 211 212 221 222 ijk/lnm

q 111
q − q−1 −1 112
−1 121

q 122
q 211

q − q−1 −1 212
−1 221

q 222

, (3.25)

¨

111 112 121 122 211 212 221 222
M = diag

(
m3

1 m2
1m2 m2

1m2 m1m
2
2 m2

1m2 m1m
2
2 m1m

2
2 m3

2

)
= diag

(
q3 q q q q−1 q−1 q−1 q−3

)
.

(3.26)

�¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¶μ Ëμ·³Ê² ³ (3.22), (3.24)Ä(3.26) ¤ ¥É ÉμÉ ¦¥
μÉ¢¥É (3.11) ¤²Ö ¨¸±μ³μ£μ ¨´¢ ·¨ ´É .

‚ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¸²¥¤  ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¡ §¨¸  ¢ μ¡Ð¨Ì ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¶μ¤¶·μ-
¸É· ´¸É¢ Ì. …Ð¥ μ¤¨´ μ¸μ¡¥´´μ ¢ ¦´Ò° ¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥£μ ¸¶μ¸μ¡ § ¶¨¸ ÉÓ
¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¸É É¸Ê³³Ò ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  μ¸´μ¢ ´ ´  ´ ¡²Õ¤¥´¨¨, ÎÉμ
μ¶¥· Éμ·Ò ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ ¨ É¥´§μ·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ μ¡μ·μÉ´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢
¢ ³ É·¨Î´μ° § ¶¨¸¨ ¨³¥ÕÉ ¢¥¸Ó³  ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÊÕ ¸É·Ê±ÉÊ·Ê. ‚ ´ Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥
μ´  ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¢¨¤¥. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, 8-³¥·´Ò° μ¶¥· Éμ· M ¨³¥¥É
¢¸¥£μ Î¥ÉÒ·¥ · §²¨Î´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨Ö, ¤¢  ¨§ ±μÉμ·ÒÌ Å q ¨ q−1 Å
¨³¥ÕÉ ±· É´μ¸ÉÓ É·¨, É. ¥. ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò μ¡· §ÊÕÉ
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¤¢  É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢ , ¨ ¢¨¤ ³ É·¨ÍÒ M ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ· 
¡ §¨¸μ¢ ¢ ÔÉ¨Ì ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì. ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¡ §¨¸Ò ³μ¦´μ ¢Ò¡· ÉÓ É ±, ÎÉμ
μ¡¥ ³ É·¨ÍÒ K1 ¨ K2 · ¸¶ ¤ÊÉ¸Ö ´  ¡²μ±¨

M ′8×8
p =

⎛
⎝M4×4

∗
M2×2

∗∗
M2×2

∗∗

⎞
⎠, K ′8×8

p =

⎛
⎝ I

4×4

Ξ2×2
p

Ξ2×2
p

⎞
⎠, i = 1, 2.

(3.27)

Š ¦¤Ò° ¡²μ± ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¡Ð¥³Ê ¨´¢ ·¨ ´É´μ³Ê ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢Ê, É. ¥.,
± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¢¨¤  ³ É·¨Í, ¤¥°¸É¢¨¥ μ¡μ¨Ì μ¶¥· Éμ·μ¢ ´¥ ¢Ò¢μ¤¨É §  ¶·¥¤¥²Ò
± ¦¤μ£μ ¨§ É ±¨Ì ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§ ±· É´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ
¢¥±Éμ·μ¢ μ¶¥· Éμ·  M ³μ¦´μ ¸μ¸É ¢¨ÉÓ ¡ §¨¸Ò ¢ μ¡Ð¨Ì ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¶μ¤-
¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì μ¶¥· Éμ·μ¢ κ1 ¨ κ2.

	²μ±¨ ³ É·¨Í ¨³¥ÕÉ Ö¢´Ò° ¢¨¤:

M∗=

⎛
⎜⎜⎝

q−1

q−3

q−1

q−3

⎞
⎟⎟⎠, M∗∗=

(
q

q−1

)
,

Ξ1 =
(

q−1

−q−3

)
, Ξ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

− 1
q3 + q5

√
1 + q2 + q4

q2 + q4√
1 + q2 + q4

q2 + q4

q

1 + q2

⎞
⎟⎟⎟⎠.

(3.28)

�·¨ § ¶¨¸¨ ³ É·¨Î´μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¤²Ö ¸É É¸Ê³³Ò (3.22) ¢ ´μ¢μ³ ¡ §¨¸¥

I
31 = Tr {MK ′

2K
′
1K

′
2K

′
1} (3.29)

¢ÒÎ¨¸²Ö¥³Ò° ¸²¥¤ ¡² £μ¤ ·Ö ¡²μÎ´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·¥ ³ É·¨Í (3.27) · §² £ ¥É¸Ö
¢ ¸Ê³³Ê

I
31 = q4 Tr M∗+ TrM∗∗ Tr

{
Ξ2Ξ1Ξ2Ξ1

}
≡ q4χ∗+ Tr

{
Ξ2Ξ1Ξ2Ξ1

}
χ∗∗, (3.30)

£¤¥ ³Ò ¢¢¥²¨ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö

χ∗ =
∑

1�i�j�k�2

mimjmk = m3
1 + m2

1m2 + m1m
2
2 + m3

2 =

= q3 + q + q−1 + q−3 = [4]q, (3.31)

χ∗∗ =
∑

1�i�j<k�2

mimjmk = m2
1m2 + m1m

2
2 = q + q−1 = [2]q. (3.32)
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�μ Ìμ¤Ê ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¢¨¤´μ, ÎÉμ ËÊ´±Í¨¨ (3.32) ®¸Î¨É ÕÉ¯ μ¡Ð¨¥ ¨´¢ ·¨-
 ´É´Ò¥ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢ , ´  ±μÉμ·ÒÌ K ′

1 ¨ K ′
2 ¤¥°¸É¢ÊÕÉ μ¤¨´ ±μ¢μ, ± ¦¤μ¥

¸μ ¸¢μ¨³ ¢¥¸μ³: ± ¦¤μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ χ∗ μÉ¢¥Î ¥É μ¤´μ³Ê ¨§ Î¥ÉÒ·¥Ì μ¡Ð¨Ì
¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢ ¸ μ¤´¨³ ¨ É¥³ ¦¥ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ §´ Î¥´¨¥³ q,   ± -
¦¤μ¥ ¸² £ ¥³μ¥ ¢ χ∗∗ Å μ¤´μ³Ê ¨§ ¤¢ÊÌ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´ÒÌ ¡²μ±μ¢. �·¨ q = 1
μ¡¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ¢ ±· É´μ¸É¨ μ¡Ð¨Ì ¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢:
4 ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ¢¥±Éμ·  ¨ 2 ¤¢Ê³¥·´ÒÌ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢ .

”μ·³Ê²  (3.29) ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸¢¥¸É¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¸²¥¤  μÉ ¶·μ¨§-
¢¥¤¥´¨Ö ³ É·¨Í 8 × 8 ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ ¸²¥¤  μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö ³ É·¨Í 2 × 2 ¢μ
¢Éμ·μ³ ¸² £ ¥³μ³, ¶·¨Î¥³ ¶μ¸²¥¤´¨° § ³¥Î É¥²Ó´Ò³ μ¡· §μ³ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö ¶μ
¸· ¢´¥´¨Õ ¸ μÉ¤¥²Ó´Ò³¨ ³ É·¨Î´Ò³¨ Ô²¥³¥´É ³¨:

Ξ12 ≡ Ξ1Ξ2 = q−5

(
−c −s

q2s −q2c

)
, c =

q

1 + q2
, s2 = 1 − c2;

q10Ξ2
12 ≡ q10Ξ1Ξ2 =

(
c2 − q2s2 (1 + q2)cs

−q2(1 + q2)cs q2(q2c2 − s2)

)
=

=

(
qc − q2 qs

−q3s q2(qc − 1)

)
,

TrΞ2
12 = q−10(q2 − 2q2) = −q−8.

(3.33)

�μ¤¸É ¢²ÖÖ (3.33) ¢³¥¸É¥ ¸ (3.32) ¢ (3.30), ³Ò, ´ ±μ´¥Í, ¥Ð¥ μ¤´¨³ ¸¶μ¸μ¡μ³
¶μ²ÊÎ ¥³ ¶μ²¨´μ³ „¦μ´¸  Ê§² -É·¨²¨¸É´¨± :

I = q−4χ∗∗ − q−8χ∗ = q−4(q3 + q + q−1 + q−3) − q−8(q + q−1) =

= q−1 + q−3 + q−5 − q−9. (3.34)

‘·¥¤´¥¥ ± ± ¢§¢¥Ï¥´´Ò° ¸²¥¤. ‚Ò· ¦¥´¨¥ (3.30) ³μ¦´μ É ±¦¥ · ¸¸³ -
É·¨¢ ÉÓ ± ± μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ¢§¢¥Ï¥´´μ£μ ¸²¥¤ 

I
31 ≡ Tr q

{
K2K1K2K1

}
≡
〈
Tr q4

I
〉

+
〈
Tr

{
Ξ2Ξ1Ξ2Ξ1

}〉
, (3.35)

±μÉμ·Ò° ¶μ ¶μ¸É·μ¥´¨Õ · ¢¥´ ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ Í¨¨ ¸²¥¤μ¢ ¶μ μ¡Ð¨³ ¨´¢ -
·¨ ´É´Ò³ ¶μ¤¶·μ¸É· ´¸É¢ ³ ¸ ´¥±μÉμ·Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨: ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥
χ∗ ¨ χ∗∗. Œμ¦´μ ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ²  ¶·¨´ÖÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢¨¤  (3.35) §  μ¶·¥¤¥-
²¥´¨¥ ¸·¥¤´¥£μ ¢ ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  Å ¸¶¥·¢  § ¶¨¸ ¢ ¥£μ ¸ ´¥¨§¢¥¸É´Ò³¨
±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨,   § É¥³ ¢ÒÎ¨¸²¨¢ ¨Ì ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê¸²μ¢¨° ¢ É ¡². 3. ‘ ³ 
¨¤¥Ö  ´ ²μ£¨Î´  ´¥Ö¢´Ò³ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö³ ¸·¥¤´¥£μ, · ¸¸³μÉ·¥´´Ò³ ¢ÒÏ¥, μ¤-
´ ±μ ¥¥ ·¥ ²¨§ Í¨Ö ´  ÔÉμÉ · § ´¥ ¸Éμ²Ó ¶·Ö³μ²¨´¥°´ . ‚ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥
μ´  μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [29].
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� §²μ¦¥´¨¥ ¨´¢ ·¨ ´É  Ê§²  ¶μ Ì · ±É¥· ³. �± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¤²Ö ¶·μ-
¨§¢μ²Ó´μ£μ Ê§²  ¨ ¤²Ö Ï¨·μ±μ£μ ±² ¸¸  ³μ¤¥²¥° É¨¶  Š ÊËË³ ´  ³μ¦´μ
´ ¶¨¸ ÉÓ  ´ ²μ£ · §²μ¦¥´¨Ö (3.30)≡(3.35):

I
K
κ =

∑
r

crχr, (3.36)

±μÉμ·Ò° (¢ ¸¨²Ê ¶·¨Î¨´, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ¢ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · §¤¥² Ì) Î ¸Éμ
´ §Ò¢ ÕÉ Ëμ·³Ê²μ° · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ Ì · ±É¥· ³. � §²μ¦¥´¨¥ ¶μ Ì · ±É¥· ³
´¥μ¤´μ§´ Î´μ: μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ ¨´¢ ·¨ ´É ¤μ¶Ê¸± ¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³´μ£μ · §²μ-
¦¥´¨° ¢¨¤  (3.36) ¶μ · §²¨Î´Ò³ ´ ¡μ· ³ ®Ì · ±É¥·μ¢¯ χ [55].

”μ·³Ê²Ò · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ Ì · ±É¥· ³ ¨£· ÕÉ ¢ ¦´ÊÕ ·μ²Ó ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ -
´¨¨ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ [2]. „¥²μ ¢ Éμ³, ÎÉμ ¥¸²¨ ¨§ÊÎ ÉÓ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¨´¢ ·¨-
 ´É  μ¤´μ¢·¥³¥´´μ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ Ê§²  K ¨ μÉ É¨¶  ³μ¤¥²¨ Š ÊËË³ ´  κ, Éμ
· §²μ¦¥´¨¥ (3.36) μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É Î ¸É¨Î´μ¥ · §¤¥²¥´¨¥ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¢ ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¥³ ¸³Ò¸²¥. ‘ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö ¤ ´´μ° ³μ¤¥²¨ É¨¶  Š ÊËË³ ´  ¢¸¥ Ê§²Ò
· §¡¨¢ ÕÉ¸Ö ´  ¡¥¸±μ´¥Î´Ò¥ ¸¥³¥°¸É¢ , É ±¨¥, ÎÉμ ´ ¡μ· ¢¥²¨Î¨´ {χr} μ¤¨-
´ ±μ¢ ¤²Ö ¢¸¥Ì Ê§²μ¢ ¤ ´´μ£μ ¸¥³¥°¸É¢ ,   § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ §´ Î¥´¨Ö ¨´¢ ·¨ ´É 
μÉ Ê§²  Å Î²¥´  ¸¥³¥°¸É¢  Å Í¥²¨±μ³ ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´É Ì {cr}.
‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¤²Ö ¤ ´´μ£μ Ê§²  ¢¸¥¢μ§³μ¦´Ò¥ ³μ¤¥²¨ É¨¶  Š ÊËË³ ´ 
· §¡¨¢ ÕÉ¸Ö ´  ¸¥³¥°¸É¢  ¸ μ¡Ð¨³¨ {cr} ¨ · §²¨Î´Ò³¨ {χr} ¢´ÊÉ·¨ ± ¦¤μ£μ
¸¥³¥°¸É¢ . ’ ±μ¥ · §¤¥²¥´¨¥ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¨£· ¥É ±²ÕÎ¥¢ÊÕ ·μ²Ó ¤²Ö ¤¢ÊÌ ¢ ¦-
´ÒÌ ¶μ¤Ìμ¤μ¢ ± ¨´¢ ·¨ ´É ³ Ê§²μ¢ ¨§ É ¡². 2: Î¥·¥§ ³ É·¨Î´Ò¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö
£·Ê¶¶Ò ±μ¸ [55] ¨ Î¥·¥§ ±¢ ´Éμ¢Ò¥ R-³ É·¨ÍÒ [48].

4. ®ƒ�‹�ƒ��ŒŒ�¯ ”��Œ�‹œ��‰ ’Š’� “‡‹�

4.1. � £²Ö¤´Ò° μ¡· § É·¥Ì³¥·´μ° ³μ¤¥²¨. ˆ¤¥Ö Î·¥§¢ÒÎ °´μ ´ £²Ö¤´ .
‚μ§Ó³¥³ § ³±´ÊÉÊÕ ±·¨¢ÊÕ C ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ (¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²Ê-
Î ¥ ¢ ®μ¡ÒÎ´μ³¯ R3) ¨ ´¥ ¡Ê¤¥³ · §²¨Î ÉÓ ¶ ·Ê É ±¨Ì ±·¨¢ÒÌ, ¥¸²¨ μ¤´ 
¶¥·¥Ìμ¤¨É ¢ ¤·Ê£ÊÕ ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´μ³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¨. ‡ ¤ Î  Å ¶μ¸É·μ¨ÉÓ
’Š’�, ¢ ±μÉμ·μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¸¢Ö§ ´  ¨³¥´´μ ¸ É ±¨³ ±² ¸¸μ³
Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ±·¨¢ÒÌ (²¨¡μ ¸ μÉ¤¥²Ó´μ° ±·¨¢μ°, ´μ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¤²Ö ¢¸Ö-
±μ° ¶ ·Ò ´¥¶·¥·Ò¢´μ-Ô±¢¨¢ ²¥´É´ÒÌ ±·¨¢ÒÌ). Š ± Ê¦¥ £μ¢μ·¨²μ¸Ó, É ±¨¥
±² ¸¸Ò Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¸É¨ ´ §Ò¢ ÕÉ Ê§² ³¨,   ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥
¢¥²¨Î¨´Ò ´ §Ò¢ ÕÉ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ Ê§²μ¢ (ˆ“). ‚ ¸ ³ÒÌ μ¡Ð¨Ì Î¥·É Ì ®Ë¨§¨-
Î¥¸± Ö¯ (É·¥Ì³¥·´ Ö) ³μ¤¥²Ó ˆ“ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¤¢Ê³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö³.

� ˆ¸ÉμÎ´¨± Éμ±  ¢ Ëμ·³¥ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° C ¸μ§¤ ¥É ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥
¶μ²¥ (´ ¶μ¤μ¡¨¥ ³ £´¨É´μ£μ).

� � ¡²Õ¤ ¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ Ö ³¥·  ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ÔÉμ£μ ¶μ²Ö ´  ¶·μ¡´ÊÕ
Î ¸É¨ÍÊ, ¤¢¨¦ÊÐÊÕ¸Ö ¶μ § ³±´ÊÉμ° É· ¥±Éμ·¨¨ ¢ ¢¨¤¥ ±·¨¢μ° C.

‡¤¥¸Ó, ¶· ¢¤ , ¢μ§´¨± ¥É μÎ¥¢¨¤´ Ö ¶·μ¡²¥³ : μ¤´  ¨ É  ¦¥ ±·¨¢ Ö C
¨£· ¥É ·μ²Ó ± ± ¨¸ÉμÎ´¨±  ¶μ²Ö, É ± ¨ É· ¥±Éμ·¨¨ ¶·μ¡´μ° Î ¸É¨ÍÒ. �É 
¶·μ¡²¥³  ·¥Ï ¥É¸Ö § ³¥´μ° ±·¨¢μ°-¨¸ÉμÎ´¨±  ²¨¡μ ±·¨¢μ°-É· ¥±Éμ·¨¨ ´ 
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±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨±: C → C′ ∼ C, μÉ²¨Î ÕÐÊÕ¸Ö μÉ ¨¸Ìμ¤´μ° ®´¥¡μ²ÓÏ¨³ ¸¤¢¨-
£μ³¯ (¶μ¤·μ¡´¥¥ ¸³. [3, 45]). ‡ ³¥Î É¥²Ó´μ, ÎÉμ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ¸ÉÓ É ±μ° ¦¥
μ¶¥· Í¨¨ ´¥§ ¢¨¸¨³μ ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨ Î¨¸Éμ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ μ¡-
¸Ê¦¤ ¥³ÒÌ ˆ“ [29,48].

ˆ¸±μ³ Ö ³μ¤¥²Ó ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨ ¨´¢ ·¨ ´É´μ°: ³¥·  ¢μ§-
¤¥°¸É¢¨Ö ´  ¶·μ¡´ÊÕ Î ¸É¨ÍÊ ¤μ²¦´  ¸μÌ· ´ÖÉÓ¸Ö ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´¥¶·¥-
·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ± ± ±·¨¢μ°-¨¸ÉμÎ´¨± , É ± ¨ ±·¨¢μ°-É· ¥±Éμ·¨¨.
�μ¸±μ²Ó±Ê ´¥¶·¥·Ò¢´Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ±·¨¢μ°, ¢²μ¦¥´´μ° ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ,
³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ´¥¶·¥·Ò¢´Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸ ³μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ ,
§¤¥¸Ó ¶μ¤μÏ²  ¡Ò ³μ¤¥²Ó, ¢¸¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¨ ¢¸¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ±μ-
Éμ·μ° ¨´¢ ·¨ ´É´Ò μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ μ¡Ð¥±μμ·¤¨´ É´μ-¨´¢ ·¨ ´É´ÒÌ ¶·¥μ¡· -
§μ¢ ´¨°.

Œμ¤¥²Ó, μ¡² ¤ ÕÐ Ö μÉ³¥Î¥´´Ò³ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³,   É ±¦¥ ¤·Ê-
£¨³¨ ¦¥² ¥³Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨, ¡Ò²  ¨§¢¥¸É´  ¶μ¤ ´ §¢ ´¨¥³ É·¥Ì³¥·´ Ö É¥μ-
·¨Ö —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  (’—‘). ‚¥²¨Î¨´ , ±μÉμ· Ö ¨£· ¥É ·μ²Ó μ¸´μ¢´μ° Ë¨§¨-
Î¥¸±μ° ¶¥·¥³¥´´μ° ¢ ’—‘ (± ± ¨ ¢μ ³´μ£¨Ì ¤·Ê£¨Ì ± ²¨¡·μ¢μÎ´ÒÌ É¥μ·¨ÖÌ
¶μ²Ö) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨³ ¸·¥¤´¨³ (‚‘).

‡ ³¥Î É¥²Ó´μ¥ ¸²¥¤¸É¢¨¥ μ¡Ð¥±μμ·¤¨´ É´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ¸μ¸Éμ¨É ¢
Éμ³, ÎÉμ ®¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ · §²¨Î´ÒÌ¯ ¶μ²¥¢ÒÌ ±μ´Ë¨£Ê· Í¨° ¢ ’—‘, ¸¢Ö§ ´-
´μ° ¸ ¤ ´´Ò³ Ê§²μ³ (¢ ± Î¥¸É¢¥ ±·¨¢μ°-¨¸ÉμÎ´¨± ), μ± §Ò¢ ¥É¸Ö (´¥¡μ²Ó-
Ïμ¥!) ±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ. �Éμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¸¢¥¸É¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ (¶²μÌμ μ¶·¥¤¥²¥´-
´μ°) ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢μ° ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ (Ìμ·μÏμ μ¶·¥¤¥²¥´´μ°)
´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢μ ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´μ° ³μ¤¥²¨ ¸ ±μ´¥Î´μ³¥·´Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ³
¸μ¸ÉμÖ´¨°. �· ¢¤ , ÔÉμÉ ¶ÊÉÓ ¶·μ²¥£ ¥É Î¥·¥§ ·Ö¤ ®Ô¢·¨¸É¨Î¥¸±¨Ì¯ Ï £μ¢, ¨
¢¸¥ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸±μ·¥¥ ¶·¥É¥´¤ÊÕÉ ´  ¸ ³μ¤μ¸É ÉμÎ´ÊÕ(Ò¥)
±μ´¸É·Ê±Í¨Õ(¨), Î¥³ ´  ¢Ò¢μ¤ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ˆ“ ¨§ ’—‘. . .

’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Ö ˆ“ ± ± ‚‘ ¢ ’—‘ ¨³¥¥É ¶μ¤ ¸μ¡μ° ·Ö¤
¢¥¸Ó³  ¸¥·Ó¥§´ÒÌ μ¸´μ¢ ´¨°, μ¡§μ·Ê ±μÉμ·ÒÌ ´  Ô²¥³¥´É ·´μ³ Ê·μ¢´¥ ³Ò ¨
¶μ¸¢ÖÉ¨³ ´ ¸ÉμÖÐ¨° · §¤¥².

4.2. Š² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥. 	Ê±¢ ²Ó´μ £μ¢μ·ÖÉ É ±: ®�μ²¨´μ³ „¦μ´-
¸ /•�Œ”‹ˆ/Š ÊËË³ ´  (¢ Éμ³ Î¨¸²¥ · ¸±· Ï¥´´Ò°) ¥¸ÉÓ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ¥
¸·¥¤´¥¥ ¢ É¥μ·¨¨ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸ ¯.

‚ ®²¥¢μ° Î ¸É¨¯ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö Å ˆ“ μ¸μ¡μ£μ É¨¶ , ¶·¨³¥·Ò ±μÉμ·ÒÌ ¤ ´Ò
¢ É ¡². 2. ‚ ®¶· ¢μ° Î ¸É¨¯ Å μ¸´μ¢´ Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¢ ’—‘ Å Ê¶μ³Ö´ÊÉ Ö
¢ÒÏ¥ ’Š’�, μ ±μÉμ·μ° ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ ¤ ²ÓÏ¥.

Š² ¸¸¨Î¥¸± Ö · ¡μÉ . ’¥§¨¸ ¢ÒÏ¥, ± ± ¶· ¢¨²μ,  ¸¸μÍ¨¨·Ê¥É¸Ö ¸ ¨§¢¥¸É-
´μ° · ¡μÉμ° ‚¨ÉÉ¥´  [3], ¢ ±μÉμ·μ°, ¢¥·μÖÉ´μ, ÔÉμ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¡Ò²μ ¢¶¥·¢Ò¥
¨§²μ¦¥´μ ± ± Í¥²Ó´Ò° μ¡· §∗. �¤´ ±μ ÔÉÊ (¡¥§Ê¸²μ¢´μ Ö·±ÊÕ) · ¡μÉÊ ¸±μ·¥¥

∗„²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ „¦μ´¸  ¨ SU(2) ’—‘; ¢ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¥° · ¡μÉ¥ [56] Ê¶μ³Ö´ÊÉÒ É ±¦¥ ¶μ-
²¨´μ³Ò •�Œ”‹ˆ ¨ SU(N) ’—‘.
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¸Éμ¨É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸¨³¢μ² ¸Õ¦¥É  ¨ Ô¶μÌ¨. ‘ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ£·μ³´Ò°
Ê¸¶¥Ì ¢Ò¸ÉÊ¶²¥´¨Ö ‚¨ÉÉ¥´  ´  ±μ´£·¥¸¸¥ Œ�Œ” 1988 £. (¨ μ¸´μ¢ ´´μ° ´ 
´¥³ ¶Ê¡²¨± Í¨¨ [3]) ¢·Ö¤ ²¨ ¡Ò² ¸²ÊÎ °´Ò³: ¨¤¥Ö ¨ ´ ¢μ¤ÖÐ¨¥ ¸μμ¡· ¦¥´¨Ö
(¸μ ¸²μ¢ ¸μ¢·¥³¥´´¨±μ¢) ± Éμ³Ê ³μ³¥´ÉÊ ®¢¨É ²¨ ¢ ¢μ§¤ÊÌ¥¯. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ-
·μ´Ò, ¶μ¸²¥¤μ¢ ¢Ï Ö §  ¢Ò¸ÉÊ¶²¥´¨¥³ · ¡μÉ  [3] ¶·¨μ¡·¥²  μ£·μ³´ÊÕ ¶μ¶Ê-
²Ö·´μ¸ÉÓ ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ¡² £μ¤ ·Ö ¸¸Ò²± ³ ´  ´¥¥ ± ± ´  ¶¥·¢ÊÕ∗ ¶Ê¡²¨± Í¨Õ
¶μ É¥³¥. ’ ± ¨²¨ ¨´ Î¥ · ¡μÉÊ �. ‚¨ÉÉ¥´  1988 £. [3] ¶·¨´ÖÉμ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ
± ± ÉμÎ±Ê ¸É ·É  Í¥²μ£μ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥.

�μ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ · ¡μÉÒ. �¡Ñ¥³ ¨ ³´μ£μμ¡· §¨¥ · §²¨Î´ÒÌ É¥±¸Éμ¢ ¶μ É¥³¥
¶· ±É¨Î¥¸±¨ ´¥ μ¸É ¢²ÖÕÉ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¶·¨¢¥¸É¨ ¶¥·¥Î¥´Ó, ÌμÉÓ ¸±μ²Ó±μ-
´¨¡Ê¤Ó ¶·¥É¥´¤ÊÕÐ¨° ´  ¶μ²´μÉÊ (¸³., ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¸¸Ò²±¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥³
É¥±¸É¥). �  ¢±Ê¸  ¢Éμ·  ³μ¦´μ ¶·¨¢¥¸É¨ ´¥¸±μ²Ó±μ Ì · ±É¥·´ÒÌ ¶·¨³¥·μ¢,
μÉ· ¦ ÕÐ¨Ì μ¸´μ¢´Ò¥ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö: · ¡μÉÒ [46] ¨ [58], ±Ê·¸ ²¥±Í¨° [47],
μ¡§μ· [45]. �·¥¤³¥É ¤μ¢μ²Ó´μ ¡Ò¸É·μ ¢μÏ¥² ¢ Ì·¥¸Éμ³ É¨¨ ¶μ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [2]). …Ð¥ μ¤¨´ ¶μ¢μ·μÉ ¸Õ¦¥É  ¨§²μ¦¥´ ¢ · ¡μÉ Ì [59, 60].
� §²¨Î´Ò³ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö³ ¶μ¨¸±μ¢ ¶μ¸¢ÖÐ¥´  ±´¨£  [61]. � ±μ´¥Í, ¸ ³Ò³
¸¢¥¦¨³ ¤μ¸É¨¦¥´¨¥³ (±μ ¢·¥³¥´¨ ´ ¶¨¸ ´¨Ö ÔÉμ£μ É¥±¸É ) ¸É ²  · ¡μÉ  [30],
±μÉμ· Ö É ±¦¥ ¸μ¤¥·¦¨É μ¡§μ· ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´μ£μ ¢ ´¥° ¶μ¤Ìμ¤ .

4.3. ˆ¤¥Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨¨: £μ²μ£· ³³  ¤¢Ê³¥·´μ° ’Š’�. …¸²¨ ´ °É¨ ´ ¡μ·
¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°, ¢ ¶·μ¥±Í¨¨ ´  ¶²μ¸±μ¸ÉÓ ¶μ·μ¦¤ ÕÐ¨Ì
®¨§´ Î ²Ó´μ ¶²μ¸±¨¥¯ Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤  ¤ ´´μ° ’Š’� (É¨¶  Sk ¨§ É ¡². 1
¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥), Éμ É¥³ ¸ ³Ò³ Ê¤ ¸É¸Ö ¶μ¸É·μ¨ÉÓ É·¥Ì³¥·´Ò° ¶·μμ¡· §
ÔÉμ° ’Š’�.

’·¥Ì³¥·´Ò° ¶·μμ¡· § ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Sk ¸Ì¥³ É¨Î¥¸±¨ ¨§μ¡· ¦¥´ ´  ·¨¸. 7.
Š ¦¤Ò° Ë· £³¥´É ¤¨ £· ³³Ò Ê§² , ¢Ìμ¤ÖÐ¨° ¢ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ Sk, ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö
± ± ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥ ¤¨ £· ³³Ò Ê§²  ¸ ¤¨¸±μ³. �ÉμÉ ¤¨¸± ³μ¦¥É ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ¸Ö ¶·¨
¶·μ¥±Í¨¨ Ï ·  ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥, ¸μ¤¥·¦ Ð¥£μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐÊÕ
Î ¸ÉÓ ¨¸Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ°. ’μ£¤  ¶¥·¥Ìμ¤ ³¥¦¤Ê · §²¨Î´Ò³¨ Î²¥´ ³¨ ¢ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨¨ Sk ¡Ê¤¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ´¥¶·¥·Ò¢´μ³Ê ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Õ Î ¸É¨ ±·¨¢μ°
¢´ÊÉ·¨ Ï ·  (´μ ´¥ ¸ ³μ° ±·¨¢μ°, ±μÉμ·ÊÕ ¶·¨¤¥É¸Ö · §·¥§ ÉÓ ¨ ¸±²¥¨ÉÓ!).

�¨¸. 7. ’·¥Ì³¥·´Ò° μ¡· § ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Sk. �¶¥· Éμ· Ωab ´¥¶·¥·Ò¢´μ ³¥´Ö¥É ³¥-
¸É ³¨ ÉμÎ±¨ a ¨ b ¢ ¢Ò¡· ´´μ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¢³¥¸É¥ ¸ ¶·¨¸μ¥¤¨´¥´´Ò³¨ ¤Ê£ ³¨
±·¨¢μ°

∗‡  μÎ¥´Ó ·¥¤±¨³¨ ¨ É·Ê¤´μ¤μ¸ÉÊ¶´Ò³¨ ¨¸±²ÕÎ¥´¨Ö³¨ ¢·μ¤¥ [57].
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� ¨³¥´´μ, ¥¸²¨ ¤Ê£¨ ±·¨¢μ° (´  ±μÉμ·μ° ¤μ²¦´μ ¡ÒÉÓ ¢Ò¡· ´μ ´ ¶· ¢²¥´¨¥)
®¢Ìμ¤ÖÉ¯ ¢ Ï · ¢ ÉμÎ± Ì c ¨ d,   ®¢ÒÌμ¤ÖÉ¯ ¢ ÉμÎ± Ì a ¨ b, Éμ ¶·μμ¡· §Ò ¤¢ÊÌ
¤¨ £· ³³ ¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨ Sk ¸¢Ö§ ´Ò ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶¥·¥³¥Ð¥´¨¥³ ÉμÎ¥± a ¨ b
(¶·¨ ´¥¶μ¤¢¨¦´ÒÌ c ¨ d) ¶μ μ±·Ê¦´μ¸É¨ ´  £· ´¨Í¥ Ï · , É ± ÎÉμ ± ¦¤ Ö
ÉμÎ±  ¢μ§¢· Ð ¥É¸Ö ¢ ¨¸Ìμ¤´μ¥ ¶μ²μ¦¥´¨¥, μ¶¨¸ ¢ ¶μ²´Ò° μ¡μ·μÉ. —²¥´ ¢
¶· ¢μ° Î ¸É¨ Sk ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö, ¥¸²¨ ± ¦¤ Ö ÉμÎ±  ¶·μÏ²  ¶μ²μ¡μ·μÉ , É ± ÎÉμ
±μ´¥Î´μ¥ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ÉμÎ¥± μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¨Ì ¶¥·¥¸É ´μ¢±μ°.

�·μ¸É¥°Ï Ö 3d ’Š’� ¤²Ö ˆ“ ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö μ¶¨¸ ´´Ò³
É·¥Ì³¥·´Ò³ μ¡· §μ³ Ê¸²μ¢¨Ö Sk. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, μ¡Ð¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ¸·¥¤´¥£μ
¢ É ¡². 3 ´¥ ¶·¨¢Ö§ ´Ò ± ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨ ¨ ³μ£ÊÉ ¸ É¥³ ¦¥ Ê¸¶¥Ìμ³ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ¢ É·¥Ì³¥·´μ°. “¸²μ¢¨Ö ¦¥ RIII, RII ¨ RI ¨§ É ¡². 1, ±μÉμ·Ò¥
¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨ ¤μ¶μ²´Ö²¨ Ê¸²μ¢¨¥ ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ¸·¥¤´¥£μ μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¶·μ¥±Í¨¨ Ê§²  ´  ¶²μ¸±μ¸ÉÓ, ´¥ ¢Ìμ-
¤ÖÉ ¢ É·¥Ì³¥·´ÊÕ Ëμ·³Ê²¨·μ¢±Ê ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥,   ¸²¥¤ÊÕÉ ¨§ ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨
¸·¥¤´¥£μ ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥´´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ. �μ¸²¥¤´¥¥
¤¥² ¥É É·¥Ì³¥·´ÊÕ ³μ¤¥²Ó ³´μ£μμ¡¥Ð ÕÐ¥°, ¶μ¸±μ²Ó±Ê μÉ±·Ò¢ ¥É ¶ÊÉÓ ¤²Ö
μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ´  ¸²ÊÎ ° Ê§²μ¢ ¢ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÒÌ (Î¥³ R3) ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì (£¤¥,
± ± ¶· ¢¨²μ, ´¥¨§¢¥¸É¥´  ´ ²μ£ ¸¨¸É¥³Ò Ê¸²μ¢¨° RI, RII ¨ RIII ¨§ É ¡². 1,
¸³. ¤ ²¥¥).

4.3.1. Š ± ¸Î¨É ÕÉ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢ ¸ ¶μ³μÐÓÕ É·¥Ì³¥·´μ° ³μ-
¤¥²¨? �¶¨¸ ´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ ¸μμ¡· ¦¥´¨Ö ¢ ¶·¨´Í¨¶¥ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¶·μ¢¥¸É¨ Ö¢-
´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¨´¢ ·¨ ´É  Ê§²  ¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³ ¢ ¤¢Ê³¥·´μ°
Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ (3.1), ´μ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÖ ¸¥¡¥ É·¥Ì³¥·-
´ÊÕ ±μ´¸É·Ê±Í¨Õ. —Éμ ´μ¢μ£μ ³μ£ ¡Ò ¶·¨¢´¥¸É¨ É ±μ° ¶μ¤Ìμ¤, ³Ò μ¡¸Ê¤¨³
¢ ¶. 4.3.2,   ¥£μ · ¸¶·μ¸É· ´¥´´ÊÕ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ Å ¢ ¶. 4.3.3.
�μ±  ±· É±μ ¶·¨¢¥¤¥³ ¸ ³Ê ¸Ì¥³Ê É ±¨Ì ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°. ‚ μ¸´μ¢¥ ²¥¦¨É ³¥Éμ¤
· §·¥§ ´¨Ö ¨ ¸±²¥°±¨.

� ‚ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ V , ±Ê¤  ¢²μ¦¥´ ´ Ï Ê§¥² ¢ ¢¨¤¥ § ³±´Ê-
Éμ° ±·¨¢μ° C, ¢Ò¡¨· ÕÉ ´ ¡μ· μ¡² ¸É¥° Da ⊂ V É ±, ÎÉμ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥ Ê§² 
¸ ± ¦¤μ° μ¡² ¸ÉÓÕ Ba = K ∩ Da ¨³¥¥É ¢¨¤ μ¤´μ£μ ¨§ ± ´μ´¨Î¥¸±¨Ì ¡²μ-
±μ¢: ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ± ¦¤ Ö μ¡² ¸ÉÓ Da = S3 Å (Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨°) Ï ·,
  ¡²μ± K ∩ Da = Ba Å ¶ ·  ¤Ê£ (¸³. ·¨¸. 7).

� ƒ· ´¨Í  ± ¦¤μ° μ¡² ¸É¨ ∂Da Å § ³±´ÊÉ Ö ¤¢Ê³¥·´ Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ
¸ ´ ¡μ·μ³ μÉ³¥Î¥´´ÒÌ ÉμÎ¥± ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ¸ ±·¨¢μ°: {aα} = C ∩ ∂Da. � 
·¨¸. 7 £· ´¨Í  ∂Da ∩C = S2 ∩ {a,b, c,d} Å ¸Ë¥·  ¸ Î¥ÉÒ·Ó³Ö μÉ³¥Î¥´´Ò³¨
ÉμÎ± ³¨.

� Š ¦¤μ³Ê ¡²μ±Ê B ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ¢¥²¨Î¨´  ΨB ¸ § ¤ ´´Ò³ ³´μ¦¥¸É¢μ³
§´ Î¥´¨° {ΨB|α} Å ¢¥±Éμ·μ¢ (¨²¨ ³ É·¨Í, ¨²¨ É¥´§μ·μ¢).

Å �²¥³¥´ÉÒ ΨB § ¢¨¸ÖÉ ± ± μÉ ¢¨¤  ¡²μ± , É ± ¨ μÉ ¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨.
Å ‚ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢ ¤²Ö ΨB ¨§¢¥¸É´Ò Ö¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö.
Å ’μ¦¤¥¸É¢  “μ·¤  ’Š’� § ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ± ± ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê · §-

²¨Î´Ò³¨ ΨB .
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Å ΨB  ´ ²μ£¨Î´Ò μ¶¥· Éμ· ³ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ ¨ ¨Ì Î ¸É¨Î´Ò³ ¸¢¥·É± ³
¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨ ¨§ · §¤. 3,   É ±¦¥ ¸ ®Ô²¥³¥´É ·´Ò³¨ ¢±² ¤ ³¨¯ ¢ ¨´É¥-
£· ² Šμ´Í¥¢¨Î  ¨§ ¶. 5.6 ¨ ¶·¨²μ¦¥´¨Ö 3.

� ƒ¥μ³¥É·¨Î¥¸± Ö ¸Ì¥³  ®¸¡μ·±¨¯ ¡²μ±μ¢ § ¤ ¥É ËÊ´±Í¨Õ F [ΨB].
Å �  ¶· ±É¨±¥ ΨB Å É¥´§μ·Ò,   F [ΨB] Å ¨Ì ¸¢¥·É± , ±μÉμ· Ö ¥¸É¥-

¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¶μ ·¨¸Ê´±Ê · §·¥§ ´´μ£μ Ê§²  (¸³. ¶·¨³¥·Ò
¢ [62]).

Å F [ΨB] Å  ´ ²μ£ ¸¢¥·É±¨ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±  ¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨
¨§ ¶. 3.4.

� ‘·¥¤´¥¥ μÉ ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ËÊ´±Í¨¨ μ¶·¥¤¥²¥´μ ± ± ¸Ê³³  ¸ μ¶·¥¤¥²¥´-
´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ¶μ ¢¸¥³ ´ ¡μ· ³ §´ Î¥´¨°  ·£Ê³¥´É  ¤²Ö ± ¦¤μ£μ
¡²μ± : C

M
=

∑
α

cαF [ΨB|α]. �Éμ ¨ ¥¸ÉÓ ®´ ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¢¥²¨Î¨´ ¯ ’Š’�.

‚Ò· ¦¥´¨¥ ¢ÒÏ¥ Å  ´ ²μ£ ¸·¥¤´¥£μ ¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨ ¨§ ¶. 3.4.
� ‚¥²¨Î¨´  C ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ ¨´¢ ·¨ ´Éμ³ Ê§² , É. ¥.:
Å C ¤μ²¦´  ¸μÌ· ´ÖÉÓ¸Ö ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ -

´¨ÖÌ ±·¨¢μ° C ¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢²μ¦¥´¨Ö V ;
Å É ±¦¥ C ´¥ ¤μ²¦´  § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ ¸¶μ¸μ¡  · §·¥§ ´¨Ö ´  Ô²¥³¥´É ·´Ò¥

¡²μ±¨;
Å § Éμ C ³μ¦¥É § ¢¨¸¥ÉÓ μÉ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ±² ¸¸  C,   É ±¦¥ μÉ ¶ · -

³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨ M, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, μÉ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¢²μ¦¥´¨Ö V (¸³.
μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¢ ¶. 2.1.2);

Å ¶¨ÏÊÉ: K ≡ C[K], £¤¥ K Å Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨° ±² ¸¸ ±·¨¢μ° (´ §¢ ´¨¥
Ê§² , ´ ¶·¨³¥· ¶μ �μ²ÓË¸¥´Ê [37]).

� “¸²μ¢¨Ö ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¶Ê´±É¥ ¤μ²¦´Ò ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¡² £μ¤ ·Ö ¸¢μ°¸É¢ ³
ËÊ´±Í¨° ¡²μ±μ¢ ΨB , ¢¨¤Ê ËÊ´±Í¨¨ F [ΨB] ¨ §´ Î¥´¨Ö³ ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ cα

F [ΨB], ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´Ò³ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ’Š’�.
�¶¨¸ ´´ Ö ®É·¥Ì³¥·´ Ö¯ É¥Ì´¨±  ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶μ¤·μ¡´μ ¨§² £ ¥É¸Ö, ´ -

¶·¨³¥·, ¢ [62].
4.3.2. �·¨ Î¥³ §¤¥¸Ó ’—‘? ’·¥Ì³¥·´ Ö ®Ë¨§¨± ¯, μ¶¨¸ ´´ Ö ¢ ¶. 4.1,

¢ Ë ±É¨Î¥¸±μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ¶·μÖ¢²Ö¥É¸Ö ¤μ¢μ²Ó´μ Éμ´±¨³ μ¡· §μ³.
� ¨³¥´´μ: ’—‘ ¤μ¶Ê¸± ¥É  ±¸¨μ³ É¨Î¥¸±μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥; ¨§ ´¥£μ, ¢ Î ¸É-

´μ¸É¨, ¸²¥¤Ê¥É ´¥§ ¢¨¸¨³μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ®ËÊ´±Í¨° Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¡²μ±μ¢¯, ¨§
±μÉμ·ÒÌ ®¸μ¡¨· ¥É¸Ö¯ ˆ“ (¶. 4.3.1 [62]).

Š’� ± ± ´ ¡μ·  ±¸¨μ³. ‚μμ¡Ð¥ ¶·μ£· ³³  Ëμ·³ ²¨§ Í¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ-
·¨¨ ¶μ²Ö ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ´ ¡μ·   ±¸¨μ³ ¢μ¸Ìμ¤¨É ¥Ð¥ ± ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ ³μ´μ£· -
Ë¨Ö³, ´ ¶·¨³¥· [22]. �μ¤ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¥° ¶μ²Ö (’Š’�)
μ¡ÒÎ´μ ¶μ´¨³ ÕÉ ¨§´ Î ²Ó´μ Ëμ·³ ²Ó´ÊÕ ±μ´¸É·Ê±Í¨Õ, ¨¤¥μ²μ£¨Ö ±μÉμ·μ°
¢¶¥·¢Ò¥ ¡Ò²  ¨§²μ¦¥´  ¢ · ¡μÉ¥ �ÉÓ¨ [28]. �·¥¤¸É ¢²¥´´ Ö É ³ ¸¨¸É¥³   ±-
¸¨μ³ ’Š’� ¸É ²  ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ¨ ¶·¨¢μ¤¨É¸Ö ¢μ ³´μ£¨Ì · ¡μÉ Ì, ± ¸ ÕÐ¨Ì¸Ö
®±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢ÒÌ¯ ¨¤¥° ¢ Éμ¶μ²μ£¨¨. ˆ³¥´´μ ¸ É ±μ° ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¶·¥¤-
² £ ¥É¸Ö · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ’—‘ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ a la [3]. �·¨ ÔÉμ³
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¸ ³  ’—‘, ¢±²ÕÎ Ö μ¸´μ¢´μ¥ ¶μ´ÖÉ¨¥ ‚‘ ¢ É¥μ·¨¨, ¢¢μ¤¨É¸Ö ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ ¥Ð¥
μ¤´μ° ¢¸¶μ³μ£ É¥²Ó´μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨, ´ ¡·μ¸μ± ±μÉμ·μ° ¶·¨¢¥¤¥´ ´¨¦¥.

‹¨É¥· ÉÊ·´Ò¥ ¸¸Ò²±¨. Šμ´¸É·Ê±Í¨Ö, μ ±μÉμ·μ° ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ, ¶·¥¤¸É -
¢²¥´  ¢ μ·¨£¨´ ²Ó´μ° · ¡μÉ¥ [3] ¢ ¢¨¤¥ ¨§ÖÐ´μ° ± ·É¨´Ò. � §· ¡μÉ±¥ ³´μ£μ-
Î¨¸²¥´´ÒÌ ¤¥É ²¥° ¶μ¸¢ÖÐ¥´ ¢´ÊÏ¨É¥²Ó´Ò° ·Ö¤ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨Ì · ¡μÉ. ‚ Î ¸É-
´μ¸É¨, μÎ¥´Ó ¶μ¤·μ¡´μ ¨ μ¡¸ÉμÖÉ¥²Ó´μ ÔÉμÉ ¸Õ¦¥É ¨§²μ¦¥´ ¢ [63] (±· É± Ö
¢¥·¸¨Ö Å ¢ [64]). ‚μ ³´μ£¨Ì · ¡μÉ Ì (μ¸μ¡¥´´μ ¢ μ¡§μ·´ÒÌ) ¶·¨¢μ¤ÖÉ ¸¦ -
Éμ¥ ¨§²μ¦¥´¨¥ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [58, £². 5],   É ±¦¥ [47] ¨ [61]).
’¥Ì´¨±  3d-¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¶μ¤·μ¡´μ · §¡¨· ¥É¸Ö ¢ [62].

’·¥Ì³¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ± ± £· ´¨Î´ Ö § ¤ Î . ‚ ¨¸Ìμ¤´μ° É·¥Ì³¥·´μ° ³μ-
¤¥²¨ Ê§¥² μÉμ¦¤¥¸É¢²Ö²¸Ö ¸ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¶μ²Ö ¨ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ ¸ É· ¥±Éμ·¨¥°
¶·μ¡´μ° Î ¸É¨ÍÒ (¸³. ¶. 4.1). �·¨ ¡μ²¥¥ ¶·μ¤¢¨´ÊÉμ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ¢³¥¸Éμ É· -
¥±Éμ·¨° · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¶·μ¡´ÒÌ Î ¸É¨Í. �É¨ ¢μ²´μ¢Ò¥
ËÊ´±Í¨¨ μ¡· §ÊÕÉ ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³μ¤¥²¨ ¨ μ¶·¥¤¥²ÖÕÉ¸Ö
± ± ·¥Ï¥´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨° (É¨¶  Ê· ¢´¥´¨Ö ˜·¥¤¨´£¥· ). Š ± ¸²¥¤-
¸É¢¨¥, ¢μ²´μ¢ Ö ËÊ´±Í¨Ö ¢´ÊÉ·¨ μ£· ´¨Î¥´´μ° μ¡² ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  Í¥²¨±μ³
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ¥¥ §´ Î¥´¨Ö³¨ ´  £· ´¨Í¥.

’·¥Ì³¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ´  £· ´¨Í¥ ± ± ¤¢Ê³¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó. ‡´ Î¥´¨Ö ¢μ²´μ¢ÒÌ
ËÊ´±Í¨° ´  £· ´¨Í¥ μ¡² ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ³μ¦´μ, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, · ¸¸³ É·¨-
¢ ÉÓ ± ± ¢μ²´μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¤·Ê£μ°, ¤¢Ê³¥·´μ°, ³μ¤¥²¨, Ê ±μÉμ·μ° ¢¸¥ ¶μ²Ö ¨
Î ¸É¨ÍÒ · ¸¶·μ¸É· ´ÖÕÉ¸Ö ´  £· ´¨Í¥ μ¡² ¸É¨. �μ²ÊÎ¥´´ Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤¢Ê-
³¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ¤μ²¦´  ®Ê´ ¸²¥¤μ¢ ÉÓ¯ μ¸´μ¢´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  É·¥Ì³¥·´μ° ³μ¤¥²¨
(¸³. ¶. 4.1): ´ ¡μ· ¶ · ³¥É·μ¢ ¨, £² ¢´μ¥, μ¡Ð¥±μμ·¤¨´ É´ÊÕ (Éμ¶μ²μ£¨Î¥-
¸±ÊÕ) ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ. �·¨ ÔÉμ³ ·μ²Ó ¨¸ÉμÎ´¨±μ¢ ¶μ²Ö ¢ ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨
¡Ê¤ÊÉ ¨£· ÉÓ ÉμÎ±¨ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¸ Ê§²μ³.

„¢Ê³¥·´ Ö ³μ¤¥²Ó ‚¥¸¸ Ä‡Ê³¨´μÄ‚¨ÉÉ¥´ Ä�μ¢¨±μ¢  (‚‡‚�) ¡Ò²  ¨§-
¢¥¸É´  ´¥§ ¢¨¸¨³μ μÉ ’—‘ ¨ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ ¨, ± ± μ± § ²μ¸Ó, μ¡² ¤ ²  ¢¸¥³¨
¦¥² ¥³Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨. Šμ´¸É·Ê±Í¨Ö ¤μ¢μ²Ó´μ ±· É±μ ¨ Ö¸´μ ¨§²μ¦¥´  ¢ μ·¨-
£¨´ ²Ó´μ° · ¡μÉ¥ [65]; ¶μ¤·μ¡´Ò°  ´ ²¨§ ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ ±´¨-
£¥ [34, £². 15Ä17]. ‚ ¸ ³ÒÌ μ¡Ð¨Ì Î¥·É Ì ³μ¤¥²Ó ‚‡‚� Å ÔÉμ μ¡Ð¥±μμ·¤¨-
´ É´μ-¨´¢ ·¨ ´É´ Ö ³μ¤¥²Ó ¸¶¨´μ¢ÒÌ ¶μ²¥° ´  ¤¢Ê³¥·´μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¸ ¤μ-
¶μ²´¨É¥²Ó´μ° £·Ê¶¶μ° ¸¨³³¥É·¨¨ ¸ μÉ³¥Î¥´´Ò³¨ ÉμÎ± ³¨ Å ¨¸ÉμÎ´¨± ³¨
¶μ²Ö. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¡Ò² ¨§¢¥¸É¥´ ¸¶μ¸μ¡ μ¶¨¸ ´¨Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¸μ¸ÉμÖ´¨°
É ±μ° ³μ¤¥²¨ Å ¢ É¥·³¨´ Ì ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ (³ É·¨Î´μ§´ Î´ÒÌ) ËÊ´±Í¨°, ±μ-
Éμ·Ò¥ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ±μ´Ëμ·³´Ò³¨ ¡²μ± ³¨.

�± § ²μ¸Ó, ÎÉμ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ²¨´¥°´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò (  ¨³¥´´μ, ¨´¢ ·¨-
 ´É´Ò¥ É¥´§μ·Ò) ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³μ¤¥²¨ ‚‡‚� (±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ±¢ ´Éμ¢Ò¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥) μ¡² ¤ ÕÉ É¥³ ¦¥ ´ ¡μ·μ³ μ¶·¥-
¤¥²ÖÕÐ¨Ì ¸¢μ°¸É¢, ÎÉμ ¨ ËÊ´±Í¨¨ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¡²μ±μ¢ ¢ 3d-³μ¤¥²¨ ˆ“
(¸³. ´ Î ²μ · §¤¥² ).

Š ´¤¨¤ ÉÒ ´  ·μ²Ó ËÊ´±Í¨° Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¡²μ±μ¢ μÉ ³μ¤¥²¨ ‚‡‚� ´ -
§Ò¢ ÕÉ¸Ö μ¶¥· Éμ· ³¨ ¶μ²Ê³μ´μ¤·μ³¨° ±μ´Ëμ·³ÒÌ ¡²μ±μ¢: ÔÉμ μ¶¥· Éμ·Ò § -
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³¥´Ò ¡ §¨¸  ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨° ³μ¤¥²¨ ¶·¨ ¶μ²Ê¶¥·¥¸É ´μ¢±¥ ¶ ·Ò
¨¸ÉμÎ´¨±μ¢ ¶μ²Ö ¶ÊÉ¥³ ´¥¶·¥·Ò¢´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö, ± ± ´  ·¨¸. 7. ‚ ¶·μ¸É¥°-
Ï¨Ì ¢ ·¨ ´É Ì ³μ¤¥²¨ ÔÉ¨ μ¶¥· Éμ·Ò ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨Õ Sk.

‘¢Ö§ÊÕÐ¨³ §¢¥´μ³ É·¥Ì³¥·´μ° ’—‘, ¤¢Ê³¥·´μ° ³μ¤¥²¨ ‚‡‚� ¨ ˆ“ Ë ±-
É¨Î¥¸±¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ê· ¢´¥´¨¥ Š´¨¦´¨± Ä‡ ³μ²μ¤Î¨±μ¢  (Š‡) [65]. �Éμ Ê· ¢-
´¥´¨¥ (ÉμÎ´¥¥, ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨°) μ¤´μ¢·¥³¥´´μ μ¶¨¸Ò¢ ¥É ± ± ¨§³¥´¥´¨¥
¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨Ì ¸·¥¤´¨Ì ¢ ’—‘ ¶·¨ ³ ²μ° ¤¥Ëμ·³ Í¨¨ ¶·μ¡´μ° ±·¨¢μ° ²¨¡μ
±·¨¢μ°-¨¸ÉμÎ´¨± , É ± ¨ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μ´Ëμ·³´ÒÌ ¡²μ±μ¢ ¢ ³μ¤¥²¨ ‚‡‚� μÉ
¶μ²μ¦¥´¨Ö ÉμÎ¥± Å ¨¸ÉμÎ´¨±μ¢ ¤¢Ê³¥·´μ£μ ¶μ²Ö. �·¨ ÔÉμ³ ¢ μ¡μ¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ
Ê· ¢´¥´¨¥ Š‡ ¢μ§´¨± ¥É ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥ μ¡Ð¥±μμ·¤¨´ É´μ° (É. ¥. Éμ¶μ²μ£¨Î¥-
¸±μ°) ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ± ¦¤μ° ¨§ ³μ¤¥²¥° [43]. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ¶·¥¤¥-
²¥´´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö Š‡ ´¥§ ¢¨¸¨³μ ¢μ§´¨± ÕÉ ± ± ®Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò¥
¡²μ±¨¯, ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ®¸μ¡¨· ¥É¸Ö¯ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò° ˆ“ ¶μ¸·¥¤¸É¢μ³ É¥´§μ·´μ°
¸¢¥·É±¨ Å É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò¥  ¸¸μÍ¨ Éμ·Ò „·¨´Ë¥²Ó¤  ¢ Ëμ·³ ²¨§³¥ ¨´É¥£· ² 
Šμ´Í¥¢¨Î  [66] (·Ö¤ Éμ´±μ¸É¥° μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ [67]).

4.3.3. ‘¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ¶·¨²μ¦¥´¨Ö 3d/2d-³μ¤¥²¨ ˆ“. ’·¥Ì³¥·´ Ö ’Š’� ¨
ˆ“ ¢ ¸²μ¦´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì. �·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ´ 
3d-³´μ£μμ¡· §¨¥, ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μÉ²¨Î´μ¥ μÉ ®μ¡ÒÎ´μ£μ¯ R3, Å μ¤´μ ¨§ ¸ -
³ÒÌ ¶·¨¢²¥± É¥²Ó´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ 3d ’Š’�. ˆ“ ¢ É ±¨Ì ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì ¨§ÊÎ¥´Ò
³ ²μ, ¨ ¶·¨ ÔÉμ³ ¢μ§´¨± ¥É ·Ö¤ ¶·¨´Í¨¶¨ ²Ó´ÒÌ É·Ê¤´μ¸É¥° [2,27]. ‚ Î ¸É-
´μ¸É¨, ¶·μ¡²¥³  μ¸´ Ð¥´¨Ö Ê§²  (¶. 5.5) μ± §Ò¢ ¥É¸Ö £μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¸¥·Ó¥§´μ°
¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ³´μ£μμ¡· §¨° [2, 27]. “¦¥ ¢ μ¤´o³ ¨§
¶·μ¸É¥°Ï¨Ì ¸²ÊÎ ¥¢ Å ¤²Ö μ¡ÒÎ´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¡¥§ ¶·Ö³μ° (R3 R1) Å
¶·μ ˆ“ ¨§¢¥¸É´μ μÎ¥´Ó ³ ²μ, ´¥ £μ¢μ·Ö Ê¦¥ μ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì.

‘μ ¸Éμ·μ´Ò ³ É¥³ É¨±μ¢ ¨³¥ÕÉ¸Ö ¡¥§Ê¸²μ¢´μ §´ Î¨³Ò¥, ´μ ¢¥¸Ó³  ¸±·μ³-
´Òe (´  Ëμ´¥ Ê¸¶¥Ìμ¢ É¥μ·¨¨ ˆ“ ¢ R3) ¤μ¸É¨¦¥´¨Ö: [68Ä73]. Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ,
¶μ¸É·μ¨ÉÓ 3d ’Š’� ®¤μ ±μ´Í ¯ (¤μ Ö¢´μ£μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ) Ê¤ ¥É¸Ö
¢¸¥ ¢ Éμ³ ¦¥ R3, ¨ μ¤´Ê ¨§ ¶·¨Î¨´ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ´¨¦¥.

‚‡‚�/Š‡ ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÖÌ ¸ ·ÊÎ± ³¨. ‚ μ¶¨¸ ´´μ³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ —‘Ä
‚‡‚�Ä ¶μ²¨´μ³ Ê§²  Éμ¶μ²μ£¨Ö É·¥Ì³¥·´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¶·μ-
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¸¡μ·±¥ Ê§²  ¨§ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¡²μ±μ¢ (¶. 4.3.1): ¤²Ö Ê§²  R3

(± ± ³Ò £μ¢μ·¨²¨) ¤μ¸É ÉμÎ´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¡²μ±¨, μ£· ´¨Î¥´´Ò¥ (Éμ¶μ²μ£¨-
Î¥¸±¨³¨) ¸Ë¥· ³¨ S2 [47]. „²Ö Ê§²μ¢ ¢ ¤·Ê£¨Ì É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì
(´ ¶·¨³¥· ¢ ¶μ²´μÉμ·¨¨) ¶·¨¤¥É¸Ö, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ · §·¥§ Õ-
Ð¨¥ ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ · §´ÒÌ ·μ¤μ¢ Å ¸ · §´Ò³ Î¨¸²μ³ ®·ÊÎ¥±¯. Š ± ¸²¥¤¸É¢¨¥,
¤²Ö ¤ ²Ó´¥°Ï¥° Ëμ·³Ê²¨·μ¢±¨ μ¡¸Ê¦¤ ¥³μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ · ¸-
¸³μÉ·¥ÉÓ ³μ¤¥²Ó ‚‡‚� ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ ¸É ·Ï¥£μ ·μ¤  (´ ¶·¨³¥· ´  Éμ·¥).
ƒ² ¢´Ò³ μ¡· §μ³ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ³ É·¨ÍÒ (¶μ²Ê)³μ´μ¤·μ³¨° ±μ´-
Ëμ·³´ÒÌ ¡²μ±μ¢ ¨²¨ ¢ Ö¢´μ³ ¢¨¤¥ § ¶¨¸ ÉÓ Ê· ¢´¥´¨Ö Š‡ ¨ ´ °É¨ ¢ Éμ³ ¨²¨
¨´μ³ ¢¨¤¥ ¨Ì ·¥Ï¥´¨Ö. �¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ Ê¸¶¥Ì¨ ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¤μ¸É¨£-
´ÊÉÒ [74Ä76], ´μ ´¥¸· ¢´¨³μ ¡μ²¥¥ ¸±·μ³´Ò¥, Î¥³ ¤²Ö ‚‡‚�/Š‡ ´  ¸Ë¥·¥.
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ˆ´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢ ¢ · §²¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ É¨¶  ‚‡‚�. ˆ“ ¨§ É ¡². 2 (· ´¥¥
¨§¢¥¸É´Ò¥ ´¥§ ¢¨¸¨³μ) ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢ 3d/2d-³μ¤¥²¨ (¶. 4.1) ¸ ³μ¤¥²Ö³¨ ‚‡‚�
μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ É¨¶  [34, £². 15]. ˆ§¢¥¸É´Ò, μ¤´ ±μ, ¨ ¤·Ê£¨¥ É¨¶Ò É ±¨Ì ³μ-
¤¥²¥° [34, £². 17], ¢ ±μÉμ·ÒÌ ´ ¡²Õ¤ ¥³Ò¥ ³μ£²¨ ¡Ò μ± § ÉÓ¸Ö ´μ¢Ò³¨ ˆ“.
’ ± Ö ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ [77, 78] ¨ (±· É±μ ¨ ¸ ¶·¨³¥· ³¨) ¢ [79].
‚ ÔÉ¨Ì ¶μ¨¸± Ì ³¥Éμ¤ ‚‡‚� ´  ¸¥£μ¤´Ö ´¥ ¨³¥¥É  ²ÓÉ¥·´ É¨¢Ò, ¨, ´¥¸³μÉ·Ö
´  ¥£μ É·Ê¤μ¥³±μ¸ÉÓ, ¢¸¥ (¶μ± , ¶· ¢¤ , ´¥³´μ£¨¥) ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¤²Ö ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨Ì ˆ“ ¶μ²ÊÎ¥´Ò ¨³¥´´μ É ±¨³ μ¡· §μ³.

Œμ¤¥²¨ É¨¶  ‚‡‚� ¨ ´¥±μ³¶ ±É´Ò¥ ±¢ ´Éμ¢μ-£·Ê¶¶μ¢Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ
Ê§²μ¢. Œμ¤¥²Ó ‚‡‚� ¶μ³μ£ ¥É · ¸Ï¨·¨ÉÓ ±² ¸¸ ±¢ ´Éμ¢μ-£·Ê¶¶μ¢ÒÌ ¨´¢ -
·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢, ¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ ¢ ¶. 2.1. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, É ±¨³ μ¡· §μ³ ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ¡¥¸±μ´¥Î´μ³¥·´Ò³¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨-
Ö³¨ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° £·Ê¶¶Ò. Ÿ¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö É ±¨Ì ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ ¢³¥¸Éμ
É¥´§μ·´ÒÌ ¸¢¥·Éμ± μ¶¥· Éμ·μ¢ ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢ (¸³. · §¤. 3) ¸μ¤¥·¦ É ¨´É¥£· ²Ò
¶μ ¡¥¸±μ´¥Î´μ³¥·´Ò³ ¶·μ¸É· ´¸É¢ ³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°. �·¨ ÔÉμ³ ´μ¢Ò¥ (´¥-
±μ³¶ ±É´Ò¥) ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ®μ¡ÒÎ´ÒÌ¯ (±μ³¶ ±É´ÒÌ) ¤μ¶Ê¸± ÕÉ
´ ¨²ÊÎÏ¥¥ (´  ¤ ´´μ¥ ¢·¥³Ö) μ¶¨¸ ´¨¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ (¶μ²Ê)³μ´μ¤·μ³¨° ±μ´-
Ëμ·³´ÒÌ ¡²μ±μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ³μ¤¥²¨ ‚‡‚�.

� ¡μÉ  [79] ¸μ¤¥·¦¨É μ¡§μ·, ¤μ¢μ²Ó´μ ±· É±¨° ¨ ¶·¥¤¥²Ó´μ ±μ´±·¥É´Ò°
¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨°, ¤¢ÊÌ ¶μ¤Ìμ¤μ¢ ± ±μ³¶ ±É´Ò³ ¨ ´¥±μ³¶ ±É´Ò³
¨´¢ ·¨ ´É ³ Ê§²μ¢: Î¥·¥§ ³μ¤¥²¨ ‚‡‚� ¨ Î¥·¥§ É¥μ·¨Õ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ±¢ ´-
Éμ¢ÒÌ £·Ê¶¶. ’ ³ ¦¥ ¶·¨¢μ¤ÖÉ¸Ö ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ²¨É¥· ÉÊ·´Ò¥ ¸¸Ò²±¨.

—‘/‚‡‚�-¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¨ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ³´μ£μμ¡· §¨°. � ±μ-
´¥Í, μ¶¨¸ ´´ Ö ¢ ¶. 4.3.1 É¥Ì´¨±  É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¨³¥¥É ´¥μ¦¨¤ ´´μ¥
¶·¨²μ¦¥´¨¥ ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ³´μ£μμ¡· §¨°. ‚ μ¸´μ¢¥
²¥¦¨É ¨¤¥Ö ®Ì¨·Ê·£¨¨¯ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢: ±μ£¤  ¶·μ¸Éμ¥ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢μ (¢·μ¤¥ R3) ®· §·¥§ ¥É¸Ö¯ ¢¤μ²Ó ¢²μ¦¥´´μ° ¢ ´¥£μ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ°
(Ê§² ),   § É¥³, ¶μ¸²¥ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°, ¸±²¥¨¢ ¥É¸Ö μ¡· É´μ,
É ± ÎÉμ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¸ ¤·Ê£μ° Éμ¶μ²μ£¨¥° [2,27,
· §¤. 23.2.2].

‚μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ³´μ£μμ¡· §¨° ´  μ¸-
´μ¢¥ —‘/‚‡‚�-³μ¤¥²¨ ¨´¢ ·¨ ´É  Ê§²  ¨§ÊÎ ¥É¸Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¢ · ¡μÉ Ì [80,
81]. ‚ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¢·¥³Ö ÔÉ  § ¤ Î  ¶·¨μ¡·¥²  ¶μ¶Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥°
¶μ¸É ´μ¢±¥, ¨ ¶·¨ ÔÉμ³ μ¡´ ·Ê¦¨²¨¸Ó ´¥μ¦¨¤ ´´Ò¥ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ¸ É ±¨³¨
¶·¥¤³¥É ³¨, ± ± ±μ´Ëμ·³´ Ö É¥μ·¨Ö ¶μ²Ö [34], É¥μ·¨Ö ³μ¤Ê²Ö·´ÒÌ Ëμ·³ [19]
¨ ¤ ¦¥ É¥μ·¨Ö Î¨¸¥². „¢  Ì · ±É¥·´ÒÌ (· §´ÒÌ ¶μ ¤ÊÌÊ) ¶·¨³¥· : [82] ¨ [83].
Š·μ³¥ Éμ£μ, ¢ [84] ¢ Éμ³ ¦¥ ±²ÕÎ¥ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö É¥μ·¨Ö Î¥ÉÒ·¥Ì³¥·´ÒÌ
³´μ£μμ¡· §¨°.

’¥Ì´¨±  ®Ì¨·Ê·£¨¨¯ É ±¦¥ ¸¢Ö§Ò¢ ¥É É¥μ·¨Õ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ É·¥Ì³¥·´ÒÌ
³´μ£μμ¡· §¨° ¸ É¥μ·¨¥° Ê§²μ¢ (§ Í¥¶²¥´¨°) ¢ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´ÒÌ
¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì [2,27, · §¤. 23.4].
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5. �…�’“���’ˆ‚��Ÿ “‡‹�‚�Ÿ ’Š’�

‚ ÔÉμ³ · §¤¥²¥ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ¸¢Ö§Ó É¥μ·¨¨ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  ¸ É¥μ·¨e° Ê§²μ¢
¡μ²¥¥ ¶μ¤·μ¡´μ. � ¸¸³μÉ·¨³ Ö¢´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ˆ“ ´  Ö§Ò±¥ ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ°
’Š’�, ±μÉμ· Ö ´  ÔÉμÉ · § ¡Ê¤¥É § ¤ ´  Ö¢´μ: Î¥·¥§ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥
¨ μ¡μ¡Ð¥´´Ò° £ Ê¸¸μ¢ ¨´É¥£· ².

5.1. —¨¸²μ § Í¥¶²¥´¨° ¢ É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö. ‘¶¥·¢  ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ¶¥·¢μ¥ ´ ¢μ¤Ö-
Ð¥¥ ¸μμ¡· ¦¥´¨¥ (¶μ-¢¨¤¨³μ³Ê, ¢¶¥·¢Ò¥ ¶·¥¤²μ¦¥´´μ¥ �.‘.˜¢ ·Í¥³ [57])
¢ ¶μ²Ó§Ê ±¢ ´Éμ¢μ-¶μ²¥¢μ° ¨´É¥·¶·¥É Í¨¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢.

5.1.1. Œ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥ ¨ Î¨¸²μ § Í¥¶²¥´¨°. ”μ·³Ê²  ƒ Ê¸¸  ¤²Ö Î¨¸² 
§ Í¥¶²¥´¨°. � Î´¥³ ¸ ¨§¢¥¸É´μ° ¨´É¥£· ²Ó´μ° Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö Î¨¸²  § Í¥¶²¥´¨°
±·¨¢ÒÌ C1{�r = �r1(s1)} ¨ C2{�r = �r2(s2)} ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥∗ [85]:

L(C1, C2) =
1
4π

∮
C1

dri
1

∮
C2

drj
2

εijkrk
12

(ri
12r

i
12)3/2

≡ 1
4π

∮
C1

∮
C2

(d�r1, d�r2, �r12)
|�r12|3

, (5.1)

£¤¥ �r = �r1 − �r2.
”μ·³Ê²  ƒ Ê¸¸  ¢ ³ £´¨Éμ¸É É¨±¥. ”μ·³Ê²  (5.1) ¨³¥¥É Ö·±ÊÕ Ë¨§¨-

Î¥¸±ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ. � ¨³¥´´μ, ËÊ´±Í¨Ö∗∗

�HC2(�r1) =
∮
C2

d�r2 × �r12

|�r12|3
(5.2)

Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê· ¢´¥´¨Ö³∗∗∗

rot �HC2(�r1) =
∮
C2

d�r2 δ(�r12) ≡ 4π �JC2 , (5.3 )

div �HC2 = 0, (5.3¡)

É. ¥. § ¤ ¥É ¸É É¨Î¥¸±μ¥ ³ £´¨É´μ¥ ¶μ²¥, ¶μ·μ¦¤¥´´μ¥ Éμ´±¨³ ¶·μ¢μ¤μ³ ¸ Éμ-
±μ³ �J

(
�r(s) ∈ C2

)
¥¤¨´¨Î´μ° ¢¥²¨Î¨´Ò ¢¤μ²Ó ±·¨¢μ° C2. ’μ£¤  ¨¸Ìμ¤´Ò°

∗�¥·¢ Ö ¨§ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ Ëμ·³Ê² (5.1) ´ ¶¨¸ ´  ¢ É¥´§μ·´ÒÌ μ¡μ§´ Î¥´¨ÖÌ: ¶μ ¢¸¥³ ¶μ-
¢Éμ·ÖÕÐ¨³¸Ö ¨´¤¥±¸ ³ ¶μ¤· §Ê³¥¢ ¥É¸Ö ¸Ê³³¨·μ¢ ´¨¥ μÉ 1 ¤μ 3. ’μ ¦¥ ¶·¨³¥´¨³μ ±μ ¢¸¥³
Ëμ·³Ê² ³ ¸ ¨´¤¥±¸ ³¨ ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥, ¥¸²¨ ´¥ μ£μ¢μ·¥´μ μ¡· É´μ¥. � §²¨Î¨Ö ³¥¦¤Ê ¢¥·Ì-
´¨³¨ ¨ ´¨¦´¨³¨ ¨´¤¥±¸ ³¨ ´¥ ¤¥² ¥É¸Ö, § ¶¨¸Ó ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö ¨§ ¸μμ¡· ¦¥´¨° Ê¤μ¡¸É¢ . ‚μ ¢Éμ·μ°
Ëμ·³Ê²¥ ±·Ê£²Ò¥ ¸±μ¡±¨ μ¡μ§´ Î ÕÉ ¸³¥Ï ´´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ Å (¶μ²μ¦¨É¥²Ó´Ò° ¨²¨ μÉ·¨Í -
É¥²Ó´Ò°) μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´Ò° μ¡Ñ¥³ ¶ · ²²¥²¥¶¨¶¥¤ , ´ ÉÖ´ÊÉμ£μ ´  É·μ°±Ê ¢¥±Éμ·μ¢.

∗∗‘¨³¢μ² × μ§´ Î ¥É ¢¥±Éμ·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¢¥±Éμ·μ¢ Å (¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö ¨²¨ μÉ·¨Í -
É¥²Ó´ Ö) μ·¨¥´É¨·μ¢ ´´ Ö ¶²μÐ ¤Ó ¶ · ²²¥²μ£· ³³ , ´ ÉÖ´ÊÉμ£μ ´  ¶ ·Ê ¢¥±Éμ·μ¢. —¥·¥§ |�r|
μ¡μ§´ Î ¥É¸Ö ³μ¤Ê²Ó (¤²¨´ ) ¢¥±Éμ·  �r.

∗∗∗‘¨³¢μ² · μ§´ Î ¥É ¸± ²Ö·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¢¥±Éμ·μ¢, �∇ Å μ¶¥· Éμ· £· ¤¨¥´É .
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¨´É¥£· ² · ¢¥´ Í¨·±Ê²ÖÍ¨¨ ÔÉμ£μ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö ¶μ § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° C1:

L(C1, C2) =
1
4π

∮
C2

d�r1 · �HC2 =
1
4π

∫∫
G: ∂G=C1

d�S ·4π �JC2 . (5.4)

�Éμ §´ Î¨É, ÎÉμ ¢¥²¨Î¨´  (5.4) ²¥£±μ ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ É¥μ·¥³Ò μ
Í¨·±Ê²ÖÍ¨¨ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö∗: μ´  · ¢´  4πJint, £¤¥ Jint Å ¶μ²´Ò° Éμ±
Î¥·¥§ ¶²μÐ ¤±Ê, ´ ÉÖ´ÊÉÊÕ ´  ±μ´ÉÊ· ¢ ¢¨¤¥ ±·¨¢μ° C1 (¤²Ö ¶μ¸ÉμÖ´´μ£μ
¢μ ¢·¥³¥´¨ Éμ±  ÔÉ  ¢¥²¨Î¨´  ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  ¶²μÐ ¤±¨ ¢¸²¥¤¸É¢¨¥
¸μÌ· ´¥´¨Ö Ô²¥±É·¨Î¥¸±μ£μ § ·Ö¤  [86]). ‚ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥ Jint = nJ , £¤¥ J Å
 ¡¸μ²ÕÉ´ Ö ¢¥²¨Î¨´  Éμ±  ¢ ¨¸ÉμÎ´¨±¥,   n Å Î¨¸²μ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨° ¶²μÐ ¤±¨ ¸
±·¨¢μ° C2 ¸ ÊÎ¥Éμ³ §´ ±  (n := n± 1 ¤²Ö Éμ±  ¶μ/¶·μÉ¨¢ ¢Ò¡· ´´μ° ´μ·³ ²¨
± ´ ÉÖ´ÊÉμ° ´  ±μ´ÉÊ· ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨). �μ²ÊÎ¥´´μ¥ É ±¨³ μ¡· §μ³ Í¥²μ¥ Î¨¸²μ
n ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¶·¨ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ±·¨¢ÒÌ C1 ¨ C2 (É¥³ ¸ ³Ò³
Ö¢²ÖÖ¸Ó Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³ ¨´¢ ·¨ ´Éμ³) ¨ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Î¨¸²μ³ § Í¥¶²¥´¨° ÔÉ¨Ì
±·¨¢ÒÌ [2,27].

	ËË¥±É¨¢´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ³ £´¨Éμ¸É É¨±¨. ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, Ê· ¢´¥-
´¨¥ (5.3 ) ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ± ± Ê¸²μ¢¨¥ ³¨´¨³Ê³  (´Ê²¥¢μ° ¢ ·¨ Í¨¨ ¶μ �H)
ËÊ´±Í¨μ´ ² 

SH =
c

4π

∫
d3�r �H ·

{
rot �H +�jδ(�r − �r2)

}
. (5.5)

�·¨ ÔÉμ³ ËÊ´±Í¨μ´ ² (5.5) ´¥ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¶·¨ £· ¤¨¥´É´μ³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¨
�H → �H + �∇f (£¤¥ f(�r) Å ¶·μ¨§¢μ²Ó´ Ö ´¥¶·¥·Ò¢´ Ö ËÊ´±Í¨Ö ±μμ·¤¨´ É,
¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡Ò¸É·μ Ê¡Ò¢ ÕÐ Ö ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ¸É¨), ±μÉμ·μ¥ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢³¥¸Éμ
¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ ¶μ²Ö �H · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ¶μ²¥ (·¥Ï¥´¨¥ (5.3¡)) ¸ É¥³ ¦¥ §´ -
Î¥´¨¥³ ËÊ´±Í¨μ´ ²  (5.5)∗∗, ±μÉμ·μ¥ ¨³¥¥É ¸³Ò¸² ³ £´¨Éμ¸É É¨Î¥¸±μ£μ ¶μ²Ö
(¸³. ¶·¨²μ¦¥´¨¥ 2).

‚ Ê± § ´´μ³ ¸³Ò¸²¥ ³μ¤¥²Ó ¸É É¨Î¥¸±μ£μ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö, ³¨´¨³¨§¨-
·ÊÕÐ¥£μ ËÊ´±Í¨μ´ ² (5.5), ¸ Í¨·±Ê²ÖÍ¨¥° ÔÉμ£μ ¶μ²Ö ¶μ § ³±´ÊÉμ³Ê ±μ´-
ÉÊ·Ê (5.4) ¢ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢¥²¨Î¨´Ò Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·μ¸É¥°Ï¥° ’Š’�
(±μÉμ· Ö ¶μ±  μ¶·¥¤¥²¥´  ´  ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ Ê·μ¢´¥).

� ¡²Õ¤ ¥³ Ö ¢¥²¨Î¨´  ’Š’� ¥¸ÉÓ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨° ¨´¢ ·¨ ´É, ¢ ¤ ´´μ³
¸²ÊÎ ¥ Å Î¨¸²μ § Í¥¶²¥´¨° ±·¨¢μ°-¨¸ÉμÎ´¨±  ¨ ±·¨¢μ°-±μ´ÉÊ· .

5.1.2. �·μ¸É¥°Ï Ö É¥μ·¨Ö —¥·´ Ä‘ °³μ´¸ . �¶·¥¤¥²¥´¨¥ Î¥·¥§ ËÊ´±-
Í¨μ´ ² ¤¥°¸É¢¨Ö. ”Ê´±Í¨μ´ ² (5.5) ¶·¨ �j = 0 ¶μ¸²¥ Ê³´μ¦¥´¨Ö ´  ±μ´-
¸É ´ÉÊ κ, § ³¥´Ò �H → �A ¨ ¶¥·¥Ìμ¤  ± É¥´§μ·´Ò³ μ¡μ§´ Î¥´¨Ö³ μ¡·¥É ¥É ¢¨¤

∗IV Ê· ¢´¥´¨¥ Œ ±¸¢¥²²  ¢ ¨´É¥£· ²Ó´μ° Ëμ·³¥ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸É É¨Î¥¸±μ£μ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö [86]
(¢ μ¤´μ° ¨§ ¢μ§³μ¦´ÒÌ ¸¨¸É¥³ ¥¤¨´¨Í).

∗∗„²Ö f(�r ) = −
∫
(d3�r ′)/|�r − �r ′|div �H(�r ′): ¨§ Δ (1/|�r − �r′|) = δ(�r − �r′) ¸²¥¤Ê¥É

div
(

�H + �∇f
)

= div �H + Δf = 0.
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¤¥°¸É¢¨Ö ¶·μ¸É¥°Ï¥° ’—‘∗ [39]:

Sab
CS =

κ

4π

∫
d3x εkijAk∂iAj . (5.6)

�¤´ ±μ ¢ ’—‘ ¶μ²¥ �A · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ± ± ¶μÉ¥´Í¨ ² ®Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ¯ ¶μ²Ö
Fij = ∂iAi − ∂jAj (¶μ¤μ¡´μ ¢¥±Éμ·´μ³Ê ¶μÉ¥´Í¨ ²Ê ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö). �·¨

ÔÉμ³ (± ± ¨ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¸ ¢¥±Éμ·´Ò³ ¶μÉ¥´Í¨ ²μ³) ¢¸¥ ËÊ´±Í¨¨ �A(�r), § ¤ ÕÐ¨¥
μ¤´μ ¨ Éμ ¦¥ · ¸¶·¥¤¥²¥´¨¥ Ë¨§¨Î¥¸±μ£μ ¶μ²Ö, ¸Î¨É ÕÉ¸Ö ´¥· §²¨Î¨³Ò³¨,
ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ ´ ²μ¦¨ÉÓ ´  �A  ´ ²μ£ Ê¸²μ¢¨Ö (5.3¡).

‚ ´μ¢ÒÌ μ¡μ§´ Î¥´¨ÖÌ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö (5.3) ¶·¨´¨³ ÕÉ ¢¨¤

∂iAj − ∂jAi = 0, ∂kAk = 0. (5.7)

‚¨²Ó¸μ´μ¢¸± Ö ²¨´¨Ö Å ´ ¡¥£ Ë §Ò. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³μ° ¢¥²¨Î¨´Ò
¢ ’—‘ · ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö Ô±¸¶μ´¥´É  μÉ Í¨·±Ê²ÖÍ¨¨ ¶μ²Ö ¶μ § ³±´ÊÉμ³Ê ±μ´-
ÉÊ·Ê (5.4):

W ab
C [A(x)] ≡ exp

∮
C

dxkAk (xμ) (5.8)

Å ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸± Ö ¶¥É²Ö (‚�). �´ ²μ£¨Î´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¤²Ö ´¥§ ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ°
C{x = x(s)} ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸± Ö ²¨´¨Ö (‚‹):

W ab
C [A(s)] ≡ exp

∫
C{x=x(s)}

dxkAk (xμ) =

s∫
0

ds̃ ẋk(s̃)Ak (xμ(s̃)) ,

£¤¥ ÉμÎ±  (± ± ¨ ¤ ²¥¥) μ§´ Î ¥É ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ ¶ · ³¥É·Ê ´  ±·¨¢μ°, É ±
ÎÉμ ẋk(s̃) Å ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ± ¸ É¥²Ó´μ£μ ¢¥±Éμ·  ¢ ÉμÎ±¥ ¸ ±μμ·¤¨´ É ³¨ xk(s̃).
‚¥²¨Î¨´Ê (5.8) ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ËÊ´±Í¨Õ ¶ · ³¥É·  ´  ±·¨¢μ°. ’μ-
£¤  ÔÉ  ¢¥²¨Î¨´  Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê· ¢´¥´¨Õ

Ẇ ab
C (s) = ẋk(s)Ak

(
x(s)

)
. (5.9)

‚ ¸¨²Ê (5.9) ‚‹ ³μ¦´μ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ ± ± Ë §μ¢Ò° ³´μ¦¨É¥²Ó ±¢ ´Éμ¢μ°
Î ¸É¨ÍÒ, · ¸¶·μ¸É· ´ÖÕÐ¥°¸Ö ¶μ ±·¨¢μ° C ¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ ¶μ²Ö A ¶μ § ±μ´Ê
∂kψ−Akψ = 0: ËÊ´±Í¨Ö ψ(x(s)) = WC(s)ψ(x(0)) ´  ±·¨¢μ° C Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É
¶μ¸²¥¤´¥³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ.

∗‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³Ê ¸²ÊÎ Õ ¨§ ¶. 5.2 É ± Ö É¥μ·¨Ö ´ §Ò¢ ¥É¸Ö  ¡¥²¥¢μ°,
¶μÔÉμ³Ê ¢¸¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ¢ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ · §¤¥²¥ ¶μ³¥Î¥´Ò §´ Î±μ³ ab.
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5.1.3. ‚¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ¥ ¸·¥¤´¥¥ ¢  ¡¥²¥¢μ° É¥μ·¨¨. ‹Õ¡μ¶ÒÉ´μ, ÎÉμ ¨´-
É¥£· ² Î¨¸²  § Í¥¶²¥´¨° (5.1) ´ Ìμ¤¨É ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ ´¥ Éμ²Ó±μ ¢ ±² ¸¸¨-
Î¥¸±μ°, ´μ ¨ ¢ ±¢ ´Éμ¢μ° ’—‘. �¸´μ¢μ° ¤²Ö ÔÉμ£μ ¸²Ê¦¨É ´ ¡²Õ¤¥´¨¥, ÎÉμ
¤¥°¸É¢¨¥ (5.6) ±¢ ¤· É¨Î´μ ¶μ ¶μ²Õ A. �μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ®¸·¥¤´¥¥ ¶μ ¢¸¥³
¶μ²Ö³ A¯ (±²ÕÎ¥¢μ° Ô²¥³¥´É ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨) ³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ
μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ £ Ê¸¸μ¢  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö (¸³. ¶. 5.4.2). ’ ±, μ¶·¥¤¥²¥´´μ¥ (£ Ê¸-
¸μ¢μ) ¸·¥¤´¥¥ μ¡² ¤ ¥É ·Ö¤μ³ § ³¥Î É¥²Ó´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢, ¨§ ±μÉμ·ÒÌ §¤¥¸Ó ¢ ¦´Ò
¤¢ , μ¶¨¸ ´´Ò¥ ´¨¦¥.

‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¢ £ Ê¸¸μ¢μ° É¥μ·¨¨ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ (5.3)
¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ ¤¢ÊÌÉμÎ¥Î´Ò° ±μ··¥²ÖÉμ· (¸·¥¤´¥¥ μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö §´ Î¥-
´¨° ¶μ²Ö A ¢ ¤¢ÊÌ § ¤ ´´ÒÌ ÉμÎ± Ì x ¨ y) ± ±

Ak =
∮
C

dxj yk iκ
〈
Aj(x)Ak(y)

〉
Sab

CS
⇒ εijk∂jAk = 4πJ i

C , (5.10)

É. ¥. ÉμÎ´μ É ± ¦¥, ± ± Î¥·¥§ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ (5.1), ÎÉμ ¶μ§¢μ²Ö¥É
§ ³¥´¨ÉÓ ¢ ÔÉμ° Ëμ·³Ê²¥ μ¤´Ê ¢¥²¨Î¨´Ê ´  ¤·Ê£ÊÕ∗.

‚μ-¢Éμ·ÒÌ, £ Ê¸¸μ¢Ò ¸·¥¤´¨¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Õ, ±μÉμ·μ¥ ¶μ-
§¢μ²Ö¥É ¢ÒÎ¨¸²¨ÉÓ ¸·¥¤´¥¥ Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ:〈

expΦ exp Φ̃
〉

=
〈
expΦ

〉〈
exp Φ̃

〉
exp

〈
ΦΦ̃

〉
. (5.11)

� ¢¥´¸É¢μ (5.11) ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ · §²μ¦¥´¨Ö Ô±¸¶μ´¥´É ¢ Ëμ·³ ²Ó´Ò¥
·Ö¤Ò ¸ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³ £ Ê¸¸μ¢ÒÌ ¸·¥¤´¨Ì μÉ ¸É¥¶¥´¥° Φ ¨ Φ̃
(¨ ¨Ì ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨°) ¶μ É¥μ·¥³¥ ‚¨±  (¸³. ¶. 5.4.2); ¶μ¸²¥ ÔÉμ£μ ²¥¢ Ö ¨ ¶· ¢ Ö
Î ¸É¨ (5.11) § ¶¨ÏÊÉ¸Ö ¢ ¢¨¤¥ Ëμ·³ ²Ó´ÒÌ ·Ö¤μ¢, ¸¢Ö§ ´´ÒÌ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´Ò³
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³

‹¥¢ Ö Î ¸ÉÓ (5.11) =

〈 ∞∑
k,l=0

Φk

k!
Φ̃l

l!

〉
=

∞∑
k,l=0

1

k!l!

〈
ΦkΦ̃l

〉
=

=
∞∑

k,l=0

1

k!l!

min(k,l)∑
m=0

〈
Φk−m

〉〈
Φ̃l−m

〉
·m!·Cm

k Cm
l

〈
ΦΦ̃

〉m =

=
∞∑

i,j,m=0

1

(i + m)!(j + m)!
·m!

(i + m)!

i!m!

(j + m)!

j!m!

〈
Φi
〉〈

Φ̃j
〉〈

ΦΦ̃
〉m

=

=
∞∑

i,j,m=0

〈
Φi
〉

i!

〈
Φ̃j
〉

j!

〈
ΦΦ̃

〉m

m!
= ¶· ¢ Ö Î ¸ÉÓ (5.11).

∗	μ²¥¥ ÉμÎ´μ¥ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ ¸³. ¢ ¶. 5.4.2 ¨ ¢ ¶·¨²μ¦¥´¨¨ 2.
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’ ±¨³ μ¡· §μ³, c ¶μ³μÐÓÕ (5.11) ¨ (5.10) Ô±¸¶μ´¥´ÉÊ μÉ ¨´É¥£· ²  ¤²Ö Î¨¸² 
§ Í¥¶²¥´¨° (5.1) ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± ±μ··¥²ÖÉμ· ¤¢ÊÌ ‚‹:〈

W ab
C [A]W ab

C̃ [A]
〉
CS〈

W ab
C [A]

〉
CS

〈
W ab

C̃ [A]
〉
CS

= exp
∮
C

∮
C̃

dxi dx̃j
〈
Ai(x)Aj(x̃)

〉
CSab =

= exp
(
−κL(C, C̃)

)
. (5.12)

‘¤¥² ´´Ò³¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö³¨ ¨¸Î¥·¶Ò¢ ¥É¸Ö ¸Õ¦¥É μ ¸¢Ö§¨  ¡¥²¥¢μ° ’—‘
¸ ˆ“. ƒμ· §¤μ ¡μ£ Î¥ ¨ § £ ¤μÎ´¥° ¸²ÊÎ ° ´¥ ¡¥²¥¢μ° ’—‘, ± ±μÉμ·μ³Ê ³Ò
¶·¨¸ÉÊ¶¨³ ¢ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¶μ¤· §¤¥²¥.

5.2. Š ± ¢Ò£²Ö¤¨É ´¥ ¡¥²¥¢  ’—‘? ’—‘ ¸ £·Ê¶¶μ° SU(2): É·¨¶²¥É
± ²¨¡·μ¢μÎ´ÒÌ ¶μ²¥°. �·μ¸É¥°Ï Ö (¶μ¸²¥ ¶·¨³¥·  ¨§ ¶. 5.1) ’—‘ § ¤ ¥É¸Ö

É·μ°±μ° É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¢¥±Éμ·´ÒÌ ¶μ²¥°
(
�A1, �A2, �A3

)
¨ ¤¥°¸É¢¨¥³∗

S =
κ

4π

∫
d3x

(
3∑

a=1

�Aa · rot �Aa +
2i

3
(
�A1, �A2, �A3

))
. (5.13)

‚ ¸É ´¤ ·É´μ° § ¶¨¸¨ Éμ ¦¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¨³¥¥É ¢¨¤ (¸ ¸Ê³³μ° ¶μ i, j, k ∈
{x, y, z})

S =
κ

4π

∫
d3xTr

{
εijk

(
Ai∂jAk +

2i

3
AiAjAk

)}
, (5.14)

£¤¥ (Ax, Ay, Az) Å É·μ°±  ¡¥¸¸²¥¤μ¢ÒÌ (Tr A = 0)  ´É¨Ô·³¨Éμ¢ÒÌ (A† = A
(¨²¨ su2) ³ É·¨Í), ± ¦¤ÊÕ ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ · §²μ¦¥´¨Ö

Ak =
(

iA3
k iA1

k + A2
k

iA1
k − A2

k −iA3
k

)
= i

3∑
a=1

Aa
kσa, k ∈ {x, y, z}

¶μ ³ É·¨Í ³ � Ê²¨:

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (5.15)

’μ, ÎÉμ ³ É·¨ÍÒ su2 μ¡· §ÊÕÉ  ²£¥¡·Ê, §´ Î¨É, ÎÉμ ³ É·¨Í¥° su2 É ±¦¥ Ö¢²Ö-
¥É¸Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ Ö ²¨´¥°´ Ö ±μ³¡¨´ Í¨Ö É ±¨Ì ³ É·¨Í, ¨ Éμ ¦¥ ¢¥·´μ ¤²Ö ¨Ì
±μ³³ÊÉ Éμ·  [σa, σb] ≡ σaσb − σbσa = 2iεabcσc. ‚ ¸¨²Ê ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¸¢μ°¸É¢ 

∗‡¤¥¸Ó · μ§´ Î ¥É ¸± ²Ö·´μ¥,   ±·Ê£²Ò¥ ¸±μ¡±¨ Å ¸³¥Ï ´´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¢¥±Éμ·μ¢:
(�a,�b,�c) ≡ �a · [�b × �c] = �b · [�c × �a] = �c · [�a × �b], £¤¥ × μ§´ Î ¥É ¢¥±Éμ·´μ¥ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥
¢¥±Éμ·μ¢.
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± ²¨¡·μ¢μÎ´ Ö É¥μ·¨Ö ¤μ¶Ê¸± ¥É ´¥²¨´¥°´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (5.17), ¸μ¤¥·¦ Ð¨¥
±μ³³ÊÉ Éμ· ± ²¨¡·μ¢μÎ´ÒÌ ¶μ²¥°.

�·¨ § ¶¨¸¨ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ¢¨¤¥ (5.14) Ö¢´μ ¢¨¤´  ± ²¨¡·μ¢μÎ´ Ö ¸¨³³¥É·¨Ö:
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥

Ak → Ω−1AkΩ − Ω−1∂kΩ (5.16)

¤²Ö ¢¸Ö±μ° ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° Ê´¨É ·´μ° ³ É·¨ÍÒ

Ω =
(

a(x, y, z) b(x, y, z)
−b∗(x, y, z) a∗(x, y, z)

)
∈ SU(2)

(¸ ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨·Ê¥³Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ ±μμ·¤¨´ É ¢ ± Î¥¸É¢¥ Ô²¥-
³¥´Éμ¢) ¸μÌ· ´Ö¥É ¤¥°¸É¢¨¥ ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ¢´¥¨´É¥£· ²Ó´μ£μ Î²¥´ . ’ ±¨¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ´¥ ¨§³¥´ÖÕÉ Ê¸²μ¢¨Ö ´Ê²¥¢μ° ¢ ·¨ Í¨¨ ¨, ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥,
Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö, ´μ ³μ£ÊÉ ¨§³¥´ÖÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê ¸ ³μ£μ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ § ¢¨-
¸¨³μ¸É¨ μÉ Éμ¶μ²μ£¨¨ μÉμ¡· ¦¥´¨Ö SU(2) → S3 ∼ R3 ∪ ∞, ¶μ·μ¦¤¥´´μ£μ
³ É·¨Î´μ§´ Î´μ° ËÊ´±Í¨¥° Ω(x, y, z) [39]. ƒ¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸² SU(2)-
± ²¨¡·μ¢μÎ´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° μ¡¸Ê¦¤ ¥É¸Ö ¢ ¶·¨²μ¦¥´¨¨ 1.

®�¥ ¡¥²¥¢ ¯ ¢ ´ §¢ ´¨¨ É¥μ·¨¨ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ± ²¨¡·μ¢μÎ´Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ-
¢ ´¨Ö ¤¥°¸É¢ÊÕÉ ´  ³Ê²ÓÉ¨¶²¥É ¶μ²¥° ¨, É ±¨³ μ¡· §μ³, § ¤ ÕÉ¸Ö ³ É·¨Í ³¨,
±μÉμ·Ò¥, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ´¥ ±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÉ. ‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ´¥ ¡¥-
²¥¢μ° ’—‘ É ±¦¥ ¨³¥¥É ¢¨¤ (5.14), ´μ ³ É·¨ÍÒ A ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ Ô²¥³¥´É ³¨
¶·μ¨§¢μ²Ó´μ°  ²£¥¡·Ò ‹¨ [87]. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¥¸²¨ iA Å Ô²¥³¥´É  ²£¥¡·Ò u1,
É. ¥. A ¶·¨´¨³ ¥É §´ Î¥´¨¥ ¢ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ Î¨¸² Ì, Éμ ±Ê¡¨Î¥¸±¨° Î²¥´ ¢
(5.14) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó, §´ ± Tr ³μ¦´μ μ¶Ê¸É¨ÉÓ, ¨ ³Ò ¢¥·´¥³¸Ö ± ¤¥°¸É¢¨Õ
¶·μ¸É¥°Ï¥° ’—‘ (5.6). Š ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ (5.16) ¸¢¥¤¥É¸Ö ¶·¨
ÔÉμ³ ± £· ¤¨¥´É´μ³Ê ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Õ Ak(x) → Ak(x) + ∂kf(x).

“· ¢´¥´¨Ö ¤¢¨¦¥´¨Ö SU(2) ’—‘. “¸²μ¢¨Ö μ¡· Ð¥´¨Ö ¢ ´Ê²Ó ¢ ·¨ Í¨°
¤¥°¸É¢¨Ö (5.13) ¶μ ± ¦¤μ³Ê ¨§ ¶μ²¥° �A1, �A2, �A3 ¶·¨¢μ¤¨É ± ¸¨¸É¥³¥ Ê· ¢´¥-
´¨° ´  ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ£μ ¶μ²Ö:

rot �A1 = �A2× �A3, rot �A2 = �A3× �A1, rot �A3 = �A1× �A2.

ˆ´ Î¥ ³μ¦´μ ¢ ·Ó¨·μ¢ ÉÓ ¤¥°¸É¢¨¥ ¢ ¢¨¤¥ (5.13) ¶μ ³ É·¨Î´μ§´ Î´μ³Ê ¶μ²Õ
A, ¶·¨ ÔÉμ³ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö Ô±¢¨¢ ²¥´É´ Ö ¸¨¸É¥³  ³ É·¨Î´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°

∂xAy − ∂yAx + [Ax, Ay] = ∂yAz − ∂zAy + [Ay, Az ] =
= ∂zAx − ∂xAz + [Az, Ax] = 0. (5.17)

…¸²¨ ¤²Ö ´¥±μÉμ·μ£μ Î ¸É´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ²Ö ¶μ¶ ·´μ ±μ³³Ê-
É¨·ÊÕÉ, Éμ ³Ò ¢μ§¢· Ð ¥³¸Ö ± ²¨´¥°´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ (5.7)  ¡¥²¥¢μ° É¥μ-
·¨¨ (5.6).
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5.2.1. —‘ Å Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸± Ö É¥μ·¨Ö. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ ¤¥°¸É-
¢¨¥ (5.6), ± ± ¨ (5.13), ± ± ¨ ¤¥°¸É¢¨¥ ’—‘ ¢ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, μ¡² ¤ ¥É μ¡-
Ð¥±μμ·¤¨´ É´μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓÕ, É. ¥. ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´¥-
¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‚ ÔÉμ³ ¸³Ò¸²¥ É¥μ·¨Ö ´ §Ò¢ ¥É¸Ö
Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° [39, 87]. ˆ³¥´´μ ¡² £μ¤ ·Ö ÔÉμ³Ê ¸¢μ°¸É¢Ê ’—‘ ¢μ§´¨± ¥É
¢ ±μ´É¥±¸É¥ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢.

5.2.2. ƒ¤¥ ¢μ§´¨± ¥É ¤¥°¸É¢¨¥ —‘. � ¶·¨³¥·, ¨´É¥£· ² ¶μ Î¥ÉÒ·¥Ì-
³¥·´μ³Ê ¥¢±²¨¤μ¢Ê ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê∗ μÉ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´  ¢ É¥μ·¨¨ Ÿ´£ Ä
Œ¨²²¸  (ŸŒ)

Stop
YM =

∫
dx4 Tr εμνρσFμνFρσ (5.18)

¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¨´É¥£· ²Ê (5.13) ¶μ ¡¥¸±μ´¥Î´μ Ê¤ ²¥´´μ° É·¥Ì³¥·´μ° ¸Ë¥·¥.
”Ê´±Í¨μ´ ² (5.18), ± ± ¨ (5.13), μ¡² ¤ ¥É μ¡Ð¥±μμ·¤¨´ É´μ° ¨´¢ ·¨ ´É-
´μ¸ÉÓÕ ¨ ¶μÔÉμ³Ê ´ §Ò¢ ¥É¸Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³ Î²¥´μ³. �É  ¢¥²¨Î¨´  ¨£· ¥É
μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ·μ²Ó ¢ ¸É ´¤ ·É´μ° É¥μ·¨¨ ŸŒ, ±μÉμ· Ö, ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ´  ¸¥-
£μ¤´Ö ¶·¨§´ ´  ± ± ËÊ´¤ ³¥´É ²Ó´ Ö É¥μ·¨Ö ¸¨²Ó´ÒÌ ¨ ¸² ¡ÒÌ ¢§ ¨³μ¤¥°-
¸É¢¨° [88].

‘ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, ÌμÉÖ ¸É ´¤ ·É´μ¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ŸŒ

SYM =
∫

dx4 TrFμνFμν (5.19)

¨ ´¥ ¸μ¤¥·¦¨É Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´  ´  ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ Ê·μ¢´¥, É ±μ° Î²¥´
³μ£ ¡Ò ¢μ§´¨± ÉÓ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ´¥¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´ÒÌ ¶μ¶· ¢μ± [7].

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¢¥²¨Î¨´  ¸ ³μ£μ ¤¥°¸É¢¨Ö ŸŒ, ¥¸²¨ μ´  ±μ´¥Î´ , μ£· -
´¨Î¥´  ¸´¨§Ê ¢¥²¨Î¨´μ° ¤¥°¸É¢¨Ö —‘ μÉ ¶μ²¥° ŸŒ ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ Ê¤ ²¥´´μ°
¸Ë¥·¥. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¸ ³μ¤Ê ²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö, É. ¥. ¶μ²Ö, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨¥ Ê· ¢´¥-
´¨Ö³ ¶¥·¢μ£μ ¶μ·Ö¤±  Fμν = εμνρσF ρσ , ¢ ¸¨²Ê ±μÉμ·μ£μ SYM = SCS, ¤ ÕÉ
Î ¸É´Ò¥ ·¥Ï¥´¨Ö ±² ¸¸¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ŸŒ [6]. ˆ´É¥·¥¸ ± É ±μ£μ ·μ¤ 
·¥Ï¥´¨Ö³ ¢μ§´¨± ¶μ¸²¥ · ¡μÉÒ �.�μ²Ö±μ¢  [7], £¤¥ ¡Ò²μ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ÊÎ¥É
 ´ ²μ£¨Î´ÒÌ ·¥Ï¥´¨° ¢ ³μ¤¥²Ó´μ° § ¤ Î¥ (¢ ·¥Ï¥ÉμÎ´μ° ¤¢Ê³¥·´μ° Ô²¥±É·μ-
¤¨´ ³¨±¥) ¶·¨¢μ¤¨É ± ÔËË¥±ÉÊ ±μ´Ë °´³¥´É .

5.2.3. ‚¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨¥ ²¨´¨¨ Å ³ É·¨ÍÒ ¸³¥Ï¨¢ ´¨Ö. ‚¨²Ó¸μ´μ¢¸± Ö
²¨´¨Ö ± ± ·¥Ï¥´¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¶¥·¥´μ¸ . ‚ ´¥ ¡¥²¥¢μ° ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° É¥μ-
·¨¨ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸± Ö ²¨´¨Ö (‚‹) ¢¢μ¤¨É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶μ´ÖÉ¨Ö Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ°
Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ [89]. �±¸¶μ´¥´É  μÉ ´¥ ¡¥²¥¢  ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ£μ ¶μ²Ö �A, Ê¶μ·Ö-
¤μÎ¥´´ Ö ¶μ É· ¥±Éμ·¨¨ γ, ¶μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ¥¸ÉÓ μ¶¥· Éμ·, Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¨°
Ê· ¢´¥´¨Õ

W (t + δt) = W (t)
(
1 + �A(t) · �τ (t) δt

)
, (5.20)

∗ŠμÉμ·Ò° ¢μ§´¨± ¥É ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ¢μ·μÉ  ‚¨±  t → it.
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£¤¥ ´  ±·¨¢μ° γ ¢Ò¡· ´ ¶ · ³¥É· t,   �τ (t) Å ± ¸ É¥²Ó´Ò° ¢¥±Éμ· ± ±·¨¢μ° ¢
¤ ´´μ° ÉμÎ±¥. �¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´¥ ¡¥²¥¢μ° ‚‹ ¶·¨ ÔÉμ³ § ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ± ±

W [A(x), γ] ≡ Pexpγ

⎛
⎝ t∫

0

�A(s) · �τ(s) ds

⎞
⎠ ≡ Pexp

⎛
⎝∫

γ

�A · dl

⎞
⎠ . (5.21)

�É  ¢¥²¨Î¨´  § ¤ ¥É ±μ´¥Î´μ¥ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥, ±μÉμ·μ³Ê ¶μ¤-
¢¥·£ ¥É¸Ö ³Ê²ÓÉ¨¶²¥É Î ¸É¨Í ³ É¥·¨¨, ¶·μÏ¥¤Ï¨° ¶μ É· ¥±Éμ·¨¨ γ, ³¨´¨-
³ ²Ó´μ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢ÊÖ ¸ ³Ê²ÓÉ¨¶²¥Éμ³ ± ²¨¡·μ¢μÎ´ÒÌ ¶μ²¥° A [5].

„²Ö § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° γ ¸²¥¤ ‚‹ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ° ¶¥É²¥° (‚�).
�É  ¢¥²¨Î¨´  ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ ¨´¢ ·¨ ´É´  ¨ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  ´ Î ²Ó´μ°
ÉμÎ±¨ ´  ±·¨¢μ°. �μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ‚� · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¢ ± Î¥¸É¢¥ μ¸´μ¢-
´ÒÌ Ë¨§¨Î¥¸±¨Ì (´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ) ¢¥²¨Î¨´ ¢ ´¥ ¡¥²¥¢μ° ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° É¥μ-
·¨¨ [5,7].

‚  ¡¥²¥¢μ° ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° É¥μ·¨¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´ Ö Ô±¸¶μ´¥´É  ¸¢μ¤¨É¸Ö
± μ¡Ò±´μ¢¥´´μ° ¨ ‚� · ¢´  (5.8).

‚¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨¥ ¸·¥¤´¨¥. �·¨ ¶¥·¥Ìμ¤¥ ± ±¢ ´Éμ¢μ° É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö ¢μ§´¨± ¥É
¶μ´ÖÉ¨¥ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ£μ ¸·¥¤´¥£μ (‚‘) ¸ ¢¥¸μ³ eiS . ‚ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ÔÉ 
¢¥²¨Î¨´  μ¶·¥¤¥²¥´  ± ± ¸·¥¤´¥¥ μÉ · §²μ¦¥´¨Ö ¢ ·Ö¤ ‚‹ [39]:

〈
Wγ(A)

〉
≡

∞∑
k=0

gk

˜̃x∫
x̃

dxi1
(k)· · ·

x1∫
x̃

dxi2
(3)

x(2)∫
x̃

dxi1
(1)

〈
Aik

(
x(k)

)
· · ·Ai2

(
x(2)

)
Ai1

(
x(1)

)〉
,

£¤¥ ¢¸¥ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ¸Ö ¶μ ²¨´¨¨ γ.
�¸μ¡Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨Ì ¸·¥¤´¨Ì ¢ ’—‘. ‚¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨¥ ¸·¥¤´¨¥

¢ É¥μ·¨¨ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  ¸μÌ· ´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ ¶·¥-
μ¡· §μ¢ ´¨ÖÌ ¶ÊÉ¨, É. ¥. Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ § ³±´ÊÉÒÌ
±·¨¢ÒÌ ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥.

ŒÒ ¢¥·´¥³¸Ö ± ÔÉμ³Ê É¥§¨¸Ê ¢ ¶. 5.6, ±μ£¤  § ¶¨Ï¥³ ·Ö¤ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨° ’—‘ ¢ ¢¨¤¥ ¨´É¥£· ²  Šμ´Í¥¢¨Î .

5.2.4. �·¨³¥·Ò Ö¢´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° ¢ SU(2)-É¥μ·¨¨. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ-
¸É· Í¨¨ ± ¸± § ´´μ³Ê ¢ÒÏ¥ ¶·μ¤¥² ¥³ Ê¶· ¦´¥´¨¥: Ö¢´μ ¢ÒÎ¨¸²¨³ ¢¨²Ó¸μ-
´μ¢¸±ÊÕ ²¨´¨Õ ¤²Ö Î ¸É´μ£μ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·μ¸É¥°Ï¥° ´¥ ¡¥²¥¢μ° ’—‘.

Š ±¨¥ ·¥Ï¥´¨Ö ´ ¸ ¨´É¥·¥¸ÊÕÉ? ‘ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ ¨´É¥·¥¸´Ò
¨³¥´´μ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ ¶μ²Ö ¸ ¶·μÉÖ¦¥´´Ò³¨ μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÖ³¨, ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ³¥¸Éμ¶μ²μ¦¥´¨Ö Éμ±μ¢ Å ¨¸ÉμÎ´¨±μ¢ ¶μ²Ö.

�·¨³¥· ·¥Ï¥´¨Ö ¸ ¶·μÉÖ¦¥´´Ò³ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³. “· ¢´¥´¨Ö (5.17) ¸ÊÉÓ Î ¸É-
´Ò° ¸²ÊÎ ° Ê· ¢´¥´¨° ´Ê²¥¢μ° ±·¨¢¨§´Ò. �¡Ð¥¥ ·¥Ï¥´¨¥ É ±¨Ì Ê· ¢´¥´¨°
²μ± ²Ó´μ (É. ¥. ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ ) ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ [9]

Ak = Ω−1∂kΩ, k ∈ {x, y, z}, ∀Ω = Ω(x, y, z) ∈ SU(2). (5.22)
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�Ê¸ÉÓ

Ω

(
a

∣∣∣∣∣
x = r cosϕ,
y = r sin ϕ,
z

)
=

1√
r2 + a2

⎛
⎝ r

a

r
(ix + y)

a

r
(ix − y) r

⎞
⎠ =

=
1√

r2 + a2

(
r ia e−iϕ

a eiϕ r

)
∈ SU(2), (5.23)

É ± ÎÉμ ´¥ ¡¥²¥¢μ —‘-¶μ²¥ ¨³¥¥É ¨¸ÉμÎ´¨± ¢ ¢¨¤¥ ¶·Ö³μ° x = y = 0.
�μ¤¸É ´μ¢±  (5.23) ¢ (5.22) ¤ ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ²Ö:

Ax =
ia

r2 (r2 + a2)

(
−ay (y + ix)2

(y − ix)2 ay

)
,

Ay =
a

r2 (r2 + a2)

(
iax (y − ix)2

−(y + ix)2 −iax

)
,

Az = 0.

Œμ¦´μ ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ÔÉμ ¶μ²¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ²μ± ²Ó´μ ¶²μ¸±¨³,
É. ¥. Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê· ¢´¥´¨Ö³ ´Ê²¥¢μ° ±·¨¢¨§´Ò:

∂zAx = ∂zAy = 0,

∂xAy − ∂yAx + [Ax, Ay] = 0.

�μ¸²¥¤´¥¥ ¨§ Ê· ¢´¥´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ´¥ ¡¥²¥¢Ò³:

[Ax, Ay] =
2a2

(r2 + a2)2

⎛
⎝ i

a

r
(iy − x)

a

r
(iy + x) −i

⎞
⎠ �= 0.

Ÿ¢´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ° ²¨´¨¨. �μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ ‚‹ ¤²Ö ¤Ê£¨
¤²¨´Ò ϕ μ±·Ê¦´μ¸É¨ (x2 + y2 = 1, z = 0) · ¢´ 

W (ϕ) ≡ TrPexp

ϕ∫
0

Aϕ(ϕ̃) dϕ̃

∣∣∣∣∣∣x=r cos ϕ̃,
y=r sin ϕ̃

≡ lim
ε→0

N→∞
εN=ϕ

N∏
n=0

Wn, (5.24)

£¤¥ Wn = 1+εAϕ(ϕn). ‚Ò¡¥·¥³ · ¢´μ³¥·´μ¥ · §¡¨¥´¨¥: ε = ϕ/N ¨ ϕn = nε.
ˆ§ (5.23), Ω−1= Ω† ¨ Aϕ = Ω†∂ϕΩ ¶μ²ÊÎ ¥³

Wn =
(

1 0
0 1

)
+ ε

(
iu v e−inε

−v einε −iu

)
,
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£¤¥ u = a2/(r2 + a2) ¨ v = ar/(r2 + a2). ‡ ³¥É¨³, ÎÉμ ¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥
¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ ´¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ ¶·μ¸Éμ°
³ É·¨Î´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Wn(ϕ) ¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ n ´¥ ±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÉ.
�¤´ ±μ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (5.24) ³μ¦´μ Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ¶ÊÉ¥³ § ³¥´Ò ¡ -
§¨¸  ¢ ± ¦¤μ³ ¸μ³´μ¦¨É¥²¥:

W (ϕ) = lim
ε→0
N→∞
εN=ϕ

N∏
n=0

{(
exp (−n(iε/2)) 0

0 exp (n(iε/2))

)
×

×
((

1 0
0 1

)
+ ε

(
iu v
−v −iu

))(
exp (n(iε/2)) 0

0 exp (−n(iε/2))

)}
=

=
((

1 0
0 1

)
+ ε

(
iu v
−v −iu

))
ε=0

X

(
exp (iϕ/2) 0

0 exp (−iϕ/2)

)
,

£¤¥ X = lim
{

N∏
n=1

Xn(ε)
}

, ¶·¨ ε → 0, N → ∞ ¨ εN = ϕ, É ± ÎÉμ

Xn(ε) =
(

exp [(n − 1)iε/2] 0
0 exp [−(n − 1)iε/2]

)
×

×
(

exp (−n(iε/2)) 0
0 exp (n(iε/2))

)((
1 0
0 1

)
+ ε

(
iu v
−v −iu

))
ε→0�

ε→0�
((

1 0
0 1

)
+ ε

(
−i/2 0

0 i/2

))((
1 0
0 1

)
+ ε

(
iu v
−v −iu

))
ε→0�

ε→0�
(

1 0
0 1

)
+ ε

(
iũ v
−v −iũ

)
, ũ = u − 1

2
.

’μ ¥¸ÉÓ ¢¸¥ Xn(ε) · ¢´Ò ¤·Ê£ ¤·Ê£Ê, ¨ ¶·¥¤¥² ¨Ì ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö · ¢¥´ ³ É·¨Î-
´μ° Ô±¸¶μ´¥´É¥ ¢¨¤  (�1.4):

X = exp
{

ϕ

(
iũ v
−v −iũ

)}
= cos (cϕ) + c−1

(
iũ v
−v −iũ

)
sin (cϕ),

c2 = ũ2 + v2 = u2 + v2 − u +
1
4

=
1
4
⇒ c =

1
2
.

‚μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó Éμ¦¤¥¸É¢μ³

cos
ϕ

2
+ i(2u − 1) sin

ϕ

2
= u exp

(
iϕ

2

)
+ (1 − u) exp

(
− iϕ

2

)
,
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μ±μ´Î É¥²Ó´μ ¶μ²ÊÎ ¥³

W=

(
u exp (iϕ/2)+(1 − u) exp (−iϕ/2) iv

(
exp (iϕ/2)− exp (−iϕ/2)

)
iv
(
exp (−iϕ/2) − exp (iϕ/2)

)
u exp (−iϕ/2)+(1 − u) exp (iϕ/2)

)
=

=
(

r2 + a2 eiϕ −iar
(
1 − e−iϕ

)
iar

(
1 − eiϕ

)
r2 + a2 e−iϕ

)
. (5.25)

�μÎ¥³Ê μÉ¢¥É μÎ¥¢¨¤¥´? ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¥¸²¨ ¢ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ‚‹
(5.24) ¶μ¤¸É ¢¨ÉÓ ²μ± ²Ó´ÊÕ Ëμ·³Ê²Ê (5.22), Éμ ¸· §Ê ¶μ²ÊÎ¨³, ÎÉμ

Wn = I+Aφnε = I+εΩ−1(ϕn) ∂φΩ(ϕn) =
N∏

n=0

Ω−1(ϕn) (Ω(ϕn) + ∂φΩ(ϕn))
ε→0�

ε→0� Ω−1(ϕn)Ω(ϕn + ε) = Ω−1(ϕn)Ω(ϕn+1) ⇒ W (ϕ) = Ω−1(0)Ω(ϕ).

‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¤²Ö Ω ¢¨¤  (5.23) ¶μ²ÊÎ¨³ μÉ¢¥É (5.25):

Ω−1(0)Ω(ϕ) =
1

r2 + a2

(
r −ia
ia r

)(
r ia e−iϕ

−ia eiϕ r

)
=

=
1

r2 + a2

(
r2 + a2 eiϕ −iar

(
1 − e−iϕ

)
iar

(
1 − eiϕ

)
r2 + a2 e−iϕ

)
.

5.3. Š ± ¨§¡ ¢¨ÉÓ¸Ö μÉ ±Ê¡¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´ ? ®‘·¥¤´¥¥ ¶μ ¶μ²Ö³¯ Ìμ·μÏμ
μ¶·¥¤¥²¥´μ ¤²Ö ±¢ ¤· É¨Î´μ£μ ¤¥°¸É¢¨Ö (¸³. ¶¶. 5.4.2, 5.4.3). �¤´ ±μ ¤¥°¸É¢¨¥
´¥ ¡¥²¥¢μ° ’—‘ ¸μ¤¥·¦¨É É ±¦¥ ±Ê¡¨Î¥¸±¨° Î²¥´. �·μ¡²¥³Ê μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ´¥-
 ¡¥²¥¢ÒÌ ‚‘ ’—‘ ¸¢μ¤ÖÉ ± Ìμ·μÏμ ¶μ¸É ¢²¥´´μ° § ¤ Î¥ · §²¨Î´Ò³¨ ¶ÊÉÖ³¨.
�¡§μ· ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ [45].

‹μ·¥´Í¥¢  ¤¨ £· ³³´ Ö É¥Ì´¨± . �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö
¸É ´¤ ·É´Ò³ ¶·¨¥³μ³ Š’� Å · §²μ¦¨ÉÓ Ô±¸¶μ´¥´ÉÊ μÉ ±Ê¡¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´ 
¢ (5.14) ¢³¥¸É¥ c ‚‹ (5.21) ¢ ·Ö¤,   § É¥³ Ê¸·¥¤´ÖÉÓ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ Î²¥´Ò ¸ Ô±¸-
¶μ´¥´Éμ° μÉ ±¢ ¤· É¨Î´μ° Î ¸É¨ ¤¥°¸É¢¨Ö ¢ ± Î¥¸É¢¥ ³¥·Ò. ’ ±μ° ¶μ¤Ìμ¤
¶·¥¤²μ¦¥´ ¢ [39], £¤¥ ¸É ´¤ ·É´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·μ° ¶¥·¥Ìμ¤ÖÉ ± ¸·¥¤´¥³Ê ¶μ ®Ë¨-
§¨Î¥¸±¨¯ · §²¨Î´Ò³ (´¥ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ-Ô±¢¨¢ ²¥´É´Ò³) ¶μ²Ö³, Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö-
ÕÐ¨³ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ³Ê Ê¸²μ¢¨Õ ‹μ·¥´Í  ∂kAk = 0. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥
¤¨ £· ³³ ”¥°´³ ´  ¢μ§´¨± ÕÉ ±·Ê£μ¢Ò¥ É·¨¢ ²¥´É´Ò¥ ¤¨ £· ³³Ò, £¤¥ ¢ ¢¥·-
Ï¨´ Ì ¸ÉμÖÉ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ μ¶¥· Éμ·Ò ¨§  ²£¥¡·Ò ‹¨ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ° £·Ê¶¶Ò,
  ´  ²¨´¨ÖÌ Å ¶·μ¶ £ Éμ·Ò ¢¨¤  ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ£μ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¢ (5.1). ‚ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥ ¤²Ö ± ¦¤μ° ¤¨ £· ³³Ò ¢ ·Ö¤Ê ¤²Ö ‚‘ § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¢Ò· ¦¥´¨¥, ±μ-
Éμ·μ¥ ¤ ¥É ²Õ¡μ¶ÒÉ´μ¥ ¨´É¥£· ²Ó´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¤²Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´ÒÌ
ˆ“ (¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ ‚ ¸¨²Ó¥¢  [66]). �¤´ ±μ Ö¢´Ò¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ´  ÔÉμ³ ¶ÊÉ¨
¶·μ¨§¢μ¤ÖÉ¸Ö ¸ ¡μ²ÓÏ¨³ É·Ê¤μ³ (¤μ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤±  ¢ [40], ¤μ Ï¥¸Éμ£μ Å
¢ [90]). �¡§μ·Ê ³¥Éμ¤  ¶μ¸¢ÖÐ¥´  £². 4 ¢ [45].
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ū
→

ψ
ū
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ƒ Ê¸¸μ¢Ò ± ²¨¡·μ¢±¨ ¢ ’—‘. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ -
´¨¥ (5.16) ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¡· É¨ÉÓ ¢ ´Ê²Ó μ¤´Ê ¨§ ±μ³¶μ´¥´É —‘-¶μ²Ö (²¨¡μ ¨Ì
¶·μ¨§¢μ²Ó´ÊÕ ²¨´¥°´ÊÕ ±μ³¡¨´ Í¨Õ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨) ± ±
ËÊ´±Í¨Õ ±μμ·¤¨´ É. � ¶·¨³¥·, Az(x, y, z) μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¢ ´¥±μÉμ·μ°
μ¡² ¸É¨ ¤²Ö

Ω(x, y, z) = Pexp

z∫
0

dzAz ¨²¨ Az = (∂zΩ)Ω−1. (5.26)

(�·¨ ÔÉμ³ Ax ¨ Ay , ±μ´¥Î´μ, Éμ¦¥ ¨§³¥´ÖÕÉ¸Ö, ¶μÔÉμ³Ê, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ´¥-
¢μ§³μ¦´μ É ±¨³ μ¡· §μ³ μ¡· É¨ÉÓ ¢¸¥ É·¨ ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ²Ö ¢ ´Ê²Ó μ¤´μ¢·¥-
³¥´´μ.) ‡ ³¥Î É¥²Ó´μ, ÎÉμ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É ±¦¥ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ±Ê¡¨Î¥¸±¨°
Î²¥´ ¢ (5.13), · ¢´Ò° (¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ³´μ¦¨É¥²Ö) ¸Ê³³¥ Ï¥¸É¨ ¶¥·¥¸É ´μ¢μ±
(x, y, z) ¢ Tr (AxAyAz).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤¥°¸É¢¨¥ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ± ²¨¡·μ¢± Ì ¸É -
´μ¢¨É¸Ö ±¢ ¤· É¨Î´Ò³ ËÊ´±Í¨μ´ ²μ³ ¶μ ¶μ²Ö³ A. ‚ É ±¨Ì ± ²¨¡·μ¢± Ì ‚‘
³μ¦´μ ¸· §Ê μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ £ Ê¸¸μ¢  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö
(¸³. ¶¶. 5.4.2, 5.4.3).

Œμ¦´μ ²¨ ¨§¡ ¢¨ÉÓ¸Ö μÉ ±Ê¡¨Î¥¸±μ£μ Î²¥´  ¸· §Ê ¢¥§¤¥? �·¥μ¡· §μ¢ -
´¨¥ (5.26) μ¶·¥¤¥²¥´μ ¢μ ¢¸¥° μ¡² ¸É¨ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , £¤¥ ±μ³¶μ´¥´É 
Az(x, y, z) ´¥¶·¥·Ò¢´ . �¤´ ±μ ˆ“ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¢ ’—‘ ¸ ¨¸ÉμÎ´¨± ³¨ ¢ Ëμ·³¥
§ ³±´ÊÉÒÌ ±·¨¢ÒÌ (¸³. · §¤. 4). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¸¶¥·¢  · §¡¨ÉÓ ¶·μ-
¸É· ´¸É¢μ ´  μ¡² ¸É¨ ¨ ¢ ± ¦¤μ° ¢Ò¡· ÉÓ ¸¢μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¢¨¤  (5.26).
�±μ´Î É¥²Ó´Ò° μÉ¢¥É ¡Ê¤¥É ¢Ò· ¦ ÉÓ¸Ö Î¥·¥§ ´ ¡μ· μ¡μ¡Ð¥´´ÒÌ £ Ê¸¸μ¢ÒÌ
¸·¥¤´¨Ì, ¢ÒÎ¨¸²¥´´ÒÌ ¢ ± ¦¤μ° μ¡² ¸É¨ (¸³. ¶. 5.6, ¸·. ¸ · §¤. 3 ¨ ¶. 4.1).

�¸É ´¥É¸Ö ²¨ ±¢ ´Éμ¢ Ö ’—‘ £ Ê¸¸μ¢μ° ³μ¤¥²ÓÕ? �¥§Õ³¥ ¨ μ¸´μ¢´Ò¥
¸¸Ò²±¨ ¶μ ÔÉμ³Ê ¢μ¶·μ¸Ê ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [45]. �¸´μ¢´μ° ¢Ò¢μ¤
¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¨ ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö μ¸É ¥É¸Ö £ Ê¸¸μ¢μ°, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥
¢μ ¢¸Ö±μ³ ±μ´¥Î´μ³ ¶μ·Ö¤±¥ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°.

5.3.1. � §²¨Î´Ò¥ £ Ê¸¸μ¢Ò ± ²¨¡·μ¢±¨. ‘¨´£Ê²Ö·´Ò¥ ± ²¨¡·μ¢±¨. Š ±
Ê¦¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ´  ¶μ²Ö ’—‘ ³μ¦´μ ´ ²μ¦¨ÉÓ ¶·μ¸Éμ¥ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥
Ê¸²μ¢¨¥ Az = 0. �·¨ ÔÉμ³ ±Ê¡¨Î¥¸±¨° Î²¥´ ¢ ¤¥°¸É¢¨¨ ¨¸Î¥§ ¥É,   ¶·μ-
¶ £ Éμ·Ò ¢Ò· ¦ ÕÉ¸Ö Î¥·¥§ δ-ËÊ´±Í¨¨ É ±, ÎÉμ ¤²Ö ¢¸¥Ì ¤¨ £· ³³ ”¥°´³ ´ 
Ö¢´μ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ±μμ·¤¨´ É´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¨ μÉ¢¥É μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¸¢¥·É±μ° ¢¥·-
Ï¨´´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢. ’ ±¨³ μ¡· §μ³ μ¦¨¤ ²¨ ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¸É¨ · ´¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò¥
R-³ É·¨Î´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö É ± ´ §Ò¢ ¥³ÒÌ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ˆ“ ¸μ ¸Éμ·μ´Ò ’—‘.
�¤´ ±μ É¥μ·¨Ö ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ’—‘ ¢ ± ²¨¡·μ¢±¥ Az = 0 μ± § ² ¸Ó ´¥¸μ¸ÉμÖ-
É¥²Ó´μ°,   ´ ¨¢´Ò¥ μÉ¢¥ÉÒ Å É·¨¢¨ ²Ó´Ò³¨ [29].

�·μ¤¢¨´ÊÉÓ¸Ö ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ ¶μ§¢μ²¨² ´μ¢Ò° ¶μ¤Ìμ¤, £¤¥ ¶·¥¤² -
£ ¥É¸Ö ¡μ²¥¥ ¸² ¡μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ∂zAz = 0 ¨ ¥Ð¥ ·Ö¤ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´ÒÌ Ï £μ¢.
‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ Ê¤ ¥É¸Ö ¢μ¸¶·μ¨§¢¥¸É¨ Ô²¥³¥´ÉÒ R-³ É·¨Î´μ£μ
¨¸Î¨¸²¥´¨Ö ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ ˆ“ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ’—‘ (¸³. [30] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³). �·¨
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ÔÉμ³, μ¤´ ±μ, ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö ¸¶¥·¢  ®¶μ¤´ÖÉÓ¯ ’—‘ ¨§ 3d- ¢ 4d-¶·μ¸É· ´¸É¢μ,
  § É¥³ ´ ²μ¦¨ÉÓ ´  ´μ¢Ò¥ ¶μ²Ö ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö. �μ
¢¨¤¨³μ¸É¨,  ´ ²μ£¨Î´Ò¥ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ¤ ²¨ ¡Ò ¡μ²¥¥ ¸É·μ£¨¥ μ¸´μ¢ ´¨Ö É·Õ±Ê,
μ¶¨¸ ´´μ³Ê ´¨¦¥.

�μ¢μ·μÉ ‚¨±  ¨ £μ²μ³μ·Ë´ Ö ± ²¨¡·μ¢± . •μ·μÏμ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ (¨ ´¥-
¶²μÌμ ¶μ¤¤ ÕÐ¨¥¸Ö ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ) ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ‚‘ ¢ ’—‘
¢μ§´¨± ÕÉ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ£μ É·Õ± , ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ±μÉμ·μ£μ ¢μ§´¨-
± ¥É Ëμ·³ ²¨§³ ¨´É¥£· ²  Šμ´Í¥¢¨Î  (¶. 5.6) [43,66,91,92].

ˆ¤¥Ö μ¸´μ¢ ´  ´  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ´ ¡²Õ¤¥´¨¨: Ëμ·³Ê²  ŠμÏ¨ ¤²Ö £μ²μ-
³μ·Ë´μ° ËÊ´±Í¨¨ ±μ³¶²¥±¸´μ£μ ¶¥·¥³¥´´μ£μ  ´ ²μ£¨Î´  μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ
δ-ËÊ´±Í¨μ´ ²  ´  ¢¥Ð¥¸É¢¥´´μ° ¶·Ö³μ°. �μÔÉμ³Ê μ¤¨´ ¨ ÉμÉ ¦¥ μ¶¥· Éμ·〈
Ak(x)Al(x̃)

〉
, ±μÉμ·Ò° ¢ ± ²¨¡·μ¢±¥ Az = 0 § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Î¥·¥§ ¸¨´£Ê²Ö·-

´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ² δ(x), ¢ ¤·Ê£μ° ®£μ²μ³μ·Ë´μ°¯ ± ²¨¡·μ¢±¥ ³μ£ ¡Ò ¢³¥¸Éμ
ÔÉμ£μ ¢Ò· ¦ ÉÓ¸Ö Î¥·¥§  ´ ²¨É¨Î¥¸±ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ 1/u.

”μ·³ ²Ó´μ ¶·μÍ¥¤Ê·  ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ±μ³¶²¥±¸´μ° § ³¥´¥ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ

z → it, (x, y) → (z = x + iy, z̄ = x − iy),

∂z → i∂t, (∂x, ∂y) →
(

∂z =
1
2
(∂x + i∂y), ∂z̄ =

1
2
(∂x − i∂y)

)
,

Az → −iAt, (Ax, Ay) → (Az = Ax − iA0, Az̄ = Ax + iA0)

¸ ¶μ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ´ ²μ¦¥´¨¥³ Ê¸²μ¢¨Ö Az̄ = 0. ‚ ´μ¢μ° (£μ²μ³μ·Ë´μ°) ± ²¨-
¡·μ¢±¥ ¤¥°¸É¢¨¥ ’—‘ (5.14) ¶·¨´¨³ ¥É ¢¨¤

S =
∫

dt dz
{
A0(t, z, z̄) ∂z̄Az̄(t, z, z̄) − Az(t, z, z̄) ∂z̄A0(t, z, z̄)

}
,

  ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (Ê¸²μ¢¨Ö ´Ê²¥¢μ° ¢ ·¨ Í¨¨ ¶μ Az ¨ A0) Å
∂z̄A0 = 0 ¨ ∂z̄Az = 0. Š ¨´É¥£· ²Ê Šμ´Í¥¢¨Î  ³Ò ¢¥·´¥³¸Ö ¢ ¶. 5.6.

5.4. —Éμ μ¡Ð¥£μ Ê ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨Ì ¸·¥¤´¨Ì? ˆ´É¥·-
¶·¥É Í¨Ö μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ˆ“ ± ± ´¥ ¡¥²¥¢ÒÌ ‚� ¶·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ³μÉ¨¢¨·μ¢ ´ 
·Ö¤μ³ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ [44,45]. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ³Ò ¶·¨-
¢¥¤¥³ ±· É±ÊÕ ¸¢μ¤±Ê ÔÉ¨Ì ¸¢μ°¸É¢. �·¨ ÔÉμ³ ¡Ê¤¥³  ¶¥²²¨·μ¢ ÉÓ ± ¡ §μ¢Ò³
¸¢¥¤¥´¨Ö³ μ¡ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´ÒÌ Ô±¸¶μ´¥´É Ì [89] ¨ £ Ê¸¸μ¢ÒÌ ¸·¥¤´¨Ì [93].

5.4.1. ‘¢μ°¸É¢μ ±μ³¶μ§¨Í¨¨. �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ˆ“, μ ±μÉμ·ÒÌ ¨¤¥É ·¥ÎÓ,
μ¡² ¤ ÕÉ μ¸´μ¢´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ Å μ¶¥· Éμ·  ¢
μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ‚‹ (¸³. ¶. 5.2.3).

‚ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¤²Ö μ¶¥· Éμ·  F (t), § ¤ ´´μ£μ ± ± ËÊ´±Í¨Ö ¶ · ³¥É· 
t ´  ±·¨¢μ° γ, μ¶¥· Éμ· Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° (¢¤μ²Ó γ) Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ [89] μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ · §¡¨¥´¨Ö ±·¨¢μ° ¢¥¤¥É ¸¥¡Ö ± ±

Pexp

v∫
u

dt F (t) = Pexp

w∫
u

dt F (t) Pexp

v∫
c

dt F (t). (5.27)
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“· ¢´¥´¨¥ ¶¥·¥´μ¸  (5.20) ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ± ± Î ¸É´Ò° ¸²ÊÎ ° (5.27) ¶·¨
|b − c| → 0.

�´ ²μ£¨Î´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ Ï¨·μ±μ£μ ±² ¸¸  ˆ“ ¨§¢¥¸É´μ ± ± ¶· ¢¨²μ ±μ³¶μ-
§¨Í¨¨ ¶·¨ ¸¢Ö§´μ° ¸Ê³³¥ Ê§²μ¢ (§ Í¥¶²¥´¨°) [2, 27,66].

’¥´§μ·´ Ö § ¶¨¸Ó ¸¢μ°¸É¢  ±μ³¶μ§¨Í¨¨. ‘¢μ°¸É¢μ (5.27) ¶μ§¢μ²Ö¥É § -
¶¨¸ ÉÓ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´ÊÕ Ô±¸¶μ´¥´ÉÊ ¤²Ö ±·¨¢μ°-±μ³¶μ§¨Í¨¨ ± ± É¥´§μ·´ÊÕ
¸¢¥·É±Ê Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´ÒÌ Ô±¸¶μ´¥´É ¤²Ö ±·¨¢ÒÌ-¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì. � ¶·¨³¥·,
¥¸²¨ · §¡¨ÉÓ ´¥±μÉμ·ÊÕ § ³±´ÊÉÊÕ ±·¨¢ÊÕ, ± ± ´  ·¨¸Ê´±¥, (5.27) ³μ¦´μ
Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ ¶¥·¥¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥

Tr Pexp
∮
γ

dt F (t) = Sij
kl S̄kl

ji , (5.28)

£¤¥ ¢¢¥¤¥´Ò μ¶¥· Éμ·Ò

S = Pexp

v∫
u

dt F (t) ⊗ Pexp

y∫
w

dt F (t), S̄ = Pexp

w∫
v

dt F (t) ⊗ Pexp

u∫
y

dt F(t),

  É ±¦¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´μ Éμ¦¤¥¸É¢μ

Li
jM

j
kP k

l Ql
i =

(
L ⊗ P

)ik

jl

(
M ⊗ Q

)jl

ki
.

‚ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¤²Ö ·Ö¤  ˆ“ ¨§¢¥¸É´Ò Ö¢´Ò¥ É¥´§μ·´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö É¨-
¶  (5.28), ¢ ±μÉμ·ÒÌ μÉ¤¥²Ó´Ò¥ ¡²μ±¨ ¸¢Ö§ ´Ò μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³¨ Ë· £³¥´É ³¨
Ê§²  [2,29]. �·¨³¥·μ³ ¸²Ê¦¨É ¸¢¥·É±  ¢¥·Ï¨´´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ ¢ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨
Š ÊËË³ ´  (¸³. ·¨¸. 5). �´ ²μ£¨Î´Ò³ μ¡· §μ³ Ê¸É·μ¥´Ò R-³ É·¨Î´Ò¥ ¢Ò· -
¦¥´¨Ö ¤²Ö ·Ö¤  ˆ“ [29] (¸·¥¤¨ ±μÉμ·ÒÌ ˆ“ ¨§ É ¡². 2), ±μÉμ·Ò¥ ¤μ ¸¨Ì ¶μ·
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö μ¸´μ¢´Ò³ ¸·¥¤¸É¢μ³ ¨§ÊÎ¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´. � ±μ´¥Í, ¨´É¥£· ²Ó-
´Ò° ·Ö¤ Šμ´Í¥¢¨Î , μ ±μÉμ·μ³ ³Ò ¸± ¦¥³ ¢ ¶. 5.6, ³μ¦´μ ®¶·μ¸Ê³³¨·μ¢ ÉÓ¯
¨ § ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ É¥´§μ·´μ° ¸¢¥·É±¨ ®μ¶¥· Éμ·μ¢ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¸μ¡ÒÉ¨°¯ ´ 
¶²μ¸±μ° ¶·μ¥±Í¨¨ Ê§²  [92].

5.4.2. ‘Ê³³  ¶μ ¸¶ ·¨¢ ´¨Ö³. ˆ´¢ ·¨ ´É Ê§²  ± ± μ¡μ¡Ð¥´´μ¥ £ Ê¸¸μ¢μ
¸·¥¤´¥¥. �μ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¸¢μ°¸É¢  ·μ¤´ÖÉ ˆ“ ´¥ ¸ ¸ ³¨³¨ ‚‹/‚�,   ¸μ ¸·¥¤-
´¨³¨ μÉ ¶μ¸²¥¤´¨Ì. Š ± Ê¦¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ‚‘ ¢ ’—‘ (¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥°
± ²¨¡·μ¢±¥, ¶. 5.3) ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ £ Ê¸¸μ¢  ¨´É¥-
£· ²  [5,93]. ’μ ¥¸ÉÓ ¤ ´´Ò¥ ‚‘ ³μ¦´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ Î¥·¥§ ¸¨¸É¥³Ê ¨Ì ¸¢μ°¸É¢,
±μÉμ·Ò¥ É ±¦¥ μ¡´ ·Ê¦¨¢ ÕÉ¸Ö Ê ³´μ£¨Ì ˆ“. ‡¤¥¸Ó ³Ò ±· É±μ μ¡¸Ê¤¨³ ÔÉ¨
¸¢μ°¸É¢ ,   ¢ ¶. 5.6 Ê¢¨¤¨³ ¨Ì ¢ ±μ´±·¥É´μ³ ¶·¨³¥·¥.

—¥É´Ò° ±μ··¥²ÖÉμ· ¥¸ÉÓ ¸Ê³³  ¶μ ¸¶ ·¨¢ ´¨Ö³. �¥·¢μ¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ¥
¸¢μ°¸É¢μ μ¡μ¡Ð¥´´μ£μ £ Ê¸¸μ¢  ¸·¥¤´¥£μ (É¥μ·¥³Ê ‚¨± ) ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ É ±:〈

2k−1∏
i=1

F (ti)

〉
≡
∑

σ

2k−1∏
i=1

〈
F (ti)F

(
tσ(i)

) 〉
. (5.29)
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„²Ö ±μ´¥Î´μ³¥·´ÒÌ £ Ê¸¸μ¢ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ (5.29) ¢Ò¢μ¤¨É¸Ö ´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ
¨§ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö.

‚¸¥ ´¥Î¥É´Ò¥ ±μ··¥²ÖÉμ·Ò · ¢´Ò ´Ê²Õ. ‚Éμ·μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ,〈
2k−1∏
i=1

F (ti)

〉
≡ 0, (5.30)

¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¸¨³³¥É·¨¨ £ Ê¸¸μ¢  ¸·¥¤´¥£μ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ F → −F .
5.4.3. ˆ“ Î¥·¥§ ¶·μ¶ £ Éμ·Ò ’—‘. ‘¢μ°¸É¢  (5.29), (5.30) ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ

¤μ¶μ²´¨ÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ ¶ ·´μ£μ ±μ··¥²ÖÉμ· .
� ·´Ò° ±μ··¥²ÖÉμ· ¥¸ÉÓ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´ . ‡  μ¸´μ¢Ê §¤¥¸Ó É ±¦¥ ¡¥·ÊÉ

±μ´¥Î´μ³¥·´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥ ¤²Ö £ Ê¸¸μ¢  ¨´É¥£· ²  ±· É´μ¸É¨ N ¤ ¥É

〈
FiFj

〉
≡

∫ N∏
i=1

dFi FkFl exp

(
−1/2

N∑
i,j=1

KijF
kF l

)

∫ N∏
i=1

dFi exp

(
−1/2

N∑
i,j=1

KijF kF l

) = K−1
ij . (5.31)

‚ É¥μ·¨¨ ¶μ²Ö ¶μ± § É¥²Ó Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ (¤¥°¸É¢¨¥) ¢³¥¸Éμ N -³¥·´μ° ±¢ ¤· -
É¨Î´μ° Ëμ·³Ò ¸μ¤¥·¦¨É ±¢ ¤· É¨Î´Ò° ËÊ´±Í¨μ´ ²

N∑
i,j=1

KijF
kF l → S [F ] =

T∫
0

ds

T∫
0

dtK(t, s)F (t)F (s). (5.32)

� ¶·¨³¥·, K(t, s) = δ̈(t−s) ¨ S =
T∫
0

dt F (t)F̈ (t) = −
T∫
0

dt Ḟ (t)2 (¥¸²¨ F (T ) =

F (0) = 0). ’μ£¤  (5.31) § ³¥´ÖÕÉ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³

〈
F (t)F (s)

〉
S
≡ G(t, s) :

∫
du G(t, u)K(u, s) = δ(t − s). (5.33)

”Ê´±Í¨μ´ ² G(t, s) ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥° ƒ·¨´  μ¶¥· Éμ·  K(t, s).
Š ± ¶· ¢¨²μ, ¸·¥¤´¥¥ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ ¶μ ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê ËÊ´±Í¨° F (t) ¸ ´ ²μ-

¦¥´´Ò³¨ £· ´¨Î´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ (´ ¶·¨³¥·, F (a) = Fu, F (b) = Fv), É ± ÎÉμ

¢¸¥ ÔÉ¨ ËÊ´±Í¨¨ · §² £ ÕÉ¸Ö ¢ ·Ö¤Ò ¢¨¤  F (t) =
∞∑

k=0

fkψk(t) ¶μ μ¡Ð¥³Ê ¤¨¸-

±·¥É´μ³Ê ¡ §¨¸Ê {ψk(t)}. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ËÊ´±Í¨μ´ ² S(t) ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ
± ± N -³¥·´ÊÕ ±¢ ¤· É¨Î´ÊÕ Ëμ·³Ê ¢ ¶·¥¤¥²¥ N → ∞:

S [F ] =
∞∑

i=0

Kijfifj , Kij ≡
∫

dt ψi(t)ψj(t).
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5.4.4. �¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ´¥¸¢Ö§´ÒÌ ±μ³¶μ´¥´É. ‚ μ¸μ¡ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ £ Ê¸-
¸μ¢μ ¸·¥¤´¥¥ μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö ¤¢ÊÌ ´ ¡μ·μ¢ ¶μ²¥° · ¸¶ ¤ ¥É¸Ö ¢ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥
¸·¥¤´¨Ì μÉ ¸μ³´μ¦¨É¥²¥°. “¸²μ¢¨Ö, ¶·¨ ±μÉμ·ÒÌ ÔÉμ ¨³¥¥É ³¥¸Éμ, ¸²¥¤ÊÕÉ
´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ ¨§ ¸¢μ°¸É¢  (5.29). � ¨³¥´´μ, ¤μ¸É ÉμÎ´μ, ÎÉμ¡Ò μ¡² ¸ÉÓ
§´ Î¥´¨° ¶¥·¥³¥´´μ° t · §¡¨¢ ² ¸Ó ´  ´¥¸±μ²Ó±μ ¨´É¥·¢ ²μ¢ É ±, ÎÉμ¡Ò ¸¶ -
·¨¢ ´¨¥ ¤¢ÊÌ ËÊ´±Í¨°,  ·£Ê³¥´ÉÒ ±μÉμ·ÒÌ ¶·¨´¨³ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ´  · §²¨Î-
´ÒÌ ¨´É¥·¢ ² Ì, ¢¸¥£¤  μ¡· Ð ²μ¸Ó ¢ ´Ê²Ó:

〈
F (t)F (s)

〉
= 0 ¶·¨ a < t < c < s < b ⇒

⇒
〈

Pexp

v∫
u

dt F (t)

〉
=

〈
Pexp

w∫
u

dt F (t)

〉〈
Pexp

v∫
w

dt F (t)

〉
. (5.34)

„²Ö ¸·¥¤´¥£μ ¸ ¢¥¸μ³ exp
(
−
∫

dt F 2(t)
)

(¤²Ö Ö¤·  K(t, s) = δ(t − s)) (5.34)
¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ÉμÎ´μ. ‚ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¨´É¥£· ²Ó´μ¥ Ö¤·μ ¤μ¸É -
ÉμÎ´μ ¡Ò¸É·μ Ê¡Ò¢ ¥É ¸ · ¸¸ÉμÖ´¨¥³, (5.34) ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¤²Ö
Ê¤ ²¥´´ÒÌ ¤·Ê£ μÉ ¤·Ê£  ¨´É¥·¢ ²μ¢〈

F (t)F (t + u − v)
〉
	

〈
F (t)F (t + ε)

〉
, |ε| 	 |u − v|,

´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö
〈
F (t)F (s)

〉
= 1/((t − s)2 + T 2) ¶·¨ T � b − a.

‘¢μ°¸É¢μ Ë ±Éμ·¨§ Í¨¨ ˆ“ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ´¥¸¢Ö§´μ° ¸Ê³³Ò Ê§²μ¢/§ Í¥-
¶²¥´¨° [2,27] (±μ£¤  ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ³μ¦´μ · §¤¥²¨ÉÓ ¢ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥) ¶μ´¨³ ÕÉ
± ± μÉ· ¦¥´¨¥ ¸¢μ°¸É¢  (5.34) ‚� ¢ ’—‘.

’¥´§μ·´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ˆ“. —Éμ¡Ò ¶μ´¨³ ÉÓ ¸¢¥·É±¨ ®Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ
¢±² ¤μ¢¯ ¢ ˆ“ ¨§ ¶. 5.4.1 ± ± § ¶¨¸Ó ‚� ¢ ’—‘, ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¸¢μ°¸É¢μ (5.34).
ˆ³¥´´μ μ´μ ¶μ§¢μ²Ö¥É · ¸¶·μ¸É· ´¨ÉÓ ¶· ¢¨²μ ±μ³¶μ§¨Í¨¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ°
Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ É ±¦¥ ´  ¸·¥¤´¥¥ μÉ ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´Ò.

� §¤¥²¥´¨¥ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ. � ±μ´¥Í, ¥¸²¨ ¢¥²¨Î¨´  F (t) ¶·¨´¨³ ¥É §´ -
Î¥´¨Ö ¢ ´¥±μÉμ·μ°  ²£¥¡·¥ ‹¨, Éμ ¸¢μ°¸É¢μ Ë ±Éμ·¨§ Í¨¨ (±μ£¤  ¢Ò¶μ²´¥´μ)
É ±¦¥ ¶·¨¢μ¤¨É ± · §¤¥²¥´¨Õ ®±μμ·¤¨´ É´μ°¯ ¨ ®£·Ê¶¶μ¢μ°¯ ±μ³¶μ´¥´É ±μ·-
·¥²ÖÉμ· . � ¶·¨³¥·, ¥¸²¨

〈
F (t)F (s)

〉
= 0 ¤²Ö v<t<w<s<u, Éμ

〈
TrPexp

v∫
u

dt
∑

u

F a(t)T a

〉
=
∑
a,b

Sa(u, w)Sb(w, v)Tr TaTb. (5.35)

‚ ¢Ò· ¦¥´¨¥ (5.35) μÉ¤¥²Ó´μ ¢Ìμ¤¨É ¶μ¸ÉμÖ´´Ò° ³´μ¦¨É¥²Ó TrTaTb ¨ Î¨-

¸²μ¢Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ ¢¨¤  Sa(u, w) ≡
〈[

Pexp
w∫
u

dt F (t)
]a〉

. �μ¤μ¡´Ò³ ¸¢μ°¸É¢μ³

± ± · § μ¡² ¤ ¥É ˆ“ ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨ Šμ´Í¥¢¨Î  (¸³. ¶·¨³¥· ¢ ¶. 5.6).
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5.4.5. ’μ¶μ²μ£¨Î¥¸± Ö ¨ ±μ´ÉÊ·´ Ö ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨. ‚‘ ± ± ËÊ´±Í¨-
μ´ ² É· ¥±Éμ·¨¨. …¸²¨ ËÊ´±Í¨Ö F (x, y, . . .) ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ°
Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ (5.27) § ¤ ´  ¢ ´¥±μÉμ·μ° μ¡² ¸É¨ ´  ¶²μ¸±μ¸É¨ ¨²¨ ¢ ¶·μ¸É· ´-
¸É¢¥, Éμ ¢¸Ö±μ° ±·¨¢μ° ¢ ÔÉμ° μ¡² ¸É¨ ¡Ê¤¥É ¸μμÉ¢¥É¸É¢μ¢ ÉÓ ¸¢μ° μ¶¥· -
Éμ· (5.27). ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¤²Ö § ¤ ´´μ° ¶ ·Ò ÉμÎ¥± §´ Î¥´¨¥ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ°
Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ § ¢¨¸¨É μÉ Ëμ·³Ò ±·¨¢μ°, ¸μ¥¤¨´ÖÕÐ¥° ÔÉ¨ ÉμÎ±¨, ¶μ ±μÉμ·μ°
¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö Ô±¸¶μ´¥´É . ’μ ¦¥, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ¢¥·´μ ¨ ¤²Ö ¸·¥¤´¥£μ μÉ ÔÉμ°
¢¥²¨Î¨´Ò [5]. �¤´ ±μ ¥¸ÉÓ ¨¸±²ÕÎ¨É¥²Ó´Ò° ¸²ÊÎ °, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨° μ¸μ¡Ò°
¨´É¥·¥¸ ¸ ÉμÎ±¨ §·¥´¨Ö É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢.

�¥ÎÓ μ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¨´É¥£· ²Ò μÉ ¶ ·´ÒÌ ±μ··¥²ÖÉμ·μ¢ (5.32), (5.33), ¨
Éμ£¤  ¢ ¸¨²Ê (5.29), (5.30) μ¡μ¡Ð¥´´μ¥ £ Ê¸¸μ¢μ ¸·¥¤´¥¥ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ±μ´ÉÊ· 
¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö. ’¥³ ¦¥ ¸¢μ°¸É¢μ³ ¤μ²¦´Ò μ¡² ¤ ÉÓ ËÊ´±Í¨¨ ƒ·¨´  ’—‘ ¢
£ Ê¸¸μ¢ÒÌ ± ²¨¡·μ¢± Ì ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ É¥μ·¨¨.

‘¢μ°¸É¢μ ±μ´ÉÊ·´μ° ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¦¥¸É±μ μ£· ´¨Î¨¢ ¥É ¢¨¤ ¶ ·´μ£μ
±μ··¥²ÖÉμ· ,   ¢³¥¸É¥ ¸ ¤·Ê£¨³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ¶μ²´μ¸ÉÓÕ ¥£μ § ¤ ¥É. �Éμ μ¤¨´
¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ ¶Ê´±Éμ¢ ¢ ¨´É¥·¶·¥É Í¨¨ ˆ“ ± ± ’—‘ [29,30,92].

5.5. �¥£Ê²Ö·¨§ Í¨Ö ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨Ì ¸·¥¤´¨Ì ¨ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ²¥´ÉμÎ´ÒÌ
Ê§²μ¢. 5.5.1. �μÎ¥³Ê ¢³¥¸Éμ ¨´¢ ·¨ ´É  Ê§²  · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ¨´¢ ·¨ ´É
§ Í¥¶²¥´¨Ö? Š ± ³Ò ¶μ± § ²¨ ´  ¶·¨³¥·¥ ¨§ ¶. 5.1.3, Î²¥´Ò · §²μ¦¥´¨Ö ‚‘
¢ Ëμ·³ ²Ó´Ò° ·Ö¤ ¨³¥ÕÉ ¢¨¤ ¤¢μ°´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ μÉ ¶ ·´ÒÌ ±μ··¥²ÖÉμ·μ¢,
±μÉμ·Ò¥ ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ £ Ê¸¸μ¢  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö (¶. 5.4) ¤ ÕÉ ¤¢μ°´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò μÉ
ËÊ´±Í¨° ƒ·¨´  ’—‘ (¶·¨²μ¦¥´¨¥ 2):〈∫

C

dxiAi(�x)
∫
C̃

dyiAj(�y)

〉
=
∫∫
X

dxi dyj Gij(x − y). (5.36)

‚¸¶μ³´¨³ É¥¶¥·Ó, ÎÉμ ¢  ´ ²μ£¨Î´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¨§ ¶. 5.1.3 ¤¢  ¨´É¥£· ² 
¢¸¥£¤  ¢ÒÎ¨¸²Ö²¨¸Ó ¶μ ¤¢Ê³ · §´Ò³ (¡μ²¥¥ Éμ£μ, ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨³¸Ö) ±·¨-
¢Ò³ Å ¨³¥´´μ ¤²Ö ÔÉμ£μ ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ²¨ ¤¢¥ · §²¨Î´Ò¥ ‚‹ ¨ ¢ÒÎ¨¸²Ö²¨
¸·¥¤´¥¥ μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨Ö, ´μ·³¨·μ¢ ´´μ¥ ´  ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¸·¥¤´¨Ì. ’¥¶¥·Ó
¶·¨Ï²μ ¢·¥³Ö μ¡¸Ê¤¨ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ê, ±μÉμ· Ö ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨ ¶μ¶ÒÉ±¥ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ
¸·¥¤´¥¥ μÉ μÉ¤¥²Ó´μ° ‚‹. „²Ö ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´Ò Ëμ·³ ²Ó´Ò° ·Ö¤ (± ± ´¥É·Ê¤´μ
Ê¡¥¤¨ÉÓ¸Ö) É ±¦¥ § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö Î¥·¥§ ¤¢μ°´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢¨¤  (5.36), ´μ ´ 
ÔÉμÉ · § ¢ ± Î¥¸É¢¥ μ¡μ¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¸Éμ¨É μ¤´  ¨ É  ¦¥ ¨¸Ìμ¤-
´ Ö § ¤ ´´ Ö ±·¨¢ Ö.

�·μ¡²¥³  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¥¸²¨ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨¥ ±·¨¢ÒÌ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö
¢ ²¥¢μ° Î ¸É¨ (5.36) ´¥ ¶Ê¸Éμ (C∩C̃ �= ∅), Éμ μ¡² ¸ÉÓ ¤¢μ°´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö
¢ ¶· ¢μ° Î ¸É¨ X ¸μ¤¥·¦¨É ÉμÎ±¨ c �x = �y ∈ C∩C̃, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ¥
¢Ò· ¦¥´¨¥ ¨³¥¥É ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ ¢¨¤  0 · ∞ (¶·¨Î¥³ ¸¨´£Ê²Ö·´ Ö μ¡² ¸ÉÓ
³μ¦¥É ¢±²ÕÎ ÉÓ ± ± ¨§μ²¨·μ¢ ´´Ò¥ μ¸μ¡Ò¥ ÉμÎ±¨ (¢ ¸²ÊÎ ¥ É· ´¸¢¥·¸ ²Ó´μ£μ
¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö ±·¨¢ÒÌ), É ± ¨ Í¥²Ò¥ ¨´É¥·¢ ²Ò Å ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Ê ±·¨¢ÒÌ μ¡-
Ð¨Ì ¤Ê£; ¢ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ ´ ¨¡μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´μ³ ¸²ÊÎ ¥ C = C̃ ¢ ¸¨´£Ê²Ö·´ÊÕ
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μ¡² ¸ÉÓ ¢Ìμ¤¨É ¢¸Ö ±·¨¢ Ö C). �¥μ¶·¥¤¥²¥´´μ¸ÉÓ ¢ ¤¢μ°´μ³ ¨´É¥£· ²¥ (5.36)
¶μ μ¡² ¸É¨ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö μ¡Ê¸²μ¢²¥´  ¤¢Ê³Ö ¸¢μ°¸É¢ ³¨ ËÊ´±Í¨¨ ƒ·¨´  ¢ ’—‘
(¸³. ¶·¨²μ¦¥´¨¥ 2): ¸¨´£Ê²Ö·´μ¸ÉÓ ¶·¨ �x → �y ¨  ´É¨¸¨³³¥É·¨Î´μ¸ÉÓ ¶μ ¨´-
¤¥±¸ ³ i, j, ¢¸²¥¤¸É¢¨¥ ±μÉμ·μ° ³¥·  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶·¨ �x → �y μ¡· Ð ¥É¸Ö
¢ ´Ê²Ó:

Gij = −Gji ⇒ dxi dyj Gij(�x − �y) =
∣∣∣∣ dxi dyj

dxj dyi

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
Δij

Gij(�x − �y);

|�x − �y| → 0 ⇒ Δij → 0, Gij(�x − �y) → ∞.

(5.37)

�¸´ Ð¥´¨¥ ¢  ¡¥²¥¢μ° É¥μ·¨¨: ±·¨¢ Ö-¸¶ÊÉ´¨±. „²Ö ·¥Ï¥´¨Ö μ¶¨¸ ´´μ°
¶·μ¡²¥³Ò μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ‚‘ ¨§³¥´ÖÕÉ ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³. � ·Ö¤Ê ¸ ¨¸Ìμ¤´μ°
±·¨¢μ° C{�x = �xC(s)} · ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ ±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨± C̃{�x = �xC(s) + �n(s)},
¶μ²ÊÎ¥´´ÊÕ ¶ÊÉ¥³ ¸¤¢¨£  ± ¦¤μ° ÉμÎ±¨ ¨¸Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ° ´  ´¥±μÉμ·Ò° ¢¥±-
Éμ· �n, ±μÉμ·Ò° ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¨§³¥´Ö¥É¸Ö ¢¤μ²Ó ±·¨¢μ°, ´μ ¢ μ¸É ²Ó´μ³ ¢ ± -
¦¤μ° ÉμÎ±¥ ¢Ò¡¨· ¥É¸Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ (·¨¸. 8). �¥μ¡Ìμ¤¨³μ Éμ²Ó±μ, ÎÉμ¡Ò
¢¥±Éμ· �n ¢¸Õ¤Ê ¡Ò² É· ´¸¢¥·¸ ²¥´ (É. ¥. ´¥ ¡Ò² ± ¸ É¥²Ó´Ò³) ± ±·¨¢μ°, ¶·¨-
Î¥³ (± ± ¸²¥¤Ê¥É ¨§ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¢ÒÏ¥ ¤²Ö ³¥·Ò Δ) ¡¥§ μ£· ´¨Î¥´¨Ö μ¡Ð´μ¸É¨
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ Éμ²Ó±μ ´μ·³ ²Ó´Ò¥ ¢¥±Éμ·Ò [39]. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É ±μ£μ ¤μμ¶·¥-
¤¥²¥´¨Ö ¤¢μ°´μ£μ ¨´É¥£· ²  (5.36) ´  ³¥¸É¥ ¸¨´£Ê²Ö·´ÒÌ ¢±² ¤μ¢ ¢μ§´¨± ÕÉ
Ìμ·μÏμ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö

ΔijGij(�x − �y) = xinjG(�n). (5.38)

�¤´ ±μ É ± Ö ®·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨Ö¯ ´¥μ¤´μ§´ Î´ , ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¨´É¥£· ² μÉ (5.38)
¨³¥¥É ¢¨¤ (5.39) ¨, ± ± ³Ò ¶μ± § ²¨ ¢ ¶. 5.1.1, · ¢¥´ Î¨¸²Ê § Í¥¶²¥´¨° ¨¸-
Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ° ¨ ±·¨¢μ°-¸¶ÊÉ´¨± .

ˆ¸Ìμ¤´ Ö ±·¨¢ Ö ± ± É· ¥±Éμ·¨Ö, ±·¨¢ Ö-¸¶ÊÉ´¨± ± ± ¨¸ÉμÎ´¨± ¶μ²Ö.
�¶¨¸ ´´ Ö ¢ÒÏ¥ ¶·μÍ¥¤Ê·  ¨ ¸¢Ö§ ´´ Ö ¸ ´¥° ´¥μ¤´μ§´ Î´μ¸ÉÓ ¨³¥ÕÉ ¨§ÖÐ-
´ÊÕ Ë¨§¨Î¥¸±ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ, ¥¸²¨ ¶μ¸³μÉ·¥ÉÓ ´  μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ‚‘ ¸ ¶μ-
³μÐÓÕ ®¨´É¥£· ²  ¶μ ¢¸¥³ ¶μ²Ö³¯ [3]. ˆ³¥´´μ Î¥·¥§ ·¥£Ê²Ö·¨§μ¢ ´´Ò¥ ¢Ò-
· ¦¥´¨Ö ¢¨¤  (5.36) (£¤¥ μ¤¨´ ¨´É¥£· ² ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¶μ ¨¸Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ° C,

�¨¸. 8. �¶¥· Í¨Ö μ¸´ Ð¥´¨Ö ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ‚‘ ¨²¨ ¨´¢ ·¨-
 ´É  Ê§² : ´  ¨¸Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ° § ¤ ¥É¸Ö ´μ·³ ²Ó´μ¥ ¢¥±Éμ·´μ¥
¶μ²¥, ¸¤¢¨£ ¢¤μ²Ó ±μÉμ·μ£μ ¶μ·μ¦¤ ¥É ±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨±
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  ¢Éμ·μ° Å ¶μ ±·¨¢μ°-¸¶ÊÉ´¨±Ê C̃) § ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö (¸ ¶μ³μÐÓÕ · §²μ¦¥´¨Ö ¢
·Ö¤ ¨ ¶·¨³¥´¥´¨Ö É¥μ·¥³Ò ‚¨± , ¸³. ¶. 5.4.2) μ¡μ¡Ð¥´´Ò° £ Ê¸¸μ¢ ±μ··¥²Ö-
Éμ· ¶ ·Ò ‚‹ ¤²Ö É· ¥±Éμ·¨° C ¨ C̃. ’ ±μ° ±μ··¥²ÖÉμ·, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¸·¥¤´¥¥ μÉ μÉ¤¥²Ó´μ° ‚‹ ¶μ É· ¥±Éμ·¨¨ C,   ¢Éμ·ÊÕ ‚‹
¢³¥¸É¥ ¸ Ô±¸¶μ´¥´Éμ° μÉ ¤¥°¸É¢¨Ö · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ´μ¢ÊÕ ³¥·Ê Ê¸·¥¤´¥´¨Ö:

〈
WC [A]WC̃ [A]

〉
=

exp
(∫

C
dxiAi

){
exp

(∫
C̃

dx̃jAj

)
exp (−SCS)

}
∫
[DA] exp (−SCS)

=

=
〈
WC [A]

〉
S′

CS[C̃]
. (5.39)

�μ± § É¥²Ó μ¡Ñ¥¤¨´¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¤¥°¸É¢¨¥
’—‘, ¢ ±μÉμ·μ° ¶μ²¥ A ¶μ·μ¦¤ ¥É¸Ö (¨²¨ ¢§ ¨³μ¤¥°¸É¢Ê¥É ¸) ¨¸ÉμÎ´¨±μ³
Éμ±  ¢ Ëμ·³¥ ±·¨¢μ°-¸¶ÊÉ´¨±  C̃:

S′
CS[C̃] =

∫
C̃

dx̃jAj + SCS =
∫

C̃{�x=�xC̃(s)}

d3x̃(AiJi + εijkAi∂jAk),

J i = δ(2)ẋi
C̃(s)

(
�x − �xC̃(s)

)
.

(5.40)

5.5.2. �¸´ Ð¥´¨¥ ¢ ´¥ ¡¥²¥¢μ° É¥μ·¨¨: ¸¨´Ì·μ´¨§¨·ÊÕÐ¥¥ ¢¥±Éμ·´μ¥
¶μ²¥. „μ ¸¨Ì ¶μ· ³Ò · ¸¸³ É·¨¢ ²¨ ¶·μ¸É¥°ÏÊÕ ’—‘, μ¶·¥¤¥²¥´´ÊÕ ¢ ¶. 5.1.
�¤´ ±μ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢ ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¤²Ö ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´μ° ¢¥·-
¸¨¨ É¥μ·¨¨ (¸³. ¶. 5.2), ¢ ±μÉμ·μ° ±μ³¶μ´¥´ÉÒ ¶μ²Ö �A(�x) ¢ ± ¦¤μ° ÉμÎ±¥
¶·μ¸É· ´¸É¢  § ¤ ÕÉ¸Ö ³ É·¨Í ³¨, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ´¥ ±μ³³ÊÉ¨·ÊÕÐ¨³¨ ¤·Ê£
¸ ¤·Ê£μ³. ‚ ÔÉμ³ ¸²ÊÎ ¥, ÎÉμ¡Ò ´ ¶¨¸ ÉÓ  ´ ²μ£ (5.40), ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ μ¶·¥¤¥-
²¨ÉÓ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¤¢ÊÌ Ô±¸¶μ´¥´É, ± ¦¤ Ö ¨§ ±μÉμ·ÒÌ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´  ¶μ ¸¢μ¥°
É· ¥±Éμ·¨¨. �± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶μ¤Ìμ¤ÖÐ¥¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥ (5.40) ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö, ¥¸²¨
®¸¨´Ì·μ´¨§¨·μ¢ ÉÓ¯ §´ Î¥´¨Ö ¶ · ³¥É·  ´  μ¡μ¨Ì ±·¨¢ÒÌ ¶·¨ ¶μ³μÐ¨ ¢¥±-
Éμ·´μ£μ ¶μ²Ö η(s) (¸³. ·¨¸. 8), ±μÉμ·μ¥ ¢¢μ¤¨²μ¸Ó ¢ ¶. 5.5 ¶·¨ ¶μ¸É·μ¥´¨¨
±·¨¢μ°-¸¶ÊÉ´¨±  C̃, ¨¸Ìμ¤´μ° ¶μ ±·¨¢μ° C. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É ±μ£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö
(¸·. ¸ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ Î¥·¥§ ¸¢μ°¸É¢μ ±μ³¶μ§¨Í¨¨
¢ ¶. 5.4.1)

WC [A]WC̃ [A] ≡ P
{
Pexp

∫
ds ẋi

{
Ai

(
�x(s)

)
+ Aj

(
�x(s) + �n(s)

)}
. (5.41)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¤²Ö ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨ ´¥ ¡¥²¥¢  ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ£μ ¸·¥¤´¥£μ ´¥μ¡-
Ìμ¤¨³μ ¢¢¥¸É¨ ´μ·³ ²Ó´μ¥ ¢¥±Éμ·´μ¥ ¶μ²¥ ´  ±·¨¢μ°-É· ¥±Éμ·¨¨. �¡· É¨É¥
¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ §¤¥¸Ó, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ  ¡¥²¥¢μ° É¥μ·¨¨, ¶·¥¨³ÊÐ¥¸É¢¥´´μ ¨¸¶μ²Ó-
§Ê¥É¸Ö ¨³¥´´μ ¸ ³μ ¶μ²¥ �n,   ´¥ Éμ²Ó±μ ¶μ·μ¦¤¥´´ Ö ¨³ ±·¨¢ Ö-¸¶ÊÉ´¨±.



278 ���•ˆ�� �.‘.

‚¢¥¤¥´´μ¥ ¢¥±Éμ·´μ¥ ¶μ²¥ ´ §Ò¢ ¥É¸Ö μ¸´ Ð¥´¨¥³ Ê§²  [39]. ‡ ³¥Î -
É¥²Ó´Ò³ μ¡· §μ³ ¨§ÊÎ ¥³Ò¥ ´ ³¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ´¥§ ¢¨¸¨³μ
μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ ¨³¥´´μ μ¸´ Ð¥´´ÒÌ (²¥´ÉμÎ´ÒÌ) Ê§²μ¢ ¢ · ³± Ì
¤·Ê£¨Ì μ¶·¥¤¥²¥´¨° [2,27,29].

5.5.3. �¥ ¡¥²¥¢ μ¸´ Ð ÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó ¨ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò° ¨´¢ ·¨-
 ´É Ê§² . �·Ö³μ£μ  ´ ²μ£  (5.11) ¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, (5.12) ¢ ´¥ ¡¥²¥¢μ° É¥μ-
·¨¨ (É. ¥. ¤²Ö ¶μ²¥° ¸ ³ É·¨Î´μ§´ Î´Ò³¨ ±μ³¶μ´¥´É ³¨), ´ ¸±μ²Ó±μ ´ ³ ¨§-
¢¥¸É´μ, ´¥ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê¥É. �  ¶· ±É¨±¥ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¨ ‚‘ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ² -
£· ´¦¥¢μ° —‘ §  μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´Ò ¶·¨´¨³ ÕÉ ¥¥ Ëμ·³ ²Ó´Ò° ·Ö¤
¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ ¶ ·´ÒÌ ±μ··¥²ÖÉμ·μ¢ (5.36), ± ± ¦¤μ³Ê ¨§ ±μÉμ·ÒÌ ¶·¨³¥´ÖÕÉ
μ¶¥· Í¨Õ μ¸´ Ð¥´¨Ö [39], É. ¥. § ³¥´ÖÕÉ ¢Ò· ¦¥´¨¥³ ¢¨¤ 

∮
C

ds ẋ(s)Ai

(
�x(s)

) s∫
0

ds̃
(
ẋ(s) + η̇(s)

)
Aj

(
�x(s) + �n(s)

)
. (5.42)

� ¨¢´μ, ¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ (5.12), ± ¦¥É¸Ö, ÎÉμ μÉ¢¥É ¤μ²¦¥´ ¨³¥ÉÓ ¢¨¤

F = exp Tr
∮
C

ds xi(s) x̃j(s)
〈
Ai

(
x(s)

)
Aj

(
x̃(s)

)〉
. (5.43)

�¤´ ±μ Ê¦¥ ¸ ³μ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ¸·¥¤´¥£μ μÉ (5.41) Î¥·¥§ ¶ ·´Ò¥ £ Ê¸¸μ¢Ò
±μ··¥²ÖÉμ·Ò ¢ ´¥ ¡¥²¥¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ Ê¸É·μ¥´μ ¢¥¸Ó³  ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
μ± §Ò¢ ¥É¸Ö, ÎÉμ μÉ¢¥É ¢¸¥£¤  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²¥´, ´μ ´¥ · ¢¥´ (5.43). 	μ²¥¥
Éμ£μ, ¢¥²¨Î¨´  (5.43) Ë ±É¨Î¥¸±¨ ¸μ¤¥·¦¨É ¨´Ëμ·³ Í¨Õ μ¡ μ¸´ Ð¥´¨¨, ´μ
´¥ μ ¸ ³μ³ Ê§²¥, ¶μÔÉμ³Ê ¥¥ ¨ ´ §Ò¢ ÕÉ μ¸´ Ð ÕÐ¨³ ³´μ¦¨É¥²¥³.

� �¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò° ¨´¢ ·¨ ´É Ê§²  ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¤¥²¥´¨Ö ·¥£Ê-
²Ö·¨§μ¢ ´´μ£μ ‚‘ ´  μ¸´ Ð ÕÐ¨° ³´μ¦¨É¥²Ó.

�μ²ÊÎ¥´´Ò° μÉ¢¥É Ê¦¥ ´¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¢Ò¡μ·  μ¸´ Ð¥´¨Ö [39].
‚ ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ ¶μ¤· §¤¥²¥ ³Ò ¶μ¤·μ¡´¥¥ μ¡¸Ê¤¨³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ ´¥ ¡¥²¥¢ 

‚‘ ± ± ·Ö¤  ¶μ £ Ê¸¸μ¢Ò³ ±μ··¥²ÖÉμ· ³ ¨ ¶μ± ¦¥³, ± ± μ´μ · ¡μÉ ¥É ¢ ¶·μ-
¸É¥°Ï¨Ì ¶·¨³¥· Ì. ‡  μ¸´μ¢Ê ¢μ§Ó³¥³ É ± ´ §Ò¢ ¥³Ò° Ëμ·³ ²¨§³ ¨´É¥£· ² 
Šμ´Í¥¢¨Î  [43,91].

5.6. �Ö¤ ¤²Ö ˆ“ ± ± ·Ö¤ ¤²Ö ‚‘ ’—‘. � ¨¡μ²¥¥ ÉμÎ´μ¥ ´  ¸¥£μ¤´Ö
ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨¥ μ ¸¢Ö§¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨§ É ¡². 2 ¸ ¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´μ° ² £· ´-
¦¥¢μ° ’—‘ μ¸´μ¢ ´μ ´  Ëμ·³ ²¨§³¥ ¨´É¥£· ²  Šμ´Í¥¢¨Î  (ˆŠ) [91]. �´μ
¸μ¸Éμ¨É ¨§ ¤¢ÊÌ Î ¸É¥°.

1. �¶·¥¤¥²¥´´Ò¥ ˆ“ ¤μ¶Ê¸± ÕÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¢ ¢¨¤¥ Ëμ·³ ²Ó´ÒÌ ¨´É¥-
£· ²Ó´ÒÌ ·Ö¤μ¢ ¶μ ´¥±μÉμ·μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê.

2. �É¨ ·Ö¤Ò ³μ¦´μ ¶μÎ²¥´´μ ¸μμÉ´¥¸É¨ ¸ ·Ö¤μ³ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¤²Ö
¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ£μ ¸·¥¤´¥£μ ’—‘ ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ° ± ²¨¡·μ¢±¥.

�¥·¢ Ö Î ¸ÉÓ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¤μ± § ´´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° É¥μ·¥³μ° [94]. ‚Éμ-
·μ°, ¢¥·μÖÉ´μ, É ±¦¥ ³μ¦´μ ¶·¨¤ ÉÓ ¸É ÉÊ¸ ¸É·μ£μ£μ ÊÉ¢¥·¦¤¥´¨Ö Å ¶μ¸²¥
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ÉμÎ´μ£μ  ±¸¨μ³ É¨Î¥¸±μ£μ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶· ¢μ° Î ¸É¨ ´  μ¸´μ¢¥ ¥¥ μ¦¨¤ ¥³ÒÌ
¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ¨§ ¶. 5.4.

�¨¦¥ ³Ò ±· É±μ ¸Ëμ·³Ê²¨·Ê¥³ ¨¤¥Õ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö ·Ö¤  ¤²Ö ˆŠ ·Ö¤Ê
É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¤²Ö ‚‘ ’—‘. 	μ²¥¥ ¶μ¤·μ¡´μ ÔÉμÉ ¢μ¶·μ¸ · ¸¸³μÉ·¥´
¢ · ¡μÉ Ì [41Ä45,92].

5.6.1. ‘É·Ê±ÉÊ·  ˆŠ. ‘μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ˆŠ/‚‘ ’—‘ μ¸´μ¢ ´μ ´  ·Ö¤¥ ¨Ì
μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢, ¸¨¸É¥³Ò ±μÉμ·ÒÌ ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ± ¦¤μ£μ ¨§ ¢Ò-
· ¦¥´¨°. �É¨ ¸¢μ°¸É¢  μ¡¸Ê¦¤ ²¨¸Ó ¶μ μÉ¤¥²Ó´μ¸É¨ ¢ ¶. 5.4. „ ¤¨³ ±· É±ÊÕ
¸¢μ¤±Ê ¢ ¶·¨²μ¦¥´¨¨ ± ˆŠ.

� ‚Ò· ¦¥´¨¥ ¢ Í¥²μ³ ¶·¥¤¸É ¢²Ö¥É ¸μ¡μ° ¡¥¸±μ´¥Î´Ò° Ëμ·³ ²Ó´Ò° ·Ö¤
¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ¢μ§· ¸É ÕÐ¨Ì (Î¥É´ÒÌ) ±· É´μ¸É¥°.

� Š ¦¤Ò° ¨§ ±· É´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ Ö¢²Ö¥É¸Ö t-Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´Ò³, É. ¥. ¨´É¥-
£·¨·μ¢ ´¨¥ ¶·μ¨§¢μ¤¨É¸Ö ¶μ μ¡² ¸É¨, £¤¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ Ê¸²μ¢¨Õ
t1 � t2 � . . . � tk.

� Š ¦¤Ò° ¨§ ±· É´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ ¢Ìμ¤¨É ¢ ·Ö¤ ¸ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ £·Ê¶¶μ-
¢Ò³ ³´μ¦¨É¥²¥³, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨³ ¨§ ¸¥¡Ö ´¥±μÉμ·ÊÕ ¸¢¥·É±Ê £¥´¥· Éμ·μ¢
§ ¤ ´´μ°  ²£¥¡·Ò ‹¨ ¢ § ¤ ´´μ³ ¥¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¨.

� ‚¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ±· É´μ¸É¨ 2g ¢³¥¸É¥ ¸μ ¸¢μ¨³¨ £·Ê¶¶μ¢Ò³¨ ³´μ¦¨-
É¥²Ö³¨ ³μ¦´μ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ § ´Ê³¥·μ¢ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¸¶ ·¨¢ ´¨°
2g-Ô²¥³¥´Éμ¢.

� Ÿ¤·μ ± ¦¤μ£μ ¨§ ±· É´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ · §² £ ¥É¸Ö ¢ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ËÊ´±-
Í¨° ƒ·¨´  ¤²Ö μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ËÊ´±Í¨μ´ ² .

� �Ö¤ ¢ Í¥²μ³ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ É¥´§μ·´μ° ¸¢¥·É±¨ ®Ô²¥³¥´É ·-
´ÒÌ ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì¯.

�μ¤·μ¡´μ¥ μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¸¢μ°¸É¢ ˆŠ [91] ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ μ¡§μ-
· Ì [66]; Ô²¥³¥´É ·´μ¥ ¢¢¥¤¥´¨¥ ¨ ¶μ¤·μ¡´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò ³μ¦´μ É ±¦¥
´ °É¨ ¢ [92]).

5.6.2. �·¨³¥· ·Ö¤  ¤²Ö ¨´É¥£· ²  Šμ´Í¥¢¨Î . � ¶·¨³¥·, ·Ö¤ ¤²Ö ˆŠ
³μ¦¥É ´ Î¨´ ÉÓ¸Ö ¸ 1, ¶·μ¤μ²¦ ÉÓ¸Ö Ï¥¸ÉÓÕ ¤¢μ°´Ò³¨ ¨´É¥£· ² ³¨, §  ±μ-

Éμ·Ò³¨ ¡Ê¤ÊÉ ¸²¥¤μ¢ ÉÓ
4 · 3
2

+ 4 · 3 · 2
2

+
(

4 · 3
2

)
= 6 + 12 + 36 = 54 Î¥ÉÒ-

·¥Ì±· É´ÒÌ ¨´É¥£· ²  É·¥Ì · §²¨Î´ÒÌ É¨¶μ¢ (É ¡². 6).
‘É·Ê±ÉÊ·  ·Ö¤  ¢ Í¥²μ³ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¶·¨ ÔÉμ³ ¸ · §²μ¦¥´¨¥³ ¢ ·Ö¤ £ Ê¸¸μ¢ 

¸·¥¤´¥£μ (¶. 5.4.2)

P
4∏

k=1

(
1 +

∫
dzAa(zk)Ta + Aa(zk)Ab(zk)TaTb + . . .

)
, (5.44)

É ± ÎÉμ ¤¢μ°´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò μÉ¢¥Î ÕÉ Î²¥´ ³ ¢Éμ·μ£μ ¶μ·Ö¤± , Î¥ÉÒ·¥Ì-
±· É´Ò¥ Å Î¥É¢¥·Éμ£μ ¨ É. ¤. Œ¥É±¨ ¶μ¤ ± ¦¤Ò³ Î²¥´μ³ Ê± §Ò¢ ÕÉ É¨¶
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−
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︸
〈1

1
2
3
〉

+

+
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−
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︸
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−
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¸¶ ·¨¢ ´¨Ö,   Í¨Ë·Ò ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÉ  ·£Ê³¥´É ³ ¶μ²¥° ¢ ¨¸Ìμ¤´μ³ ±μ·¥²-
²ÖÉμ·¥: ´ ¶·¨³¥·, 〈12〉〈34〉 μ§´ Î ¥É 〈A(z1)A(z2)〉〈A(z3)A(z4)〉). ‘¨³¢μ² P
¢ (5.44) Ê± §Ò¢ ¥É, ÎÉμ ¢¸¥ ±· É´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò ¢ · §²μ¦¥´¨¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´Ò
¸μ£² ¸´μ ´μ³¥· ³ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö, ´ ¶·¨³¥·, P

∫∫
dz1dz2 ≡

b∫
a

dz2

z2∫
a

dz1. ‚ ± ¦¤μ³ ¸² £ ¥³μ³ ³μ¦´μ ¢Ò¤¥²¨ÉÓ ¤¢  ³´μ¦¨É¥²Ö: ±μμ·¤¨-

´ É´Ò° (±· É´Ò° ¨´É¥£· ² μÉ ¸± ²Ö·´μ° ËÊ´±Í¨¨ ±μμ·¤¨´ É) ¨ £·Ê¶¶μ¢μ°
(¸¢¥·É±  £¥´¥· Éμ·μ¢  ²£¥¡·Ò), É. ¥. ¨³¥¥É ³¥¸Éμ ¸É·Ê±ÉÊ·  ¨§ ¶. 5.4.4.

5.6.3. Ÿ¤·  ± ± ¶ ·´Ò¥ ±μ··¥²ÖÉμ·Ò. ˆ´É¥£· ²Ò ·Ö¤  Šμ´Í¥¢¨Î ,
¢ Î ¸É´μ¸É¨ ¢ É ¡². 6, ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö ¶μ ³¥·¥ żdt = dz μÉ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨° ®Ô²¥-
³¥´É ·´ÒÌ ³´μ¦¨É¥²¥°¯ ¢¨¤  1/z. ’ ±μ° ³´μ¦¨É¥²Ó Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê· ¢-
´¥´¨Õ

∂z̄
δ(t)
z

= δ(t) δ(z) δ(z̄) (5.45)

¨, ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± §´ Î¥´¨¥ ¶ ·´μ£μ ±μ··¥²ÖÉμ· 
’—‘ ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ° ± ²¨¡·μ¢±¥ (¶. 5.3). ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¶μ ¶· ¢¨² ³ μ¡μ¡-
Ð¥´´μ£μ £ Ê¸¸μ¢  ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö (¶. 5.4.3) ±μμ·¤¨´ É´Ò¥ ³´μ¦¨É¥²¨ ¢ ˆŠ
μÉμ¦¤¥¸É¢²ÖÕÉ¸Ö ¸ ¶ ·´Ò³¨ ±μ··¥²ÖÉμ· ³¨ ¶μ²¥° ’—‘ ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ° ± ²¨-
¡·μ¢±¥:

〈
AzAz

〉
=0,

〈
A0A0

〉
=0,

〈
A0Az

〉
= −

〈
AzA0

〉
=

δ(t)
z

. (5.46)

5.6.4. �¡² ¸ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢ ˆŠ. ‚ ¦´ Ö Éμ´±μ¸ÉÓ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³,
ÎÉμ ¨´É¥£· ²Ó´Ò° ·Ö¤ ¤²Ö ˆŠ ±μ··¥±É´μ μ¶·¥¤¥²¥´ ´¥ ¤²Ö ¢¸¥° § ³±´ÊÉμ°
±·¨¢μ°,   ¤²Ö ¥¥ Ë· £³¥´É , ¶·¨Î¥³ μ¡² ¸ÉÓ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¢¸¥£¤  Ö¢²Ö¥É¸Ö
μ¡Ñ¥¤¨´¥´¨¥³ Î¥É´μ£μ Î¨¸²  ¶μ¶ ·´μ ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö ¤Ê£. �μÔÉμ³Ê ¤²Ö
¸· ¢´¥´¨Ö ˆŠ ¸ ·Ö¤μ³ ¤²Ö ‚� ¶μ¸²¥¤´ÕÕ ¢¥²¨Î¨´Ê ¸¶¥·¢  ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¶·¥¤-
¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ É¥´§μ·´μ° ¸¢¥·É±¨ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨ ´¥§ ¢¨¸¨³ÒÌ ¢±² ¤μ¢ (¸³.
¶¶. 5.4.1, 5.4.4). Ÿ¢´Ò° ¢¨¤ É ±¨Ì · §²μ¦¥´¨° ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [92].

5.6.5. ‚Ò¡μ· μ¸´ Ð¥´¨Ö ¢ ¨´É¥£· ²¥ Šμ´Í¥¢¨Î . „·Ê£ Ö μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ
ˆŠ ± ¸ ¥É¸Ö ¶·μ¡²¥³Ò ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨ ‚�, ±μÉμ·ÊÕ ³Ò μ¡¸Ê¦¤ ²¨ ¢ · §¤. 4
¨ ¶. 5.5. ‚ Ëμ·³ ²¨§³¥ ˆŠ ÔÉ  ¶·μ¡²¥³  ¸±·ÒÉ : ·Ö¤ ¸ ¸ ³μ£μ ´ Î ² 
¢±²ÕÎ ¥É Éμ²Ó±μ É¥ ¸¶ ·¨¢ ´¨Ö, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ÉμÎ±¨ ¢  ·£Ê³¥´É Ì ¶μ²¥° ²¥¦ É ´ 
· §²¨Î´ÒÌ (¶μ¶ ·´μ ´¥¶¥·¥¸¥± ÕÐ¨Ì¸Ö) ¤Ê£ Ì ¨§ ¤ ´´μ£μ Ë· £³¥´É  ±·¨¢μ°.
� ¶·¨³¥·, ¥¸²¨ ·Ö¤ ¤²Ö ‚� ¸μ¤¥·¦ ² ±μ··¥²ÖÉμ· É¨¶  〈1122〉, Éμ ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¨° ·Ö¤ ¤²Ö ˆŠ ¡Ê¤¥É ¸μ¤¥·¦ ÉÓ Éμ²Ó±μ ¸¶ ·¨¢ ´¨¥ É¨¶  〈12〉〈12〉, ´μ
´¥ ¸¨´£Ê²Ö·´Ò° ¢±² ¤ 〈11〉〈22〉. Œμ¦´μ ¶μ± § ÉÓ, ÎÉμ É ±μ¥ μ¶Ê¸± ´¨¥ ¸¨´£Ê-
²Ö·´ÒÌ ¢±² ¤μ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É μ¶·¥¤¥²¥´´μ³Ê ¢Ò¡μ·Ê μ¸´ Ð¥´¨Ö Å Ê¸²μ¢¨Õ
´  ±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨± ¶·¨ ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ‚� [66].
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5.6.6. Š¢ ¤· É¨Î´Ò° ¢±² ¤ ¢ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ¥ ¸·¥¤´¥¥ ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ°
± ²¨¡·μ¢±¥. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ± ´ Ï¥° ¤¨¸±Ê¸¸¨¨ μ ¸¢Ö§¨ ˆŠ ¸ ’—‘
³Ò Ê¸É ´μ¢¨³ Ö¢´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ³¥¦¤Ê ¶·μ¸É¥°Ï¨³¨ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò³¨ ¢±² -
¤ ³¨ ¢ ˆŠ ¨ ‚‘ ’—‘. �¨¦¥ ³Ò ¶μ± ¦¥³, ± ± ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ±¢ ¤· É¨Î´ Ö
Î ¸ÉÓ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¢ É ¡². 6 ¨§ ·Ö¤  É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨° ¤²Ö  ¡¥²¥¢  ‚‘ ’—‘.

�¨¸. 9. ®�¥É·¨¢¨ ²Ó-
´Ò¥ ¸μ¡ÒÉ¨Ö¯ ´  ¶·μ-
¥±Í¨¨ ±·¨¢μ° ¸ ÉμÎ±¨
§·¥´¨Ö ¨´É¥£· ²  Šμ´-
Í¥¢¨Î 

	μ²¥¥ ¨´É¥·¥¸´Ò¥ ¶·¨³¥·Ò · §¡¨· ÕÉ¸Ö ¢ ¶·¨²μ¦¥-
´¨¨ 3,   É ±¦¥, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [66] ¨ (³¥´¥¥ ¸É·μ£μ, ´μ
¡μ²¥¥ ¶μ¤·μ¡´μ) ¢ [92].

� ¸¸³μÉ·¨³ ±·¨¢ÊÕ γ, ¶·μ¥±Í¨Ö ±μÉμ·μ° ¶μ± § ´ 
´  ·¨¸. 9, ¨ ¢ÒÎ¨¸²¨³ ‚‘ ¤²Ö ´¥¥ ¢ ¶¥·¢μ³ ´¥¨¸Î¥§ -
ÕÐ¥³ ¶μ·Ö¤±¥ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥´¨°. „²Ö ·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨
ÔÉμ° ¢¥²¨Î¨´Ò ¢¢¥¤¥³ μ¸´ Ð¥´¨¥ ´  ±·¨¢μ° (¸³. ¶. 5.5)
¨ · ¸¸³μÉ·¨³ ±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨± γ′ (± ± ´  ·¨¸. 8). �μ-
¸²¥ ÔÉμ£μ ¢ ± ¦¤μ³ ¶ ·´μ³ ±μ··¥²ÖÉμ·¥ § ³¥´¨³  ·-
£Ê³¥´É ¢Éμ·μ£μ ¨§ ¶μ²¥° Å ÉμÎ±Ê ¨¸Ìμ¤´μ° ±·¨¢μ°
(z(t), t) Å ´  ÉμÎ±Ê (z′(t′), t′) ±·¨¢μ°-¸¶ÊÉ´¨±  (¶·μ-
Í¥¤Ê·  ¨§ ¶. 5.5 Ê¸É ´ ¢²¨¢ ¥É ³¥¦¤Ê ÉμÎ± ³¨ ¤¢ÊÌ ±·¨-
¢ÒÌ ¢§ ¨³´μ-μ¤´μ§´ Î´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥
μ¶¨¸ ´´μ° ¶·μÍ¥¤Ê·Ò ¶¥·¢Ò° ´¥¨¸Î¥§ ÕÐ¨° (±¢ ¤· -
É¨Î´Ò°) ¢±² ¤ ¢ ‚‘ · ¢¥´

∮
γ

dxμ

∮
γ′

dx′ν〈Aμ (t, z, z̄)Aν (t, z, z̄)
〉
. (5.47)

‡ É¥³, ¶μ²Ó§ÊÖ¸Ó μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ £ Ê¸¸μ¢  ¸·¥¤´¥£μ (5.33),   É ±¦¥ Ö¢´Ò³ ¢Ò-
· ¦¥´¨¥³ ¤²Ö ËÊ´±Í¨¨ ƒ·¨´  (5.46), ¶¥·¥¶¨Ï¥³ (5.47) ¢ ¢¨¤¥

∮
γ

dz

∮
γ′

dt′
〈
At(t, z, z̄)Az(t′, z′, z̄′)

〉
+
∮
γ

dt

∮
γ′

dz′
〈
Az(t, z, z̄)At(t′, z′, z̄′)

〉
=

=
∮
γ

dz

z − z′
+
∮
γ′

dz′

z′ − z
. (5.48)

‘²¥¤ÊÕÐ¨° Ï £ ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¶¥·¥Ìμ¤¥ μÉ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö ¶μ ±μ³¶²¥±¸´μ³Ê ¶¥-
·¥³¥´´μ³Ê z(t) ± ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Õ ¶μ μ¸¨ t. „²Ö ÔÉμ£μ ±·¨¢ÊÕ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ · §¡¨ÉÓ ´  ¤Ê£¨, · §¤¥²¥´´Ò¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨³¨ ÉμÎ± ³¨. ‚ ¤ ´´μ³
¶·μ¸É¥°Ï¥³ ¸²ÊÎ ¥ ±μ´ÉÊ· ¨³¥¥É ¤¢¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ ÉμÎ±¨ (¸³. ·¨¸. 9) ¨ ¶·¥¤-
¸É ¢²Ö¥É¸Ö ¢ ¢¨¤¥ ±μ³¶μ§¨Í¨¨ γ = γ+ ∪ γ− ¤¢ÊÌ ¤Ê£, ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ § ¤ ÉÓ
± ± Ö¢´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ z = z+(t) ¨ z = z−(t) ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ. �´ ²μ£¨Î´Ò³
μ¡· §μ³ ¸²¥¤Ê¥É · §¡¨ÉÓ ±·¨¢ÊÕ-¸¶ÊÉ´¨± γ′. �μ¸²¥ ÔÉμ£μ ¨¸Ìμ¤´Ò° ¨´É¥£· ²



��‹ˆ��Œ› “‡‹�‚: ��ˆ —…Œ ‡„…‘œ ”ˆ‡ˆŠ�? 283

¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¸Ê³³¥ Î¥ÉÒ·¥Ì ¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ μ¸¨ t

1∫
0

dt
ż+(t) − ż′+(t)
z+(t) − z′+(t)

+

1∫
0

dt
ż+(t) − ż′−(t)
z+(t) − z′−(t)

+

+

0∫
1

dt
ż−(t) − ż′−(t)
z−(t) − z′+(t)

+

0∫
1

dt
ż−(t) − ż′−(t)
z−(t) − z′−(t)

. (5.49)

’¥¶¥·Ó ¢μ¸¶μ²Ó§Ê¥³¸Ö ±μ´ÉÊ·´μ° ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ ¨´É¥£· ²μ¢ (μÉ
£μ²μ³μ·Ë´ÒÌ ËÊ´±Í¨°), ÎÉμ¡Ò · ¸¶μ²μ¦¨ÉÓ ±μ´ÉÊ·Ò γ ¨ γ′ ¶ · ²²¥²Ó´μ
μ¸¨ t ¢¸Õ¤Ê, §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³, ´ ¶·¨³¥·, μÉ·¥§±μ¢ γ+ ¨ γ′

+, § ±²ÕÎ¥´´ÒÌ
¢ μ¡² ¸É¨ t1 � t � t2, £¤¥ ±μ´ÉÊ·Ò, ¢μμ¡Ð¥ £μ¢μ·Ö, ³μ£ÊÉ ¶¥·¥¶²¥É ÉÓ¸Ö.
’μ£¤  ¢ ¸Ê³³¥ (5.49) μÉ²¨Î´Ò μÉ ´Ê²Ö Éμ²Ó±μ ¸² £ ¥³Ò¥, ¸μ¤¥·¦ Ð¨¥ z+ ¨²¨
z′+, ¶·¨Î¥³ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¨´É¥£· ²Ò ´ ¡¨· ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ¨¸±²ÕÎ¨É¥²Ó´μ
¶·¨ t1 � t � t2, ¶μ¸±μ²Ó±Ê

ż+(t) = ż−(t) = ż′+(t) = ż′−(t), 0 � t � t1, t2 � t � 1. (5.50)

„ ²¥¥ § ³¥É¨³, ÎÉμ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ° ± ²¨¡·μ¢±¥ (5.46) ¥¸ÉÓ
Ê¡Ò¢ ÕÐ Ö ËÊ´±Í¨Ö |z|,   É ±¦¥ ¸´μ¢  ¢μ¸¶μ²Ó§Ê¥³¸Ö ¶·μ¨§¢μ²μ³ ¢ ¢Ò¡μ·¥
±μ´ÉÊ·μ¢, ÎÉμ¡Ò · §¤¢¨´ÊÉÓ ¶¥·¥¶²¥É ÕÐ¨¥¸Ö ¤Ê£¨ γ+ ¨ γ′

+ ¸±μ²Ó Ê£μ¤´μ
¤ ²¥±μ: ∣∣z+(t) − z′−(t)

∣∣ ∼ ∣∣z−(t) − z′+(t)
∣∣ → ∞. (5.51)

‚ ¶·¥¤¥²¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ¨´É¥£· ²Ò μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó, ÎÉμ ¢ ¸¨²Ê ±μ´-
ÉÊ·´μ° ´¥§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ μ§´ Î ¥É · ¢¥´¸É¢μ ´Ê²Õ É ±¨Ì ¦¥ ¨´É¥£· ²μ¢ ¶μ ¨¸-
Ìμ¤´Ò³ ¤Ê£ ³.

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢¸¥Ì μ¶¨¸ ´´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° ¨´É¥£· ² (5.47) ¶·¨´¨-
³ ¥É ¢¨¤

I =

t2∫
t1

dt
ż+(t) − ż′+(t)
z+(t) − z′+(t)

. (5.52)

� §μ¡· ´´Ò° ¶·¨³¥· ¨²²Õ¸É·¨·Ê¥É ¢ Î¨¸²¥ ¶·μÎ¥£μ ¸¢μ°¸É¢μ ±μ³¶μ§¨Í¨¨, ´ 
±μÉμ·μ³ μ¸´μ¢ ´μ · §²μ¦¥´¨¥ ˆŠ ¢ ±μ³¶μ§¨Í¨Õ ®Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó-
´ÒÌ ¢±² ¤μ¢¯. �Éμ ¸¢μ°¸É¢μ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¤´¨³ ¨§ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢
ˆŠ ¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ, ¸·¥¤´¨³ μÉ ±μÉμ·μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö ‚‘ ¢ ’—‘
(¸³. ¶. 5.4.1). ‘ ¶μ³μÐÓÕ ¸¢μ°¸É¢  ±μ³¶μ§¨Í¨¨ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö É¥´§μ·´μ¥ ¶·¥¤-
¸É ¢²¥´¨¥ ¤²Ö ˆŠ, ¶μ ¸ÊÐ¥¸É¢Ê  ´ ²μ£¨Î´μ¥ R-³ É·¨Î´μ³Ê ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Õ
¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ [66,92].
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6. ��‡‚ˆ’ˆ… ˆ Š��’…Š‘’

ŒÒ § ¢¥·Ï¨²¨ ´ Ï ±· É±¨° · ¸¸± § μ ³¥¸É¥ ¨ ·μ²¨ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ ¢
³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¥. ‘Õ¦¥ÉÒ, ±μÉμ·Ò¥ ³Ò § É·μ´Ê²¨, Ê¦¥ ¸É ²¨ ±² ¸¸¨-
Î¥¸±¨³¨. ’¥¶¥·Ó ¸ ³μ¥ ¢·¥³Ö μ¡· É¨ÉÓ¸Ö ± ¸μ¢·¥³¥´´μ³Ê ¶μ²μ¦¥´¨Õ ¤¥². „²Ö
§ É· ¢±¨ ¶¥·¥Î¨¸²¨³ ´¥±μÉμ·Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¨ μ¡Ñ¥±ÉÒ, ¢ ±μÉμ·ÒÌ §  ¶μ¸²¥¤´¥¥
¢·¥³Ö μÉ±·Ò²¨ (´¥μ¦¨¤ ´´μ?) ¢¸É·μ¥´´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢.

6.1. “· ¢´¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. �μ¤ ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²ÓÕ ± ±μ°-
²¨¡μ ¸¨¸É¥³Ò ¢ ¸ ³μ³ μ¡Ð¥³ ¸³Ò¸²¥ μ¡ÒÎ´μ ¶μ´¨³ ÕÉ ´ ¡μ· ¢¥²¨Î¨´,
± ±¨³-Éμ μ¡· §μ³ μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¸¨¸É¥³Ê, ¢³¥¸É¥ ¸ Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¤²Ö ÔÉ¨Ì ¢¥-
²¨Î¨´. �·¨ ÔÉμ³ ¢¨¤ Ê· ¢´¥´¨°, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ´¨Î¥³ ´¥ μ£· ´¨Î¥´. �¤´ ±μ
¸·¥¤¨ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥°, ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÐ¨Ì ·¥ ²Ó´Ò° ¨´É¥·¥¸ (¤²Ö Ë¨-
§¨±μ¢ ¨²¨ ³ É¥³ É¨±μ¢), ³μ¦´μ ¢Ò¤¥²¨ÉÓ μ¡Ï¨·´Ò¥ ±² ¸¸Ò, £¤¥ μ¸´μ¢´Ò¥
Ê· ¢´¥´¨Ö ¨³¥ÕÉ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò° Ì · ±É¥·´Ò° ¢¨¤. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ¸¨¸É¥³Ê ¤¨-
´ ³¨Î¥¸±¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ³μ¦´μ Î ¸Éμ ¶·¨´ÖÉÓ §  μ¶·¥¤¥²¥´¨¥ É ±μ° ³μ¤¥²¨.
�μÔÉμ³Ê ²Õ¡ÊÕ ±μ´¸É·Ê±Í¨Õ, £¤¥ É ± Ö ¸¨¸É¥³  Ê· ¢´¥´¨° ¢μ§´¨±²  ´¥§ ¢¨-
¸¨³μ, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ³μ¤¥²Ó ¨¸Ìμ¤´μ° ¸¨¸É¥³Ò ¨ É ±
¨²¨ ¨´ Î¥ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ¤²Ö ¨§ÊÎ¥´¨Ö ¸¢μ°¸É¢ ¶μ¸²¥¤´¥°.

�¨¦¥ ³Ò ±· É±μ · ¸¸± ¦¥³, ± ± ´¥±μÉμ·Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, Ì · ±É¥·´Ò¥ ¤²Ö
¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨Ì ¸¨¸É¥³, ¶·μÖ¢²ÖÕÉ¸Ö ¤²Ö μ¡¸Ê¦¤ ¢Ï¨Ì¸Ö ¢ÒÏ¥
(É ¡². 7, 8) ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢. �¸´μ¢´Ò¥ ¸²ÊÎ ¨ ³μ¦´μ Ê¸²μ¢´μ · §¤¥²¨ÉÓ
´  ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ ´¨¦¥ É¨¶Ò.

6.1.1. ‹¨´¥°´Ò¥ · §´μ¸É´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö. ‡¤¥¸Ó ¸²¥¤Ê¥É · §²¨Î ÉÓ ´¥-
¸±μ²Ó±μ ¸²ÊÎ ¥¢.

‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê μ¤´μÉ¨¶´Ò³¨ ¶μ²¨´μ³ ³¨ ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ Ê§²μ¢.
�¥·¢Ò° ¶·¨³¥· Å § ¶ÊÉÒ¢ ÕÐ¨¥ (skein) ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö Sk ¢ É ¡². 1 (±μÉμ·Ò¥
¶μ§¢μ²ÖÕÉ ®§ ¶ÊÉ ÉÓ¯ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò° Ê§¥² ¨²¨ § Í¥¶²¥´¨¥, ´ Î ¢ ¸ É·¨¢¨ ²Ó-
´μ£μ Ê§² ). �´ ²μ£¨ ÔÉ¨Ì ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ²¥¦ É ¢ μ¸´μ¢¥ · §²¨Î´ÒÌ ·¥±Ê··¥´É-
´ÒÌ ³¥Éμ¤μ¢ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ •�Œ”‹ˆ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [95] ¨ ¸¸Ò²±¨
É ³,   É ±¦¥ [96]). �·¨ ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ (¸³. ¶. 6.3) μ¸μ¡μ¥ ³¥¸Éμ § -
´¨³ ÕÉ Ê· ¢´¥´¨Ö Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³  Ê§²  ¶·¨ ³´μ£μ±· É´μ³ ¶μ¢Éμ·¥
Ë· £³¥´É . …Ð¥ μ¤¨´ ¢ ¦´Ò° ¶·¨³¥· Å Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¥Ë¥±É  ¶μ²¨´μ³  ¶·¨
³ÊÉ Í¨¨ Ê§²  (¸³. ¶. 6.3).

‡¤¥¸Ó ´Ê¦´μ μ£μ¢μ·¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ²¨´¥°-
´Ò³¨ ¶μ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ ¶ · ³¥É· ³ Ê§²  (´ ¶·¨³¥· ¶μ · §²¨Î´Ò³ Î¨¸² ³
´ ³μÉμ±, ¸³. ·¨¸. ¢ É ¡². 7), ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ³μ£ÊÉ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± ´¥²¨-
´¥°´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö, ´ ¶·¨³¥·, ¤²Ö ¢¥·Ï¨´´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢ (¸³. ¤ ²¥¥).

‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê · §²¨Î´Ò³¨ ¶μ²¨´μ³ ³¨ μ¤´μ£μ Ê§² . � ¨¡μ²¥¥ · ¸-
¶·μ¸É· ´¥´´Ò° ¶·¨³¥· Å ·¥±Ê··¥´É´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ³¥¦¤Ê ¶μ²¨´μ³ ³¨
•�Œ”‹ˆ ¢ ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì · ¸±· ¸± Ì. ’ ±¨¥ ¶μ²¨´μ³Ò § ¢¨¸ÖÉ μÉ ¤μ-
¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ¤¨¸±·¥É´μ° ¶¥·¥³¥´´μ°: ´ ÉÊ· ²Ó´μ£μ Î¨¸²  n (μ´μ ´Ê³¥·Ê¥É
¶·μ¸É¥°Ï¨¥ · §¡¨¥´¨Ö Î¨¸²  n: [n], ¸ ¤¨ £· ³³μ° ¨§ μ¤´μ° ¸É·μ±¨). ‚ μ¤-
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’ ¡²¨Í  7. Š¢ ´Éμ¢μ-£·Ê¶¶μ¢Ò¥ ¶μ²¨´μ³Ò ¤²Ö ¸¥³¥°¸É¢ Ê§²μ¢ ¨ § Í¥¶²¥´¨°: ¤¨´ -
³¨Î¥¸±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¢ · §¤¥²¥´´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ

´μ·μ¤´μ° Ëμ·³¥ ÔÉ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢Ò£²Ö¤ÖÉ ± ± Ê¸²μ¢¨¥ μ¡· Ð¥´¨Ö ¢ ´Ê²Ó · ¸-
±· Ï¥´´μ£μ ¶μ²¨´μ³  •�Œ”‹ˆ ¶μ¤ ¤¥°¸É¢¨¥³ μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ · §´μ¸É´μ£μ
μ¶¥· Éμ· . �ÉμÉ μ¶¥· Éμ· ¸ ³ ¶μ ¸¥¡¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¨´¢ ·¨ ´Éμ³ Ê§²  (¶μ¤ ´ -
§¢ ´¨¥³ ±¢ ´Éμ¢Ò° A-¶μ²¨´μ³). ˆ§ ÔÉμ£μ μ¶¥· Éμ·  ¶ÊÉ¥³ § ³¥´Ò · §´μ¸É-
´ÒÌ ¶·μ¨§¢μ¤´ÒÌ ´  Ëμ·³ ²Ó´Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¶μ²¨´μ³ Ê§² 
¨´μ£μ ¸μ·É , Î¥³ ¶·¨³¥·Ò ¨§ É ¡². 2, Å ±² ¸¸¨Î¥¸±¨° A-¶μ²¨´μ³ (¸³., ´ ¶·¨-
³¥·, [51] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³).
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’ ¡²¨Í  8. „¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ ³μ¤¥²¨ ±¢ ´Éμ¢μ-£·Ê¶¶μ¢ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨ § Í¥¶²¥-
´¨°

Œμ¤¥²Ó
Š² ¸¸ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢

“· ¢´¥´¨Ö ’¨¶
Š² ¸¸

³μ¤¥²¥°

�¸¨³¶ÉμÉ¨±¨

�μ²¨´μ³Ò
“§²Ò/

§ Í¥¶²¥´¨Ö
�·¥¤¥² �¶¨¸ ´¨¥

�¢μ²ÕÍ¨¨ ‹Õ¡Ò¥ ‘ ±· É´Ò³¨
¡²μ± ³¨

�¢μ²ÕÍ¨¨ ‹¨´.
·¥±.

�¢μ²ÕÍ¨-
μ´´Ò¥

S/T-¡²μ±μ¢
[116]

�·Ö³μ-
Ê£μ²Ó´Ò¥
[121]

„·¥¢¥¸´Ò¥
[121]

— ¸É´Ò° ¸²ÊÎ ° [116] ŒÊÉ Í¨¨

ƒÊ·¢¨Í  •�Œ”‹ˆ
±· Ï¥´´Ò¥
¸¨³³¥É·¨-
Î¥¸±¨¥
(„¦μ´¸ )

‹Õ¡Ò¥ Ê§²Ò �²£¥¡· 
¸¨³³.
£·Ê¶¶Ò

“³´. Šμ³¡¨´ -
Éμ·´Ò¥

‘¶¥Í¨-
 ²Ó´Ò°

τ -ËÊ´±Í¨Ö
Š� [106]

�²¥±¸ ´-
¤¥· 

“· ¢´¥´¨Ö
Š� [107, 123]

’μ¦¤¥¸É¢ 
“μ·¤ 
¶μ Ê§²Ê ¨
· ¸±· ¸±¥

‹¨´.
·¥±.

	μ²ÓÏ¨¥
· ¸±· ¸±¨

ƒ Ê¸¸μ¢μ · ¸-
¶·¥¤¥²¥-
´¨¥ [124]

Šμ²Î ´´ Ö
[125]

‡ Í¥¶²¥´¨Ö:
Éμ·. T2,n [126],
· Í. [127];
Ê§²Ò:
Éμ·. T3,n ,
¸±·ÊÎ¥´´Ò¥,
¤μ 6 ¶¥·. [126]

‘É ¡¨²¨§ Í¨Ö
¶μ ±μ²Î ´Ê

�±Ìμ²Ó³  01,22
1 ,31 [128] ‘¶¥Í¨-

 ²Ó´Ò°
�²£¥¡·  [129]

	�Œ [61] ’μ·¨Î¥¸±¨¥ Œ É·¨Î´Ò¥ Œ É·¨Î´ Ö
AM [130] 41

�ŒŒ [131] ‘±·ÊÎ¥´´Ò¥
ƒ¨¶¥·±Ê¡μ¢
[96]

•�Œ”‹ˆ
¶·μ¸ÉÒ¥

‹Õ¡Ò¥ ’μ¦¤¥¸É¢ 
“μ·¤ 
¶μ Ê§²Ê

‘¶¨´μ¢ Ö
Í¥¶μÎ± 

’μ·¨Î¥¸±¨¥ �Ê¤¦¥-
´  ·¸ Ä
˜´ °-
¤¥·  [101]

�/²
¨´É.

�μ²¨´μ³
Ê§²  ± ±
¨´¢ ·¨ ´É
¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨

�¥· Ë¨-
´¨·μ-
¢ ´´Ò°

•�Œ”‹ˆ
±· Ï¥´´Ò¥
¸¨³³¥É·¨-
Î¥¸±¨¥

—¥·¥¤´¨±  �²£¥¡· ¨Î¥¸-
±¨¥ §-Ö [102]

„��ƒ [101,
103]

�·É ³μ´μ¢ Ä
˜ ±¨·μ¢ 

�  ¶μ¢¥·Ì´μ-
¸É¨ ·μ¤  2

[104]

ƒ ·μË ²¨¤¨¸ Ä
– £¨· 
[82]

„¦μ´¸ 
±· Ï¥´´Ò¥
¢ ±μ·´ÖÌ 1

ƒ¨¶¥·¡μ-
²¨Î¥¸±¨¥:
41,52 [132]

	μ²ÓÏ¨¥
· ¸±· ¸±¨

�Ö¤ ¢μ±·Ê£
£¨¶¥·¡μ²¨Î¥-
¸±μ£μ μ¡Ñ¥³ ;
³μ¤Ê²Ö·´ Ö
¨´¢ ·¨ ´É´μ¸ÉÓ

’μ¶.
¢¥·Ï¨´

•�Œ”‹ˆ
±· Ï¥´´Ò¥

L2a1/22
1

[133],
L8n8/84

3 [99]

�²£¥¡· 
Éμ¶. ¢¥·-
Ï¨´/ „ˆŒ

“³´.
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‘μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¸³¥Ï ´´μ£μ É¨¶ . “· ¢´¥´¨Ö, ¸¢Ö§Ò¢ ÕÐ¨¥ ¶μ²¨´μ³Ò · §-
²¨Î´ÒÌ Ê§²μ¢ ¢ · §²¨Î´ÒÌ · ¸±· ¸± Ì, Ì · ±É¥·´Ò ¤²Ö ³¥Éμ¤  ¤¨ËË¥·¥´Í¨-
 ²Ó´μ£μ · §²μ¦¥´¨Ö (¸³. ¶. 6.2.2). �·¨³¥·Ò ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ [97] ¨ ¶·μÍ¨É¨-
·μ¢ ´´ÒÌ É ³ · ¡μÉ Ì.

6.1.2. ‹¨´¥°´μ-¡¨²¨´¥°´Ò¥ Ëμ·³Ê²Ò Ê³´μ¦¥´¨Ö. ’μ¦¤¥¸É¢  ¤²Ö Ì -
· ±É¥·μ¢. �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ·¥ÎÓ ¨¤¥É μ¡ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨ÖÌ ¤²Ö ¡ -
§¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ¢ · §²¨Î´ÒÌ Ëμ·³Ê² Ì · §¤¥²¥´¨Ö ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¤²Ö ¨´¢ -
·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ Å É¨¶  Ëμ·³Ê²Ò ¤²Ö ¢§¢¥Ï¥´´μ£μ ¸²¥¤  ¢ ¶. 3.4.4 (¸³. ¤ ²¥¥
¶. 6.2). ”μ·³Ê²Ò Ê³´μ¦¥´¨Ö ¨£· ÕÉ ¤¢μ°´ÊÕ ·μ²Ó. ‘ μ¤´μ° ¸Éμ·μ´Ò, μ´¨
μÉ· ¦ ÕÉ ¸¢μ°¸É¢  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨Ì É¥μ·¥É¨±μ-£·Ê¶¶μ¢ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ μÉ´μ¸¨-
É¥²Ó´μ É¥´§μ·´μ£μ Ê³´μ¦¥´¨Ö ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°, Ë ±É¨Î¥¸±¨ ²¥¦ Ð¥£μ ¢ μ¸´μ¢¥
μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ÔÉ¨Ì ¢¥²¨Î¨´ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [98], · §¤. 3). ‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, É¥
¦¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ¢Ò· ¦ ÕÉ Ê¸²μ¢¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨ ¨ ¤·Ê£¨¥
μ¸´μ¢´Ò¥ ¸¢μ°¸É¢  ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ [55].

‚μ ³´μ£¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ Ëμ·³Ê²Ò Ê³´μ¦¥´¨Ö ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ± ± ¸¨¸É¥³Ê
·¥±Ê··¥´É´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¤²Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕ-
Ð¨Ì ¢¥²¨Î¨´. ˆ³¥´´μ É ± ³Ò ¢ÒÎ¨¸²¨²¨ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¢§¢¥-
Ï¥´´μ£μ ¸²¥¤  ¢ ¶. 3.4.4. �¤¨´ ¨§ ´ ¨¡μ²¥¥ ¸μ¢·¥³¥´´ÒÌ ¶·¨³¥·μ¢ É ±μ£μ
¶μ¤Ìμ¤  Å Ö¢´μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ · ¸±· Ï¥´´μ£μ ¶μ²¨´μ³  Ê§²  ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³μ-
¤¥²¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [99] ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨,
  É ±¦¥ ¶. 6.3.4).

”μ·³Ê²Ò ± ¡²¨·μ¢ ´¨Ö. �¸μ¡μ¥ ³¥¸Éμ ¸·¥¤¨ Ëμ·³Ê² Ê³´μ¦¥´¨Ö § ´¨-
³ ÕÉ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö ± ¡²¨·μ¢ ´¨Ö, ±μÉμ·Ò¥ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μÉ· ¦ ÕÉ É¥μ·¥É¨±μ-
£·Ê¶¶μ¢ÊÕ ¶·¨·μ¤Ê μ¡¸Ê¦¤ ¥³ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ [100]. �É¨ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö
³μ£ÊÉ ¸²Ê¦¨ÉÓ ± ± ¸·¥¤¸É¢μ³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Ö · ¸±· Ï¥´´ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢,
É ± ¨ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ²¨´¥°´μ-¡¨²¨´¥°´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ³¥¦¤Ê · ¸-
±· Ï¥´´Ò³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ (¶·¨³¥· ¶·¨¢¥¤¥´ ¢ [99]).

„·Ê£¨¥ Ëμ·³Ê²Ò (±μ)Ê³´μ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. „·Ê£¨¥ ¶μ¤Ìμ¤Ò
± ¨´¢ ·¨ ´É ³ Ê§²μ¢ ¶μ§¢μ²ÖÕÉ ¸¢Ö§ ÉÓ ¸ ´¨³¨ ´μ¢Ò¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò. Ÿ·±¨³
¶·¨³¥·μ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö —¥·¥¤´¨±  [101] ¨ ¥¥ μ¡μ¡Ð¥´¨Ö [102Ä104].
‚¥¸Ó³  Ô±§μÉ¨Î¥¸± Ö ¨ ¶μ±  ¶²μÌμ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´´ Ö  ²£¥¡·  „ˆŒ, ±μÉμ· Ö ¢μ§-
´¨± ¥É ¢ É¥μ·¨¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´, É ±¦¥ ¤μ²¦´  ¨³¥ÉÓ ¸¢μ¨ ¶·μÖ¢²¥-
´¨Ö ´  Ê·μ¢´¥ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ ¢ ¸¨²Ê ¶·¥¤¶μ² £ ¥³μ° ¸¢Ö§¨ μ¤´¨Ì ¨ ¤·Ê£¨Ì
(¸³., ´ ¶·¨³¥·, [99] ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨,   É ±¦¥ ¶. 6.3.4).

6.1.3. �¥²¨´¥°´Ò¥ ¨´É¥£·¨·Ê¥³Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö. �μ¤ ÔÉ¨³ ´ §¢ ´¨¥³
É· ¤¨Í¨μ´´μ μ¡Ñ¥¤¨´ÖÕÉ ¢¸Ö±¨¥ ¡¥¸±μ´¥Î´Ò¥ ¸¨¸É¥³Ò Ê· ¢´¥´¨°, ±μÉμ·Ò¥
¤μ¶Ê¸± ÕÉ ÉμÎ´μ¥ ·¥Ï¥´¨¥ (²¨¡μ ¨´μ¥  ´ ²¨É¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥) ¢ ± ±¨Ì-²¨¡μ
· §Ê³´ÒÌ É¥·³¨´ Ì. ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, ¢ ÔÉÊ ± É¥£μ·¨Õ ¶μ¶ ¤ ÕÉ ¢¸¥ μ¶¨¸ ´´Ò¥
¢ÒÏ¥ Ê· ¢´¥´¨Ö (¢±²ÕÎ Ö ²¨´¥°´Ò¥ ± ± ¶·μ¸É¥°Ï¨° ¸²ÊÎ °). � ·Ö¤Ê ¸ Ê¦¥
Ê¶μ³Ö´ÊÉÒ³¨ ¢ÒÏ¥ ±² ¸¸ ³¨ μ¸μ¡ÊÕ ·μ²Ó ¢ É¥μ·¨¨ ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³
¨£· ÕÉ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ ´¨¦¥ ¢¨¤Ò ¸μμÉ´μÏ¥´¨°.
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�¨²¨´¥°´Ò¥ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö (É¨¶ ) �²Õ±±¥· . ”μ·³ ²Ó´μ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ¨§
¸¥¡Ö Éμ¦¤¥¸É¢  ¤²Ö ³¨´μ·μ¢ ¶·Ö³μÊ£μ²Ó´ÒÌ ³ É·¨Í. ‚ ¨´É¥·¥¸ÊÕÐ¥³ ´ ¸
±μ´É¥±¸É¥ ´ ¨¡μ²¥¥ ¨§¢¥¸É´Ò ¢ ³μ¤¥²¨ Š� [105] ¨ ¨³¥ÕÉ ´¥μ¦¨¤ ´´Ò¥ ¶·μ-
Ö¢²¥´¨Ö ¢ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ [106,107] (¸³. ¶. 6.3.2).

“· ¢´¥´¨¥ Ÿ´£ Ä� ±¸É¥· . ‘³. ¶. 1.3 ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨.
„·Ê£¨¥ ¸¨¸É¥³Ò μ¶¥· Éμ·´ÒÌ Éμ¦¤¥¸É¢ Éμ£μ ¦¥ ±² ¸¸  ¢μ§´¨± ÕÉ ¢

· §²¨Î´ÒÌ ¢¥·¸¨ÖÌ ¤¨ £· ³³´μ° É¥Ì´¨±¨ ¤²Ö ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ (¸³., ´ ¶·¨-
³¥·, [52,95] ¨ [96]).

6.2. „¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò ¢ · §¤¥²¥´´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ. ‚ ¶. 6.1 ³Ò
μ¡¸Ê¤¨²¨ ¢§£²Ö¤ ´  ¶μ²¨´μ³Ò Ê§²μ¢ ± ± ´  ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥, Ê¤μ¢²¥-
É¢μ·ÖÕÐ¨¥ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³. �²ÓÉ¥·´ É¨¢´Ò° ¶μ¤Ìμ¤ ¸μ¸Éμ¨É ¢ ¶μ-
¨¸±¥ · §²¨Î´ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ· ¢ Ö¢´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. ‡¤¥¸Ó
μÎ¥´Ó É·Ê¤´μ Î¥É±μ ¶μ¸É ¢¨ÉÓ § ¤ ÎÊ, ± ± ¨ ¸¨¸É¥³ É¨§¨·μ¢ ÉÓ ¨³¥ÕÐ¨¥¸Ö
·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ. � ¸ÉμÖÐ¨° · §¤¥² ¶·¥É¥´¤Ê¥É ´  μÎ¥·¥¤´ÊÕ ¶μ¶ÒÉ±Ê.

6.2.1. �μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨. �¤´  ¨§ μ¸´μ¢´ÒÌ § ¤ Î É¥μ·¨¨ ÉμÎ´μ ·¥Ï -
¥³ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¸É ¢¨É¸Ö ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³: ¢Ò¤¥²¨ÉÓ ¸·¥¤¨ ¢¥²¨Î¨´, μ¶¨-
¸Ò¢ ÕÐ¨Ì ¤ ´´ÊÕ ¸¨¸É¥³Ê, ¤¢  ®¡ §¨¸´ÒÌ¯ ´ ¡μ·  Å ËÊ´±Í¨¨ ´¥¨§³¥´´ÒÌ
¶ · ³¥É·μ¢ ³μ¤¥²¨ ¨ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¨¥ Ô¢μ²ÕÍ¨Õ ¸¨-
¸É¥³Ò. ˆ§ ÔÉ¨Ì ¤¢ÊÌ ´ ¡μ·μ¢ ¤μ²¦´  ¸μ¸É ¢²ÖÉÓ¸Ö ²Õ¡ Ö ¢¥²¨Î¨´ , ±μÉμ·μ°
¨´É¥·¥¸ÊÕÉ¸Ö ¢ · ³± Ì ¤ ´´μ° ³μ¤¥²¨. Š² ¸¸¨Î¥¸±¨° ¢ ·¨ ´É Å ³¥Éμ¤ · §-
²μ¦¥´¨Ö ¶μ Ì · ±É¥· ³ [7, 98, 108], Î ¸É´Ò° ¸²ÊÎ ° ±μÉμ·μ£μ ³Ò ¶μ²ÊÎ¨²¨,
§ ¶¨¸ ¢ ¸·¥¤´¥¥ ± ± ¢§¢¥Ï¥´´Ò° ¸²¥¤ ¢ ¶. 3.4.4.

�¤´ ±μ ¶μ ³¥·¥ Ê¸²μ¦´¥´¨Ö Ê§²  ¨ É¨¶  ¶μ²¨´μ³  ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ¶¥·¥¤
Ì · ±É¥· ³¨ ¸ ³¨ ¶μ ¸¥¡¥ ¡Ò¸É·μ ¸É ´μ¢ÖÉ¸Ö ¸²μ¦´Ò³¨ ´¥¸É·Ê±ÉÊ·¨·μ¢ ´-
´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨. �μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ¢Ò§Ò¢ ÕÉ ¨´É¥·¥¸ ¤ ²Ó´¥°Ï¨¥ ²¨¡μ  ²Ó-
É¥·´ É¨¢´Ò¥ · §²μ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. �¨¦¥ ³Ò ¶·μ±μ³³¥´É¨·Ê¥³
μ¸´μ¢´Ò¥ (¨§ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ´ ³) ¤μ¸É¨¦¥´¨Ö ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨.

�·¨³¥·Ò Ëμ·³Ê² ¸ ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³ · §¤¥²¥´¨¥³ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ. ‚ É¥μ·¨¨ ¶μ-
²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³¨ ¶·¨³¥· ³¨ Ê¶μ³Ö´ÊÉÒÌ · §²μ¦¥´¨° Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
Ëμ·³Ê²  „¦μ´¸ Ä�μ¸¸  ¤²Ö Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢ [109] ¨ Ëμ·³Ê²  · §²μ¦¥´¨Ö
¶μ Ì · ±É¥· ³ ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ Ê§²μ¢ [110]. �¤´ ±μ ¤ ²Ó´¥°Ï¥¥ · §¢¨-
É¨¥ · §´μμ¡· §´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¨É¥²Ó´ÒÌ É¥Ì´¨± ¶·¨¢¥²μ ± μÉ±·ÒÉ¨Õ ³´μ¦¥¸É¢ 
´μ¢ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ· ¨ ´μ¢ÒÌ ¸¶¥Í¨ ²Ó´ÒÌ ËÊ´±Í¨°. Š ± ¶· ¢¨²μ, ¢ Ëμ·³Ê² Ì
· §¤¥²¥´¨Ö ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¡ §¨¸´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö
¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ É¥μ·¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ²¨¡μ ¨³¥ÕÉ ¸Ìμ¦ÊÕ ¸ ´¨³¨
¸É·Ê±ÉÊ·Ê. �μ ÔÉμ° ¶·¨Î¨´¥ ¨Ì Î ¸Éμ ´ §Ò¢ ÕÉ £·Ê¶¶μ¢Ò³¨ ¶¥·¥³¥´´Ò³¨, ¢
¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ μ¸É ²Ó´Ò³, ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³ ¶¥·¥³¥´´Ò³.

6.2.2. Š ´¤¨¤ ÉÒ ¢ ¡ §¨¸´Ò¥ ËÊ´±Í¨¨. ‘¶¥ÍËÊ´±Í¨¨ É¥μ·¨¨ ¶·¥¤¸É -
¢²¥´¨°. �·¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¶μ¤Ìμ¤¥ ± · §¤¥²¥´¨Õ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ ·μ²Ó ¡ §¨¸´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° ¨£· ÕÉ Ì · ±É¥·Ò ´¥¶·¨¢μ¤¨³ÒÌ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ±¢ ´Éμ¢ÒÌ £·Ê¶¶,
  É ±¦¥ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò¥ ¡²μ±¨ ¢ R-³ É·¨Í Ì (²¨¡μ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ � ± ) [100].
�¥§Õ³¥ μ¸´μ¢´ÒÌ (´  ³μ³¥´É ´ ¶¨¸ ´¨Ö ¤ ´´μ£μ É¥±¸É ) ¤μ¸É¨¦¥´¨° ¢ · ³± Ì
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É ±μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö ¢ É ¡². 7. �±ÉÊ ²Ó´Ò¥ ¤μ¸É¨¦¥´¨Ö ÔÉμ£μ ¶μ¤Ìμ¤ 
³μ¦´μ ´ °É¨ ¶μ ¸¸Ò²±¥ [121].

	³¶¨·¨Î¥¸±¨¥ ¸É·Ê±ÉÊ·Ò. �²ÓÉ¥·´ É¨¢μ° Ö¢²Ö¥É¸Ö Ô³¶¨·¨Î¥¸±¨° ¶μ¨¸±
®μ¡Ð¥£μ ¡ §¨¸ ¯ ¤²Ö · §²μ¦¥´¨Ö μ¶·¥¤¥²¥´´μ° ¸¥·¨¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ [97].
Š ± ¶· ¢¨²μ, ± ´¤¨¤ ÉÒ ´  ·μ²Ó ¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ´ ¸²¥¤ÊÕÉ ·Ö¤ μ¸´μ¢´ÒÌ
¸¢μ°¸É¢ Ì · ±É¥·μ¢. �·¥¦¤¥ ¢¸¥£μ ± ¦¤Ò° ¡ §¨¸´Ò° Ô²¥³¥´É

1) · §² £ ¥É¸Ö ¢ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ± ´μ´¨Î¥¸±¨Ì Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ³´μ¦¨É¥²¥° f ;

2) ( ´É¨)¸¨³³¥É·¨Î¥´ ¶·¨ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ³ μ¡· Ð¥´¨¨ ¢¸¥Ì Ëμ·³ ²Ó´ÒÌ
¶¥·¥³¥´´ÒÌ, f{xi} = ±f{x−1

i };
3) ¶μ¤¢¥·£ ¥É¸Ö ·¥¤Ê±Í¨¨, É. ¥. μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ Ê¸²μ-

¢¨ÖÌ ´  Ëμ·³ ²Ó´Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥, {xi} ∈ X ⇒ f{xi} = 0.
‚ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²¨´μ³  •�Œ”‹ˆ (μÉ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ A ¨ q), ± ± ¶· ¢¨²μ, · ¸-

¸³ É·¨¢ ÕÉ ³´μ¦¨É¥²¨ ¢¨¤  fn = (Aq)n − (Aq)−n ¤²Ö ´¥±μÉμ·μ£μ Í¥²μ£μ n;
¶·¨ ÔÉμ³ ± ¦¤Ò° ¡ §¨¸´Ò° Ô²¥³¥´É (§ ¤ ´´Ò° ´ ¡μ·μ³ Í¥²ÒÌ Î¨¸¥² Y )
FY =

∏
n∈Y

fn Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ê¸²μ¢¨Õ ·¥¤Ê±Í¨¨: FY (N < N0) = 0 ¤²Ö ´¥-

±μÉμ·μ£μ N0(Y ). ‚ ¸²ÊÎ ¥ · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ²¨´μ³  •�Œ”‹ˆ ¶μ Ì · ±É¥· ³
(¢Ò· ¦¥´¨Ö É¨¶  (3.30)) ³Ê²ÓÉ¨¨´¤¥±¸ Y ¶·μ¡¥£ ¥É ¢¸¥ ¢μ§³μ¦´Ò¥ · §¡¨¥´¨Ö
¤ ´´μ£μ Í¥²μ£μ Î¨¸² ,   N0(Y ) Å Î¨¸²μ ¸² £ ¥³ÒÌ ¢ · §¡¨¥´¨¨ Y (¢Ò¸μÉ 
¥£μ ¤¨ £· ³³Ò 
´£ ). ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¢ (3.30) n = 3, χ∗ ≡ χ[3], χ∗∗ ≡ χ[2,1];
³μ¤¥²Ó μ¶·¥¤¥²¥´  ¤²Ö Î ¸É´μ£μ §´ Î¥´¨Ö N = 2 (¨´¤¥±¸Ò μ¶¥· Éμ·μ¢ ¡¥£ÊÉ
μÉ 1 ¤μ 2), É ± ÎÉμ χ[1,1,1] ≡ 0.

�·¨´Í¨¶ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. �· ±É¨±  ¶·¨³¥´¥´¨Ö ³¥Éμ¤ 
¢¸¥£¤  ´ Î¨´ ¥É¸Ö ¸  ´ ²¨§  ·Ö¤  ¶·¨³¥·μ¢, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¨§ÊÎ ¥³Ò¥ ¨´¢ ·¨-
 ´ÉÒ Ê§²μ¢ Ê¤ ¥É¸Ö ¶·¨¢¥¸É¨ ± ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ ¥¤¨´μ³Ê ¢¨¤Ê. ˆ§  ´ ²¨§ 
ÔÉ¨Ì ¶·¨³¥·μ¢ μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö ´ ¡μ· ¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨°. „ ²¥¥, ¶·¨ ¶μ¶ÒÉ±¥
· §²μ¦¨ÉÓ ¶μ Éμ³Ê ¦¥ ¡ §¨¸Ê ¶μ²¨´μ³ Ê§² , a priory ²¥¦ Ð¥£μ §  ¶·¥¤¥² ³¨
· ¸¸³μÉ·¥´´μ£μ ±² ¸¸ , ¢μ§³μ¦´Ò ¤¢¥ ¸¨ÉÊ Í¨¨: ²¨¡μ ±² ¸¸ Ê§²μ¢ ¸ ¤ ´´Ò³
· §²μ¦¥´¨¥³ ¶μ²¨´μ³  · ¸Ï¨·Ö¥É¸Ö, ²¨¡μ (£μ· §¤μ Î Ð¥) ¶·¨Ìμ¤¨É¸Ö · ¸Ï¨-
·¨ÉÓ/¢¨¤μ¨§³¥´¨ÉÓ ´ ¡μ· ¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨°.

„μ¸Éμ¨´¸É¢  ¨ ´¥¤μ¸É É±¨. �·¥¤¸± § É¥²Ó´μ° ¸¨²μ° É ±¨¥ Ëμ·³Ê²Ò,
± ± ¶· ¢¨²μ, μ¡² ¤ ÕÉ ¢´ÊÉ·¨ ¸¥³¥°¸É¢  Ê§²μ¢, ¶·μ¸É¥°Ï¨¥ Î²¥´Ò ±μÉμ-
·μ£μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó ¶·¨ ¨Ì ¢Ò¢μ¤¥. ‚ ÔÉμ³ ¨Ì ´¥¤μ¸É Éμ± ¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸
É¥μ·¥É¨±μ-£·Ê¶¶μ¢Ò³¨ · §²μ¦¥´¨Ö³¨, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ¡ §¨¸´Ò¥ Ô²¥³¥´ÉÒ ÌμÉÖ ¡Ò
¢ ¶·¨´Í¨¶¥ ¤μ¶Ê¸± ÕÉ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥. �¤´ ±μ ®¤¨´ ³¨Î¥¸± Ö¯
(¶ · ³¥É·¨Î¥¸± Ö) Ëμ·³Ê²  ¤²Ö ¸¥³¥°¸É¢  Ê§²μ¢ ¢ · §¤¥²¥´´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ
(´  ®£·Ê¶¶μ¢Ò¥¯, μ¡Ð¨¥ ¤²Ö ¢¸¥£μ ¸¥³¥°¸É¢ , ¨ ®Ê§²μ¢Ò¥¯, ¸μ¤¥·¦ Ð¨¥ ¶·μ-
¸ÉÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ ±μ´±·¥É´μ£μ Î²¥´ ) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ ³μÍ¥´´Ò³ ¤μ¸É¨¦¥´¨¥³.
ˆ ¢ ÔÉμ³ ¶² ´¥ (¶μ²Ê)Ô³¶¨·¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¨¸±¨ ¨´μ£¤  ¶·¨¢μ¤ÖÉ ± ¨´É¥·¥¸´Ò³
·¥§Ê²ÓÉ É ³, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ ¢ ¸²ÊÎ ÖÌ, ¶μ±  ¶²μÌμ ¶μ¤¤ ÕÐ¨Ì¸Ö ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó-
´μ³Ê  ´ ²¨§Ê.
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�μ¸²¥¤´¨¥ ¤μ¸É¨¦¥´¨Ö. �·μ£·¥¸¸ ³¥Éμ¤  ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ · §²μ¦¥-
´¨° ´  ³μ³¥´É ´ ¶¨¸ ´¨Ö É¥±¸É  μÉ· ¦¥´ ¢ É ¡². 7.

”Ê´±Í¨¨ ´ Î ²Ó´ÒÌ/£· ´¨Î´ÒÌ Ê¸²μ¢¨°. ‚¸¥ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò¥ ¢ÒÏ¥ ´ ¡μ·Ò
¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° É ± ¨²¨ ¨´ Î¥ ¶·¨¢Ö§ ´Ò ± ±μ´±·¥É´μ³Ê ¸¥³¥°¸É¢Ê Ê§-
²μ¢ (¤ ¦¥ ¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ · §²μ¦¥´¨¨ ¶μ Ì · ±É¥· ³ ¸μ¸É ¢ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°
μ¶·¥¤¥²Ö¥É¸Ö Ï¨·¨´μ° ±μ¸Ò). ‚ ¡μ²¥¥ ¸²μ¦´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¡ §¨¸´ÒÌ
ËÊ´±Í¨° ¨ ¢μ¢¸¥ ¢Ò¡¨· ÕÉ ¶μ²¨´μ³Ò ¤²Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ£μ Î¨¸²  ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì
Î²¥´μ¢ ¨§ÊÎ ¥³μ£μ ¸¥³¥°¸É¢  ¨²¨ ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ ¨§ÖÐ´Ò¥ ±μ³¡¨´ Í¨¨ ÔÉ¨Ì
¶μ²¨´μ³μ¢. ’ ±μ° ¢Ò¡μ· Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¨¡μ²¥¥ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ ¢ ¸²ÊÎ ÖÌ, ±μ£¤  Ö¢-
´ Ö ¶ · ³¥É·¨Î¥¸± Ö Ëμ·³Ê²  ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ± ± ·¥Ï¥´¨¥ ·¥±Ê··¥´É´μ£μ Ê· ¢´¥-
´¨Ö ¸ ´¥μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³¨ ®±μ´¸É ´É ³¨ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö¯ [113,122] (¸³. É ±¦¥
¸¸Ò²±¨ ¢ ÔÉ¨Ì · ¡μÉ Ì).

„μ¸Éμ¨´¸É¢  ¨ ´¥¤μ¸É É±¨. �·μÍ¥¤Ê·  ·¥Ï¥´¨Ö ·¥±Ê··¥´É´ÒÌ ¸μμÉ´μ-
Ï¥´¨°, ± ± ¶· ¢¨²μ, Ö¢²Ö¥É¸Ö £μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¶·Ö³μ²¨´¥°´μ°, Î¥³ Î¨¸Éμ ¨²¨
¶μ²ÊÔ³¶¨·¨Î¥¸±¨¥ ¶μ¨¸±¨ ¸±·ÒÉÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ·. �·¨ ÔÉμ³ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ¢Ò±² -
¤μ± μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö £μ· §¤μ ¶·μÐ¥, Î¥³ ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨ÖÌ ¸ ¶μ³μÐÓÕ É¥μ·¨¨
¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°. �¸´μ¢´μ° ´¥¤μ¸É Éμ± ³¥Éμ¤  ¢ Éμ³, ÎÉμ ¶μ²ÊÎ¥´´Ò° É ±¨³
μ¡· §μ³ ´ ¡μ· ¡ §¨¸´ÒÌ ËÊ´±Í¨° ´¥ μ¡² ¤ ¥É ´¨± ±¨³¨ ¨´É¥·¥¸´Ò³¨ ¸¢μ°-
¸É¢ ³¨ (§  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³ ¸²ÊÎ ¥¢, ±μ£¤  ÔÉ¨ ËÊ´±Í¨¨ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸μ ¸É ´¤ ·É-
´Ò³¨ É¥μ·¥É¨±μ-£·Ê¶¶μ¢Ò³¨ ¢¥²¨Î¨´ ³¨). �μÔÉμ³Ê ¤²Ö ¸· ¢´¥´¨Ö ¶μ²¨´μ³μ¢
· §²¨Î´ÒÌ ¸¥³¥°¸É¢ £μ· §¤μ ²ÊÎÏ¥ ¶μ¤Ìμ¤ÖÉ μ¡¸Ê¦¤ ¢Ï¨¥¸Ö ¢ÒÏ¥ ¡ §¨¸Ò:
É¥μ·¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨° ²¨¡μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ · §²μ¦¥´¨°, Ô²¥³¥´ÉÒ ±μÉμ-
·ÒÌ μ¡² ¤ ÕÉ ·Ö¤μ³ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢.

6.2.3. Š ´¤¨¤ ÉÒ ´  ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥. � ¨¡μ²¥¥ Ö¢´Ò³ μ¡· -
§μ³ É ±¨¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¢μ§´¨± ÕÉ ¶·¨ ¨§ÊÎ¥´¨¨ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Ê§-
²μ¢. ˆ¤¥Ö ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ¡Ò · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¸¥³¥°¸É¢μ Ê§²μ¢, ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ
¶μ²ÊÎ¥´´ÒÌ ¤·Ê£ ¨§ ¤·Ê£  § ¤ ´´Ò³ ´¥ ´¥¶·¥·Ò¢´Ò³ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥³ (¢ ¡μ-
²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥ Å ³´μ£μ¶ · ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ ¸¥³¥°¸É¢μ, ¶μ·μ¦¤¥´´μ¥ £·Ê¶¶μ°
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°). �·¨³¥·Ò É ±¨Ì ¸¥³¥°¸É¢ ¶·¨¢¥¤¥´Ò ¢ É ¡². 7. ‚ ¶·μ¸É¥°-
Ï¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ³Ê ¶¥·¥±·ÊÎ¨¢ ´¨Õ
¤¢ÊÌ ®¡²¨§±¨Ì¯ ¤Ê£ ±·¨¢μ° ´  μ¤¨´ μ¡μ·μÉ. �μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥
É ±μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¢Ò£²Ö¤¨É ± ± ¢¸É ¢±  ¤¢Ê´¨É¥¢μ° ±μ¸Ò ¢ ´¥±μÉμ·ÊÕ
μ¡² ¸ÉÓ ´  ¶²μ¸±μ° ¶·μ¥±Í¨¨ Ê§² . ‚ Î ¸É´μ¸É¨, É ±¨³ μ¡· §μ³ ³μ¦´μ μ¶¨-
¸ ÉÓ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö Ê§²  ¢ ¢¨¤¥ § ³Ò± ´¨Ö ±μ¸Ò. „·Ê£¨¥ ¶·¨³¥·Ò ¢ É ¡². 7
μÉ²¨Î ÕÉ¸Ö ¢§ ¨³´Ò³ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¥³ ®Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·ÊÕÐ¨Ì¯ ¤¢Ê´¨É¥¢ÒÌ ±μ¸
´  ¤¨ £· ³³¥ Ê§² ,   É ±¦¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´Ò³ ´ ¶· ¢²¥´¨¥³ (¸μ-/¶·μÉ¨¢-) ´¨É¥°
¢ ÔÉ¨Ì ±μ¸ Ì. 	μ²¥¥ ¸²μ¦´Ò¥ ¸²ÊÎ ¨ ³Ò μ¡¸Ê¤¨³ ¢ ¶. 6.3.

6.3. Œμ¤¥²¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¶·μÉ¨¢ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ³μ¤¥²¥°. 6.3.1. �¢μ-
²ÕÍ¨μ´´Ò¥ ³μ¤¥²¨ Ê§² . ‚ μ¸´μ¢¥ ¶μ¤Ìμ¤  ± ¨´¢ ·¨ ´É ³ Ê§²μ¢, μ ±μÉμ-
·μ³ §¤¥¸Ó ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ, ²¥¦¨É ¶μ´ÖÉ¨¥ μ¡ ¨´¢ ·¨ ´É¥ Ê§²  ± ± μ ¤¨´ ³¨-
Î¥¸±μ° ¶¥·¥³¥´´μ°. � ¨³¥´´μ: ¸¥³¥°¸É¢μ Ê§²μ¢ (¨²¨ § Í¥¶²¥´¨°), ¶μ²ÊÎ¥´-
´ÒÌ ¤·Ê£ ¨§ ¤·Ê£  ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´Ò³ ¶·¨³¥´¥´¨¥³ ´¥±μÉμ·μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ -
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´¨Ö, ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ¤¨¸±·¥É´ÊÕ É· ¥±Éμ·¨Õ ´¥±μÉμ·μ° ±¢ ´Éμ-
¢μ° ¸¨¸É¥³Ò. �·¨ ÔÉμ³ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢ ¨£· ÕÉ ·μ²Ó ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¤²Ö
ÔÉμ° ¸¨¸É¥³Ò ¨ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ μ¶·¥¤¥²¥´´Ò³ (· §´μ¸É´Ò³) Ê· ¢´¥´¨Ö³ Ô¢μ-
²ÕÍ¨¨. ’ ±μ° ¶μ¤Ìμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¨§ÊÎ ÉÓ ¶μ²¨´μ³Ò Ê§²μ¢ ´  Ö§Ò±¥ ¤¨´ ³¨-
Î¥¸±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê· ¢´¥´¨° Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¨ Ë §μ¢ÒÌ ¤¨ £· ³³. ‡ -
³¥Î É¥²Ó´μ, ÎÉμ ÔÉμÉ ³¥Éμ¤ ¶·μ¤μ²¦ ¥É · ¡μÉ ÉÓ ¤²Ö ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢, ¸Ê-
Ð¥¸É¢¥´´μ ¢ÒÌμ¤ÖÐ¨Ì §  ¶·¥¤¥²Ò μ¶¨¸ ´´μ£μ §¤¥¸Ó ¸¥³¥°¸É¢  (¸³. [134] ¨
¸¸Ò²±¨ É ³).

®Š ´μ´¨Î¥¸±¨¥¯ · §·Ò¢´Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö. Œ¥Éμ¤ R-³ É·¨Í [29] ¸· §Ê
¶μ¤¸± §Ò¢ ¥É ¤¢  ¸¶μ¸μ¡  Ô¢μ²ÕÍ¨¨ Ê§² .

	¢μ²ÕÍ¨Ö Å ¶μ¢Éμ· Ë· £³¥´É . �Éμ ¶·μ¸É¥°Ï¨° ¶·¨³¥· ´¥ ´¥¶·¥·Ò¢-
´μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö, ¶μ§¢μ²ÖÕÐ¥£μ ¶μ ¤ ´´μ³Ê Ê§²Ê ¶μ¸É·μ¨ÉÓ Í¥²μ¥ ¸¥³¥°-
¸É¢μ (·¨¸. 10). �·¨ ÔÉμ³, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥, ³μ¦´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ Ë· £³¥´É ¶·μ¨§¢μ²Ó-
´μ° Ëμ·³Ò. ‹¨´¥°´ Ö Ô¢μ²ÕÍ¨Ö ¢¸¥Ì ±¢ ´Éμ¢μ-£·Ê¶¶μ¢ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢
¶·¨ ÔÉμ³ ´ ¶·Ö³ÊÕ ¸²¥¤Ê¥É ¨§ R-³ É·¨Î´μ£μ Ëμ·³ ²¨§³  [110]. �¸´μ¢-
´ Ö ¶·μ¡²¥³  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö μ¶¥· Éμ·  Ô¢μ²Õ-
Í¨¨, ± ± ¶· ¢¨²μ, ´¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö · Í¨μ´ ²Ó´Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ [110]. �  ¸¥£μ¤´Ö
¥¤¨´¸É¢¥´´μ¥ ¨§¢¥¸É´μ¥ ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥ Å ¸¥³¥°¸É¢μ Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢ ( [135]
¨ ¸¸Ò²±¨ É ³), Î ¸É´Ò³ ¸²ÊÎ ¥³ ±μÉμ·μ£μ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¤¢Ê´¨É¥¢Ò¥ ±μ¸Ò. �·¨
ÔÉμ³ ®´ Î ²Ó´Ò°¯ Ê§¥² (¨²¨ § Í¥¶²¥´¨¥), ± ±μÉμ·μ³Ê ¤μ¡ ¢²Ö¥É¸Ö ®Ô¢μ²ÕÍ¨μ-
´¨·ÊÕÐ Ö¯ ¤¢Ê´¨É¥¢ Ö (Éμ·¨Î¥¸± Ö) ±μ¸ , ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³, ± ± ¨
μÉ´μ¸¨É¥²Ó´Ò¥ ´ ¶· ¢²¥´¨Ö ´¨É¥° ¢ ¤μ¡ ¢²¥´´μ° ±μ¸¥.

�¨¸. 10. ‘¥³¥°¸É¢μ Ê§²μ¢ ± ± ¤¨¸±·¥É´ Ö É· ¥±Éμ·¨Ö ¤¨´ ³¨Î¥¸±μ° ¸¨¸É¥³Ò

ŒÊÉ Í¨¨. �·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¢Ò·¥§ ´¨Õ Î ¸É¨ Ê§²  ¸ ¶μ¸²¥¤ÊÕ-
Ð¥° ¢±²¥°±μ° ¥£μ §¥·± ²Ó´μ£μ μ¡· §  [2, 27, 136]. �ÉμÉ ¶·¨³¥· · §·Ò¢´μ£μ
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸É ² Ì·¥¸Éμ³ É¨°´Ò³ ¢ É¥μ·¨¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. „¥²μ ¢ Éμ³,
ÎÉμ ³´μ£¨¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ Ê§²μ¢ ¨´¢ ·¨ ´É´Ò É ±¦¥ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ³ÊÉ Í¨°. Š ±
Ê¦¥ Ê¶μ³¨´ ²μ¸Ó, ¶¥·¢μ¥ (¶·μ¸É¥°Ï¥¥ ¸·¥¤¨ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢) ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥
¸μ¸É ¢²ÖÕÉ ¶μ²¨´μ³Ò •�Œ”‹ˆ ¢ ´¥¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì · ¸±· ¸± Ì. „²Ö É -
±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¤¥Ë¥±É  ¶·¨
³ÊÉ Í¨¨. �·¨³¥·Ò ³μ¦´μ ´ °É¨ ¢ [116].
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„²Ö ± ±¨Ì ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´Ò¥ ³μ¤¥²¨? ‡ ³¥Î É¥²Ó-
´μ, ÎÉμ μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸¢μ°¸É¢ Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¸ÊÐ¥¸É¢ÊÕÉ ¤¢  ¶μ¤±² ¸¸  ¶μ²¨´μ³μ¢
Ê§²μ¢. �μ²¨´μ³Ò ¶¥·¢μ£μ ±² ¸¸  („¦μ´¸ , �²¥±¸ ´¤¥· , •�Œ”‹ˆ, Š ÊË-
Ë³ ´  Å ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ · ¸±· Ï¥´´Ò°) ¤²Ö ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ£μ Ê§²  ¤μ¶Ê¸± ÕÉ
Ö¢´μ¥ É¥´§μ·´μ¥ (R-³ É·¨Î´μ¥) ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥. Š ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, ´  ¢¸Ö±μ° Ë -
§μ¢μ° É· ¥±Éμ·¨¨ ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ Ê§²μ¢ ÔÉ¨ ¶μ²¨´μ³Ò ³μ£ÊÉ ¡ÒÉÓ § ¶¨¸ ´Ò
Ö¢´μ ¢ ¢¨¤¥ ¸²¥¤  ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ μ¶¥· Éμ·  Ô¢μ²ÕÍ¨¨ (Î ¸É¨Î´ Ö ¸¢¥·É± 
R-³ É·¨Í). �¶¥· Éμ· Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ± ± ²¨´¥°´Ò° μ¶¥· Éμ· Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É Ì · ±-
É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ, ±μÉμ·μ¥ ¨ ¨£· ¥É ·μ²Ó ®¢¸É·μ¥´´μ£μ¯ Ê· ¢´¥´¨Ö
Ô¢μ²ÕÍ¨¨ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢ ¶¥·¢μ£μ ±² ¸¸ .

� ¶·μÉ¨¢, ¶μ²¨´μ³Ò ¢Éμ·μ£μ ±² ¸¸  (•μ¢ ´μ¢ , •μ¢ ´μ¢ Ä�μ¦ ´¸±μ£μ,
¸Ê¶¥·¶μ²¨´μ³Ò) μ¡² ¤ ÕÉ ·Ö¤μ³ ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢, ¸Ê¤Ö ¶μ ¢¸¥³Ê, ´¥¸μ-
¢³¥¸É¨³ÒÌ ¸ É¥´§μ·´Ò³/R-³ É·¨Î´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥³ (¨²¨, ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥,
¸ ¡μ²¥¥ ¨²¨ ³¥´¥¥ ¡²¨§±¨³¨  ´ ²μ£ ³¨ É ±μ£μ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¨´μ³μ¢
¶¥·¢μ£μ ±² ¸¸ ). ’¥³ ´¥ ³¥´¥¥ ÔÉ¨ ¶μ²¨´μ³Ò É ±¦¥ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ Ê· ¢´¥-
´¨Ö³ Ô¢μ²ÕÍ¨¨. 	μ²¥¥ Éμ£μ, ³¥¦¤Ê Ê· ¢´¥´¨Ö³¨ ¤²Ö ¶¥·¢μ£μ ¨ ¢Éμ·μ£μ ±² ¸-
¸μ¢ ¶·μ¸²¥¦¨¢ ¥É¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¶·μ§· Î´ Ö ¸¢Ö§Ó (¸³. [134] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³).

6.3.2. ‘É É¨¸É¨Î¥¸±¨¥ ³μ¤¥²¨ · ¸±· ¸μ±. ‚ Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ
(¶. 6.3) ¤¨´ ³¨Î¥¸±¨³ (®Ô¢μ²ÕÍ¨μ´¨·ÊÕÐ¨³¯) μ¡Ñ¥±Éμ³ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¸ ³ Ê§¥².
‚ ¶·μÉ¨¢μ¶μ²μ¦´μ¸ÉÓ ÔÉμ³Ê ³μ¦´μ · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ  ´¸ ³¡²Ó ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ ¤²Ö
§ ¤ ´´μ£μ Ê§² . ‘ É ±¨³  ´¸ ³¡²¥³ ³μ¦´μ ¸¢Ö§ ÉÓ ¸É É¸Ê³³Ê (¶·μ¨§¢μ¤ÖÐÊÕ
ËÊ´±Í¨Õ ¤²Ö · §²¨Î´ÒÌ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢  ´¸ ³¡²Ö, ¸³. ¶·¨³¥· ´¨¦¥). ‚ Î ¸É´μ-
¸É¨, ¢¥²¨Î¨´μ° É ±μ£μ ·μ¤  Ö¢²Ö¥É¸Ö ´ ¡¨· ÕÐ¨° ¶μ¶Ê²Ö·´μ¸ÉÓ Ê´¨¢¥·¸ ²Ó-
´Ò° ¶μ²¨´μ³ Ê§²  (¸³. [137] ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨).

‹Õ¡μ¶ÒÉ´μ, ÎÉμ ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ Ê É ±¨Ì ¸É É¸Ê³³ μ¡´ ·Ê¦¨¢ ¥É¸Ö
·Ö¤ § ³¥Î É¥²Ó´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢, Ì · ±É¥·´ÒÌ ¤²Ö ®¨´É¥·¥¸´ÒÌ¯ ¸É É¨¸É¨Î¥¸±¨Ì
³μ¤¥²¥° [98]. �¨¦¥ ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ ¶·μ ´ ¨¡μ²¥¥ ¶μ¶Ê²Ö·´ÊÕ ¨ ¨§ÊÎ¥´´ÊÕ ±μ´-
¸É·Ê±Í¨Õ μ¶¨¸ ´´μ£μ É¨¶ . ‚ ¥¥ μ¸´μ¢¥ ²¥¦¨É ¢¥²¨Î¨´ , ±μÉμ· Ö ¢ ´¥±μÉμ·ÒÌ
¨¸ÉμÎ´¨± Ì [106] ´ §Ò¢ ¥É¸Ö cÉ É¸Ê³³μ° ƒÊ·¢¨Í :

ZK(A, q|{xk}) =
∑
n∈Z

HK
[n]χ[n]

(
{xk}

) x1 = g−→−→−→
xk�1= 0

ZK(A, q|g) =

=
∑
n∈Z

gnHK
[n]. (6.1)

‚ Ëμ·³Ê²¥ (6.1) ¢ÒÎ¨¸²Ö¥É¸Ö ¸Ê³³  · §²¨Î´ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ (¶μ²¨´μ³μ¢
•�Œ”‹ˆ, · ¸±· Ï¥´´ÒÌ ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ · §¡¨¥´¨Ö³¨) ¤²Ö ¤ ´´μ£μ Ê§² 
c ¨§¢¥¸É´Ò³¨ É¥μ·¥É¨±μ-£·Ê¶¶μ¢Ò³¨ ËÊ´±Í¨Ö³¨ (¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ Ì · ±É¥-
· ³¨/¶μ²¨´μ³ ³¨ ˜Ê·  [138]) ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¢¥¸μ¢. (�¥ ¶ÊÉ ÉÓ ¸ · §²μ¦¥´¨¥³
¶μ Ì · ±É¥· ³ ¤²Ö ¸ ³μ£μ ¶μ²¨´μ³  •�Œ”‹ˆ!) ‚ É ±μ³ ¨²¨ ¶μ¤μ¡´μ³ ¢¨¤¥
§ ¶¨¸Ò¢ ¥É¸Ö ¸É É¸Ê³³  ¢μ ³´μ£¨Ì ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ [108].

‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¢¥²¨Î¨´  (6.1) § ¢¨¸¨É μÉ Ê§² , ´μ ´¥ μÉ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° ¶¥-
·¥³¥´´μ° ¶μ²¨´μ³  Å · ¸±· ¸±¨ (¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö), ¶μ¸±μ²Ó±Ê ¸μ¤¥·¦¨É ¢ ¸¥¡¥



��‹ˆ��Œ› “‡‹�‚: ��ˆ —…Œ ‡„…‘œ ”ˆ‡ˆŠ�? 293

¸· §Ê ¢¸¥ ¶μ²¨´μ³Ò ¤ ´´μ£μ ¸¥³¥°¸É¢ . Š·μ³¥ Éμ£μ, (6.1) ¥¸ÉÓ ËÊ´±Í¨Ö Ëμ·-
³ ²Ó´ÒÌ ¶¥·¥³¥´´ÒÌ:  ·£Ê³¥´Éμ¢ ¶μ²¨´μ³μ¢ •�M”‹ˆ A ¨ q,   É ±¦¥ ¨¸-
¶μ²Ó§μ¢ ´´ÒÌ ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¢·¥³¥´ {xk} (¶¥·¢Ò° ¢ ·¨ ´É) Å  ·£Ê³¥´Éμ¢
±μÔËË¨Í¨¥´É´ÒÌ ËÊ´±Í¨° (Ì · ±É¥·μ¢/¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ ˜Ê· ),
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ μÉ ±μÉμ·ÒÌ ¢ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥ χ[n]

(
xk = g δ1,k

)
= gk ¸μ¤¥·¦¨É¸Ö

¢ ®±μ´¸É ´É¥¯ ¸¢Ö§¨ g (¢Éμ·μ° ¢ ·¨ ´É).
�¸¨³¶ÉμÉ¨±¨ ¨ Ëμ·³ ²Ó´Ò¥ ·Ö¤Ò. 	μ²ÓÏ¨´¸É¢μ ¨§¢¥¸É´ÒÌ ´  ¸¥£μ¤´Ö

¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ¸É É¸Ê³³Ò ƒÊ·¢¨Í  ¸¢Ö§ ´Ò ¸ μ¤´¨³ ¨§ É·¥Ì ¶·¥¤¥²Ó´ÒÌ
¸²ÊÎ ¥¢ [139].

‘¶¥Í¶μ²¨´μ³Ò, ¡¨²¨´¥°´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  ¨ Í¥²μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ:
q → 1, g, xk, A = const. ‚ ÉμÎ±¥ q = 1 ¶μ²¨´μ³Ò •�Œ”‹ˆ ¢Ò·μ¦¤ ÕÉ-
¸Ö ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´Ò¥ ¶μ²¨´μ³Ò ¸ É·¨¢¨ ²Ó´μ° § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓÕ μÉ ¤¨ £· ³³Ò · ¸-
±· ¸±¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [100, £². 11]). ‡ Éμ ¢ ÔÉμ³ ¶·¥¤¥²¥ ¶μ²¨´μ³Ò
•�Œ”‹ˆ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¡¨²¨´¥°´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³ �²Õ±±¥· , ±μÉμ·Ò¥ ´ -
·Ö¤Ê ¸ ²¨´¥°´Ò³¨ Éμ¦¤¥¸É¢ ³¨ “μ·¤  ¨ Ê· ¢´¥´¨¥³ Ÿ	 (¸³. ¶. 6.1) ¨£· ÕÉ
¢ ¦´ÊÕ ·μ²Ó ¢ É¥μ·¨¨ ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³ [139].

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¶·¨ · §²¨Î´ÒÌ · §²μ¦¥´¨ÖÌ ¸É É¸Ê³³Ò (6.1) ¢μ±·Ê£
®¸¶¥Í¨ ²Ó´μ°¯ ÉμÎ±¨ ´¥μ¦¨¤ ´´Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§´¨± ¥É ·Ö¤ ¢¥²¨Î¨´, ¸¢Ö§ ´-
´ÒÌ ¸ ¤·Ê£¨³¨ § ¤ Î ³¨ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¨ É¥μ·¨¨ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨°: ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ‚ -
¸¨²Ó¥¢  [66] (Ê¶μ³Ö´ÊÉÒ¥ ¢ÒÏ¥), Î¨¸²  ƒÊ·¢¨Í  ¨ Ì · ±É¥·Ò ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±μ°
£·Ê¶¶Ò [106],   É ±¦¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ ‹Œ�‚ ([124] ¨ ¸¸Ò²±¨ É ³).

‡ ±μ´ ƒ Ê¸¸  ¨ τ -ËÊ´±Í¨Ö Š�: g → ∞. �Ö¤ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ § ±μ´μ³¥·´μ-
¸É¥° ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö ¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¤²Ö Î²¥´μ¢ ¸ ¡μ²ÓÏ¨³ n. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¸ ³¨
¶μ²¨´μ³Ò •�Œ”‹ˆ (± ± ¨ ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ³ ¶·¥¤¥²¥ q → 1) Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ
¡¨²¨´¥°´Ò³ ¸μμÉ´μÏ¥´¨Ö³ �²Õ±±¥· . ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ®Ì¢μ¸É¯ ¸É É¸Ê³³Ò (6.1)
¶·¨¡²¨¦¥´´μ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸μ ¸É É¸Ê³³μ° ¤·Ê£μ° Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´μ° ÉμÎ´μ ·¥Ï -
¥³μ° ³μ¤¥²¨,   ¨³¥´´μ, ¸ τ -ËÊ´±Í¨¥° ¨¥· ·Ì¨¨ Š� [106], ¶·¨Î¥³ ÉμÎ´μ¸ÉÓ
¢μ§· ¸É ¥É ¸ ·μ¸Éμ³ n.

„·Ê£μ¥ (²Õ¡μ¶ÒÉ´μ¥, ´μ ¶μ±  ¶²μÌμ ¶μ´ÖÉμ¥) ´ ¡²Õ¤¥´¨¥ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³,
ÎÉμ Î¨¸²  ‹Œ�‚ Å ¢¥¸Ó³  § £ ¤μÎ´Ò¥ Í¥²μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ, § ³¥Î -
É¥²Ó´Ò³ μ¡· §μ³ ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ¢ μ¤´μ³ ¨§ ¶¥·¥· §²μ¦¥´¨° ¸É É¸Ê³³Ò (6.1),
¶·¨ ¡μ²ÓÏ¨Ì n μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö · ¸¶·¥¤¥²¥´Ò ¶μ § ±μ´Ê ƒ Ê¸¸  [124].

�μ²¨´μ³Ò �²¥±¸ ´¤¥·  ¨ Ê· ¢´¥´¨Ö Š�: A = 1, g, xk, q = const. �·¨
A = 1 ¶μ²¨´μ³ •�Œ”‹ˆ ¶·¥¢· Ð ¥É¸Ö ¢ ¶μ²¨´μ³ �²¥±¸ ´¤¥· . �·¨ ÔÉμ³
§ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±μ£μ ¶μ²¨´μ³  μÉ · ¸±· ¸±¨ (μÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö),
± ± ¨ ¢ ¸¶¥Í¨ ²Ó´μ° ÉμÎ±¥ q = 1, ·¥§±μ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [100,
£². 12]).

ˆ´É¥·¥¸´μ, ÎÉμ ¨§ÊÎ¥´¨¥ Éμ£μ ¦¥ ¶·¥¤¥²  ¶μ§¢μ²Ö¥É Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¥Ð¥ μ¤´μ
²Õ¡μ¶ÒÉ´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ ¸É É¸Ê³³Ò (6.1): μ¤´μ ¨§ ¥¥ ¶¥·¥· §²μ¦¥´¨° ¢ Ëμ·-
³ ²Ó´Ò° ·Ö¤ μ± §Ò¢ ¥É¸Ö ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¥° ËÊ´±Í¨¥° ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨° ¨¥· ·Ì¨¨
Š� Å Éμ° ¸ ³μ° ¸¨¸É¥³Ò, ¸É É¸Ê³³  ±μÉμ·μ° ¢ ¤·Ê£μ³ ¶·¥¤¥²¥ ¶·¨¡²¨¦ ¥É¸Ö
± ¸É É¸Ê³³¥ (6.1) [107,123].
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6.3.3. Œ É·¨Î´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢. 	Ê±¢ ²Ó´μ É¥·³¨´ ®³ -
É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó¯ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ´¥±μÉμ· Ö ¢¥²¨Î¨´  (¸É É¸Ê³³  ³μ¤¥²¨) § -
¤ ´  ± ± ¨´É¥£· ² ¶μ ¶·μ¸É· ´¸É¢Ê ³ É·¨Í μ¶·¥¤¥²¥´´μ£μ ¢¨¤  ¸ ´¥±μÉμ·μ°
³¥·μ°. ’ ±¨¥ ³μ¤¥²¨ ¢ ¸¢μ¥ ¢·¥³Ö ¢¢μ¤¨²¨¸Ó ¤²Ö Ë¥´μ³¥´μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ μ¶¨-
¸ ´¨Ö  Éμ³´ÒÌ ¸¶¥±É·μ¢ (¶·¨³¥· μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¸μ¢·¥³¥´´μ£μ μ¡§μ· : [140]).
�´ ²μ£¨Î´ Ö ¶μ¸É ´μ¢±  § ¤ Î¨ ¢μ§´¨± ¥É ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ·¥Ï¥ÉμÎ´μ°
·¥£Ê²Ö·¨§ Í¨¨ ¢ · §²¨Î´ÒÌ § ¤ Î Ì Š’� [7]. �¡§μ· ¶·¨²μ¦¥´¨° ¢ ±μ´É¥±¸É¥
¸μ¢·¥³¥´´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ³μ¦´μ ´ °É¨, ´ ¶·¨³¥·, ¢ [108].

‡ ³¥Î É¥²Ó´μ, ÎÉμ ¶·¨ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨¨ ³ É·¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¢μ§´¨± ¥É ³´μ-
¦¥¸É¢μ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´ÒÌ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¸É·Ê±ÉÊ·, ¢ Éμ³ Î¨¸²¥ Ì · ±É¥·´ÒÌ ¤²Ö
¤·Ê£¨Ì ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³. ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É¥μ·¨Ö ³ É·¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¸É ² 
¸ ³μ¸ÉμÖÉ¥²Ó´Ò³ · §¤¥²μ³ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, μ¡§μ· ¢
¤¢ÊÌ Î ¸ÉÖÌ [98,108]).

‘É É¸Ê³³  ƒÊ·¢¨Í  ¨ Í¥¶μÎ±  ’μ¤Ò. �¥·¢μ¥ ´ ¡²Õ¤¥´¨¥, μ ±μÉμ·μ³
§¤¥¸Ó ¸Éμ¨É Ê¶μ³Ö´ÊÉÓ, ¸¢Ö§ ´μ ¸ ¨´É¥£· ²Ó´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥³ ¤²Ö ¸¨³³¥-
É·¨Î¥¸±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ •�Œ”‹ˆ ¨ ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö ± ± ¥Ð¥ μ¤´μ ¸¢μ°-
¸É¢μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥° ¸É É¨¸É¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ (6.1) [51]. ‘É·μ£μ £μ¢μ·Ö, §¤¥¸Ó
· ¸¸³ É·¨¢ ¥É¸Ö ³ É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó ¢ Ê§±μ³ ¸³Ò¸²¥ (¨´É¥£· ² ¶μ ³ É·¨Í ³),
μ¤´ ±μ ¢μ§´¨± ¥É ·Ö¤ Ì · ±É¥·´ÒÌ ¤²Ö É ±¨Ì ³μ¤¥²¥° ¸É·Ê±ÉÊ·. –¥´É· ²Ó´μ¥
³¥¸Éμ ¸·¥¤¨ ´¨Ì § ´¨³ ÕÉ ²¨´¥°´Ò¥ Éμ¦¤¥¸É¢  “μ·¤ , ±μÉμ·Ò¥ ¶μ·μ¦¤ -
ÕÉ¸Ö ¸¨¸É¥³μ° ²¨´¥°´ÒÌ · §´μ¸É´ÒÌ ²¨¡μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ μ¶¥· Éμ·μ¢
(±¢ ´Éμ¢ÒÌ A-¶μ²¨´μ³μ¢, ¸³. ¶. 6.1), ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¨Ì, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ´  ¸ ³¨
· ¸±· Ï¥´´Ò¥ ¶μ²¨´μ³Ò ²¨¡μ ´  ¸É É¸Ê³³Ê (6.1).

‡ ³¥Î É¥²Ó´μ, ÎÉμ μ¶¨¸ ´¨¥ ¸¨¸É¥³Ò ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì •�Œ”‹ˆ ¸ ¶μ-
³μÐÓÕ A-¶μ²¨´μ³μ¢ μ¤´μ¢·¥³¥´´μ Ö¢²Ö¥É¸Ö μ¶¨¸ ´¨¥³ ¨§¢¥¸É´μ° ÉμÎ´μ ·¥-
Ï ¥³μ° ¸¨¸É¥³Ò Å ·¥²ÖÉ¨¢¨¸É¸±μ° Í¥¶μÎ±¨ ’μ¤Ò [51] (· ¡μÉ  ¸μ¤¥·¦¨É
´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¸¸Ò²±¨).

�É±Ê¤  ³ É·¨Î´Ò¥ ³μ¤¥²¨ ¢ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢? ‚μ¶·μ¸ μ¡ μ¶¨¸ ´¨¨ ¶μ-
²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²¥° ¢¸É ¥É ¶μ ±· °´¥° ³¥·¥ ¶μ
¤¢Ê³ ¶·¨Î¨´ ³ [61]. ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, Ê ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨ ±μ··¥²ÖÉμ·μ¢ ¢ ³ -
É·¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ μ¡´ ·Ê¦¨¢ ¥É¸Ö ·Ö¤ ¨´É¥·¥¸´ÒÌ μ¡Ð¨Ì ¸¢μ°¸É¢, ¢μμ¡Ð¥
Ì · ±É¥·´ÒÌ ¤²Ö ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¢ ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³ÒÌ ³μ¤¥²ÖÌ [131].
‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¢¥¸Ó³  ³´μ£μμ¡¥Ð ÕÐ¨° ¸¶μ¸μ¡ ¢Ò¢¥¸É¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¶μ²¨-
´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨§ Ëμ·³ ²Ó´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨° ¤²Ö ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±¨Ì ¸·¥¤´¨Ì ¢ É¥μ·¨¨
—¥·´ Ä‘ °³μ´¸  (¸ ¶μ³μÐÓÕ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° É¥Ì´¨±¨ ²μ± ²¨§ Í¨¨ [61]) ´ 
¶·μ³¥¦ÊÉμÎ´μ³ ÔÉ ¶¥ ¤μ²¦¥´ ¸¢μ¤¨ÉÓ¸Ö ± ¢ÒÎ¨¸²¥´¨Õ ¸É É¸Ê³³Ò ¨²¨ ±μ··¥-
²ÖÉμ·  ¢ ³ É·¨Î´μ° ³μ¤¥²¨.

Œ É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢. �¶¨¸ ´´ÊÕ ¢ÒÏ¥ ¶·μ£· ³³Ê ¶μ²-
´μ¸ÉÓÕ Ê¤ ²μ¸Ó ¶·μ¤¥² ÉÓ ¢ ¸²ÊÎ ¥ Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢ [61]. �μ²ÊÎ¥´´ Ö ¢ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥ ³ É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó (	·¨´¨Ä�°´ ·¤ ÄŒ ·¨´¨ (	�Œ)) ¶μ§¢μ²Ö¥É
´ °É¨ ¨§ÖÐ´μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥ ¤²Ö ´¥±μÉμ·ÒÌ ¢ ¦´ÒÌ ¸¢μ°¸É¢ ¶μ²¨´μ³μ¢ Éμ·¨-
Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢.
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„²Ö ¤·Ê£¨Ì Ê§²μ¢? Š ¸μ¦ ²¥´¨Õ, §  ¶·¥¤¥² ³¨ ¸¥³¥°¸É¢  Éμ·¨Î¥¸±¨Ì
Ê§²μ¢ Ê¸¶¥Ì¨ ¢ ÔÉμ³ ´ ¶· ¢²¥´¨¨ (±μ ¢·¥³¥´¨ ´ ¶¨¸ ´¨Ö ¤ ´´μ£μ É¥±¸É )
μ¸É ÕÉ¸Ö £μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ¸±·μ³´Ò³¨. �¤´¨³ ¨§ ¤μ¸É¨¦¥´¨° Ö¢²Ö¥É¸Ö  ¸¨³¶Éμ-
É¨Î¥¸± Ö ³ É·¨Î´ Ö ³μ¤¥²Ó ¸±·ÊÎ¥´´ÒÌ Ê§²μ¢ (¸³. ·¨¸. ¢ É ¡². 8): ¶μ²¨´μ³Ò
ÔÉ¨Ì Ê§²μ¢ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ³ É·¨Î´μ-³μ¤¥²Ó´Ò³¨ ±μ··¥²ÖÉμ· ³¨ É¨¶  	�Œ ¢
¶·¥¤¥²¥ q → 1, ¶·¨Î¥³ · ¢¥´¸É¢μ ¸μÌ· ´Ö¥É¸Ö ¢ ´¥¸±μ²Ó±¨Ì ¶¥·¢ÒÌ ¶μ·Ö¤± Ì
¶μ � = −i log q [131].

Ÿ¢´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ Î¥·¥§ ³ É·¨Î´μ-³μ¤¥²Ó´Ò¥ ¨´É¥£· ²Ò Ê¤ ²μ¸Ó ´ ¶¨¸ ÉÓ
¢ Î ¸É´μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥° § ¤ Î¨: ¤²Ö · ¸±· Ï¥´´ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ „¦μ´¸ 
¶·μ¸É¥°Ï¥£μ ´¥Éμ·¨Î¥¸±μ£μ Ê§²  (®¢μ¸Ó³¥·± ¯ ¨²¨ 41 ¢ [37]) [130]. ‚ ´ ¸Éμ-
ÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¶·μ¤μ²¦ ¥É¸Ö  ±É¨¢´ Ö · ¡μÉ  ´ ¤ ³ É·¨Î´μ-³μ¤¥²Ó´Ò³ μ¶¨¸ -
´¨¥³ ¸¨¸É¥³Ò ÔÉ¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢.

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, ¢ Éμ³ ¦¥ ¶·¥¤¥²¥ q → 1 ¨§¢¥¸É´ Ö ¸¨¸É¥³  ·¥±Ê··¥´É-
´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ´  ¶μ²¨´μ³Ò ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ Ê§²μ¢ ³μ¦¥É · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ¸Ö
± ± ¸¨¸É¥³  Éμ¦¤¥¸É¢ “μ·¤  ´¥±μÉμ·μ° ³ É·¨Î´μ° ³μ¤¥²¨ [96].

� ±μ´¥Í, ¨§¢¥¸É´μ ±μ¸¢¥´´μ¥ ¶·μÖ¢²¥´¨¥ ³ É·¨Î´μ-³μ¤¥²Ó´μ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò
¢ ¸¨¸É¥³¥ ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ •�Œ”‹ˆ. � ¨³¥´´μ: (± ± Ê¶μ³¨´ -
²μ¸Ó ¢ÒÏ¥) ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´´μ³ · §²μ¦¥´¨¨ ÔÉ¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ ¢ Ëμ·³ ²Ó´Ò°
·Ö¤ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ ·Ö¤  μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö Î¨¸² ³¨ ƒÊ·¢¨Í  [106], Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É-
´Ò³¨ ¢ Éμ¶μ²μ£¨¨ ¨ É¥μ·¨¨ ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì £·Ê¶¶. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ¤²Ö Î¨¸¥²
ƒÊ·¢¨Í  ¨§¢¥¸É´μ μ¶¨¸ ´¨¥ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ° ·¥±Ê·¸¨¨ (´¥¤ ¢´¨¥
¤μ¸É¨¦¥´¨Ö ¨ ±² ¸¸¨Î¥¸±¨¥ ¸¸Ò²±¨ ¸³. ¢ [141]) Å ¶·¨¥³ , Ì · ±É¥·´μ£μ ¤²Ö
É¥μ·¨¨ ³ É·¨Î´ÒÌ ³μ¤¥²¥°. �¤´ ±μ μ¡² ¸ÉÓ ¶·¨³¥´¨³μ¸É¨ ¸ ³μ£μ ¶·¨¥³  £μ-
· §¤μ Ï¨·¥, É ± ÎÉμ ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¥£μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Ö ´¥ μ¡Ö§ É¥²Ó´μ £μ¢μ·¨É
μ ´ ²¨Î¨¨ ³ É·¨Î´μ° ³μ¤¥²¨.

6.3.4. “§¥² § ¤ ¥É ¶μ¢¥·Ì´μ¸ÉÓ. ‚ μÉ¤¥²Ó´Ò° ±² ¸¸ ¸Éμ¨É ¢Ò¤¥²¨ÉÓ ³μ-
¤¥²¨, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ¤¢Ê³¥·´Ò³¨ ¨²¨ ³´μ£μ³¥·´Ò³¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ μ¡Ñ¥±-
É ³¨. “§¥² (μ¤´μ³¥·´Ò° μ¡Ñ¥±É ¢ É·¥Ì³¥·´μ³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥) ¶·¨ ÔÉμ³ ³μ¦¥É
¢μ§´¨± ÉÓ ¢ ± Î¥¸É¢¥ £· ´¨ÍÒ ¨²¨ ¶¥·¥¸¥Î¥´¨Ö μ¡Ñ¥±Éμ¢ ¸É ·Ï¨Ì · §³¥·´μ-
¸É¥°. �·¨ ÔÉμ³ ¢ ·Ö¤¥ ¸²ÊÎ ¥¢ ·μ²Ó ÔÉμ£μ Ê§²  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¥°
¢μ ¢¸¥° ³μ¤¥²¨, É ± ÎÉμ ¨§ÊÎ ¥³Ò¥ ¢¥²¨Î¨´Ò ³´μ£μ³¥·´μ° Éμ¶μ²μ£¨¨ ¨³¥ÕÉ
´¥¶μ¸·¥¤¸É¢¥´´μ¥ μÉ´μÏ¥´¨¥ ± ¨´¢ ·¨ ´É ³ Ê§²μ¢.

�²£¥¡·  ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° Éμ·  ¨ Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢. � ¨¡μ²¥¥ ¶μ¸²¥¤μ-
¢ É¥²Ó´μ¥ ¶·¨³¥´¥´¨¥ μ¶¨¸ ´´μ£μ ¶μ¤Ìμ¤  ¸¢Ö§ ´μ ¸ ±μ´¸É·Ê±Í¨¥° —¥·¥¤-
´¨±  [101]. ˆ§´ Î ²Ó´μ · ¸¸³ É·¨¢ ²¨¸Ó § ³±´ÊÉÒ¥ ±·¨¢Ò¥ ¡¥§ ¸ ³μ¶¥·¥¸¥Î¥-
´¨° ´  ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ Éμ· , ±μÉμ·Ò¥ ¶·¨ ¢²μ¦¥´¨¨ ¢ É·¥Ì³¥·´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ
μ¡· §ÊÕÉ ¸¥³¥°¸É¢μ Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢. ‘μ ¢·¥³¥´¥³ ÔÉÊ ³μ¤¥²Ó Ê¤ ²μ¸Ó μ¡μ¡-
Ð¨ÉÓ ´  ¸²ÊÎ ° ¶·μ¨§¢μ²Ó´ÒÌ · Í¨μ´ ²Ó´ÒÌ Ê§²μ¢ ¨ § Í¥¶²¥´¨° [102,142].

�μ μ¸´μ¢´μ° ¨¤¥¥ ±μ´¸É·Ê±Í¨Õ ³μ¦´μ μÉ´¥¸É¨ ± ±² ¸¸Ê Ô¢μ²ÕÍ¨μ´´ÒÌ
³μ¤¥²¥° (¸³. ¶. 6.3): ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò° Éμ·¨Î¥¸±¨° Ê§¥² ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¨§ É·¨¢¨ ²Ó-
´μ£μ Ê§²  ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ¸É¨ μ¶·¥¤¥²¥´´ÒÌ (´¥ ´¥¶·¥·Ò¢´ÒÌ)
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°. �É²¨Î¨¥ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ —¥·¥¤´¨±  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¢ ´¥°
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· ¸¸³ É·¨¢ ÕÉ¸Ö ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¸ ³μ£μ Éμ·  (É¨¶  ®¶¥·¥±·ÊÎ¨¢ ´¨Ö ·ÊÎ¥±¯),
  Ê§¥² ¶·¥μ¡· §Ê¥É¸Ö ¢³¥¸É¥ ¸ ´¨³.

�·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö Éμ·  ¢ ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ —¥·¥¤´¨±  μ¡· §ÊÕÉ É ± ´ §Ò¢ ¥-
³ÊÕ ¤¢μ°´ÊÕ  ËË¨´´ÊÕ  ²£¥¡·Ê ƒ¥±±¥ („��ƒ), ±μÉμ· Ö Ö¢²Ö¥É¸Ö μÉ¤¥²Ó´Ò³
¶·¥¤³¥Éμ³ ¨§ÊÎ¥´¨Ö (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [103]). ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ÔÉ   ²£¥¡·  ¤μ-
¶Ê¸± ¥É ¶μ²¨´μ³¨ ²Ó´μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥, ±μÉμ·μ¥ ¨ ¤¥² ¥É ¢μ§³μ¦´Ò³ Ö¢´μ¥
¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ¨´¢ ·¨ ´Éμ¢ Ê§²μ¢ ¢ É ±¨Ì É¥·³¨´ Ì. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ
¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ° ³μ¤¥²¨ —¥·¥¤´¨±  ¶μ²ÊÎ ÕÉ¸Ö ¶μ²¨´μ³Ò „¦μ´¸ ,   ¢ ¡μ²¥¥
¶·μ¤¢¨´ÊÉÒÌ ¢¥·¸¨ÖÌ ³μ¤¥²¨ É ±¦¥ ¨ •�Œ”‹ˆ∗ [102,142].

ˆ§ÖÐ´Ò³ ¶·¨²μ¦¥´¨¥³ μ¶¨¸ ´´μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¥Ð¥ μ¤´  ¸¢Ö§Ó
¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨ ¨´É¥£·¨·Ê¥³ÒÌ ¸¨¸É¥³: ¢ ´¥±μÉμ·μ³ ¸³Ò¸²¥ ³μ¤¥²Ó —¥·¥¤-
´¨±  Ô±¢¨¢ ²¥´É´  ¨§¢¥¸É´μ° ÉμÎ´μ ·¥Ï ¥³μ° ³μ¤¥²¨ Å ¸¶¨´μ¢μ° Í¥¶μÎ±¥
�Ê¤¦¥´  ·¸ Ä˜´ °¤¥· .

�²£¥¡·  Ê§²μ¢ ·μ¤  2. �·μ¡²¥³  μ¡μ¡Ð¥´¨Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ —¥·¥¤´¨±  ¤²Ö
¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ¸É ·Ï¨Ì ·μ¤μ¢ (¸ ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³ Î¨¸²μ³ ·ÊÎ¥±) Ö¢²Ö¥É¸Ö ¶·¥¤-
³¥Éμ³  ±É¨¢´μ£μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥¥ ¢·¥³Ö ¶μ¤μ¡´ Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö
· §· ¡μÉ ´  ¤²Ö ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¥° ·μ¤  2.

�μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ ³μ¤¥²ÓÕ Éμ·¨Î¥¸±¨Ì Ê§²μ¢ ³μ¤¥²Ó Ê§²μ¢ ·μ¤  2 ³μ¦´μ
· ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± ®Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ¥ μ¶¨¸ ´¨¥¯ ´¥±μÉμ·μ° ¨´É¥£·¨·Ê¥³μ° ¸¨-
¸É¥³Ò (¢ ¤ ´´μ³ ¸²ÊÎ ¥, ¸Ê¤Ö ¶μ ¢¸¥³Ê, ´μ¢μ°).

�¤´ ±μ, ¢ μÉ²¨Î¨¥ μÉ Éμ·¨Î¥¸±μ£μ ¸²ÊÎ Ö, ¸³Ò¸² ´ ¡²Õ¤ ¥³ÒÌ ¢ ¶μ²Ê-
Î¥´´μ° ³μ¤¥²¨ ·μ¤  2 ¤μ ±μ´Í  ´¥ Ö¸¥´. �μ ¶μ¸É·μ¥´¨Õ μ´¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö Éμ-
¶μ²μ£¨Î¥¸±¨³¨ ¨´¢ ·¨ ´É ³¨ ¨ ¨³¥ÕÉ Ï ´¸Ò μ± § ÉÓ¸Ö ´μ¢Ò³¨ ¶μ²¨´μ³ ³¨
Ê§²μ¢, μ¤´ ±μ ¨Ì ¸¢μ°¸É¢  ¥Ð¥ ¶μ¤²¥¦ É ¨§ÊÎ¥´¨Õ.

“§¥² ± ± ¢Ò±·μ°±  Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . �ÉμÉ ¸Õ¦¥É (Ê¦¥ Ê¶μ-
³¨´ ¢Ï¨°¸Ö ¢ ¶. 4.3.3) ¨¸Éμ·¨Î¥¸±¨ ¢μ§´¨± · ´ÓÏ¥, Î¥³ ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö —¥·¥¤-
´¨± , ¨ ¨¸¸²¥¤Ê¥É¸Ö §´ Î¨É¥²Ó´μ Ï¨·¥. ‚ μÉ²¨Î¨¥ μÉ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¨Ì ³μ¤¥²¥°
§¤¥¸Ó ·¥ÎÓ ¨¤¥É ´¥ ¸Éμ²Ó±μ μ ¸ ³μ¤μ¸É ÉμÎ´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨,
¸±μ²Ó±μ μ ¸¨¸É¥³¥ ¨¤¥° ¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨°. �¨¦¥ ³Ò ´ §μ¢¥³ ´¥±μÉμ·Ò¥ ¨§ ´¨Ì,
´  ´ Ï ¢§£²Ö¤, ´ ¨¡μ²¥¥ ¶·μ¸ÉÒ¥ ¨ Ö·±¨¥.

ˆ¤¥¨, μ ±μÉμ·ÒÌ ¶μ°¤¥É ·¥ÎÓ, ¢ ¶·¨´Í¨¶¥ μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± ¶·μ¨§¢μ²Ó´Ò³
Ê§² ³, μ¤´ ±μ ±μ´±·¥É´Ò¥ ¶μ¤·μ¡´μ¸É¨ ´  ¸¥£μ¤´Ö · §· ¡μÉ ´Ò ²¨ÏÓ ¢ ´¥-
³´μ£μÎ¨¸²¥´´ÒÌ Î ¸É´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ (¸³. É ¡². 8).

�μ²¨´μ³Ò „¦μ´¸  ¨ ¨´¢ ·¨ ´ÉÒ É·¥Ì³¥·´ÒÌ ¶·μ¸É· ´¸É¢. �·¥¦¤¥ ¢¸¥-
£μ · ¸±· Ï¥´´Ò¥ ¶μ²¨´μ³Ò „¦μ´¸  ¤ ´´μ£μ Ê§²  ¤μ¶Ê¸± ÕÉ · §²μ¦¥´¨¥ ¶μ
¨´¢ ·¨ ´É ³ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ£μ É·¥Ì³¥·´μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ , μ¶·¥-
¤¥²¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¸¢Ö§ ´´μ£μ ¸ Ê§²μ³.

∗� É ±¦¥, ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶μ²¨´μ³Ò •μ¢ ´μ¢  [143] ¨ •μ¢ ´μ¢ Ä�μ¦ ´¸±μ£μ [144], ¨§-
´ Î ²Ó´μ ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ £μ³μ²μ£¨Ö³¨ Ê§²μ¢, ÎÉμ £μ· §¤μ ¡μ²¥¥ ²Õ¡μ¶ÒÉ´μ, ´μ ¢ÒÌμ¤¨É ¤ ²¥±μ § 
· ³±¨ ´ Ï¥£μ μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö.
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�¸¨³¶ÉμÉ¨±  ¢ ±μ·´ÖÌ ¥¤¨´¨ÍÒ ¨ £¨¶μÉ¥§  μ¡Ñ¥³ . ‘ÊÐ¥¸É¢Ê¥É É ±¦¥
¤μ¢μ²Ó´μ ¶·Ö³μ²¨´¥°´Ò° ¸¶μ¸μ¡ ¸¢Ö§ ÉÓ ¸ Ê§²μ³ ´¥É·¨¢¨ ²Ó´μ¥ É·¥Ì³¥·´μ¥
¶·μ¸É· ´¸É¢μ: · ¸¸³μÉ·¥ÉÓ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¢²μ¦¥´¨Ö Ê§²  (± ± ¶· ¢¨²μ, ®μ¡ÒÎ-
´μ¥¯ R3) §  ¢ÒÎ¥Éμ³ ¸ ³μ£μ Ê§² . ‚ ´¥±μÉμ·ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ Ê¤ ¥É¸Ö μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ
(£¨¶¥·¡μ²¨Î¥¸±¨°) μ¡Ñ¥³ É ±μ£μ ¶·μ¸É· ´¸É¢ . ‘μ£² ¸´μ ¶μ¶Ê²Ö·´μ° £¨¶μÉ¥§¥
É  ¦¥ ¢¥²¨Î¨´  ¢Ìμ¤¨É ¢ ¶μ± § É¥²Ó Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ, μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥°  ¸¨³¶ÉμÉ¨±Ê
¶μ²¨´μ³  „¦μ´¸  ¢ ±μ·´ÖÌ ¥¤¨´¨ÍÒ ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¸É ·Ï¨Ì · ¸±· ¸μ± [132,139].

�·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¶·μ¸É· ´¸É¢  ¨  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨¥ Ê¸²μ¢¨Ö ´  ¶μ²¨´μ³Ò
Ê§²μ¢. 	μ²¥¥ Éμ£μ,  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨° ¶·¥¤Ô±¸¶μ´¥´Í¨ ²Ó´Ò° ·Ö¤ ¤²Ö ¶μ²¨´μ³ 
„¦μ´¸  ¢ Éμ³ ¦¥ ¶·¥¤¥²¥ μ¡² ¤ ¥É ²Õ¡μ¶ÒÉ´Ò³¨ ¸¢μ°¸É¢ ³¨ [132]. �¤¨´ ¨§
¨´É¥·¥¸´ÒÌ ¢μ¶·μ¸μ¢ Å ³μ¦´μ ²¨ ¢Ò· §¨ÉÓ ¶μ²¨´μ³Ò „¦μ´¸  Î¥·¥§ ®±μ-
¢ ·¨ ´É´Ò¥¯ ËÊ´±Í¨¨ ´  ¶·μ¸É· ´¸É¢ Ì ¸É ·Ï¨Ì · §³¥·´μ¸É¥° (³μ¤Ê²Ö·´Ò¥
Ëμ·³Ò) ¨ ± ±¨³ μ¡· §μ³ ¤μ¶Ê¸É¨³Ò¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ÔÉ¨Ì ¶·μ¸É· ´¸É¢ ¶·μ-
Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ´  Ê·μ¢´¥ ¶μ²¨´μ³μ¢ „¦μ´¸  [82].

Œμ¤¥²Ó Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´. 	²¨§±¨° ¶μ ¤ÊÌÊ ¶μ¤Ìμ¤ ¢μ§´¨± ¥É ¢ ±μ³-
¶²¥±¸¥ ¨¤¥° μ ¸¢Ö§¨ É¥μ·¨¨ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  ¸ · §²¨Î´Ò³¨ ³μ¤¥²Ö³¨ É¥μ·¨¨
¸É·Ê´ [61]. ŒÒ μ¸É ´μ¢¨³¸Ö ´  μ¤´μ³ ¶·¨³¥·¥, ¢ ±μÉμ·μ³ ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ´ ¨-
¡μ²¥¥ ¡²¨§±¨ ± ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ° ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨.

�¥ÎÓ ¨¤¥É μ É ± ´ §Ò¢ ¥³μ° É¥μ·¨¨ Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´ (¸³. ¸¸Ò²±¨
¢ [133]). Œμ¤¥²Ó μ¶·¥¤¥²¥´  ± ± Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸± Ö ±¢ ´Éμ¢ Ö É¥μ·¨Ö ¶μ²Ö
¢ ±² ¸¸¨Î¥¸±μ³ ¸³Ò¸²¥ É¥·³¨´  [28] Å ´  Ö§Ò±¥ ¤¨ £· ³³ ”¥°´³ ´  ¨ Éμ-
¦¤¥¸É¢ “μ·¤ , ±μÉμ·Ò¥ ³μ¦´μ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ ± ± Ê¸²μ¢¨Ö Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±μ°
¨´¢ ·¨ ´É´μ¸É¨.

‘ μ¶¨¸ ´´Ò³¨ ¢ÒÏ¥ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±¨³¨ ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö³¨ ³μ¤¥²Ó Éμ¶μ²μ£¨-
Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´ ·μ¤´ÖÉ ¤¢  ¸¢μ°¸É¢ . ‚μ-¶¥·¢ÒÌ, ¢ ¶μ¸²¥¤´¥³ ¸²ÊÎ ¥ ¸ ³  ³μ-
¤¥²Ó ¸¢Ö§ ´  ¸ ¤¨ £· ³³μ°, ±μÉμ· Ö ¤μ²¦´  § ¤ ¢ ÉÓ Ê§¥² (ÌμÉÖ ± ± ¨³¥´´μ Å
¨§¢¥¸É´μ ²¨ÏÓ ¢ Î ¸É´ÒÌ ¸²ÊÎ ÖÌ) ¨ ¢ Éμ ¦¥ ¢·¥³Ö ®¸±¥²¥É¯ (Éμ·¨Î¥¸±ÊÕ ¤¨ -
£· ³³Ê) ³´μ£μ³¥·´μ° ¶μ¢¥·Ì´μ¸É¨ (¸´ ¡¦¥´´μ° ¢¥¸Ó³  § ³Ò¸²μ¢ ÉÒ³¨ ¤μ-
¶μ²´¨É¥²Ó´Ò³¨ ¸É·Ê±ÉÊ· ³¨). ‚μ-¢Éμ·ÒÌ, ¶·¨ ÔÉμ³ ³μ¦´μ μÉ¤¥²Ó´μ · ¸¸³ -
É·¨¢ ÉÓ  ²£¥¡·Ê ¤¨ £· ³³ ³μ¤¥²¨ (ÔÉμ É ± ´ §Ò¢ ¥³ Ö  ²£¥¡·  „¨´£ Ä‰μÌ · Ä
Œ¨±¨ („ˆŒ)) ¨ ¥¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö.

‘¨¸É¥³  ·¥±Ê··¥´É´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° (É¨¶  Ëμ·³Ê² Ê³´μ¦¥´¨Ö, ¸³. ¶. 6.1)
¤²Ö ³μ¤¥²¥° Éμ¶μ²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´ ¤ ¥É ¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¤²Ö Ö¢´ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥-
´¨° ¢ · ³± Ì ÔÉμ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨. ‚ Î ¸É´μ¸É¨, ´  ³μ³¥´É ´ ¶¨¸ ´¨Ö ¤ ´´μ£μ
É¥±¸É  Ê¤ ²μ¸Ó Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ±μ´±·¥É´μ¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¨ Éμ¶μ-
²μ£¨Î¥¸±¨Ì ¢¥·Ï¨´ ¤²Ö § Í¥¶²¥´¨Ö •μ¶Ë  (L2a1/21

1 ¢ [37]) [133],   É ±¦¥
¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ ¶·μ¡²¥³Ê ¶μ¤μ¡´μ£μ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö ¤²Ö ´¥Éμ·¨Î¥¸±μ£μ § Í¥¶²¥´¨Ö
L8n8/84

3 (¢ [37]) [99] (¢ · ¡μÉ Ì ¤ ´Ò ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò¥ ¸¸Ò²±¨).
Œμ¤¥²Ó 	±Ìμ²Ó³ . � ±μ´¥Í, ¸μ¢¥·Ï¥´´μ § £ ¤μÎ´Ò³ ¢Ò£²Ö¤¨É ¶μÖ¢²¥´¨¥

· ¸±· Ï¥´´ÒÌ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ¢ ±μ´É¥±¸É¥ ±μ´É ±É´μ° £¥μ³¥É·¨¨ [128].
‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö É ±¦¥ ¨³¥¥É ³μÉ¨¢ Í¨Õ ¸μ ¸Éμ·μ´Ò É¥μ·¨¨
¸É·Ê´ [125].
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Šμ´±·¥É´μ ·¥ÎÓ ¨¤¥É μ ¢Ò¢μ¤¥ ·¥±Ê··¥´É´ÒÌ ¸μμÉ´μÏ¥´¨° ¤²Ö ¸¨³³¥É·¨-
Î¥¸±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ •�Œ”‹ˆ (¸³. ¶. 6.1) ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¶·¨²μ¦¥´¨Ö μÉ¤¥²Ó´μ°
¸ ³μÍ¥´´μ° ±μ´¸É·Ê±Í¨¨ [129]. Ÿ¢´μ ¶·μ· ¡μÉ ÉÓ ¢¸¥ ¤¥É ²¨ Ê¤ ²μ¸Ó (¸ ¡μ²Ó-
Ï¨³ É·Ê¤μ³!) ²¨ÏÓ ¢ ´¥³´μ£μÎ¨¸²¥´´ÒÌ ¶·¨³¥· Ì [128]; ´¥¸±μ²Ó±μ ²ÊÎÏ¥
¤¥²μ μ¡¸Éμ¨É ¢ ¶·¥¤¥²¥ ¸¶¥Í¶μ²¨´μ³μ¢ (q = 1 ¢ •�Œ”‹ˆ) [129].

�¸μ¡¥´´μ ¨´É·¨£Ê¥É, ÎÉμ ¸ ³  ¨¸Ìμ¤´ Ö ±μ´¸É·Ê±Í¨Ö ¤μ ¸¨Ì ¶μ· ¢Ò-
£²Ö¤¥²  É·Ê¤´μ¤μ¸ÉÊ¶´μ° ¤²Ö  ´ ²¨§  ¨ ¸μ¢¥·Ï¥´´μ ´¥¶·¨¸ÉÊ¶´μ° ¤²Ö Ö¢´ÒÌ
¢ÒÎ¨¸²¥´¨°,   ¸¢Ö§Ó ¸ ¸¨¸É¥³μ° ¸¨³³¥É·¨Î¥¸±¨Ì ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ
¶·μÖ¢²¥´¨¥³ ¸±·ÒÉμ° ¢ μ¸´μ¢¥ ¡μ²¥¥ ¶·μ¸Éμ° ¸É·Ê±ÉÊ·Ò.

6.3.5. �μ²¨´μ³Ò Ê§²μ¢ ¨ ±¢ ´Éμ¢μ¥ § ¶ÊÉÒ¢ ´¨¥. �É¤¥²Ó´μ£μ Ê¶μ³¨-
´ ´¨Ö § ¸²Ê¦¨¢ ¥É ¸Õ¦¥É, ¸¢Ö§ ´´Ò° ¸ ¢μ§³μ¦´μ° ·μ²ÓÕ É¥μ·¨¨ Ê§²μ¢ ¶·¨
±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨ÖÌ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [145] ¨ ¶·¨¢¥¤¥´´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨).
Š ± ¨ ¢ ¡μ²ÓÏ¨´¸É¢¥ ®Ë¨§¨±μ-Ê§²μ¢ÒÌ¯ ¸Õ¦¥Éμ¢, ¸¢Ö§Ó §¤¥¸Ó ¶·μÌμ¤¨É
Î¥·¥§ £·Ê¶¶Ê ±μ¸ (²¨¡μ ¥¥ μ¡μ¡Ð¥´¨¥) ¨ ¥¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ
R-³ É·¨Í.

‚ ¸ ³μ° ¨¤¥¥ ±¢ ´Éμ¢ÒÌ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨° [13, 146] ®¶·μ£· ³³ ¯ ¸¢Ö§ ´  ¸
¢μ²´μ¢μ° ËÊ´±Í¨¥° § ¶ÊÉ ´´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¸¨¸É¥³Ò ±¢ ´Éμ¢ÒÌ Î ¸É¨Í. ’· -
¤¨Í¨μ´´μ É ±¨¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ³ É·¨Í ¶²μÉ´μ¸É¨ [15]
(±² ¸¸¨Î¥¸±¨³  ´ ²μ£μ³ Ö¢²ÖeÉ¸Ö ³ É·¨Í  ‘Éμ±¸  ¤²Ö Î ¸É¨Î´μ ¶μ²Ö·¨§μ¢ ´-
´μ£μ ¸¢¥É  [24]).

‘ ¤·Ê£μ° ¸Éμ·μ´Ò, § ¶ÊÉ ´´Ò¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ³μ¦´μ μ¶¨¸Ò¢ ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ
±μ¸ (¨²¨ ¤·Ê£¨Ì ¶μ¤μ¡´ÒÌ ¤¨ £· ³³) ¨, ± ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, ¸¢Ö§Ò¢ ÉÓ ¸ ¶μ²¨´μ-
³ ³¨ § ¤ ´´ÒÌ É ±¨³ μ¡· §μ³ Ê§²μ¢. ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³ É·¨ÍÒ ¶²μÉ´μ¸É¨
³μ¦´μ ¸¢Ö§ ÉÓ ¸ ¢¥·Ï¨´´Ò³¨ μ¶¥· Éμ· ³¨ ¢ É¥´§μ·´ÒÌ ¢Ò· ¦¥´¨ÖÌ ¤²Ö ¶μ-
²¨´μ³μ¢ (¸³. · §¤. 3). ‚ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ É ±μ° ¶μ¤Ìμ¤ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¶·μ¸²¥¤¨ÉÓ ¸¢Ö§Ó
³¥¦¤Ê Ê§²μ³ ¨ ±¢ ´Éμ¢Ò³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥³.

„·Ê£¨³ ¨¸ÉμÎ´¨±μ³ ¢¤μÌ´μ¢¥´¨Ö §¤¥¸Ó ¸²Ê¦¨É ¨¤¥Ö Ë¨§¨Î¥¸±μ° ·¥ ²¨§ -
Í¨¨ ±¢ ´Éμ¢μ£μ ±μ³¶ÓÕÉ¥·  ¸ ¶μ³μÐÓÕ ´¥ ¡¥²¥¢ÒÌ  ´¨μ´μ¢, ±μÉμ·Ò¥, ¢ ¸¢μÕ
μÎ¥·¥¤Ó, ³μ£²¨ ¡Ò ¢μ§´¨± ÉÓ ¢ É·¥Ì³¥·´μ° É¥μ·¨¨ —¥·´ Ä‘ °³μ´¸  [147]
(¸ÉμÖÐ¥° ¢μ £² ¢¥ Ê£²  Ë¨§¨Î¥¸±μ° ¨´É¥·¶·¥É Í¨¨ ¶μ²¨´μ³μ¢ Ê§²μ¢,
¸³. · §¤. 2).

�² £μ¤ ·´μ¸É¨. �É  · ¡μÉ  ¢μ ³´μ£μ³ μ¡Ö§ ´  ¸¢μ¨³ ¶μÖ¢²¥´¨¥³
�.
.Œμ·μ§μ¢Ê ¨ �. „.Œ¨·μ´μ¢Ê, ³´μ£μ ²¥É ±·μ¶μÉ²¨¢μ ´ ¶· ¢²ÖÕÐ¨³ ´ -
ÊÎ´ÊÕ · ¡μÉÊ  ¢Éμ· ,   É ±¦¥ …. ‘. ‘Ê¸²μ¢μ° ¨ ‚. ‚. ‘²¥¶Íμ¢μ° (� ¸μ´μ¢μ°),
¸ ³μμÉ¢¥·¦¥´´μ ¸μ§¤ ÕÐ¨³ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö ÔÉμ° · ¡μÉÒ.

‘¶ ¸¨¡μ �.’. �Ì³¥¤μ¢Ê, �.ˆ. „Ê´¨´Ê-	 ·±μ¢¸±μ³Ê, „. ‚.‚ ¸¨²Ó¥¢Ê,
…. �.‚Ò·μ¤μ¢Ê, „. ‚. ƒ ² Ìμ¢Ê, �.�.Œμ·μ§μ¢Ê, �.
.�·²μ¢Ê, ˆ. ‚.�μ²Õ¡¨´Ê,
�. ‚.�μ¶μ²¨Éμ¢Ê, �.�. �μ¸²μ³Ê ¨ �.‚. ‘²¥¶Íμ¢Ê §  ¶·μÖ¢²¥´´Ò° ¨´É¥·¥¸
± · ¡μÉ¥, ¢´¨³ É¥²Ó´μ¥ ¶·μÎÉ¥´¨¥ Î¥·´μ¢¨±μ¢ ± ´ ¸ÉμÖÐ¥³Ê É¥±¸ÉÊ ¨ ³´μ-
£μÎ¨¸²¥´´Ò¥ ±·¨É¨Î¥¸±¨¥ § ³¥Î ´¨Ö. �¢Éμ· É ±¦¥ ¡² £μ¤ ·¥´ �. Ÿ.�³¡Ê·£,
ƒ. 	. �³¨´μ¢Ê, ‘. 	.�·É ³μ´μ¢Ê, ˆ.�. „ ´¨²¥´±μ, �. ‚. ‡ ¡·μ¤¨´Ê,
�. ‘.Š·Ê£²¨´¸±μ°, �.�.�¥³±μ¢Ê, ‘.�.Œ¨·μ´μ¢Ê, ˜. �.˜ ±¨·μ¢Ê ¨ ¤·Ê£¨³
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ÊÎ ¸É´¨± ³ ¸¥³¨´ ·  ² ¡μ· Éμ·¨¨ ³¥Éμ¤μ¢ ³ É¥³ É¨Î¥¸±μ° Ë¨§¨±¨ ˆ’�” § 
·¥£Ê²Ö·´Ò¥ Ê¢²¥± É¥²Ó´Ò¥ ¨ ¶μ²¥§´Ò¥ μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö.

‘¶ ¸¨¡μ ¢¸¥³ ²Õ¤Ö³, ´¥ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò³ ¢ÒÏ¥, ´μ μÉ±·Ò¢Ï¨³  ¢Éμ·Ê ¶ÊÉÓ
¢ ´ Ê±Ê, ¢ μ¸μ¡¥´´μ¸É¨ �.�.�¡·¨±μ¸μ¢Ê, „. �.�²¥±¸ ´¤·μ¢Ê, Œ.‚. „ ´¨²μ¢Ê,
�. ‚. ‡. �μ§¨±Ê, �.�¸É·¨±μ¢Ê, ‚.�. ‘²μ¡μ¤Ö´¨´Ê, ’. ‚. “£²μ¢Ê, ‚. ‚.˜ ´Ó±μ-
¢Ê ¨ ‘.�.˜ · ±¨´Ê.

� ¡μÉ  ¢Ò¶μ²´¥´  ¶·¨ ¶μ¤¤¥·¦±¥ �μ¸¸¨°¸±μ£μ ´ ÊÎ´μ£μ Ëμ´¤  (£· ´É
º16-12-10344).

�·¨²μ¦¥´¨¥ 1
ƒ…�Œ…’�ˆ—…‘Šˆ‰ ‘Œ›‘‹ ƒ�“��› SU(2):

��‹… ��‡ˆ‘�›• ’��…Š

‡¤¥¸Ó ³Ò μ¶¨Ï¥³ ¶·μ¸É¥°ÏÊÕ £·Ê¶¶Ê, ±μÉμ· Ö £μ¤¨É¸Ö ´  ·μ²Ó ± ²¨-
¡·μ¢μÎ´μ° £·Ê¶¶Ò ³Ê²ÓÉ¨¶²¥É´μ° ’—‘. �É  £·Ê¶¶  ´ §Ò¢ ¥É¸Ö SU(2): ¥¥
Ô²¥³¥´É ³¨ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ³ É·¨ÍÒ U ¸ ±μ³¶²¥±¸´Ò³¨ Ô²¥³¥´É ³¨, Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö-
ÕÐ¨¥ Ê¸²μ¢¨Ö³∗ detU = 1 (Special) ¨ U †U = I (Unitary), · §³¥·μ³ 2×2.
�¡  ¸¢μ°¸É¢  ¸μÌ· ´ÖÕÉ¸Ö ¶·¨ Ê³´μ¦¥´¨¨ ³ É·¨Í, É. ¥. É ±¨¥ ³ É·¨ÍÒ μ¡· -
§ÊÕÉ £·Ê¶¶Ê μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ Ê³´μ¦¥´¨Ö. ‚¸Ö±ÊÕ ³ É·¨ÍÊ U ∈ SU(2) ³μ¦´μ
§ ¶¨¸ ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ [148]

U =
(

a b
b∗ −a∗

)
, ∀a, b ∈ C : aa∗ + bb∗ = 1. (�1.1)

ƒ·Ê¶¶  SU(2) Å ¶·μ¸É¥°Ï Ö ´¥ ¡¥²¥¢  £·Ê¶¶  ‹¨. ®�¥ ¡¥²¥¢ ¯ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ
£·Ê¶¶  ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´μ μÉ²¨Î ¥É¸Ö μÉ £·Ê¶¶Ò ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ Î¨¸¥² ¶μ Ê³´μ¦¥-
´¨Õ,   ®‹¨¯ Å ÎÉμ ¢¸Ö±μ¥ ±μ´¥Î´μ¥ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥, ¸μμÉ¢¥É-
¸É¢ÊÕÐ¥¥ ´¥±μÉμ·μ³Ê Ô²¥³¥´ÉÊ £·Ê¶¶Ò, ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± Ô±¸¶μ´¥´ÉÊ
μÉ Ô²¥³¥´É   ²£¥¡·Ò, É. ¥. ± ± ±μ³¶μ§¨Í¨Õ ¡¥¸±μ´¥Î´μ£μ Î¨¸²  μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ
¡¥¸±μ´¥Î´μ ³ ²ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°, ¶·¨Î¥³ ¢¸¥ ¢μ§³μ¦´Ò¥ ¡¥¸±μ´¥Î´μ ³ ²Ò¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¤²Ö ¤ ´´μ° £·Ê¶¶Ò μ¡· §ÊÕÉ ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ (¡μ²¥¥
ÉμÎ´Ò¥ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¸³. ¢ [148]).

ƒ·Ê¶¶  SU(2) ¨³¥¥É ¨§ÖÐ´ÊÕ £¥μ³¥É·¨Î¥¸±ÊÕ ¨´É¥·¶·¥É Í¨Õ, ±μÉμ-
· Ö ´ §Ò¢ ¥É¸Ö ±¢ É¥·´¨μ´´Ò³ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥³ £·Ê¶¶Ò ¢· Ð¥´¨°∗∗ [149].
� ¨³¥´´μ: ¶Ê¸ÉÓ ¶μ¢μ·μÉÊ ¢μ±·Ê£ μ¸¨ ¸ ¥¤¨´¨Î´Ò³ ¢¥±Éμ·μ³ �n ´  Ê£μ² ψ
¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ³ É·¨Í 

Ω (�n, ψ) =
(

cosψ+inz sin ψ (nx+ini) sin ψ
(nx−iny) sin ψ cosψ−inz sinψ

)
=

= cosψ I + sinψ �n·�σ ∈ SU(2), �n ≡ (nx, ny, nz). (�1.2)

∗‡¤¥¸Ó ¨ ¤ ²¥¥ † μ§´ Î ¥É Ô·³¨Éμ¢μ ¸μ¶·Ö¦¥´¨¥: U†
ij = U∗

ji, £¤¥ * Å ±μ³¶²¥±¸´μ¥

¸μ¶·Ö¦¥´¨¥.
∗∗‚ μ¸´μ¢¥ ²¥¦¨É É¥μ·¥³  μ ¤¢μ°´μ³ ´ ±·ÒÉ¨¨ £·Ê¶¶Ò ¢· Ð¥´¨° SO(3) £·Ê¶¶μ°

SU(2) [148].
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‚¸Ö±ÊÕ ³ É·¨ÍÊ ¢¨¤  (�1.1) ³μ¦´μ § ¶¨¸ ÉÓ É ±¦¥ ¢ ¢¨¤¥ (�1.2). �¥É·¨¢¨ ²Ó-
´Ò° Ë ±É ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ¶·¨ ÔÉμ³ ±μ³¶μ§¨Í¨¨ ¶μ¢μ·μÉμ¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É
¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥ ¨Ì ³ É·¨Í (�1.2) [148].

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³ É·¨ÍÊ Ω(x, y, z) ∈ SU(2), Ô²¥³¥´ÉÒ ±μÉμ·μ° ´¥¶·¥-
·Ò¢´μ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ±μμ·¤¨´ É ÉμÎ±¨ (x, y, z), ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ¢ ¢¨¤¥ É·μ°±¨
¡ §¨¸´ÒÌ ¢¥±Éμ·μ¢, ¶μ²ÊÎ¥´´μ° ¨§ ·¥¶¥·´μ° É·μ°±¨, ´ ¶·¨³¥·, ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ
§ ¤ ´´μ° ¢ ÉμÎ±¥ (0, 0, 0) ¶ÊÉ¥³ ¶μ¢μ·μÉ , ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ³ É·¨Í¥ Ω(x, y, z)
¶μ Ëμ·³Ê²¥ (�1.2). Œμ¦´μ É ±¦¥ · ¸¸³ É·¨¢ ÉÓ É ±μ¥ ¶μ²¥ ³ É·¨Í SU(2)
± ± ¶μ²¥ ¸¶¨´μ¢, É. ¥. · ¸¶μ²μ¦¨ÉÓ ¢ ± ¦¤μ° ÉμÎ±¥ (x, y, z)  ¸¨³³¥É·¨Î´Ò°
¢μ²Îμ± É ±, ÎÉμ ¶μ²μ¦¥´¨¥ ¥£μ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ μ¸¥° ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¡ §¨¸´μ° É·μ°-
±μ° ¤²Ö ³ É·¨ÍÒ Ω(x, y, z) [149].

ƒ¥μ³¥É·¨Î¥¸±μ¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ É ±¦¥ ¶μ³μ£ ¥É § ¶¨¸ ÉÓ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ¥
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ (�1.2) ± ± ±μ³¶μ§¨Í¨Õ ¡¥¸±μ´¥Î´μ£μ Î¨¸²  μ¤¨´ ±μ¢ÒÌ ¡¥¸-
±μ´¥Î´μ ³ ²ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° Å ¶μ¢μ·μÉμ¢ ¢μ±·Ê£ μ¸¨ �n ´  Ê£μ² δψ =
ψ/N → 0 (N →∞). � ¨³¥´´μ, ³ ²Ò° ¶μ¢μ·μÉ ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ±
¸Ê³³Ê Éμ¦¤¥¸É¢¥´´μ£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ¨ ²¨´¥°´μ° ±μ³¡¨´ Í¨¨ ³ É·¨Í � -
Ê²¨ (5.15):

Ω(�n, δψ) ∼
(

1 + inzδψ (nx + ini)δψ
(nx − iny)δψ 1 − inzδψ

)
= I + δψ �n·σ,

�n · �σ ≡ nxσx + nyσy + nzσz .

(�1.3)

’μ£¤ , ¶μ¸±μ²Ó±Ê ±μ´¥Î´Ò° ¶μ¢μ·μÉ Ö¢²Ö¥É¸Ö ±μ³¶μ§¨Í¨¥° ³ ²ÒÌ, ¤μ²¦´μ
¨³¥ÉÓ ³¥¸Éμ ¸μμÉ´μÏ¥´¨¥ Ω(�n, δψ) = Ω(�n, ψ)N , ¨§ ±μÉμ·μ£μ ¸²¥¤Ê¥É ¢Ò· ¦¥-
´¨¥

Ω= lim
N→∞

(
I +

ψ

N
�n·�σ

)N

= exp (�n · �σ) =
∞∑

k=0

(�n·�σ)k

k!
=

=
∞∑

k=0

I

2k!
+

∞∑
k=0

�n·�σ
(2k + 1)!

= cos ψ I + sin ψ �n·�σ. (�1.4)

�·¨ ¢Ò¢μ¤¥ (�1.4) ³Ò ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³ ³ É·¨Î´μ° Ô±¸¶μ´¥´-
ÉÒ∗ [150] ¨ Éμ¦¤¥¸É¢μ³ (�n·�σ)2 = �n·�n = 1 ¤²Ö ³ É·¨Í (5.15). �·¥¤¸É ¢²¥´¨¥
¤²Ö Ω ¢ ¢¨¤¥ ³ É·¨Î´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ (�1.4) μÉ· ¦ ¥É ¢ ¦´Ò° Ë ±É: £·Ê¶¶ 
SU(2) Ö¢²Ö¥É¸Ö £·Ê¶¶μ° ‹¨. �·¨ ÔÉμ³ ³ É·¨ÍÒ ³ ²ÒÌ ¶μ¢μ·μÉμ¢, ±μÉμ·Ò¥
μ¡· §ÊÕÉ ²¨´¥°´μ¥ ¶·μ¸É· ´¸É¢μ ¸ ¡ §¨¸μ³ (5.15), § ¤ ÕÉ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨¥ ¸μ-
μÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥°  ²£¥¡·Ò ‹¨ Å su2 [148].

∗�¶·¥¤¥²¥´  ± ± μ¡μ¡Ð¥´¨¥ μ¡Ò±´μ¢¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ, ³ É·¨Î´ Ö Ô±¸¶μ´¥´É  ¸μÌ· ´Ö¥É
·Ö¤ ¸¢μ°¸É¢ ¶¥·¢μ°, ¢ Î ¸É´μ¸É¨ Ëμ·³Ê²Ê ¶·¥¤¥²Ó´μ£μ ¶¥·¥Ìμ¤  ¨ · §²μ¦¥´¨¥ ¢ Ëμ·³ ²Ó´Ò° ·Ö¤,
¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´´Ò¥ ¢ (�1.4). �±μ´Î É¥²Ó´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö Ω ¢ ¢¨¤¥ (�1.4) μ¡μ¡Ð ¥É Î¨¸²μ¢ÊÕ
Ëμ·³Ê²Ê �°²¥· : eiψ = cos ψ + i sin ψ.
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‡¤¥¸Ó ³Ò ¶μÖ¸´¨³ ´¥±μÉμ·Ò¥ Éμ´±μ¸É¨ ± ¸ É¥²Ó´μ ¶·¨¢¥¤¥´´ÒÌ ¢ ¶¶. 5.1.1
¨ 5.3 ¢Ò· ¦¥´¨° ¤²Ö ËÊ´±Í¨° ƒ·¨´ .

�2.1. ‹μ·¥´Í¥¢  ± ²¨¡·μ¢± . „²Ö ´ Î ²  ¶μ± ¦¥³, ÎÉμ ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó-
´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¢ ¨´É¥£· ²¥ Î¨¸²  § Í¥¶²¥´¨° ¨§ ¶. 5.1.1 Ö¢²Ö¥É¸Ö ËÊ´±Í¨¥°
ƒ·¨´   ¡¥²¥¢μ° —‘ ¢ ± ²¨¡·μ¢±¥ ‹μ·¥´Í  (∂kAk = 0). ”Ê´±Í¨Ö ƒ·¨´  ¶μ
μ¶·¥¤¥²¥´¨Õ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¨´É¥£· ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ

εkji∂jAi(x) = 4πJk(x) + £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö, (�2.1)

�
Ai(x) =

∫
d3yGij(x − y)Jj(y) =

∫
d3yJj(y)Gji(y − x). (�2.2)

�·¨ ÔÉμ³ £· ´¨Î´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö ¤²Ö G É¥ ¦¥, ÎÉμ ¨ ¤²Ö ¶μ²¥° Ai(x): ´ -
¶·¨³¥·, ËÊ´±Í¨Ö Gij(x) ·¥£Ê²Ö·´  ¢μ ¢¸¥³ ¶·μ¸É· ´¸É¢¥ §  ¨¸±²ÕÎ¥´¨¥³
μ¡² ¸É¨, § ´ÖÉμ° ¨¸ÉμÎ´¨± ³¨ ¶μ²Ö, ¨ μ¡· Ð ¥É¸Ö ¢ ´Ê²Ó ´  ¡¥¸±μ´¥Î´μ-
¸É¨. Š·μ³¥ Éμ£μ, ¶·μ¨§¢μ² ¢ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ (�2.2) ¢ ¢¨¤¥ ¢μ§³μ¦´μ¸É¨ ¤μ-
¡ ¢¨ÉÓ ± ¶μ¤Ò´É¥£· ²Ó´μ³Ê ¢Ò· ¦¥´¨Õ ¶μ²´ÊÕ ¶·μ¨§¢μ¤´ÊÕ ¶μ§¢μ²Ö¥É ´ -
²μ¦¨ÉÓ ´  ËÊ´±Í¨Õ ƒ·¨´  Éμ ¦¥ ± ²¨¡·μ¢μÎ´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥, ÎÉμ ¨ ´  ¶μ²Ö
Ai(x): ∂iGij(x − y) = ∂jGij(x − y) = 0. „ ²¥¥, ¶¥·¥¶¨¸ ¢ (�2.1) ¢ ¢¨¤¥
∂iAj − ∂jAi = 4πεijkJk ¨ ¢§Ö¢ ¤¨¢¥·£¥´Í¨Õ μÉ μ¡¥¨Ì Î ¸É¥°, ¶μ²ÊÎ ¥³
∂2Ai = 4πεijk∂jJk ¶·¨ Ê¸²μ¢¨¨ ∂iA

i = 0. ’μÎ´μ É ±μ¥ ¦¥ · ¢¥´¸É¢μ ¡Ê¤¥É
¸²¥¤μ¢ ÉÓ ¨§ (�2.2), ¥¸²¨ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ³Ê
Ê· ¢´¥´¨Õ ∂2Gij(x − y) = 4πεijk∂kδ(x − y) (¸²¥¤Ê¥É ¶μ³´¨ÉÓ, ÎÉμ μ¶¥· Éμ·
∂ ≡ d/dx ´¥ ¤¥°¸É¢Ê¥É ´  Jk(y)). �μ¸²¥¤´¥¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¢³¥¸É¥ ¸ £· ´¨Î-
´Ò³¨ ¨ ± ²¨¡·μ¢μÎ´Ò³¨ Ê¸²μ¢¨Ö³¨ μ¤´μ§´ Î´μ μ¶·¥¤¥²Ö¥É ËÊ´±Í¨Õ ƒ·¨´ 
Gij(x − y) [86]. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ·¥Ï¥´¨¥ ÔÉμ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö,

Gij(x − y) = 4πεijk∂k 1
|�x − �y| , (�2.3)

Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÐ¥¥ ¢¸¥³ ¶¥·¥Î¨¸²¥´´Ò³ Ê¸²μ¢¨Ö³, ¤μ²¦´μ Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÉÓ É ±¦¥
¨´É¥£· ²Ó´μ³Ê Ê· ¢´¥´¨Õ (�2.2). �É³¥É¨³, ÎÉμ ¶·¨ ÔÉμ³ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  ´¥
μ¡Ö§ É¥²Ó´μ Ê¤μ¢²¥É¢μ·Ö¥É ±² ¸¸¨Î¥¸±¨³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤¢¨¦¥´¨Ö ¢ ¤¨ËË¥·¥´-
Í¨ ²Ó´μ° Ëμ·³¥: ¨§ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö (�2.2) ¸²¥¤Ê¥É ²¨ÏÓ, ÎÉμ

εkji∂jGil(x − y) = 4πδk
l δ(x − y) + ∂kfl (�2.4)

¤²Ö ´¥±μÉμ·μ° ËÊ´±Í¨¨ fl(x), ¤μ¸É ÉμÎ´μ ¡Ò¸É·μ Ê¡Ò¢ ÕÐ¥° ´  ¡¥¸±μ´¥Î-
´μ¸É¨.

�2.2. ƒμ²μ³μ·Ë´ Ö ± ²¨¡·μ¢± . ’¥¶¥·Ó ´ ¶μ³´¨³ ¶ ·Ê ¸¶μ¸μ¡μ¢ Ê¡¥-
¤¨ÉÓ¸Ö, ÎÉμ ®Ô²¥³¥´É ·´Ò¥ ³´μ¦¨É¥²¨¯ ¢ É ¡². 6 Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ËÊ´±Í¨Ö³¨ ƒ·¨´ 
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Ê· ¢´¥´¨Ö (5.45). �¥·¢Ò° ¸¶μ¸μ¡ ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¶·¨³¥´¥´¨Õ μ¶·¥¤¥²¥´¨Ö ¶·μ-
¨§¢μ¤´μ° ¶μ £μ²μ³μ·Ë´μ° ±μμ·¤¨´ É¥ z:

∂zf(z, z̄) ≡ lim
|C|→0

1
|C|

∮
z∈C

f(z, z̄) dz. (�2.5)

‚Éμ·μ° ¸¶μ¸μ¡ ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ¡Ò ¶¥·¥°É¨ μÉ ËÊ´±Í¨¨ μ¤´μ£μ ±μ³¶²¥±¸-
´μ£μ ¶¥·¥³¥´´μ£μ ± ¶ ·¥ ¤¢Ê³¥·´ÒÌ ¢¥Ð¥¸É¢¥´´ÒÌ ¢¥±Éμ·´ÒÌ ¶μ²¥° (μ¤´μ Å
ËÊ´±Í¨Ö ¤·Ê£μ£μ):

∂zu ≡ (∂x + i∂y)(ux − iuy) = div �u + i rot�u,

1
z

=
z̄

|z|2 =
x − iy

x2 + y2
=

�r

r2
,

Γ∂G
�r

r2
= 0, Φ∂G

�r

r2
= δ0∈G.

(�2.6)
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‡¤¥¸Ó ¶·¨¢¥¤¥³ ¤ ²Ó´¥°Ï¨¥ ¨²²Õ¸É· Í¨¨ ± μ¸´μ¢´Ò³ ¸¢μ°¸É¢ ³ ˆŠ, μ¡-
¸Ê¦¤ ¢Ï¨³¸Ö ¢ ¶. 5.6.

�¨¦¥ ³Ò ¶μ¤·μ¡´μ · §¡¥·¥³ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ ˆŠ ¤²Ö É·¥Ì · §²¨Î´ÒÌ ±μ´-
ÉÊ·μ¢. ‚ ¶¥·¢μ³ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ²ÊÎ¨É¸Ö ¥¤¨´¨Î´Ò° μ¶¥· Éμ·, ¢ ¤¢ÊÌ ¤·Ê£¨Ì Å
μ¶¥· Éμ·Ò ¤¢ÊÌ ®Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ÒÌ Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¢±² ¤μ¢¯ ¢ ˆŠ (¢ ¶μ¸²¥¤´¥³
¸²ÊÎ ¥ μ£· ´¨Î¨³¸Ö ¶¥·¢Ò³¨ ´¥´Ê²¥¢Ò³¨ Î²¥´ ³¨). �É¨ É·¨ ¸²ÊÎ Ö ¢ μ¶·¥¤¥-
²¥´´μ³ ¸³Ò¸²¥ Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¨¸Î¥·¶Ò¢ ÕÐ¨³¨: ¨¸±μ³Ò° ¨´¢ ·¨ ´É ¶·μ¨§¢μ²Ó-
´μ° § ³±´ÊÉμ° ±·¨¢μ° ³μ¦´μ ¶·¥¤¸É ¢¨ÉÓ ± ± É¥´§μ·´ÊÕ ¸¢¥·É±Ê ˆŠ É·¥Ì
¶¥·¥Î¨¸²¥´´ÒÌ É¨¶μ¢ [66] (ÌμÉÖ É ±μ¥ ¢ÒÎ¨¸²¥´¨¥ Ê¦¥ ¢ ¶·μ¸É¥°Ï¨Ì ¸²ÊÎ ÖÌ
´ É ²±¨¢ ¥É¸Ö ´  ¸¥·Ó¥§´Ò¥ É¥Ì´¨Î¥¸±¨¥ É·Ê¤´μ¸É¨ [92]).

�É³¥É¨³, ÎÉμ ¢ μ¸´μ¢¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´¨Ö ˆŠ ¢ ¢¨¤¥ ¸¢¥·É±¨ ®Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´ÒÌ
Ô²¥³¥´É ·´ÒÌ ¢±² ¤μ¢¯ ²¥¦¨É ¸¢μ°¸É¢μ ±μ³¶μ§¨Í¨¨ (¸³. ¶. 5.4.1) Å ¸ÊÐ¥-
¸É¢¥´´μ¥ μ¡Ð¥¥ ¸¢μ°¸É¢μ ˆŠ ¨ Ê¶μ·Ö¤μÎ¥´´μ° Ô±¸¶μ´¥´ÉÒ Å ¨, ± ± ¸²¥¤-
¸É¢¨¥, ‚‘ ¢ ’—‘ (¸³. ¶. 5.4).

�¥¸³μÉ·Ö ´  Éμ, ÎÉμ · §μ¡· ´´Ò¥ ´¨¦¥ ¶·¨³¥·Ò Ê¦¥ ¸É ²¨ Ì·¥¸Éμ³ É¨°-
´Ò³¨ (¸³., ´ ¶·¨³¥·, [66] ¨ [92]), ³Ò ¥Ð¥ · § μ¸É ´μ¢¨³¸Ö ´  ´¨Ì, ÎÉμ¡Ò
¶·μÖ¸´¨ÉÓ ´¥±μÉμ·Ò¥ Éμ´±μ¸É¨, ¸ÊÐ¥¸É¢¥´´Ò¥ ¢ ±μ´É¥±¸É¥ ´ Ï¥£μ ¨§²μ¦¥´¨Ö
¨, ´  ´ Ï ¢§£²Ö¤, ¤μ ¸¨Ì ¶μ· μ¡μ°¤¥´´Ò¥ ¢´¨³ ´¨¥³ ¢ ²¨É¥· ÉÊ·¥.

�3.1. ’·¨¢¨ ²Ó´Ò¥ ¢±² ¤Ò. “¦¥ ¨§ ¢¨¤  ËÊ´±Í¨¨ ƒ·¨´  (�2.6) ¸²¥¤Ê¥É,
ÎÉμ ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ¶μ ¢¥·É¨± ²Ó´Ò³ μÉ·¥§± ³ ±μ´ÉÊ·  μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó.
’ ±¦¥ μ¡· Ð ÕÉ¸Ö ¢ ´Ê²Ó ¢¸¥ ¨´É¥£· ²Ò ¶μ § ³Ò± ÕÐ¨³ ¤Ê£ ³ (μ¡² ¸ÉÓ III
´  ·¨¸. 9), ¶μ¸±μ²Ó±Ê ÉμÎ±¨ ¢¸Ö±¨Ì ¤¢ÊÌ É ±¨Ì ¤Ê£ ³μ¦´μ ¶μ¶ ·´μ ¸μ¥¤¨´¨ÉÓ
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£μ·¨§μ´É ²Ó´Ò³¨ μÉ·¥§± ³¨. Š ± ¸²¥¤¸É¢¨¥, ¤²Ö ¢¸Ö±¨Ì (´¥μ¡Ö§ É¥²Ó´μ μ¤´μ-
¸¢Ö§´ÒÌ) ±μ´ÉÊ·μ¢ μ¶¨¸ ´´ÒÌ É¨¶μ¢ ¥¤¨´¸É¢¥´´Ò° ´¥´Ê²¥¢μ° Î²¥´ ·Ö¤  ˆŠ
· ¢¥´ ¥¤¨´¨Î´μ³Ê μ¶¥· Éμ·Ê:

Sγ1,...,γl
= I ⊗ . . . ⊗ I︸ ︷︷ ︸

l ¸μ³´μ¦¨É¥²¥°

, ¥¸²¨ ż(t) = 0 ¤²Ö (t, z, z̄) ∈ γk, £¤¥ k = 1, l, (�3.1)

¤²Ö ´ ¡μ·  ¨§ l ¶ · ²²¥²Ó´ÒÌ μÉ·¥§±μ¢, ¨

Q = Q̃ = I ⊗ . . . ⊗ I︸ ︷︷ ︸
m ¸μ³´μ¦¨É¥²¥°

(�3.2)

¤²Ö ´ ¡μ·  ¨§ m ¶μ¶ ·´μ-¶ · ²²¥²Ó´ÒÌ § ³Ò± ÕÐ¨Ì ¤Ê£.

�3.2. ‚±² ¤Ò ¶¥·¥±·¥¸É±μ¢. �¥·¢Ò° ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò° ®Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò° Ô²¥-
³¥´É ·´Ò° μ¶¥· Éμ·¯ μÉ¢¥Î ¥É ˆŠ ¶μ μ¡² ¸É¨, £¤¥ ¤¢¥ ¤Ê£¨ ¶¥·¥¶²¥É ÕÉ¸Ö
(μ¡² ¸ÉÓ I ´  ·¨¸. 9). ‘μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö μ¡² ¸ÉÓ ´  ¶²μ¸±μ° ¶·μ¥±Í¨¨ Ê§² 
¸μ¤¥·¦¨É ÉμÎ±Ê-¶¥·¥±·¥¸Éμ±. �É¢¥Î ÕÐ¨° É ±μ° μ¡² ¸É¨ μ¶¥· Éμ· Ö¢²Ö¥É¸Ö
É¥´§μ·μ³ É¨¶  (2, 2) (¸³. ¶. 5.4.1), ±μÉμ·Ò° ¨³¥¥É ¢¥¸Ó³  ¶·μ¸Éμ° ¢¨¤ ¨ ³μ-
¦¥É ¡ÒÉÓ Ö¢´μ ¢ÒÎ¨¸²¥´ ¢ ¶·μ¨§¢μ²Ó´μ³ ¶μ·Ö¤±¥ · §²μ¦¥´¨Ö [66]. �¥§Ê²ÓÉ É
μ¡ÒÎ´μ § ¶¨¸Ò¢ ÕÉ ¢ ±μ³¶ ±É´μ³ ¸¨³¢μ²¨Î¥¸±μ³ ¢¨¤¥

R ≡
〈

Pexp
∫
γ

dxμAμ(x) ⊗ Pexp
∫
γ′

dx′νAν(x′)

〉
= qTa⊗Ta , (�3.3)

¸³Ò¸² ±μÉμ·μ£μ ³Ò ¶μÖ¸´¨³ ´¨¦¥.

� ¶μ³´¨³, ÎÉμ ¶·¨ μ¶·¥¤¥²¥´¨¨ ¢¨²Ó¸μ´μ¢¸±μ£μ ¸·¥¤´¥£μ (¢ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê-
ÕÐ¥° ± ²¨¡·μ¢±¥) ± ± £ Ê¸¸μ¢  ¸·¥¤´¥£μ ÔÉ  ¢¥²¨Î¨´  ¸¢μ¤¨É¸Ö ± ¸Ê³³¥ ¶μ
¸¶ ·¨¢ ´¨Ö³ (¸³. μ¡¸Ê¦¤¥´¨¥ ¨ ¸¸Ò²±¨ ¢ ¶. 5.4.2), ¶·¨Î¥³ ¶μ¸²¥ ·¥£Ê²Ö·¨-
§ Í¨¨ ¶ÊÉ¥³ μ¸´ Ð¥´¨Ö (¸³. [39] ¨ ¶. 5.5) ¢ ·Ö¤ ¸²¥¤Ê¥É ¢±²ÕÎ¨ÉÓ Éμ²Ó±μ
¸¶ ·¨¢ ´¨Ö,  ·£Ê³¥´ÉÒ ±μÉμ·ÒÌ ¶·¨´¨³ ÕÉ §´ Î¥´¨Ö ´  · §´ÒÌ ¤Ê£ Ì. ‚ ·¥-
§Ê²ÓÉ É¥, ¢±² ¤, ´ ¶·¨³¥·, Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  μ± §Ò¢ ¥É¸Ö · ¢¥´

〈⎛
⎝I +

∫
γ

dxμAμ(x) +
∫
γ

dxμ

x∫
0

dyνAμ(x)Aν (y) + . . .

⎞
⎠⊗

⊗

⎛
⎝I +

∫
γ′

dx′μAμ(x′) +
∫
γ′

dx′μ
x′∫

0

dy′νAμ(x′)Aν(y′) + . . .

⎞
⎠〉

=
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= I ⊗ I +
∫
γ

dx′μ
∫
γ′

dxμ
〈
Aa

μ(x)Ab
ν(x′)

〉
T a ⊗ T a+

+
∫
γ

dxμ

x∫
0

dyν

∫
γ′

dx′μ
x′∫

0

dy′ν {〈Aa
μ(x)Ac

ρ (x′)
〉〈

Ab
ν(y)Ad

σ(y′)
〉

+

+
〈
Ab

ν(y)Ac
ρ(x

′)
〉〈

Aa
μ(x)Ad

σ(y′)
〉}

T aT b ⊗ T cT d + . . . (�3.4)

�  ¸²¥¤ÊÕÐ¥³ Ï £¥ ¢ ¦´μ, ÎÉμ ËÊ´±Í¨Ö ƒ·¨´  · §² £ ¥É¸Ö ¢ ¶·μ¨§¢¥¤¥´¨¥
§ ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ±μμ·¤¨´ É ¸± ²Ö·´μ° ËÊ´±Í¨¨ ¨ ´¥ § ¢¨¸ÖÐ¥£μ μÉ ±μμ·¤¨´ É
É¥´§μ·´μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö. �É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É  ´ ²μ£¨Î´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ μ¶¥· Éμ·  ¶¥-
·¥±·¥¸É± :

R(k) =
∑

σ∈perm(k)

Ta1...ak
⊗ Tσ(a1...ak), (�3.5)

£¤¥ ³Ê²ÓÉ¨¨´¤¥±¸ σ ¶·μ¡¥£ ¥É ¢¸¥ ¶¥·¥¸É ´μ¢±¨ ¨§ k Ô²¥³¥´Éμ¢. 	μ²¥¥ Éμ£μ,
¢¸¥ ¸± ²Ö·´Ò¥ ³´μ¦¨É¥²¨ ¶μ·Ö¤±  k μ± §Ò¢ ÕÉ¸Ö · ¢´Ò ¸É¥¶¥´¨ k μ¤´μ° ¨
Éμ° ¦¥ ¤²Ö ¢¸¥Ì k ¢¥²¨Î¨´Ò, ¸ ÉμÎ´μ¸ÉÓÕ ¤μ ±μÔËË¨Í¨¥´É  1/k!. �¶¨¸ ´´Ò¥
¸¢μ°¸É¢  μ¶¥· Éμ·  ¶¥·¥±·¥¸É±  ¨ ¸ÉμÖÉ §  ¸¨³¢μ²¨Î¥¸±μ° § ¶¨¸ÓÕ (�3.3).

’¥¶¥·Ó ¢ÒÎ¨¸²¨³ ±μμ·¤¨´ É´Ò¥ ¸μ³´μ¦¨É¥²¨ Ö¢´μ. ‚¢μ¤Ö ¶·μ¸ÉÒ¥ ¨
ÏÉ·¨Ìμ¢ ´´Ò¥ ¶¥·¥³¥´´Ò¥ ¤²Ö ¶ · ³¥É·¨§ Í¨¨ ¤¢ÊÌ ¶¥·¥¶²¥É ÕÐ¨Ì¸Ö ¤Ê£

γ : x = x(t) ≡
(
t, z(t), z̄(t)

)
, γ′ : x′ = x′(t)

(
t, z′(t), z̄′(t)

)
(�3.6)

¨ ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ Ö¢´μ¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ¤²Ö ±μμ·¤¨´ É´μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö ¢ ËÊ´±Í¨¨ ƒ·¨´ 

g0z

(
x(t)−x′(t′)

)
=

δ(t − t′)
z(t) − z′(t)

, ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¢±² ¤  Î¥É¢¥·Éμ£μ ¶μ·Ö¤±  ¶μ²ÊÎ ¥³

1∫
0

dt

t∫
0

ds

1∫
0

dt′
t′∫

0

ds′ ẋμ(t) ẋ′ρ(t′) gμρ(x(t) − x′(t′))×

× ẏν(s) y′σ(s′) gνσ(y(s) − y′(s′)) =

=

1∫
0

dt

t∫
0

ds hμρẋ
μ(t) ẋ′ρ(t)f

(
x(t) − x′(t)

)
hνσẏν(s) y′σ(s) f

(
y(s) − y′(s)

)
=

=

1∫
0

dt

t∫
0

ds
(ż(t) − ż′(t))(ż(s) − ż′(s))
(z(t) − z′(t))(z(s) − z′(s))

=
1
2

log2 z(0) − z′(0)
z(1) − z′(1)

, (�3.7)

£¤¥ log μ§´ Î ¥É ³´μ£μ§´ Î´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ log ϑ(t) ≡
1∫
0

dt(ϑ̇(t)/ϑ(t)). —²¥´Ò
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¸É ·Ï¨Ì ¶μ·Ö¤±μ¢ ¢ÒÎ¨¸²ÖÕÉ¸Ö  ´ ²μ£¨Î´μ:

∫
γ

dxμ1
1

x1∫
0

dxμ2
2 . . .

xk−1∫
0

dxμk

k

∫
γ′

dx′ν1
1

x′
1∫

0

dx′ν2
2 . . .

x′
k−1∫
0

dx′νk

k ×

× gμ1νm1
(x1 − x′

1)gμ2νm2
(x2 − x′

2) . . . gμkνmk
(xk − x′

k) =

=

1∫
0

dt1

t1∫
0

dt2 . . .

tk−1∫
0

dtk
(ż(t1) − ż′(t1))(ż(t2) − ż′(t2)) . . . (ż(tk) − ż′(tk))
(z(t1) − z′(t1))(z(t2) − z′(t2)) . . . (z(tk) − z′(tk))

=

=
1
k!

logk z(0)− z′(0)
z(1)− z′(1)

.

� ±μ´¥Í, ¶μ²ÊÎ ¥³ μÉ¢¥É:

R = e�Ta⊗T a ≡ I +
∞∑

k=1

�
k

k!

∑
σ∈permk

Ta1...ak
⊗ Tσ(a1...ak). (�3.8)

�3.3. �¸¸μÍ¨ Éμ·Ò. ‚Éμ·μ° ´¥É·¨¢¨ ²Ó´Ò° ®Ê´¨¢¥·¸ ²Ó´Ò° Ô²¥³¥´É ·-
´Ò° ¢±² ¤¯ Ê¸É·μ¥´ £μ· §¤μ ¸²μ¦´¥¥ Å ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨° μ¶¥· Éμ· ¨§¢¥¸É¥´
± ±  ¸¸μÍ¨ Éμ· „·¨´Ë¥²Ó¤  [66]. �ÉμÉ μ¶¥· Éμ· ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¶·¨ ¢ÒÎ¨¸²¥-
´¨¨ ˆŠ ¶μ ±μ´ÉÊ·Ê ¨§ É·¥Ì ¤Ê£: ¤¢¥ ¨§ ´¨Ì ¸±μ²Ó Ê£μ¤´μ ¡²¨§±¨ ´  ¢¥·Ì´¥°
£· ´¨Í¥ μ¡² ¸É¨,   ¤¢¥ ¤·Ê£¨Ì Å ´  ´¨¦´¥° (μ¡² ¸ÉÓ II ´  ·¨¸. 9). ’ ±μ³Ê
Ë· £³¥´ÉÊ μÉ¢¥Î ¥É É¥´§μ· É¨¶  (3, 3) (¸³. ¶. 5.4.1):

Φ ≡
〈
Pexp

∫
γ

dxμAμ(x) ⊗ Pexp
∫
γ′

dx′νAν(x′) ⊗ Pexp
∫
γ′′

dx′′ρAρ(x′′)

〉
.(�3.9)

—Éμ¡Ò ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ÉÓ · §´¨ÍÊ ³¥¦¤Ê μ¶¥· Éμ·μ³ ¶¥·¥±·¥¸É±  ¨  ¸-
¸μÍ¨ Éμ·μ³ „·¨´Ë¥²Ó¤ , ¢ÒÎ¨¸²¨³ ¢ ¸²ÊÎ ¥ ¶μ¸²¥¤´¥£μ ¶·μ¸É¥°Ï¨° ´¥É·¨-
¢¨ ²Ó´Ò° ¢±² ¤ ¢ ˆŠ. ’ ±μ° ¢±² ¤ ¢μ§´¨± ¥É ¨§ ¸¶ ·¨¢ ´¨Ö

∫
γ

dxμ

x∫
0

dyν

∫
γ′

dx′μ
∫
γ′′

dy′ν ×

×
〈
Aa

μ(x)Ac
ρ (x′)

〉〈
Ab

ν(y)Ad
σ(y′)

〉
T a ⊗ T bT c ⊗ T d, (�3.10)

±μÉμ·μ¥, ¢ ¸¢μÕ μÎ¥·¥¤Ó, ¢Ìμ¤¨É ¢ ¢¨±μ¢¸±μ¥ · §²μ¦¥´¨¥ ±μ··¥²ÖÉμ·  (¸³.
¶. 5.4.1)⎛
⎝∫

γ

dxμAμ(x)

⎞
⎠⊗

⎛
⎝∫

γ′

dx′ν
x′∫

0

dy′ρAν(x′)Aρ(y′)

⎞
⎠⊗

⎛
⎝∫

γ

dxσAσ(y)

⎞
⎠ . (�3.11)
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‚Ò¡¨· Ö ¶ · ³¥É·¨§ Í¨Õ ´  ¤Ê£ Ì

γ : x = x(t) =
(
t, z(t), z̄(t)

)
,

γ′ : x = x(t) =
(
t, z′(t), z̄′(t)

)
, (�3.12)

γ′′ : x = x(t) =
(
t, z′′(t), z̄′′(t)

)
,

¤²Ö ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¥£μ ±μμ·¤¨´ É´μ£μ ³´μ¦¨É¥²Ö ¶μ²ÊÎ ¥³

1∫
0

t∫
0

ds dt

(
ż(t) − ż′(t)

)(
ż′(s) − ż′′(s)

)(
z(t) − z′(t)

)(
z′(s) − z′′(s)

) . (�3.13)

�·¨´Ö¢ ¢μ ¢´¨³ ´¨¥, ÎÉμ ¶¥·¢ Ö ¨ É·¥ÉÓÖ ¤Ê£¨ ¨³¥ÕÉ ¢¨¤ ¢¥·É¨± ²Ó´ÒÌ μÉ-
·¥§±μ¢, ¨ ¶μ²μ¦¨¢ · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ´¨³¨ · ¢´Ò³ ¥¤¨´¨Í¥:

z′′(t) = 1 + z(t), (�3.14)

¶·¨¢μ¤¨³ ¶μ¸²¥¤´¥¥ ¢Ò· ¦¥´¨¥ ± ¢¨¤Ê

1∫
0

t∫
0

ds dt

(
ż(t) − ż′(t)

)(
ż(s) − ż′(s)

)(
z(t) − z′(t)

)(
1 + z(s) − z′(s)

) =

=

1∫
0

dt
ż(t) − ż′(t)
z(t) − z′(t)

log
1 + z(t) − z′(t)
1 + z(0)− z′(0)

=

= Li2
(
z′(0) − z(0)

)
− Li2(z′(1) − z(1))−

− log(1 + z(0) − z′(0)) log
z(1) − z′(1)
z(0) − z′(0)

, (�3.15)

£¤¥ ËÊ´±Í¨Ö ¤¨²μ£ ·¨Ë³ μ¶·¥¤¥²¥´  ± ±

Li2(x) ≡ −
x∫

0

dy

y
log(1 − y) =

x∫
0

∞∑
k=0

yk−1

k
=

∞∑
k=0

yk

k2
. (�3.16)

‚ ¶·¥¤¥²¥, ±μ£¤  · ¸¸ÉμÖ´¨¥ ³¥¦¤Ê ¡²¨§±¨³¨ ¤Ê£ ³¨ ´  £· ´¨Í Ì μ¡² ¸É¥°
¸É·¥³¨É¸Ö ± ´Ê²Õ, Ëμ·³Ê²  (�3.15) § ³¥É´μ Ê¶·μÐ ¥É¸Ö:

z′(0) → z(0), z′(1) → z′′(1) ⇒ μÉ¢¥É → ζ(2) =
π2

6
, (�3.17)

£¤¥ ³Ò ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ²¨¸Ó · ¢¥´¸É¢ ³¨ Li2(0) = 0, Li2(1) = ζ(2). ‚Ìμ¤ÖÐ Ö ¢

¶μ¸²¥¤´¥¥ · ¢¥´¸É¢μ ζ-ËÊ´±Í¨Ö �¨³ ´  μ¶·¥¤¥²¥´  ± ± ·Ö¤ ζ(m) ≡
∞∑

k=0

1/km
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¨ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ Ö¢´μ ¢ÒÎ¨¸²¥´  ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¶·μ¨§¢μ¤ÖÐ¥° ËÊ´±Í¨¨

sin(πx)
πx

=
∞∏

n=1

(
1 − x2

n2

)
= 1 − ζ(2)x2 + . . . (�3.18)

‡ ³¥Î É¥²Ó´μ¥ ¸¢μ°¸É¢μ  ¸¸μÍ¨ Éμ·  „·¨´Ë¥²Ó¤  ¸μ¸Éμ¨É ¢ Éμ³, ÎÉμ ÔÉμÉ
μ¶¥· Éμ· ³μ¦´μ ¢Ò· §¨ÉÓ ¨§ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö Š´¨¦´¨± Ä‡ ³μ²μ¤Î¨±μ¢ ,
±μÉμ·μ³Ê Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ±μ´Ëμ·³´Ò¥ ¡²μ±¨ ‚‡‚� [65] (· §²¨Î´Ò¥ ¢μ§´¨± -
ÕÐ¨¥ ¶·¨ ÔÉμ³ Éμ´±μ¸É¨ ¶μ¤·μ¡´μ · §¡¨· ÕÉ¸Ö ¢ [68]. �Éμ ¸¢μ°¸É¢μ ¸²Ê¦¨É
¸¢Ö§ÓÕ ³¥¦¤Ê ˆŠ, ±μÉμ·Ò° ³μ¦´μ ¨´É¥·¶·¥É¨·μ¢ ÉÓ ± ± ·Ö¤ É¥μ·¨¨ ¢μ§³ÊÐ¥-
´¨° ¤²Ö ‚‘ ¢ £μ²μ³μ·Ë´μ° ± ²¨¡·μ¢±¥, ¨ ´¥¶¥·ÉÊ·¡ É¨¢´Ò³ μ¶·¥¤¥²¥´¨¥³
‚‘ Î¥·¥§ É¥μ·¨Õ ‚‡‚� (¸³., ¸μμÉ¢¥É¸É¢¥´´μ, ¶¶. 5.6 ¨ 4.1,   É ±¦¥ ¶·¨¢¥¤¥´-
´Ò¥ É ³ ¸¸Ò²±¨).
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