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Представлена методика расчета формфакторов распада псевдоскалярного
пиона π± → �±ν�±γ в подходе, основанном на составной кварковой модели
и точечной форме пуанкаре-инвариантной квантовой механики (далее ПиКМ).
Показано, что учет электромагнитной структуры конституентных u- и d-кварков
с использованием параметра виртуальности приводит к согласующимся с со-
временными экспериментальными данными значениям аксиального и векторного
формфакторов FA и FV . По результатам расчетов предложена самосогласованная
модель, описывающая электрослабые распады π± → �±ν�± и π± → �±ν�±γ
легкого псевдоскалярного пиона.

The paper presents pseudoscalar pion π± → �±ν�±γ decay form factors method
calculation in approach based on the composite quark model and the point form
of Poincare-invariant quantum mechanics (further PiQM). The authors have shown
that taking into account the electromagnetic structure of constituent u- and d-quarks
using the virtuality parameter leads to axial and vector form factors FA and
FV consistent with modern experimental data. Based on the calculation results
a self-consistent model was proposed that describes electroweak decays π± → �±ν�±
and π± → �±ν�±γ of light pseudoscalar pion.

PACS: 13.20.Cz; 14.65.Bt; 13.40.Em

ВВЕДЕНИЕ

Описание адронных характеристик в релятивистских составных квар-
ковых моделях является нетривиальной задачей. Известно [1], что кван-
тово-полевые методы расчета низкоэнергетической КХД затруднены по-
ведением бегущей константы αs(q

2), поэтому к настоящему времени
получили широкое развитие альтернативные подходы и модели. Особый
интерес в подобных исследованиях представляют мезоны легкого сек-
тора, поскольку к настоящему времени накоплен значительный объем
высокоточных экспериментальных данных [2]. Так, электромагнитные
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формфакторы легких π±-, π0-мезонов определены с высокой точностью,
что привело к появлению серии работ по описанию соответствующих
экспериментальных данных. Целью работы является исследование форм-
факторов распада π± → �±ν�±γ в точечной форме динамики.

Вклад в указанный процесс распада вносят два матричных элемента:
internal-bremsstrahlung (IB) и structure-dependent (SD) с испусканием
γ-кванта. Интерес в изучении процесса представлен SD-частью матрич-
ного элемента, поскольку она параметризуется аксиальным и вектор-
ным формфакторами FA и FV соответственно. Помимо непосредствен-
ного изучения формфакторов распада процесс может быть использован
как для проверки нарушений изотопической инвариантности [3], так
и для описания структурных характеристик мезонов [4]. Кроме того,
векторный формфактор распада π± → �±ν�±γ может быть связан с кон-
стантой распада π0 → γγ алгеброй токов [5], что позволяет оценить
границы применимости конституентных кварковых моделей.

Среди многообразия подходов, посвященных описанию электромаг-
нитных формфакторов мезонов легкого сектора, отметим методы, осно-
ванные на группе Пуанкаре. Из трех форм ПиКМ наиболее широкое
применение получила динамика на световом фронте. Так, в работе [6]
проведено исследование формфакторов распада π± → �±ν�±γ как для
различных значений конституентных масс кварков, так и с учетом тен-
зорного взаимодействия. Отметим, что проведенные в [6] расчеты прово-
дились без учета электромагнитной структуры конституентного кварка,
которая полагалась ранее в том числе и в подходах, основанных на
мгновенной форме динамики [7]. Также для корректного описания ба-
рионных экспериментальных данных [8] в составных кварковых моделях
требуется привлечение аномальных магнитных моментов кварков, что
косвенно подтверждает наличие их структуры.

Исследования связанных состояний в моделях, основанных на точеч-
ной форме динамики, представлены в меньшем объеме. Расчеты в этой
форме динамики, как и в ее различных модификациях, отличаются от
экспериментальных данных. Из указанного следует, что дальнейшее раз-
витие точечной формы динамики является важной и актуальной задачей.

Представленная работа посвящена исследованию формфакторов рас-
пада π± → �±ν�±γ в составной релятивистской кварковой модели, ос-
нованной на точечной форме ПиКМ. Структура работы следующая:
в разд. 1 приведены базовые соотношения модели, основанной на состав-
ной кварковой модели и точечной форме динамики. На основе полу-
ченных выражений предложена оригинальная схема расчета параметров
модели с использованием константы fπ± лептонного распада π± → �±ν�±
и константы псевдоскалярной плотности gπ± . Показано, что предложен-
ная оригинальная методика определения значений конституентных масс
кварков приводит к коррелирующим с динамикой на световом фронте
и мгновенной формой динамики значениям.
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В разд. 2 кратко изложена методика расчета формфакторов распада
π± → �±ν�±γ с учетом равенства конституентных масс u- и d-кварка и
наличием их электромагнитной структуры. В результате анализа уста-
новлено, что в развитом формализме наличие аномальных магнитных
моментов конституентных кварков может быть использовано для оценки
величины γ = FA/FV [9].

В разд. 3 проведен численный расчет формфакторов FA и FV изу-
чаемого распада. Показано, что использование аномальных магнитных
моментов кварков и параметров виртуальности bu, bd [10] приводит
к совпадающим с экспериментальными данными значениям. По результа-
там предложена модель, удовлетворительно описывающая электрослабые
распады заряженных и нейтральных пионов легкого сектора.

1. БАЗОВЫЕ СООТНОШЕНИЯ МОДЕЛИ

Ниже определим вектор состояния мезона массой M , спином J и
4-импульсов Q = {ωM (Q),Q}, Q2 = M 2 в точечной форме динамики.
Для этого введем двухчастичный кварковый базис |p1,λ1, a,p2,λ2, b〉
массами mq, mQ, импульсами p1,2 с цветовыми индексами a, b соответ-
ственно [11]:

|Q,Jμ,M〉 =
∑
λ1,λ2

∑
ν1,ν2

∫
dkΦJμ

�S (k,βqQ)Ω

(
� S J
ν1 ν2 μ

)
(θk,φk)×

×
√

ωmq(p1)ωmQ
(p2)

ωmq(k)ωmQ
(k)V0

D
1/2
λ1,ν1

(nW1)D
1/2
λ2,ν2

(nW2) |p1,λ1, a,p2,λ2, b〉 . (1)

В выражении (1) для краткости использованы обозначения

V0 =
ωM0(Q)

M0
, ωm(Q) =

√
Q2 +m2 ,

(2)

Ω

(
� S J
ν1 ν2 μ

)
(θk,φk) = Y�m (θk,φk) C

(
s1 s2 S
ν1 ν2 μ

)
C

(
� S J
m λ μ

)
,

где Y�m(θk,φk) — сферические функции, определяемые углами вектора
k; D1/2

λ,ν (nW ) — функции вращения Вигнера и M0 = ωmq (k) + ωmQ
(k) —

инвариантная масса двух конституентных кварков. Волновая функция
в (1) нормируется условием∑

�,S

∑
a,b

∫
dk k2

∣∣∣ΦJμ
�S (k,βqQ)

∣∣∣2 = 1. (3)

Для вычисления базовых параметров модели определим интегральное
представление константы распада псевдоскалярного P± → �±ν�± и век-
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торного V → �±�∓ мезонов соответственно. Константа распада псевдо-
скалярного мезона определяется из выражения

〈0
∣∣∣Ĵμ

P (0)
∣∣∣Q,MP 〉 = i

(2π)3/2
1√

2ωMP (P)
PμfP ; (4)

для векторного мезона соответственно

〈0
∣∣∣Ĵμ

V (0)
∣∣∣Q, 1λV ,MV 〉 = i

(2π)3/2
εμ(λV )√
2 ωMV (P)

MV fV . (5)

Расчеты спинорной части в системе покоя распадающегося мезона при-
водят к следующему интегральному представлению [12] константы леп-
тонных распадов:

fI(mq,mQ,β
I
qQ

) =

√
3
2

1
π

∫
dk k2Φ(k,βI

qQ
)

√√√√ W+
mq (k)W

+
mQ

(k)

M0ωmq (k)ωmQ
(k)

×

×
(
1+ aI

k2

W+
mq (k)W

+
mQ

(k)

)
, W±

m(k) = ωm(k)±m. (6)

В выражении (6) использованы обозначения I = P ,V , aP = −1, aV =
= 1/3. Отметим, что выражение (6) совпадает с вычислениями мгновен-
ной формы динамики [7].

Вычисление параметров будем проводить с использованием константы
псевдоскалярной плотности [13]

gP (mq,mQ,β
P
qQ

) =

=

√
3
2

1
π

∫
dk k2Φ(k,βP

qQ
)
√

M0

(
W+

mq
W+

mQ
+W−

mq
W−

mQ

)
. (7)

Использование выражений (6), (7) совместно с экспериментальными
значениями f эксп

π± , M эксп
π± приводит к системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩

1/2 (mu +md) = (3,45± 0,42) МэВ,
fP (mu,md,β

P
ud
) = f эксп

P ,(
m̂u + m̂d

)
gP (mu,md,β

P
ud
) = f эксп

P

(
M эксп

π±
)2

,
(8)

где m̂u, m̂d — токовые массы кварков [2]. Проводя численные расчеты,
получаем

mu = (221,72± 3,60) МэВ, md = (221,72± 3,60) МэВ,
(9)

βP
ud

= (374,52± 3,51) МэВ.

При решении системы (8) полагалось отсутствие нарушения изотопи-
ческой инвариантности, т. е. mu = md. Отметим, что полученные пара-
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метры модели коррелируют с значениями, найденными в динамике на
световом фронте mu,d ∈ [230 МэВ, 270 МэВ] [6, 13] и мгновенной форме
динамики mu,d = 220 МэВ [7]. Также отметим, что расчеты проводились
с волновой функцией вида

Φ(k,βP
qQ

) =
2

√
3π1/4

(
βqQ

)3/2 exp

⎡⎢⎣− k2

2
(
βqQ

)2
⎤⎥⎦ . (10)

2. РАСПАД π± → �±ν�±γ В ТОЧЕЧНОЙ ФОРМЕ ДИНАМИКИ

Параметризация SD-матричного элемента процесса π± → �±ν�±γ
в точечной форме динамики дается выражением [6]

MSD = −ie
GF√
2

VqQε
∗
μ(λ)LνH

μν , (11)

где Lν = u(m�)γν(1− γ5)υ(0) — лептонный ток и VqQ — элемент матрицы
Кабиббо–Кобаяши. Адронная часть представлена выражением

Hμν =
FA

Mπ±

(−gμν(Pπ± · q) + Pμ
π±q

ν
)
+ i

FV

Mπ±
εμαβρqβ (Pπ±)ρ (12)

с 4-импульсом Pπ± π±-мезона массы Mπ± и 4-импульсом γ-кванта q
с вектором поляризации ε(λ); FV ,A — аксиальный и векторный форм-
факторы соответственно. В предложенном подходе полагается механизм
распада π± → �±ν�±γ, показанный на рисунке.

На рисунке и далее используется обозначение W = Pπ± − q. Со-
ответствующие рисунку матричные элементы в кварковом базисе (1)
покоящегося мезона примут следующий вид:

MI =
1

(2π)3
υλ2(−k,mQ)√

2ωmQ
(k)

(
ΓQ · ε∗(λ)

)
×

× k̂ − Ŵ +mQ

(k −W )2 −m2
Q

γμ(1− γ5)
uλ1(k,mq)√
2ωmq (k)

, (13)

Механизм распада π± → �±ν�±γ в предложенном подходе
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MII =
1

(2π)3
υλ2(−k,mQ)√

2ωmQ
(k)

γμ(1− γ5)
k̂ − q̂ +mq

(k − q)2 −m2
q

×

× (Γq · ε∗(λ)) uλ1(k,mq)√
2ωmq (k)

. (14)

Сопоставление (12) c (13) и (14) приводит к

〈γ(q)
∣∣∣γμγ5

∣∣∣π±〉 = e

(2π)3/2
1√

2ωM
π± (Pπ±)

×

× FA

Mπ±

(−gμν(Pπ± · q) + Pμ
π±q

ν
)
ε∗ν (15)

для аксиального формфактора и

〈γ(q) |γμ|π±〉 = ie

(2π)3/2
1√

2ωMπ± (Pπ±)

FV

Mπ±
εμαβρε∗αqβ (Pπ±)ρ (16)

для векторного формфактора соответственно.
В предложенном подходе будем полагать электромагнитную структу-

ру конституентного кварка

Γμ
eq (q

2) = eq

(
F q
1 (q

2
vert)γ

μ + κqF
q
2 (q

2
vert)

iσμν

2mq
(qvert)ν

)
, (17)

где F q
1 (q

2
vert) и F q

2 (q
2
vert) — формфакторы кварков и qvert — переданный

импульс вершины. Далее будем считать конечный фотон реальным; в та-
ком случае

F q
1 = F q

2 = bq, (18)

где bq — параметр виртуальности кварков [10] (см. рисунок).
Расчет спинорной части выражений (13)–(16) с последующим ин-

тегрированием по телесному углу вектора k при условии равенства
4-скоростей V

μ с взаимодействием и без него в точечной форме ПиКМ
приводит к

FA =
√
3Mπ±

∫
dk k2Φ(k,βud)

(
bu

(
euf

+
1,A(k,m) + eu

κu

2m
f+
2,A(k,m)

)
+

+ bd

(
edf

−
1,A(k,m) + ed

κd

2m
f−
2,A(k,m)

))
, (19)

FV =
√
3Mπ±

∫
dk k2Φ(k,βud)

(
bu

(
euf1,V (k,m) + eu

κu

2m
f2,V (k,m)

)
+

+ bd

(
edf1,V (k,m) + ed

κd

2m
f2,V (k,m)

))
. (20)
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В выражениях (19), (20) использованы вспомогательные функции

f±
1,A(k,m) = ∓ 1

4π

m log

(
ωm(k) + k

ωm(k)− k

)
kω

5/2
m (k)

,

f±
2,A(k,m) =

1
2π

±kωm(k)∓ m2

2
log

(
ωm(k) + k

ωm(k)− k

)
kω

5/2
m (k)

,

(21)

f1,V (k,m) =
1
4π

m log

(
ωm(k) + k

ωm(k)− k

)
kω

5/2
m (k)

,

f2,V (k,m) =
1
2π

kωm(k) +
m2

2
log

(
ωm(k) + k

ωm(k)− k

)
kω

5/2
m (k)

.

Отметим, что в предложенном подходе при bu = bd = 1 и отсутст-
вии электромагнитной структуры конституентных кварков отношение

γ = FA/FV =
−eu + ed
eu + ed

= 1/3, что противоречит экспериментальным

данным: γ = 0,443 [2, 9]. Ниже проведем численные расчеты с учетом
аномальных магнитных моментов и параметров виртуальности кварков.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ

Использование значений κu = −0,241, κd = −0,465 совместно с пара-
метрами виртуальности bu = 0,821, bd = 1,057 приводят к значениям

FA = 0,0119± 0,0005, FV = 0,0254± 0,0005, (22)

которые согласуются с современными данными F эксп
A = 0,0119 ± 0,0005,

F эксп
V = 0,0254 ± 0,0017. Ниже проведем сравнительный анализ пара-

метров модели, использованных для расчетов радиационных распадов
V (P ) → P (V )γ, распада π0 → γγ и формфакторов ρ-мезона (см. таб-
лицу). Отметим, что в таблице использовано определение магнитного
момента конституентного кварка μq = (eq/(2mq))(1+ κq) в ядерных маг-
нетонах μN = e/(2MP ). Также следует указать, что соотношение [16]

FV =
1

4π2

Mπ±

fπ±
(23)

в предложенном подходе выполняется автоматически.
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Сопоставление параметров модели

Процесс Параметр модели
μu μd bu bd

Характеристика ρ-мезона [12] 2,472 –1,286 — —
V (P ) → P (V )γ [14] 2,497 –1,326 — —
π0 → γγ [15] 2,492 –1,321 0,892 0,993
π± → �±ν�±γ 2,141 –0,754 0,821 1,057

Анализ таблицы показывает, что предложенная модель, основанная
на составной кварковой модели и на точечной форме динамики, удовле-
творительно описывает характеристики мезонов легкого сектора.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Работа посвящена описанию электрослабых формфакторов легких
π±-мезонов в точечной форме ПиКМ. Авторами была предложена ори-
гинальная методика определения значений конституентных масс кварков
с использованием константы псевдоскалярной плотности gπ± . Методика
расчета наблюдаемых в предложенном подходе обобщена на процесс рас-
пада π± → �±ν�±γ. Показано, что использование аномальных магнитных
моментов конституентных кварков и параметров виртуальности приводит
к согласующимся с современными экспериментальными данными значе-
ниям FA и FV .

В заключение отметим, что предложенная модель может быть
обобщена для исследования формфакторов распада π± → �±ν�±γ∗ и
K± → �±ν�±γ∗ для различных переданных импульсов виртуальному
γ∗-кванту.

Авторы благодарны организационному комитету XXV Балдинского
семинара «Релятивистская ядерная физика и квантовая хромодинамика»
за возможность участия.
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