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ФИЗИКА ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ И АТОМНОГО ЯДРА. ТЕОРИЯ

СТРУКТУРНЫЕ РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ЭФФЕКТЫ
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ s-СОСТОЯНИЙ

ВОДОРОДОПОДОБНЫХ СИСТЕМ
В. В. Андреев 1

Гомельский государственный университет им.Ф.Скорины, Гомель, Белоруссия

Произведен расчет структурных релятивистских поправок высших порядков для основных
состояний водородоподобных систем, таких как атом водорода и мюонный атом водорода. Ис-
следована зависимость поправок от параметризации протонных формфакторов. Полученные
численные оценки показывают, что поправки лежат в пределах чувствительности современных
экспериментов по измерению энергетических характеристик водородоподобных систем.

The calculation of structural relativistic corrections of higher orders for the ground states of
hydrogen-like systems, such as a hydrogen atom and a muonic hydrogen atom, has been performed.
The dependence of the corrections on the parameterization of proton form factors is investigated.
The obtained numerical estimates show that the corrections are within the limits of sensitivity of
modern experiments to measure the energy characteristics of hydrogen-like systems.

PACS: 12.20.-m; 13.40.Gp; 31.30.J; 36.10.Ee

ВВЕДЕНИЕ

Изучение характеристик связанных систем является важнейшим источником ин-
формации о свойствах взаимодействий элементарных частиц. В этой связи для объ-
яснения экспериментальных данных в рамках квантово-полевых моделей необходимо
учитывать как релятивистские эффекты, так и эффекты высших порядков по констан-
те взаимодействия. Для вычислений такого рода требуются методики, позволяющие
проводить численные расчеты этих эффектов с высокой точностью.

Вычисление различных поправок для энергетических характеристик s-состояний
водородоподобных систем является актуальным по нескольким причинам. Во-первых,
экспериментальные измерения s-состояний атома водорода проводятся с высокой точ-
ностью (δ ∼ 10−15) [1]. Во-вторых, до сих пор нет окончательного решения проблемы
разницы между значениями радиуса заряда протона, полученного в эксперименте
с мюонным водородом [2], и обычным атомом водорода. Эта ситуация стимулирова-
ла многочисленные теоретические исследования различных поправок, которые могут
улучшить точность теоретического вычисления [3–6].

Эта работа посвящена вычислению структурных релятивистских эффектов выс-
ших порядков для s-состояний водородоподобных систем. Для расчетов используется
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методика вычислений, основанная на импульсном представлении потенциала взаимо-
действия и точном вычислении радиального ядра уравнения состояния (без разложе-
ния по степеням скоростей), проведенном в работах [7,8]. С помощью этой методики
рассчитаны релятивистские вклады высших порядков для мюонного и обычного ато-
мов водорода, связанные состояния которых описываются калибровочно-инвариантной
пуанкаре-ковариантной моделью. Эта модель основана на точечной форме пуанкаре-
инвариантной квантовой механики (ПИКМ).

1. ОПИСАНИЕ СВЯЗАННОЙ ДВУХЧАСТИЧНОЙ СИСТЕМЫ
В ПУАНКАРЕ-КОВАРИАНТНОЙ МОДЕЛИ

Главным требованием ПИКМ является условие сохранения пуанкаре-инвариант-
ности как для систем без взаимодействия, так и для взаимодействующих частиц.
В случае системы двух частиц с массами m1 и m2 и, соответственно, с 4-импульсами
p1 = (ωm1(p1),p1) и p2 = (ωm2(p2),p2) это требование, в рамках мгновенной и
точечной форм ПИКМ, приводит к уравнению для связанного состояния c волновой
функцией ΦJ

�,S (k) и массой M :∑
�′,S′

∞∫
0

V J
�,S;�′,S′ (k, k′)ΦJμ

�′,S′ (k
′) k′2 dk′ = (M −M0) Φ

J
�,S (k) , (1)

где M0 = ωm1(k) + ωm2(k) — эффективная масса системы невзаимодействующих
частиц, имеющих импульс относительного движения k (k = |k| , ωm(k) =

√
k2 +m2).

Ядро фермион-фермионной системы в � − S базисе для произвольного полного
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Для сокращения записи введены дополнительные функции:
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Аналитическое выражение последней части потенциала записывается в виде

V V
λk1

,λk2
,λp1 ,λp2

=

1∑
σ,ρ=−1

W−σλk1
,−ρλk2

(k)

[
G

J,1/2,1/2
λk1

,λk2
;λp1 ,λp2

[
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Для коэффициентов Клебша–Гордана группы SU(2) используем обозначение вида
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Составные части V ı
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Радиальная часть потенциала получена на основе амплитуды рассеяния ферми-
онов, в которой учитывались диаграммы однобозонного обмена, структура протона,
диаграммы, связанные с поляризацией вакуума, а также электромагнитные поправ-
ки для электронной линии [7, 8]. В данной работе исследуются поправки, связанные
только со структурой протона.

2. ОЦЕНКА РЕЛЯТИВИСТСКИХ ВКЛАДОВ

Как правило, при вычислении энергетических поправок водородоподобных систем
используется разложение потенциала ∼ k2/m2 (см. обзор [9]). Включение слагаемых
более высокого порядка, чем O ∼ k2/m2, при разложении по скоростям фермионов
приводит к сложностям. Так, при вычислениях релятивистских поправок возникают
расходящиеся интегралы за счет появления высоких степеней (k/m)n. Поэтому для
исследования релятивистских вкладов более высокого порядка воспользуемся точным
выражением для ядра интегрального уравнения (1). Ядро потенциала (2) было по-
лучено в [7] без всяких допущений относительно скоростей фермионов и величины
q2, а следовательно, является адекватным способом анализа релятивистских вкладов
более высокого порядка, чем k2/m2.
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Для численных расчетов используем значения фундаментальных физических кон-
стант, взятые из [10]. Для нахождения энергетических поправок релятивистской во-
дородоподобной системы с J = S используем выражение

ΔE =

∞∫
0

∞∫
0

RC
n�=0 (k)ΔV J=S (k, k′)RC

n�=0 (k
′) k′2k2 dk′ dk, (18)

где ΔV J=S (k, k′) — добавка к потенциалу с точечными фермионами и RC
n�(k) —

кулоновские волновые функции:
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с полиномами Гегенбауэра G�
n(x).

3. ОЦЕНКА РЕЛЯТИВИСТСКИХ ВКЛАДОВ

Проведем оценку релятивистских поправок высших порядков, связанных с движе-
нием фермионов, а также эффектов высоких переданных импульсов для структурных
вкладов в 1s- и 2s-состояния водородоподобных систем. Для выделения слагаемых,
связанных с конечными размерами протона, саксовские формфакторы протона пред-
ставим в виде сумм:
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) ∼ 〈r2p〉 при малых q2.

Далее произведем вычисления трех видов поправок: ΔENR,ΔELC и ΔErel, ис-
пользуя различные приближения:

— нерелятивистское приближение ΔENR (k2/m2
1,p, k

′2/m2
1,p � 1 и q2 � m2

p);
— лидирующий вклад ΔELC (используется только приближение k2/m2

1,p,
k′2/m2

1,p � 1);

— точное вычисление ΔErel (без разложения по параметрам k2, k′2/m2
1,p и q2/m2

p).
Поправка ΔErel c потенциалом (2) даст результат с учетом релятивистского дви-
жения фермионов системы. Для оценки релятивистских вкладов высших порядков
используем величину

ΔHO = ΔErel −ΔELC.

Явный вид слагаемых потенциала, которые содержат интегралы вида
(функции (13) и (14))
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будет зависеть от явного вида формфакторов протона.
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Для расчета поправок используем различные параметризации протонных форм-
факторов:

• стандартную дипольную параметризацию

Gp
E(Q

2) = GD(Q2), Gp
M (Q2) = μpGD(Q2),

GD

(
Q2
)
=

(
1 +

Q2

m2
D

)−2

, Q2 = −q2,
(20)

где m2
D = 0,71 ГэВ2. Данный вариант параметризации будем называть фит I;

• вариант параметризации [12], который будем называть фитом II:
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,
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= (0,777± 0, 013stat ± 0,009syst ± 0,005model ± 0,002group)Фм,〈
r2E
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= (0,879± 0,005stat ± 0,004syst ± 0,002model ± 0,004group)Фм;

• параметризацию [13]
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которая была применена в [14] для описания поведения формфакторов протона с
параметрами:

aMp,1 = 1,53± 0,01, bMp,1 = 12,87± 0,07, c0 = 1,02± 0,01,

bMp,2 = 29,16± 0,25, bMp,3 = 41,40± 0,33, c1 = −0,13± 0,01.

Этот вариант параметризации обозначим как фит III.
В табл. 1 представлены результаты вычислений для атома водорода.

Таблица 1. Поправки для варианта «фит II», связанные c внутренней структурой прото-
на, вклады ΔENR, ΔELC и релятивистские поправки высоких порядков ΔErel для атома
водорода (в кГц)

n ΔENR ΔELC ΔErel ΔHO

1 1208,31 1208,30 1202,52 −5,78

2 151,04 151,04 150,31 0,72

Как следует из данных табл. 1, учет высоких q2 посредством параметризации (21)
не вносит существенного изменения по сравнению с линейным поведением. А вот по-
правки, связанные с релятивистским движением фермионов, в данной ситуации дают
видимый, хотя и относительно малый в процентном выражении (≈ 0,48%) эффект.



318 Андреев В.В.

Расчеты с использованием стандартной дипольной параметризации (20) (фит I) и
параметризации фит II отличаются вследствие различного поведения функций (20) и
(21) при малых q2. Так, для 1s- и 2s-состояний для параметризации фит I имеем, что
ΔErel = 1024,33 кГц и ΔErel = 150,32 кГц соответственно.

Для более полного представления о зависимости структурных поправок для во-
дородоподобных атомов от вида параметризации рассмотрим численный расчет для
варианта фит III (табл. 2).

Таблица 2. Поправки для варианта параметризации «фит III» (в кГц)

n ΔENR ΔELC ΔErel ΔHO

1 1223,15± 22,36 1200,10± 34,86 1194,43± 33,67 −5,67

2 152,89± 2,39 150,01± 4,23 149,30± 4,21 0,71

Релятивистские поправки высших порядков ΔHO: −5,67 и 0,71 кГц составляют
≈ 0,47% для 1s- и 2s-состояний и практически не отличаются от параметризации
фит II, в то время как сами вклады отличаются за счет различного поведения при
малых q2. Однако интервальные оценки обоих фитов практически совпадают.

В данном подходе имеется возможность вычислить вклад ΔJlab, связанный с эф-
фектом «Jlab» [15] (разница между двумя случаями R(q2) = 1 и R(q2) = c0 + c1q

2,
c1 = 0,13 ГэВ−2): ΔJlab = {−23,42 кГц, −2,93 кГц} для 1s- и 2s-состояний.

Проведем аналогичные приведенным выше вычисления для мюонного атома водо-
рода. Интерес к этой системе связан с необычными следствиями, вытекающими из
эксперимента [2].

Вычисления для мюонного атома водорода для ситуации «фит II» представлены в
табл. 3.

Таблица 3. Поправки для варианта «фит II», связанные c внутренней структурой про-
тона (ΔENR и ΔELC) и с учетом релятивистских вкладов высоких порядков (ΔErel) для
мюонного атома водорода (µ−p-система) (в мэВ)

n ΔENR ΔELC ΔErel ΔHO, мэВ

1 32,1261 31,9498 32,0591 0,1093

2 4,0158 3,9937 4,0065 0,0128

Из табл. 3 следует, что в отличие от атома водорода μ− p-система более чувстви-
тельна к поведению формфактора протона и менее чувствительна к релятивистским
эффектам высоких порядков. Это объясняется тем, что первая боровская орбита этой
системы ближе к ядру, чем в атоме водорода. Поэтому при вычислении структурных
вкладов мюонного атома водорода важную роль играет поведение формфакторов от
переданного импульса. В этом случае зависимость от параметризации более сильная,
чем для атома водорода.

Численные оценки показывают, что релятивистские эффекты (≈ 0,38%) больше
необходимой точности ∼ 10−4 мэВ, и поэтому их также необходимо учитывать.



Структурные релятивистские эффекты высших порядков s-состояний 319

Как и в случае атома водорода, расчеты с использованием стандартной дипольной
параметризации (20) (фит I) отличаются от данных табл. 3. Данный эффект становит-
ся более значительным по сравнению с атомом водорода, относительное отклонение
вычислений составляет почти 14,7%.

Расчеты для варианта «фит III» представлены в табл. 4.

Таблица 4. Поправки для варианта «фит III», связанные c внутренней структурой про-
тона (ΔENR и ΔELC) и с учетом релятивистских вкладов высоких порядков (ΔErel) для
мюонного атома водорода (µ−p-система) (в мэВ)

n ΔENR ΔELC ΔErel ΔHO, мэВ

1 32,5205 31,7717 31,8929 0,1212

2 4,0651 3,9715 3,9866 0,0152

Данные из табл. 3 и 4 показывают, что в отличие от обычного атома водорода в
мюонном атоме водорода эффекты высоких q2 частично компенсируются релятивист-
скими эффектами, связанными с движением фермионов.

Также оценим дополнительный вклад, связанный с эффектом, обнаруженным на
Jlab [15]. Поскольку он видоизменяет поведение зарядового формфактора протона,
то следует ожидать большей чувствительности мюонного атома водорода к этим эф-
фектам. Действительно, для 1s- и 2s-состояний атома водорода этот эффект дает
дополнительные поправки, равные −0,6158 и −0,0770 мэВ соответственно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Как следует из расчетов, предлагаемая методика вычислений, использующая пред-
ставление потенциала взаимодействия фермионов в виде (2), является инструментом,
позволяющим оценить релятивистские вклады более высоких, чем k2/m2, слагае-
мых, с ее помощью исследована зависимость поправок от параметризации протон-
ных формфакторов и вычислены релятивистские вклады высших порядков. Расчеты
показывают, что такие поправки лежат в пределах чувствительности современных
экспериментов по измерению энергетических характеристик таких систем.

Автор благодарит кафедру общей и теоретической физики Самарского универси-
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