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ФИЗИКА ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЧАСТИЦ И АТОМНОГО ЯДРА. ТЕОРИЯ

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ
ОПИСАНИЕ ФРАГМЕНТАЦИИ ОДНОФОНОННЫХ

СОСТОЯНИЙ В НАГРЕТЫХ ЯДРАХ
А.A. Джиоев 1, А.И.Вдовин

Объединенный институт ядерных исследований, Дубна

Изучается фрагментация однофононных состояний в нагретых ядрах. Для этой цели ис-
пользовано температурное обобщение квазичастично-фононной модели ядра в рамках форма-
лизма термополевой динамики (ТПД). Показано, что последовательное применение условия
теплового состояния ТПД обеспечивает выполнение принципа детального баланса на каждом
этапе диагонализации теплового гамильтониана. Получены уравнения, описывающие связь теп-
ловых однофононных состояний с двухфононными.

The fragmentation of one-phonon states in hot nuclei is studied. For this purpose, the
quasiparticle-phonon nuclear model is extended to a finite temperature by applying the formalism
of thermal-field dynamics. It is shown that consistent application of the thermal state condition
leads to the fulfillment of the detailed balance principle at each stage of the thermal Hamiltonian
diagonalization. The equations describing the coupling between thermal one-phonon and two-
phonon states are derived.

PACS: 24.10.Pa; 21.60.-n; 26.50.+x

ВВЕДЕНИЕ

Коллективные возбуждения нагретых ядер активно изучаются с начала 1980-х гг.
Долгое время как экспериментальные, так и теоретические исследования были со-
средоточены на выяснении причин изменений наблюдаемых свойств гигантского изо-
векторного дипольного резонанса в сильновозбужденных ядрах (см. обзоры [1, 2] и
ссылки в них). Однако нагретые ядра играют важную роль и в различных астро-
физических процессах. В частности, в коллапсирующих сверхновых, где температу-
ра вещества достигает порядка 1010 К (0,86 МэВ), реакции, обусловленные слабым
взаимодействием (захват электронов, бета-распад, рассеяние нейтрино) с участием
нагретых ядер, оказывают значительное влияние как на динамику коллапса, так и на
протекающий во время коллапса нуклеосинтез [3–5].

Теоретический прогресс в изучении свойств нагретых ядер, как правило, связан
с температурным обобщением методов, широко использующихся при изучении холод-
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ных ядер. Такое обобщение с использованием температурных функций Грина имело
место в рамках теории ядерных полей [6] и теории конечных ферми-систем [7, 8].
В работах [9, 10] была предпринята попытка обобщить на ненулевые температуры
квазичастично-фононную модель ядра [11] на базе формализма термополевой дина-
мики (ТПД) [12,13]. Впоследствии этот подход был частично ревизован и переосмыс-
лен в [14,15]. Еще один подход в изучении нагретых ядер, использующий формализм
функций Грина и так называемое приближение временной блокировки, в послед-
нее время интенсивно развивается в работах [16, 17]. Фундаментальная проблема,
которую стремятся решить эти исследования, — выяснить механизм затухания кол-
лективных возбуждений (резонансов) ядра при ненулевой температуре, в частности,
научиться рассчитывать для T �= 0 взаимодействие простых и сложных конфигура-
ций, которое отвечает за фрагментацию силы резонансов в «холодных» ядрах.

Стоит отметить, что фрагментация силы ядерных возбуждений играет важную
роль в астрофизических приложениях. Как показывают расчеты в рамках модели
оболочек, при определенных условиях скорости и сечения слабых процессов с уча-
стием ядер в плотном и горячем звездном веществе существенно зависят от деталей
распределения силовой функции возбуждений различной мультипольности [18, 19].
Однако, хотя современные оболочечные расчеты с очень хорошей точностью воспро-
изводят экспериментальные силовые функции для основного состояния ядер с массо-
выми числами A � 50−70, для сильновозбужденных ядер они пока неосуществимы.
Поэтому в расчетах скоростей и сечений слабых процессов с нагретыми ядрами при-
ходится использовать различные приближения, такие как гипотеза Акселя–Бринка и
метод обратных резонансов, призванный учесть переходы, связанные с девозбужде-
нием нагретого ядра.

В недавних работах [20–23,27] для расчета сечений и скоростей слабых процессов
с нагретыми ядрами был разработан подход, основанный на температурном обобще-
нии квазичастичного приближения случайной фазы (ТКПСФ) при помощи форма-
лизма термополевой динамики [12,13]. Важное достоинство данного подхода состоит
в том, что, в отличие от формально схожих методов, используемых в работах [24–26],
он позволяет рассчитывать силовые функции термодинамически последовательным
образом, не нарушая принципа детального баланса (ПДБ), связывающего вероятно-
сти возбуждения и девозбуждения нагретого ядра. Сравнение результатов ТКПСФ-
расчетов с результатами модели оболочек и работ [24–26] показало, что выполнение
ПДБ усиливает влияние тепловых эффектов на силовую функцию мультипольных
переходов. В результате рассчитанные нами в [20–23,27] скорости и сечения слабых
реакций демонстрируют более сильную температурную зависимость.

Цель настоящей работы состоит в использовании формализма ТПД для выхода за
рамки ТКПСФ и учете фрагментации однофононных состояний в расчетах силовых
функций для нагретого ядра. В качестве модели ядра мы используем квазичастично-
фононную модель (КФМ) [11]. В «холодных» ядрах КФМ учитывает связь простых
и сложных конфигураций путем введения в волновую функцию возбужденных со-
стояний двухфононных компонент. Аналогичный способ, но для нагретых ядер, ис-
пользуется и в настоящей работе. Следует отметить, что в предыдущих попытках
обобщения КФМ на ненулевые температуры [9, 14, 15] не было уделено достаточ-
ного внимания принципу детального баланса, и он был полностью или частично
нарушен.
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1. ВЫЧИСЛЕНИЕ СИЛОВЫХ ФУНКЦИЙ
В ФОРМАЛИЗМЕ ТЕРМОПОЛЕВОЙ ДИНАМИКИ

Рассмотрим силовую функцию произвольного оператора T , который описывает
влияние внешнего возмущения на атомное ядро. Для нагретого ядра силовая функ-
ция содержит усреднение по всем возможным термически возбужденным начальным
состояниям

ST (E, T ) =
∑
if

pi(T )Bif (T ) δ(E − Eif ); (1)

здесь pi(T ) = e−Ei/T /Z(T ) — вероятность возбуждения i-го состояния с энергией Ei,
Bif (T ) = |〈f |T |i〉|2 — сила (вероятность) перехода i→ f , а Eif = Ef −Ei — энергия
перехода. При T �= 0 силовая функция определена как при E > 0, так и при E < 0.
В первом случае происходит передача энергии нагретому ядру, а во втором — его
девозбуждение. Так как Bif (T ) = Bfi(T †), то силовая функция удовлетворяет прин-
ципу детального баланса

ST †(−E, T ) = e−E/TST (E, T ). (2)

Используя свойство полноты собственных состояний ядерного гамильтониана H , си-
ловую функцию (1) можно записать в виде фурье-образа временной корреляционной
функции оператора T

ST (E, T ) =

∫
dt

2π
eiEt〈〈T †(t)T (0)〉〉, (3)

где 〈〈. . .〉〉 означает статистическое среднее, а T (t) = eiHt T e−iHt — гейзенберговское
представление оператора T .

В основе термополевой динамики лежит постулат, что статистическое среднее
произвольного оператора A можно представить в виде матричного элемента относи-
тельно зависящего от температуры состояния |0(T )〉, которое называется тепловым
вакуумом [12,13],

〈〈A〉〉 = 〈0(T )|A|0(T )〉. (4)

Тепловой вакуум является вектором в гильбертовом пространстве вдвое большей раз-
мерности, чем гильбертово пространство рассматриваемой физической системы. Рас-
ширение пространства происходит за счет введения фиктивной системы, идентичной
рассматриваемой 1. Пусть H = H(a†, a) — гамильтониан рассматриваемой системы.
Тогда гамильтониан фиктивной системы имеет вид H̃ = H(ã†, ã), где операторы,
связанные с фиктивной системой, обозначены значком «тильда». Связь между опера-
торами в двух пространствах задается правилами тильда-операции

(AB)̃ = ÃB̃, (aA+ bB)̃ = a∗Ã+ b∗B̃, (Ã)̃ = A. (5)

1Математически строго расширение гильбертова пространства при описании нагретых и неравновесных
квантовых систем можно обосновать в рамках формализма супероператоров [29–31].
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Отметим, что последнее правило двойной тильда-операции отличается от того, что
было изначально предложено в работах [12,13]. Необходимость такого отличия и его
последствия обсуждаются в работах [15,32].

Для того чтобы вектор |0(T )〉 обладал свойством (4), он должен удовлетворять
так называемому условию теплового состояния (thermal state condition)

A |0(T )〉 = σA eH/2T Ã† |0(T )〉. (6)

Здесь σA = 1(−i) для бозоноподобного (фермионоподобного) оператора A, а оператор
H = H − H̃ называется тепловым гамильтонианом. Тепловой гамильтониан являет-
ся оператором временной эволюции в расширенном гильбертовом пространстве, т. е.
A(t) = eiHtA e−iHt, а его собственные состояния образуют полный набор в этом
пространстве. При этом каждому собственному состоянию с положительной энергией

H |Ok〉 = Ek |Ok〉 (7)

соответствует тильда-сопряженное собственное состояние с отрицательной энергией

H|Õk〉 = −Ek |Õk〉. (8)

Тепловой вакуум является собственным состоянием теплового гамильтониана с ну-
левой энергией, т. е. H |0(T )〉 = 0. Подействовав обеими частями равенства (6) на
собственные состояния теплового гамильтониана, условие теплового состояния мож-
но записать в виде

〈Ok|A|0(T )〉 = σA eEk/2T 〈0(T )|A|Õk〉, (9)

где учтено, что 〈0(T )|Ã|Ok〉∗ = 〈0(T )|A|Õk〉.
Свойство полноты собственных состояний теплового гамильтониана позволяет за-

писать силовую функцию (3) в виде следующего разложения:

ST (E, T ) =
∑
k

{
Bk(T )δ(E − Ek) + B̃k(T )δ(E + Ek)

}
, (10)

где Bk и B̃k — вероятности переходов с теплового вакуума на собственные состоя-
ния H,

Bk(T ) = |〈Ok|T |0(T )〉|2,
B̃k(T ) = |〈Õk|T |0(T )〉|2.

(11)

Переходы с теплового вакуума на состояния |Ok〉 гамильтониана соответствуют пе-
редаче энергии нагретому ядру, а переходы на тильда-состояния |Õk〉 — его девоз-
буждению. Условие теплового состояния (9) приводит к следующему соотношению
между вероятностями переходов на тильда-сопряженные состояния:

B̃k(T ) = e−Ek/TBk(T †), (12)

откуда непосредственно следует выполнение принципа детального баланса (2). Таким
образом, в рамках ТПД выполнение принципа детального баланса является следстви-
ем условия теплового состояния (6).
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Формально выражение (10) имеет вид силовой функции при нулевой температуре,
так как содержит однократное суммирование по собственным состояниям (теплового)
гамильтониана, а роль основного состояния играет тепловой вакуум. Отличие состо-
ит в том, что спектр теплового гамильтониана состоит как из положительных, так и
отрицательных собственных значений, и в принципе зависит от температуры. От тем-
пературы зависят и вероятности переходов из теплового вакуума на собственные
состояния теплового гамильтониана. Таким образом, в рамках термополевой динами-
ки задача расчета силовой функции сводится к нахождению собственных состояний
теплового гамильтониана. Достоинством ТПД является то, что для нахождения соб-
ственных состояний (диагонализации) теплового гамильтониана мы можем применять
методы, используемые при нулевой температуре: приближение независимых квазича-
стиц, приближение случайных фаз (ПСФ) и т. д. В то же время, как будет показано
ниже, требование выполнения условия теплового состояния вносит в диагонализацию
теплового гамильтониана свою специфику.

Как и при T = 0, для нахождения собственных состояний теплового гамильтони-
ана удобно воспользоваться методом уравнений движения [33,34]

〈0(T )|[δO,H ,O†
k]|0(T )〉 = Ek〈0(T )|[δO,O†

k]|0(T )〉. (13)

Здесь O†
k — оператор рождения собственного состояния |Ok〉, т. е. |Ok〉 = O†

k |0(T )〉.
Тильда-сопряженный оператор Õ†

k, такой что |Õk〉 = Õ†
k |0(T )〉, является решени-

ем (13) c энергией −Ek. Определим тепловой вакуум как вакуум операторов Ok, Õk:

Ok |0(T )〉 = Õk |0(T )〉 = 0. (14)

В отличие от ситуации при T = 0, при T �= 0 решение уравнения движения не
приводит к однозначному определению собственных состояний теплового гамильто-
ниана. Действительно, если O†

k есть решение уравнения (13), то, применяя к обеим
частям уравнения операцию эрмитова и тильда-сопряжений, можно показать, что
оператор Õk также является его решением c той же самой энергией Ek. Следова-
тельно, произвольная линейная комбинация этих операторов также удовлетворяет
уравнению движения. Для определения «истинных» решений из множества решений
уравнения движения необходимо выделить те, что удовлетворяют условию теплового
состояния (9).

Формально уравнение движения (13) совместно с условием теплового состояния
в форме (9) позволяет находить точные собственные состояния теплового гамиль-
тониана. Однако в практических вычислениях мы ищем решение уравнения в виде
разложения по ограниченному набору некоторых базисных операторов δO. Кроме то-
го, точное решение (13) требует знания вакуумного состояния |0(T )〉. Этому условию
в принципе можно удовлетворить, решая уравнение движения при помощи итера-
ций. Но поскольку наличие двойного симметричного коммутатора в левой части (13)
понижает чувствительность решения уравнения движения к выбору |0(T )〉, вместо
точного теплового вакуума можно использовать его приближение. Напомним, что
именно такая ситуация реализуется при выводе уравнений ПСФ для T = 0, когда
в качестве основного состояния в уравнении движения вместо фононного вакуума
используется хартри-фоковский вакуум [34].
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Приближенный характер решения уравнения движения приводит к тому, что усло-
вию теплового состояния (9) можно удовлетворить лишь для некоторого класса опе-
раторов A. Обратим внимание на то, что если (9) выполняется для некоторого мно-
жества операторов An, то оно справедливо и для их линейной комбинации. Поэтому
для того чтобы силовая функция одночастичного оператора перехода T удовлетворя-
ла принципу детального баланса (2), в качестве множества An будем использовать
одно- и двухфермионные операторы a†, a, a†1a

†
2, a

†
1a2, a1a2.

2. ТЕПЛОВЫЕ КВАЗИЧАСТИЦЫ И ФОНОНЫ

В используемой нами здесь версии КФМ гамильтониан ядра состоит из потенци-
ала среднего поля для протонов и нейтронов, спаривательного взаимодействия в фор-
ме БКШ и сепарабельного мультипольного взаимодействия в канале частица–дырка

H = Hsp +Hpair +Hph. (15)

Для сферических ядер слагаемые гамильтониана H можно записать в следующем
виде:

Hsp =
∑
τ

∑
jm

τ
(Ej − λτ )a

†
jmajm, (16)

,

Hpair = −1

4

∑
τ

Gτ

∑
j1m1

j2m2

τ
a†j1m1

a†j1m1
aj2m2

aj2m2
(ajm = (−1)j−maj−m), (17)

Hph = −1

2

∑
λμ

∑
τρ=±1

(κ
(λ)
0 + ρκ

(λ)
1 )M †

λμ(τ)Mλμ(ρτ), (18)

где M †
λμ(τ) — мультипольный одночастичный оператор

M †
λμ(τ) =

∑
j1m1

j2m2

τ
〈j1m1|iλRλ(r)Yλμ(θ, φ)|j2m2〉a†j1m1

aj2m2
. (19)

В (16)–(19) использованы следующие стандартные обозначения: символ
∑τ означает

суммирование по протонным (нейтронным) τ = p (τ = n) одночастичным уровням
среднего поля с квантовыми числами nljm ≡ jm и энергией Ej ; изменение зна-
ка τ соответствует замене n ↔ p; λn,p — химические потенциалы; Gn,p — константы
спаривательного взаимодействия; κ(λ)0,1 — константы изоскалярного и изовекторного
взаимодействий мультипольности λ; функции Rλ(r) определяют радиальную зависи-
мость остаточных сил. Предполагается, что параметры гамильтониана не зависят от
температуры, что является обоснованным при температурах T � 5МэВ [35,36].

Так как гамильтониан (15) содержит только мультипольные остаточные силы, то
его собственные состояния мультипольности J соответствуют возбужденным состо-
яниям ядра нормальной четности, т. е. π = (−1)J . Запишем одночастичный оператор
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перехода на эти состояния в терминах нуклонных операторов рождения и уничто-
жения

TJM =
∑
τ

∑
j1m1

j2m2

τ
〈j1m1|TJM |j2m2〉a†j1m1

aj2m2 = −Ĵ−1
∑
τ

∑
j1j2

τ
t
(J)
j1j2

[a†j1aj2 ]JM . (20)

Здесь t
(J)
j1j2

— приведенный матричный элемент оператора перехода, Ĵ =
√
2J + 1,

а [. . .]JM означает связку двух угловых моментов с суммарным угловым моментом J
с проекцией M . Далее мы будем предполагать, что при эрмитовом сопряжении TJM
преобразуется как мультипольный оператор, т. е. T †

JM = (−1)J−MTJ−M , так что
t
(J)
j2j1

= (−1)j1−j2+J t
(J)
j1j2

. Тогда, согласно принципу детального баланса (2), силовая
функция оператора (20) удовлетворяет условию

STJ (−E, T ) = e−E/TSTJ (E, T ), (21)

которое связывает вероятности возбуждения и девозбуждения нагретого ядра.
Тепловой гамильтониан, соответствующий приведенному выше гамильтониану

КФМ, имеет вид
H = Hsp +Hpair +Hph. (22)

Как и в случае нулевой температуры, нахождение собственных состояний теплового
гамильтониана (22) начинается с учета парных корреляций. Для этой цели вводят-
ся операторы рождения β†, β̃† и уничтожения β, β̃ тепловых квазичастиц, которые
приводят к диагональному виду одночастичную часть теплового гамильтониана:

HBCS = Hsp +Hpair ≈
∑
τ

∑
jm

τ
εj(T )(β

†
jmβjm − β̃†

jmβ̃jm). (23)

Знак приближенного равенства в (23) означает, что в выражении для HBCS не указа-
ны слагаемые, описывающие монопольное взаимодействие между тепловыми квази-
частицами. Вакуум тепловых квазичастиц |ϕ0(T )〉 при дополнительном условии (9)
является тепловым вакуумом в БКШ-приближении, а величины ±εj(T ) — это энер-
гии тепловых квазичастиц.

Операторы рождения и уничтожения тепловых квазичастиц связаны с операто-
рами a†, a, ã† и ã, входящими в определение исходного теплового гамильтониана,
посредством двух унитарных преобразований. Первое преобразование — это стан-
дартное (u, v)-преобразование Боголюбова от операторов частиц к операторам квази-
частиц (u2j + v2j = 1)

a†jm = ujα
†
jm + vjαjm, ajm = ujαjm + vjα

†
jm. (24)

Аналогичное преобразование совершается с операторами рождения и уничтожения
тильда-частиц, т. е. в рассмотрение вводятся операторы тильда-квазичастиц α̃†

jm и
α̃jm. Второе, так называемое тепловое (x, y)-преобразование смешивает тепловые опе-
раторы квазичастиц β†, β и тильда-квазичастиц β̃† β̃ (x2j + y2j = 1)

α†
jm = xjβ

†
jm + iyjβ̃jm, α̃†

jm = xj β̃
†
jm − iyjβjm. (25)
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Так как оба преобразования унитарны, то операторы рождения и уничтожения теп-
ловых квазичастиц подчиняются стандартным антикоммутационным соотношениям.
Отметим, что использование двойной операции тильда в форме (5) приводит к ком-
плексному тепловому преобразованию [15].

Решение уравнения движения

〈ϕ0(T )|{δO,HBCS, β
†
jm}|ϕ0(T )〉 = εjm(T )〈ϕ0(T )|{δO, β†

jm}|ϕ0(T )〉, (26)

где δO = a†jm, a
†
jm, ã

†
jm, ãjm, при дополнительном условии (9) (A = α†

j , αj) приво-
дит к хорошо известным уравнениям температурного БКШ (ТБКШ), описывающим
парные корреляции в нагретых ядрах [37, 38]. В рамках термополевой динамики эти
уравнения получили в [10, 39], используя метод, сходный с изложенным выше, т. е.
диагонализуя одночастичную часть HBCS. Однако коэффициенты теплового (x, y)-
преобразования авторы работ [10, 39] находили путем минимизации термодинамиче-
ского потенциала. Впервые метод диагонализации HBCS с использованием условия
теплового состояния был предложен в работе [14].

Решение уравнений ТБКШ определяет энергии тепловых квазичастиц и коэффи-
циенты преобразований (24) и (25) как функции температуры. В частности, коэф-
фициенты теплового преобразования связаны с числами заполнения Ферми–Дирака
боголюбовских квазичастиц

y2j =
[
1 + eεj/T

]−1
= 〈ϕ0(T )|α†

jmαjm|ϕ0(T )〉. (27)

Благодаря наличию в тепловом вакууме термически возбужденных квазичастиц воз-
можен как процесс рождения, так и процесс уничтожения боголюбовских квазича-
стиц. В формализме ТПД первый процесс соответствует рождению тепловой квази-
частицы с положительной энергией, а второй — процессу рождения тепловой тильда-
квазичастицы с отрицательной энергией [15].

В приближении независимых тепловых квазичастиц элементарными модами воз-
буждения нагретого ядра под влиянием внешнего одночастичного возмущения яв-
ляются состояния вида |[β†

j1
, β†

j2
]JM 〉, |[β̃†

j1
, β̃†

j2
]JM 〉, |[β†

j1
, β̃†

j2
]JM 〉. Переходы из теп-

лового вакуума на такие состояния описывают, соответственно, процессы рождения
двух квазичастиц, уничтожения двух термически возбужденных квазичастиц и пере-
ход возбужденной квазичастицы из одного состояния в другое. Можно показать [15],
что вероятности переходов на тильда-сопряженные состояния, построенные, как это
выписано чуть выше, из двух тепловых квазичастиц, связаны принципом детального
баланса (12).

На следующем этапе собственные состояния теплового гамильтониана находятся с
учетом взаимодействия между тепловыми квазичастицами, обусловленного остаточ-
ным частично-дырочным взаимодействием. Для этого используется так называемое
тепловое квазичастичное приближение случайной фазы (ТКПСФ), согласно которо-
му тепловой гамильтониан (22) приближено диагонализуется в терминах операторов
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фононов, построенных из тепловых квазичастиц [10,15]

Q†
JMi =

1

2

∑
τ

∑
j1j2

τ(
ψJi
j1j2

[
β†
j1
β†
j2

]
JM

+ ψ̃Ji
j1j2

[
β̃†
j1
β̃†
j2

]
JM

+ iηJij1j2

[
β†
j1
β̃†
j2

]
JM

+

+ iη̃Jij1j2

[
β̃†
j1
β†
j2

]
JM

− φJij1j2
[
β†
j1
β†
j2

]†
JM

− φ̃Jij1j2
[
β̃†
j1
β̃†
j2

]†
JM

+

+ iξJij1j2

[
β†
j1
β̃†
j2

]†
JM

+ iξ̃Jij1j2

[
β̃†
j1
β†
j2

]†
JM

)
. (28)

Наличие мнимой единицы в определении оператора фонона связано с использованием
комплексного теплового преобразования [15]. Операторы фононов Q̃†

JMi, QJMi, Q̃JMi

получаются из (28) путем применения операций эрмитова и тильда-сопряжения. Ва-
куум тепловых фононов |ψ0(T )〉 является тепловым вакуумом ТКПСФ при условии,
что он удовлетворяет условию теплового состояния (9). Полагая, что |ψ0(T )〉 близко
к тепловому вакууму ТБКШ-приближения |ϕ0(T )〉, мы приходим к квазибозонному
приближению, согласно которому операторы тепловых фононов подчиняются бозон-
ным коммутационным соотношениям.

Для нахождения структуры (т. е. амплитуд ψ, φ и т. д.) и энергии фононов реша-
ется уравнение движения

〈ϕ0(T )|[δO,H,Q
†
JMi]|ϕ0(T )〉 = ωJi(T )〈ϕ0(T )|[δO,Q†

JMi]|ϕ0(T )〉, (29)

где в качестве δO используются операторы рождения и уничтожения пары тепловых
квазичастиц. Подчеркнем, что, как и в стандартном ПСФ, в уравнении движения (29)
фигурирует не вакуум фононов, а вакуум тепловых квазичастиц. Уравнение (29) при-
водит к системе линейных однородных уравнений для амплитуд. Сепарабельный вид
остаточного взаимодействия позволяет записать условие разрешимости этой системы
уравнений в виде секулярного уравнения для энергии тепловых фононов ωJi [10,15].
Требование, чтобы вакуум тепловых фононов удовлетворял условию теплового со-
стояния (9) (A = α†

j1
α†
j2
, α†

j1
αj2 , αj1αj2), приводит к следующим соотношениям для

амплитуд [22]

(
Ψ

Φ

)Ji

j1j2

=
[
XJixj1xj2− YJiyj1yj2

]−1
(
ψ

φ

)Ji

j1j2

=
[
YJixj1xj2−XJiyj1yj2

]−1
(
φ̃

ψ̃

)Ji

j1j2

,

(
H

Ξ

)Ji

j1j2

=
[
XJixj1yj2− YJiyj1xj2

]−1
(
η

ξ

)Ji

j1j2

=
[
YJixj1yj2−XJiyj1xj2

]−1
(
ξ̃

η̃

)Ji

j1j2

,

(30)
где введены так называемые эффективные амплитуды Ψ, Φ, H и Ξ, а зависящие от
температуры величины YJi и XJi связаны с функцией распределения Бозе–Эйнштейна

YJi = ( eωJi/T − 1)−1/2, XJi = (1 + Y 2
Ji)

1/2. (31)

Таким образом, условие теплового состояния (9) для вакуума тепловых фононов при-
водит к появлению бозонных тепловых чисел заполнения. Фононные амплитуды за-
висят как от фермионных, так и от бозонных чисел заполнения. При этом прямые
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и обратные им тильда-сопряженные амплитуды (т. е. ψ и φ̃, ψ̃ и φ, η и ξ̃, η̃ и ξ)
выражаются друг через друга посредством эффективных амплитуд.

Поскольку мы используем сепарабельное мультипольное остаточное взаимодей-
ствие, для эффективных амплитуд можно получить аналитические выражения [15]:(

Ψ

Φ

)Ji

j1j2

=
1√
N Ji

τ

f
(J)
j1j2

u
(+)
j1j2

ε
(+)
j1j2

∓ ωJi

,

(
H

Ξ

)Ji

j1j2

=
1√
N Ji

τ

f
(J)
j1j2

v
(−)
j1j2

ε
(−)
j1j2

∓ ωJi

. (32)

Здесь f
(J)
j1j2

— приведенный матричный элемент мультипольного оператора, ε(±)
j1j2

=
εj1 ± εj2 . Кроме того, использованы следующие обозначения для комбинаций коэф-
фициентов преобразования Боголюбова: u(+)

j1j2
= uj1vj2 + vj1uj2 , v

(−)
j1j2

= uj1uj2 − vj1vj2 .
Зависимость эффективных амплитуд от температуры содержится в зависящих от T
энергиях тепловых квазичастиц и фононов, а также в коэффициентах N Ji

τ , значение
которых можно получить из условия нормировки [15]

〈QJMi|QJMi〉 =
1

2

∑
τ

∑
j1j2

τ{(
ΨJi

j1j2Ψ
Ji
j1j2 − ΦJi

j1j2Φ
Ji
j1j2

)
(1− y2j1 − y2j2)+

+
(
HJi

j1j2H
Ji
j1j2 − ΞJi

j1j2Ξ
Ji
j1j2

)
(y2j2 − y2j1)

}
= 1. (33)

Отметим, что приведенные выражения для эффективных амплитуд совпадают с вы-
ражениями для фононных амплитуд работы [40], где они были получены при помощи
температурных функций Грина.

Подобно тому, как операторы тепловых и боголюбовских квазичастиц связаны
тепловым преобразованием (25), операторы тепловых фононов можно представить
как результат следующего теплового преобразования:

Q†
JMi = XJiq

†
JMi − YJiq̃JMi, Q̃†

JMi = XJiq̃
†
JMi − YJiqJMi, (34)

где операторы q-фононов соответствуют значениям XJi = 1, YJi = 0 в определе-
нии амплитуд (30). При помощи преобразования, обратного к (34), легко показать,
что тепловой фононный вакуум |ψ0(T )〉 содержит Y 2

Ji термически возбужденных q-
фононов с энергией ωJi:

〈ψ0(T )|q†JMiqJMi|ψ0(T )〉 = Y 2
Ji. (35)

Поэтому в определенном смысле q-фононы можно рассматривать как «холодные» фо-
ноны, а тепловое преобразование (34) как процесс их нагревания, т. е. переход к
новым фононным операторам, для которых тепловой вакуум является вакуумным со-
стоянием. При этом однофононная часть теплового гамильтониана диагональна как
в терминах q-фононов, так и в терминах тепловых фононов, поскольку преобразова-
ние (34) унитарно

HTQRPA =
∑
JMi

ωJi

(
Q†

JMiQJMi− Q̃†
JMiQ̃JMi

)
=

∑
JMi

ωJi

(
q†JMiqJMi − q̃†JMiq̃JMi

)
. (36)

Вакуум q-фононов |ψ0〉 связан с тепловым вакуумом |ψ0(T )〉 унитарным преобразова-
нием [13]. Следует отметить, что в работах [9,10] именно q-фононы рассматривались
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в качестве тепловых, а их вакуум играл роль теплового вакуума. При таком подходе
в теории не появляются бозонные числа заполнения.

Получим выражения для приведенной вероятности (силы) переходов с теплового
вакуума на однофононные состояния. Для этого выразим одночастичный оператор
перехода TJM (20) через операторы тепловых фононов [15]:

TJM = Ĵ−1
∑
i

ΓJi

{
XJi

(
Q†

JMi +QJMi) + YJi
(
Q̃†

JMi
+ Q̃JMi)

}
, (37)

где

ΓJi =
∑
τ

∑
j1j2

τ
t
(J)
j1j2

{
(1−y2j1−y

2
j2)u

(+)
j1j2

(ΨJi
j1j2+ΦJi

j1j2)+(y2j2−y
2
j1)v

(−)
j1j2

(HJi
j1j2+ΞJi

j1j2)
}
. (38)

Зависящие от температуры функции ΓJi определяют приведенные вероятности пере-
ходов на тепловые однофононные состояния:

BJi(TJ ) = |〈QJi|| TJ ||ψ0(T )〉|2 = X2
JiΓ

2
Ji,

B̃Ji(TJ ) = |〈Q̃Ji|| TJ ||ψ0(T )〉|2 = Y 2
JiΓ

2
Ji.

(39)

Эти выражения вместе с энергией переходов ±ωJi однозначно определяют силовые
функции одночастичного оператора TJM (20) в тепловом квазичастичном прибли-
жении случайной фазы. Поскольку тепловой вакуум ТКПСФ удовлетворяет условию
теплового состояния (9), для силовой функции переходов на однофононные состояния
справедлив принцип детального баланса (21).

Полученные выражения для силы переходов на однофононные состояния согла-
суются с интерпретацией q-фононов как «холодных». Действительно, найдем силу
переходов на однофононные q-состояния:

bJi(TJ ) = |〈qJi|| TJ ||ψ0〉|2 = Γ2
Ji,

b̃Ji(TJ ) = |〈q̃Ji|| TJ ||ψ0〉|2 = 0.
(40)

Равенство нулю вероятности переходов на состояния с отрицательной энергией озна-
чает, что в системе q-фононов, как и для ядра в основном состоянии, возможен
только процесс возбуждения. Это обстоятельство не учитывалось в работах [9, 10],
что приводило к нарушению принципа детального баланса. Выше мы показали, что в
ТКПСФ нагретое ядро содержит Y 2

Ji термически возбужденных q-фононов с энергией
ωJi. Поэтому вероятность процесса девозбуждения, когда из системы удаляется фо-
нон, пропорциональна Y 2

Ji, а вероятность обратного процесса — возбуждения, когда
фонон в систему добавляется, пропорциональна X2

Ji = 1 + Y 2
Ji.

3. ФРАГМЕНТАЦИЯ ОДНОФОНОННЫХ СОСТОЯНИЙ
В НАГРЕТЫХ ЯДРАХ

Использование тепловых квазичастиц и фононов в качестве элементарных мод
возбуждений нагретого ядра, а также тот факт, что тепловой гамильтониан наследу-
ет структуру исходного физического гамильтониана ядра, позволяют совершить выход
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за рамки однофононного приближения традиционным для КФМ способом — добав-
лением в волновую функцию двухфононных компонент [11]. Для этого, как и при
T = 0, выразим тепловой гамильтониан через операторы рождения и уничтожения
тепловых квазичастиц и фононов

H = HTQRPA +Hqph. (41)

Слагаемое Hqph описывает взаимодействие тепловых фононов и тепловых квазича-
стиц:

Hqph = −1

2

∑
JMi

∑
τ

∑
j1j2

τ f
(J)
j1j2√
N Ji

τ

[{
XJi

(
Q†

JMi
+QJMi)+

+ YJi
(
Q̃†

JMi + Q̃JMi)
}
BJM (j1j2) + (h. c.)− (t. c.)

]
, (42)

где для сокращения записи слагаемые, эрмитово- и тильда-сопряженные указанным,
обозначены соответственно как (h. c.) и (t. c.). Оператор BJM (j1j2) выражается через
операторы рождения и уничтожения тепловых квазичастиц

BJM (j1j2) = −v(−)
j1j2

(
xj1xj2

[
β†
j1
βj2

]
JM

+ yj1yj2
[
β̃†
j1
β̃j2

]
JM

)
+

+ iu
(+)
j1j2

(
xj1yj2

[
β†
j1
β̃j2

]
JM

+ yj1xj2
[
β̃†
j1
βj2

]
JM

)
. (43)

Как и в случае холодного ядра, слагаемое Hqph смешивает состояния с разным чис-
лом фононов, благодаря чему происходит фрагментация силы переходов, которая в
ТКПСФ сконцентрирована на однофононных состояниях.

Строго говоря, тепловой гамильтониан H, будучи записанным в терминах теп-
ловых квазичастиц и фононов, содержит слагаемые типа B†B, которые описывают
неучтенное в ТКПСФ взаимодействие тепловых квазичастиц. Эти слагаемые, как
и в КФМ при нулевой температуре, мы отбрасываем [11, 28]. Кроме того, учитывая
взаимодействие тепловых квазичастиц и фононов, мы будем пренебрегать принципом
Паули, т. е. будем считать операторы тепловых фононов «истинными» бозонами. По-
мимо этого мы будем использовать еще одно приближение, а именно — будем считать,
что

[BJM (j1j2), q̃
†
J′M ′ ] = [BJM (j1j2), q̃J′M ′ ] = 0. (44)

Чтобы пояснить смысл этого приближения, рассмотрим оператор взаимодействия теп-
ловых квазичастиц и фононов Hqph, написанный через q-фононы:

Hqph =− 1

2

∑
JMi

∑
τ

∑
j1j2

τ f
(J)
j1j2√
N Ji

τ

[(
q†
JMi

+ qJMi)BJM (j1j2) + (h. c.)− (t. c.)
]
. (45)

Сравнение этого выражения с выражением (42) для Hqph показывает, что прибли-
жение (44) выключает взаимодействие «холодных» q†, q и q̃†, q̃ фононов теплового
гамильтониана. Взаимодействие возникает лишь после «нагревания» (34).
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Чтобы удовлетворить условию теплового состояния (9), будем искать собственные
состояния теплового гамильтониана (41) в следующем виде:

|QJMν〉 = Q†
JMν |Ψ0(T )〉 =

=
[∑

i

{
Ri(Jν)Q

†
JMi + R̃i(Jν)Q̃

†
JMi

−Ni(Jν)QJMi − Ñi(Jν)Q̃JMi

}
+

+
∑
λ1i1
λ2i2

{
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Q†

λ1i1
Q†

λ2i2

]
JM

+ P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Q̃†

λ1i1
Q̃†

λ2i2

]
JM

+

+ 2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Q†

λ1i1
Q̃†

λ2i2

]
JM

− T λ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Qλ1i1

Qλ2i2

]
JM

−

− T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Q̃λ1i1Q̃λ2i2

]
JM

− 2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)
[
Qλ1i1

Q̃λ2i2

]
JM

}]
|Ψ0(T )〉. (46)

Волновая функция (46) должна быть нормирована,

〈QJMν |QJMν〉 =
∑
i

{
[Ri(Jν)]

2 + [R̃i(Jν)]
2 − [Ni(Jν)]

2 − [Ñi(Jν)]
2
}
+

+ 2
∑
λ1i1
λ2i2

{[
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)
]2

+
[
P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)
]2

+ 2
[
Sλ1i1
λ2i2

(Jν)
]2−

−
[
T λ1i1
λ2i2

(Jν)
]2 − [

T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)
]2 − 2

[
Zλ1i1
λ2i2

(Jν)
]2]2}

= 1. (47)

Как и ранее, будем считать, что состояние (46) без символа «тильда» соответству-
ет положительной энергии EJν . Тогда тильда-сопряженное состояние |Q̃JMν〉 =

Q̃†
JMν |Ψ0(T )〉 соответствует отрицательной энергии −EJν . Новый тепловой вакуум

определим как вакуум относительно операторов уничтожения

QJMν |Ψ0(T )〉 = Q̃JMν |Ψ0(T )〉 = 0. (48)

Подчеркнем, что присутствие в (46) операторов уничтожения тепловых фононов под-
разумевает переопределение теплового вакуума при учете связи одно- и двухфонон-
ных конфигураций. Напомним, что в стандартной КФМ при включении взаимодей-
ствия фононов волновая функция основного состояния не переопределяется, а оста-
ется тождественной фононному вакууму квазичастичного ПСФ. Аналогичное пред-
положение при T �= 0 использовалось и в работах [9,14,15].

Получим дополнительные условия на структуру оператора Q†
JMν , потребовав, что-

бы новый вакуум удовлетворял условию (9). Для этого в качестве оператора A, как
и при рассмотрении структуры теплового вакуума ТКПСФ, используем двухквази-
частичные операторы [α†

j1
α†
j2
]JM , [α†

j1
αj2 ]JM и эрмитово-сопряженные им. Выражая

двухквазичастичные операторы через операторы тепловых фононов, легко показать,
что амплитуды при однофононных слагаемых в (46) должны удовлетворять условию(

Ñ

R̃

)
i

(Jν) =
XJi e

−EJν/2T − YJi
XJi − YJi e−EJν/2T

(
R

N

)
i

(Jν), (49)
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где EJν — собственное значение теплового гамильтониана (41), соответствующее вол-
новой функции (46). Таким образом, мы получили важный результат относительно
структуры волновой функции (46): если мы требуем выполнения условия теплово-
го состояния для вакуума операторов QJMν , то в волновой функции (46) должны
присутствовать как прямые однофононные слагаемые, т. е. слагаемые, состоящие из
оператора рождения фонона, так и обратные тильда-сопряженные слагаемые, состо-
ящие из оператора уничтожения фонона. В связи с этим логичным представляется
включение в волновую функцию (46) и обратных двухфононных слагаемых.

По аналогии с ТКПСФ в определение волновой функции (46) удобно ввести эф-
фективные амплитуды

(
R

N

)
i

(Jν) =
[
XJνXJi − YJνYJi

]−1
(
R

N

)
i

(Jν) =

=
[
YJνXJi −XJνYJi

]−1
(
Ñ

R̃

)
i

(Jν), (50)

где X2
Jν − Y 2

Jν = 1 и XJν/YJν = e−EJν/2T . При помощи равенства

[Ri(Jν)]
2 + [R̃i(Jν)]

2 − [Ni(Jν)]
2 − [Ñi(Jν)]

2 = [Ri(Jν)]
2 − [Ni(Jν)]

2 (51)

условие нормировки (47) можно записать через эффективные амплитуды.
Для нахождения собственных состояний теплового гамильтониана (41) и их энер-

гий мы вновь воспользуемся уравнением движения (13) в виде

〈ψ0(T )|[δO,H,Q†
JMν ]|ψ0(T )〉 = EJν〈ψ0(T )|[δO,Q†

JMν ]|ψ0(T )〉, (52)

где |ψ0(T )〉 — фононный вакуум ТКПСФ, а в качестве δO рассматриваются операто-
ры, эрмитово-сопряженные к операторам в правой части (46), т. е. δO = QJM , [Qλ1i1 ,
Qλ2i2 ]JM и т. д. В результате приходим к следующей системе линейных уравнений:

Ri(Jν)(ωJi − EJν) +
∑
λ1i1
λ2i2

[
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)Uλ1i1
λ2i2

(Ji) + P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)Ũλ1i1
λ2i2

(Ji)+

+ 2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)Wλ1i1
λ2i2

(Ji)− T λ1i1
λ2i2

(Jν)V λ1i1
λ2i2

(Ji)− T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)Ṽ λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− 2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)Gλ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

R̃i(Jν)(ωJi + EJν) +
∑
λ1i1
λ2i2

[
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)Ũλ1i1
λ2i2

(Ji) + P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)Uλ1i1
λ2i2

(Ji)+

+ 2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)W̃λ1i1
λ2i2

(Ji)− T λ1i1
λ2i2

(Jν)Ṽ λ1i1
λ2i2

(Ji)− T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)V λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− 2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)G̃λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,
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Ni(Jν)(ωJi + EJν) +
∑
λ1i1
λ2i2

[
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)V λ1i1
λ2i2

(Ji) + P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)Ṽ λ1i1
λ2i2

(Ji)+

+ 2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)Gλ1i1
λ2i2

(Ji)− T λ1i1
λ2i2

(Jν)Uλ1i1
λ2i2

(Ji)− T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)Ũλ1i1
λ2i2

(Ji)−

− 2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)Wλ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

Ñi(Jν)(ωJi − EJν) +
∑
λ1i1
λ2i2

[
Pλ1i1
λ2i2

(Jν)Ṽ λ1i1
λ2i2

(Ji) + P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)V λ1i1
λ2i2

(Ji)+

+ 2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)G̃λ1i1
λ2i2

(Ji)− T λ1i1
λ2i2

(Jν)Ũλ1i1
λ2i2

(Ji)− T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)Uλ1i1
λ2i2

(Ji)−

− 2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)W̃λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0, (53)

2Pλ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 + ωλ2i2 − EJν) +
∑
i

[
Ri(Jν)U

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)Ũ
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)V
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)Ṽ
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

2P̃λ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 + ωλ2i2 + EJν)−
∑
i

[
Ri(Jν)Ũ

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)U
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)Ṽ
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)V
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

2Sλ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 − ωλ2i2 − EJν) +
∑
i

[
Ri(Jν)W

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)W̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)G
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)G̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

2T λ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 + ωλ2i2 + EJν) +
∑
i

[
Ri(Jν)V

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)Ṽ
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)U
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)Ũ
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

2T̃ λ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 + ωλ2i2 − EJν)−
∑
i

[
Ri(Jν)Ṽ

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)V
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)Ũ
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)U
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,

2Zλ1i1
λ2i2

(Jν)(ωλ1i1 − ωλ2i2 + EJν) +
∑
i

[
Ri(Jν)G

λ1i1
λ2i2

(Ji)− R̃i(Jν)G̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)−

− Ni(Jν)W
λ1i1
λ2i2

(Ji) + Ñi(Jν)W̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)
]
= 0,
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где введены следующие обозначения для матричных элементов оператора Hqph:

Uλ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q
†
λ1i1

Q†
λ2i2

]JM ]|ψ0(T )〉,

Ũλ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q̃
†
λ1i1

Q̃†
λ2i2

]JM ]|ψ0(T )〉,

V λ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Qλ1i1
Qλ2i2

]JM ]|ψ0(T )〉,

Ṽ λ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q̃λ1i1Q̃λ2i2 ]JM ]|ψ0(T )〉,

Wλ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q
†
λ1i1

Q̃†
λ2i2

]JM ]|ψ0(T )〉,

W̃λ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q̃
†
λ1i1

Q†
λ2i2

]JM ]|ψ0(T )〉,

Gλ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Qλ1i1
Q̃λ2i2 ]JM ]|ψ0(T )〉,

G̃λ1i1
λ2i2

(Ji) = 〈ψ0(T )|[QJMi,Hqph, [Q̃λ1i1Qλ2i2
]JM ]|ψ0(T )〉.

(54)

Можно показать, что в приближении (44) перечисленные матричные элементы удо-
влетворяют равенствам

XJiU
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiṼ
λ1i1
λ2i2

(Ji) = Xλ1i1Xλ2i2U
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiṼ
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiU
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −Yλ1i1Yλ2i2U
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiV
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiŨ
λ1i1
λ2i2

(Ji) = Xλ1i1Xλ2i2V
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiŨ
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiV
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −Yλ1i1Yλ2i2V
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiW
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiG̃
λ1i1
λ2i2

(Ji) = Xλ1i1Yλ2i2W
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiG̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiW
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −Yλ1i1Xλ2i2W
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiG
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiW̃
λ1i1
λ2i2

(Ji) = Xλ1i1Yλ2i2G
λ1i1
λ2i2

(Ji),

XJiW̃
λ1i1
λ2i2

(Ji)− YJiG
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −Yλ1i1Xλ2i2G
λ1i1
λ2i2

(Ji),

(55)

где величины U
λ1i1
λ2i2

(Ji), Vλ1i1
λ2i2

(Ji), Wλ1i1
λ2i2

(Ji) и G
λ1i1
λ2i2

(Ji) имеют следующий вид:

U
λ1i1
λ2i2

(Ji) = λ̂1λ̂2
[
B
λ1i1
λ2i2

(Ji) + (−1)λ1+λ2+J
A

λ1i1
Ji (λ2i2) + A

λ2i2
Ji (λ1i1)

]
,

V
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −λ̂1λ̂2
[
B
λ1i1
λ2i2

(Ji) + (−1)λ1+λ2+J
B
λ1i1
Ji (λ2i2) + B

λ2i2
Ji (λ1i1)

]
,

W
λ1i1
λ2i2

(Ji) = λ̂1λ̂2
[
A

λ1i1
λ2i2

(Ji) + (−1)λ1+λ2+J
B
λ1i1
Ji (λ2i2) + A

λ2i2
Ji (λ1i1)

]
,

G
λ1i1
λ2i2

(Ji) = −λ̂1λ̂2
[
A

λ1i1
λ2i2

(Ji) + (−1)λ1+λ2+J
A

λ1i1
Ji (λ2i2) + B

λ2i2
Ji (λ1i1)

]
,

(56)

а A
λ1i1
λ2i2

(Ji) и B
λ1i1
λ2i2

(Ji) выражаются через эффективные ТКПСФ-амплитуды (30)
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и фермионные тепловые числа заполнения:

A
λ1i1
λ2i2

(Ji) =
∑
τ

∑
j1j2j3

τ f
(J)
j1j2√
N Ji

τ

{
J λ1 λ2
j3 j1 j2

}
×

×
{
v
(−)
j1j2

[
(Ψλ1i1

j2j3
Ψλ2i2

j3j1
+Φλ1i1

j2j3
Φλ2i2

j3j1
)(x2j1x

2
j2x

2
j3 − y2j1y

2
j2y

2
j3)−

− (Hλ1i1
j2j3

Ξλ2i2
j3j1

+ Ξλ1i1
j2j3

Hλ2i2
j3j1

)(x2j1x
2
j2y

2
j3 − y2j1y

2
j2x

2
j3 )

]
+

+ u
(+)
j1j2

[
(Ψλ1i1

j2j3
Hλ2i2

j3j1
+Φλ1i1

j2j3
Ξλ2i2
j3j1

)(x2j1y
2
j2y

2
j3 − y2j1x

2
j2x

2
j3)+

+ (Hλ1i1
j2j3

Φλ2i2
j3j1

+ Ξλ1i1
j2j3

Ψλ2i2
j3j1

)(x2j1y
2
j2x

2
j3 − y2j1x

2
j2x

2
j3 )

]}
, (57)

B
λ1i1
λ2i2

(Ji) =
∑
τ

∑
j1j2j3

τ f
(J)
j1j2√
N Ji

τ

{
J λ1 λ2
j3 j1 j2

}
×

×
{
v
(−)
j1j2

[
(Ψλ1i1

j2j3
Φλ2i2

j3j1
+Φλ1i1

j2j3
Ψλ2i2

j3j1
)(x2j1x

2
j2x

2
j3 − y2j1y

2
j2y

2
j3)−

− (Hλ1i1
j2j3

Hλ2i2
j3j1

+ Ξλ1i1
j2j3

Ξλ2i2
j3j1

)(x2j1x
2
j2y

2
j3 − y2j1y

2
j2x

2
j3 )

]
+

+ u
(+)
j1j2

[
(Ψλ1i1

j2j3
Ξλ2i2
j3j1

+Φλ1i1
j2j3

Hλ2i2
j3j1

)(x2j1y
2
j2y

2
j3 − y2j1x

2
j2x

2
j3)+

+ (Hλ1i1
j2j3

Ψλ2i2
j3j1

+ Ξλ1i1
j2j3

Φλ2i2
j3j1

)(x2j1y
2
j2x

2
j3 − y2j1x

2
j2x

2
j3)

]}
. (58)

Размерность системы уравнений (53) можно значительно сократить путем исклю-
чения из нее двухфононных амплитуд. После этого, воспользовавшись определени-
ем (50), получаем систему линейных однородных уравнений относительно эффектив-
ных амплитуд Ri и Ni:(

M(1)(E) M(2)(E)

M(2)(−E) M(1)(−E)

)(
R

N

)
= 0. (59)

Выражение для матричных элементов M
(1,2)
ii′ следующее:

M
(1)
ii′ (E) = δii′ (ωJi − E)−

− 1

2

∑
λ1i1
λ2i2

{(
U

λ1i1
λ2i2

(Ji)Uλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 + ωλ2i2 − E
+

V
λ1i1
λ2i2

(Ji)Vλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 + ωλ2i2 + E

)
(1 + Y 2

λ1i1 + Y 2
λ2i2)+

+

(
W

λ1i1
λ2i2

(Ji)Wλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 − ωλ2i2 − E
+

G
λ1i1
λ2i2

(Ji)Gλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 − ωλ2i2 + E

)
(Y 2

λ2i2 − Y 2
λ1i1)

}
, (60)

M
(2)
ii′ (E) =

1

2

∑
λ1i1
λ2i2

{(
U

λ1i1
λ2i2

(Ji)Vλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 + ωλ2i2 − E
+

V
λ1i1
λ2i2

(Ji)Uλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 + ωλ2i2 + E

)
(1 + Y 2

λ1i1 + Y 2
λ2i2)+

+

(
W

λ1i1
λ2i2

(Ji)Gλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 − ωλ2i2 − E
+

G
λ1i1
λ2i2

(Ji)Wλ1i1
λ2i2

(Ji′)

ωλ1i1 − ωλ2i2 + E

)
(Y 2

λ2i2 − Y 2
λ1i1)

}
. (61)
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Отметим, что матричные элементы M
(1,2)
ii′ зависят не только от квазичастичных (фер-

мионных), но и от фононных (бозонных) тепловых чисел заполнения. В этом смысле
полученные уравнения перекликаются с результатами работы [6], где бозонные чис-
ла заполнения возникают благодаря специальным свойствам температурных функций
Грина.

Условие существования нетривиального решения системы (59) приводит к секу-
лярному уравнению det ‖M‖ = 0 для собственных значений EJν теплового гамиль-
тониана (41). Решая для каждого положительного собственного значения EJν систе-
му (59), мы найдем ненормированные эффективные амплитуды Ri(Jν) и Ni(Jν). Нор-
мировка осуществляется при помощи уравнений (53) и условий (47), (51). Тем самым
мы полностью определим структуру оператора Q†

JMν . Структура оператора Q̃†
JMν ,

соответствующего отрицательному собственному значению −EJν , находится при по-
мощи операции тильда-сопряжения, т. е. замены фононов без символа «тильда» в вы-
ражении (46) на таковые с символом «тильда» и наоборот.

После того как определена структура собственных состояний теплового гамильто-
ниана (41), мы можем вычислить приведенные амплитуды перехода для одночастич-
ного мультипольного оператора TJM

BJν(TJ) = |〈QJν || TJ ||Ψ0(T )〉|2 = X2
Jν

∣∣∣∑
i

ΓJi

[
Ri(Jν) + Ni(Jν)

]∣∣∣2,
B̃Jν(TJ) = |〈Q̃Jν || TJ ||Ψ0(T )〉|2 = Y 2

Jν

∣∣∣∑
i

ΓJi

[
Ri(Jν) + Ni(Jν)

]∣∣∣2. (62)

Полученные выражения для приведенных вероятностей удовлетворяют принципу де-
тального баланса (12). Таким образом, требуя для теплового вакуума выполнения
условия теплового состояния на каждом этапе диагонализации, нам удалось постро-
ить термодинамически последовательный способ описания фрагментации однофонон-
ных состояний в нагретых ядрах. В работе [9] условие теплового состояния выпол-
нялось лишь в приближении ТБКШ, а уже на уровне ТКПСФ принцип детального
баланса нарушался, так как силовая функция не имела слагаемого, допускающего
переходы с энергией E < 0. В последующих работах [14, 15] последовательное по-
строение теплового вакуума и тепловых фононов обеспечило выполнение принципа
детального баланса в ТКПСФ. Однако при учете взаимодействия одно- и двухфонон-
ных конфигураций в качестве теплового вакуума был использован вакуум ТКПСФ,
в результате чего принцип детального баланса выполнялся лишь в среднем, т. е. после
усреднения силовой функции по некоторому энергетическому интервалу.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На примере квазичастично-фононной модели ядра, используя формализм термопо-
левой динамики, мы разработали последовательную процедуру вычисления силовой
функции для нагретых ядер. На всех этапах процедуры выполнялся принцип де-
тального баланса. Показано, что термодинамически последовательное рассмотрение
связи одно- и двухфононных конфигураций в нагретом ядре требует согласованного
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переопределения теплового вакуума. Это — главный результат настоящей работы. Со-
гласно полученным уравнениям, матричные элементы эффективного взаимодействия
фононов нагретого ядра зависят как от квазичастичных (фермионных), так и фонон-
ных (бозонных) тепловых чисел заполнения. Представленную здесь процедуру легко
обобщить на случай спин-изоспиновых возбуждений нагретого ядра (магнитных ди-
польных, гамов-теллеровских и т. п.), что актуально с точки зрения астрофизических
приложений.
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